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Introducao

@ Heap binomial da suporte as operagdes em O(lg n)
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Introducao

@ Heap binomial da suporte as operagdes em O(lg n)

@ Heap de Fibonacci da suporte as mesmas operagdes, mas
executa em tempo amortizado O(1) quando n3o envolve
exclusoes
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Introducao

@ Heap binomial da suporte as operagdes em O(lg n)

@ Heap de Fibonacci da suporte as mesmas operagdes, mas
executa em tempo amortizado O(1) quando n3o envolve

exclusoes
Heap
Binario Binomial Fibonacci

Operacao (pior caso) (pior caso) (amortizado)
MAKE-HEAP o(1) o(1) o(1)
INSERT O(lgn) O(lg n) ©(1)
MINIMUM o(1) o(lg n) o(1)
UNION ©(n) O(lg n) o(1)
DECREASE-KEY  ©(Ign) o(lg n) o(1)
EXTRACT-MIN O(lgn) O(Ign) O(lg n)
DELETE O(lg n) O(lg n) O(lg n)
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Introducao

@ Se aplica bem, do ponto de vista tedrico, em aplicacdes onde
o nimero de EXTRACT-MIN e DELETE é pequeno em
relacdo as outras operagdes
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Introducao

@ Se aplica bem, do ponto de vista tedrico, em aplicacdes onde
o nimero de EXTRACT-MIN e DELETE é pequeno em
relacdo as outras operagdes

@ Aplicacgdes: célculo de arvores geradoras minimas e busca por
menores caminhos dada uma origem
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Introducao

@ E um bom exemplo de estrutura de dados projetada com
analise amortizada em mente
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Introducao

@ E um bom exemplo de estrutura de dados projetada com
analise amortizada em mente

@ N3o foi projetada para dar um suporte eficiente a operagdo
SEARCH
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Introducao

o E um bom exemplo de estrutura de dados projetada com
analise amortizada em mente

@ N3o foi projetada para dar um suporte eficiente a operagdo
SEARCH

@ Do ponto de vista pratico, os fatores constantes e a
complexidade a tornam pouco desejavel para a maioria dos
problemas
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@ Colec3o de heaps minimos

min[H]
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@ Cada nd x possui um ponteiro p[x] para o pai
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@ Cada nd x possui um ponteiro p[x] para o pai

@ Cada né x possui um ponteiro child[x] para qualquer dos
filhos
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@ Cada nd x possui um ponteiro p[x] para o pai

@ Cada né x possui um ponteiro child[x] para qualquer dos
filhos

@ Os filhos de x mantém-se unidos por uma lista circular
duplamente ligada
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@ Cada nd x possui um ponteiro p[x] para o pai

@ Cada né x possui um ponteiro child[x] para qualquer dos
filhos

@ Os filhos de x mantém-se unidos por uma lista circular
duplamente ligada

@ Cada filho y tem ponteiros left[y] e right[y]. Quando tem
apenas um filho left[y] = rightly] = y
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@ Cada nd x possui um ponteiro p[x] para o pai

@ Cada né x possui um ponteiro child[x] para qualquer dos
filhos

@ Os filhos de x mantém-se unidos por uma lista circular
duplamente ligada

o Cada filho y tem ponteiros left[y]| e right[y]. Quando tem
apenas um filho left[y] = rightly] = y

o Tal lista permite operagdes como exclusdo de um né ou
unido/divisdo de listas em tempo O(1)
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@ Para cada né x também é mantido o nimero de filhos em
degree[x] e um valor booleano em mark[x], que indica se x
perdeu algum filho desde que teve o ponteiro p[x] alterado
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@ Para cada né x também é mantido o nimero de filhos em
degree[x] e um valor booleano em mark[x], que indica se x
perdeu algum filho desde que teve o ponteiro p[x] alterado

@ Seja H um heap de Fibonacci. min[H] é um ponteiro para a
raiz da drvore que contém a menor chave. O né referenciado
por min[H] é chamado de né minimo de H. Quando o heap
estd vazio temos min[H] = NIL
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@ Para cada né x também é mantido o nimero de filhos em
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@ Seja H um heap de Fibonacci. min[H] é um ponteiro para a
raiz da drvore que contém a menor chave. O né referenciado
por min[H] é chamado de né minimo de H. Quando o heap
estd vazio temos min[H] = NIL

@ As raizes dos heaps também s3o mantidas numa lista circular
duplamente ligada, que recebe o nome de lista de raizes
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@ Para cada né x também é mantido o nimero de filhos em
degree[x] e um valor booleano em mark[x], que indica se x
perdeu algum filho desde que teve o ponteiro p[x] alterado

@ Seja H um heap de Fibonacci. min[H] é um ponteiro para a
raiz da drvore que contém a menor chave. O né referenciado
por min[H] é chamado de né minimo de H. Quando o heap
estd vazio temos min[H] = NIL

@ As raizes dos heaps também s3o mantidas numa lista circular
duplamente ligada, que recebe o nome de lista de raizes

@ A ordem das arvores na lista é aleatdria
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Para cada né x também é mantido o nimero de filhos em
degree[x] e um valor booleano em mark[x], que indica se x
perdeu algum filho desde que teve o ponteiro p[x] alterado

Seja H um heap de Fibonacci. min[H] é um ponteiro para a
raiz da drvore que contém a menor chave. O né referenciado
por min[H] é chamado de né minimo de H. Quando o heap
estd vazio temos min[H] = NIL

As raizes dos heaps também s3o mantidas numa lista circular
duplamente ligada, que recebe o nome de lista de raizes

A ordem das arvores na lista é aleatdria

O heap ainda possui o atributo n[H], que indica o nimero de

7

nos
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Analise amortizada

@ O tempo requerido para executar uma operacao é a média de
todas as operacdes realizadas
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Analise amortizada

@ O tempo requerido para executar uma operacao é a média de
todas as operacdes realizadas

@ Pode ser utilizada para mostrar que o custo médio de uma
operacdo é pequeno, mesmo que uma delas em especifico
tenha um alto custo
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Analise amortizada

@ O tempo requerido para executar uma operacao é a média de
todas as operacdes realizadas

@ Pode ser utilizada para mostrar que o custo médio de uma
operacdo é pequeno, mesmo que uma delas em especifico
tenha um alto custo

@ Andlise amortizada difere da analise do caso médio. Na
andlise do caso médio é computada a média do custo do
algortimo para todas as possiveis instancias. A andlise
amortizada calcula o custo médio de cada operagdo para
qualquer instancia. Geralmente é muito mais facil fazer uma
anéalise amortizada que uma analise de caso médio.
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Analise amortizada

@ O tempo requerido para executar uma operacao é a média de
todas as operacdes realizadas

@ Pode ser utilizada para mostrar que o custo médio de uma
operacdo é pequeno, mesmo que uma delas em especifico
tenha um alto custo

@ Andlise amortizada difere da analise do caso médio. Na
andlise do caso médio é computada a média do custo do
algortimo para todas as possiveis instancias. A andlise
amortizada calcula o custo médio de cada operagdo para
qualquer instancia. Geralmente é muito mais facil fazer uma
anéalise amortizada que uma analise de caso médio.

@ Técnicas: andlise agregada, método da contagem, método
potencial
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Analise amortizada

@ Contador bindrio de k-bits, que inicia em 0. A[0..k — 1]
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Analise amortizada

@ Contador bindrio de k-bits, que inicia em 0. A[0..k — 1]

INCREMENT (A)

1.1 =0

2. Enquanto i < length(A) e A[i] = 1 facga
3o Afi]l =0

4. i=1i+1

5. Se i < length(A) entéo

6. Afi] =1
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Analise amortizada

@ Contador bindrio de k-bits, que inicia em 0. A[0..k — 1]

INCREMENT (A)

1.1 =0

2. Enquanto i < length(A) e A[i] = 1 facga
3o Afi]l =0

4. i=1i+1

5. Se i < length(A) entéo

6. Afi] =1

@ O tempo de execucdo é proporcional ao niimero de alteracdes
dos bits
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Analise amortizada

o Utilizando o método da contagem, atribuimos o custo de 1
moeda por alteracdo e “pagamos”’ 2 moedas a cada alteracao
para 1 (1 para a alteracdo corrente e 1 de “crédito” para ser
utilizada na alteragdo do bit de volta para 0). Desta forma,
temos que a cada execu¢ao, no maximo, 2 moedas sdo gastas
e assim temos um custo maximo de 2n moedas para n
execucdes. Concluimos que o custo total de n chamadas a
INCREMENT é O(n) e que o custo amortizado de cada
operagdo é O(1)
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Analise amortizada

@ Método potencial
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Analise amortizada

@ Método potencial

@ Estrutura inicial Dy, onde executamos n operagoes
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Analise amortizada

@ Método potencial

@ Estrutura inicial Dy, onde executamos n operagoes

@ ¢;, paracadai=1,2,...,n, é o custo real da i-ésima
operacao em D;_; que gera D;
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Analise amortizada

@ Método potencial

@ Estrutura inicial Dy, onde executamos n operagoes

@ ¢;, paracadai=1,2,...,n, é o custo real da i-ésima
operacao em D;_; que gera D;

@ Func3o potencial ® mapeia D; a um ndmero real ®(D;), o
potencial

André Atanasio Maranh3o Almeida — IC/UNICAMP Heap de Fibonacci



Analise amortizada

@ Método potencial

@ Estrutura inicial Dy, onde executamos n operagoes

@ ¢;, paracadai=1,2,...,n, é o custo real da i-ésima
operacao em D;_; que gera D;

@ Func3o potencial ® mapeia D; a um ndmero real ®(D;), o
potencial

@ O custo amortizado ¢; da i-ésima operacido é:

¢ =ci+P(D;) — P(Di—1)
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Analise amortizada

@ Método potencial
@ Estrutura inicial Dy, onde executamos n operagoes
@ ¢;, paracadai=1,2,...,n, é o custo real da i-ésima

operacdo em D;_1 que gera D;

Funcdo potencial ® mapeia D; a um ndmero real ®(D;), o
potencial

O custo amortizado ¢; da i-ésima operacio é:

(]

G = ¢ + (D) — (Dj_1)

O custo amortizado total é:

n

Y G => (ci+0(D)—d(Di1)) =Y c+P(Dy)—d(Dy)
i=1 i=1

i=1
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Funcao potencial

@ Contador bindrio
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Funcao potencial

@ Contador bindrio

e ®(D;) = b;, onde b; é o nimero de 1's
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Funcao potencial

@ Contador bindrio

s ®(D;) = b;, onde b; é o nlimero de 1's
o t; resets. Custo real da operagio é ¢i=1t+1
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Funcao potencial

@ Contador bindrio

s ®(D;) = b;, onde b; é o nlimero de 1's
o t; resets. Custo real da operagio é ¢i=1t+1
o Custo amortizado da operacdo

G = ¢+ (D) —P(Di1)
< (t,'+1)+(b,'_1 — t,'+1)7 bi_1
= 2
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Funcao potencial

@ Contador bindrio

s ®(D;) = b;, onde b; é o nlimero de 1's
o t; resets. Custo real da operagio é ¢i=1t+1
o Custo amortizado da operacdo

G = ¢+ (D) —P(Di1)
< (t,'+1)+(b,'_1 — t,'+1)7 bi_1
= 2

@ Heap de Fibonacci
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Funcao potencial

@ Contador bindrio

s ®(D;) = b;, onde b; é o nlimero de 1's
o t; resets. Custo real da operagio é ¢i=1t+1
o Custo amortizado da operacdo

G = ¢+ (D) —P(Di1)
< (t,'+1)+(b,'_1 — t,'+1)7 bi_1
= 2

@ Heap de Fibonacci

o t(H) denota o ndmero de heaps minimos
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Funcao potencial

@ Contador bindrio

s ®(D;) = b;, onde b; é o nlimero de 1's
o t; resets. Custo real da operagio é ¢i=1t+1
o Custo amortizado da operacdo

G = ¢+ (D) —P(Di1)
< (t,'+1)+(b,'_1 — t,'+1)7 bi_1
= 2

@ Heap de Fibonacci

o t(H) denota o ndmero de heaps minimos
o m(H) denota o niimero de nds marcados
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Funcao potencial

@ Contador bindrio

s ®(D;) = b;, onde b; é o nlimero de 1's
o t; resets. Custo real da operagio é ¢i=1t+1
o Custo amortizado da operacdo

G = ¢+ (D) —P(Di1)
< (t,'+1)+(b,'_1 — t,'+1)7 bi_1
= 2

@ Heap de Fibonacci

o t(H) denota o ndmero de heaps minimos
o m(H) denota o niimero de nds marcados
o ®(H) = t(H) +2* m(H)
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Funcao potencial
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MAKE-HEAP

Algoritmo

MAKE-HEAP ()

1. n[H] =0

2. min[H] = NIL
3. retorna H
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MAKE-HEAP

Algoritmo

MAKE-HEAP ()

1. n[H] =0

2. min[H] = NIL
3. retorna H

@ Andlise amortizada

®(H)=t(H)+2*m(H)=0+2%x0=0

(?,‘ZC,'Z O(l)
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INSERT

INSERT (H,x)

1. degree[x] = 0

2. plx] = NIL

3. child[x] = NIL

4. left[x] = x

5. right[x] = x

6. mark([x] = FALSE

7. concatena as listas de raizes H e a de x
8. Se min[H] = NIL ou key[x] < key[min[H]] ent3o
9. min[H] = x
10. n[H] = n[H] + 1
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INSERT

@ Inserir: 21

min[H]
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INSERT

min[H]
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INSERT — Analise amortizada

@ H o heap de Fibonacci de entrada
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INSERT — Analise amortizada

@ H o heap de Fibonacci de entrada

@ H’ o heap de Fibonacci resultante
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INSERT — Analise amortizada

@ H o heap de Fibonacci de entrada
@ H’ o heap de Fibonacci resultante
o t(H)=t(H)+1
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INSERT — Analise amortizada

H o heap de Fibonacci de entrada
H’ o heap de Fibonacci resultante
t(H)=t(H)+1

m(H') = m(H)
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INSERT — Analise amortizada

H o heap de Fibonacci de entrada

H’ o heap de Fibonacci resultante

t(H)=t(H)+1

m(H") = m(H)

Segue a vari¢do do potencial e o custo amortizado da
operacao

e © ¢ ¢ ¢

O(H')—d(H) = ((t(H)+1)+2¢m(H))— (t(H)+2xm(H)) = 1

G = C,'-l-q)(H/)—CD(H) =c¢+1=0(1)
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MINIMUM

Algoritmo

MINIMUM (H)
1. retorna min[H]
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MINIMUM

Algoritmo

MINIMUM (H)
1. retorna min[H]

@ Andlise amortizada
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MINIMUM

Algoritmo

MINIMUM (H)
1. retorna min[H]

@ Andlise amortizada
e t(H') = t(H)
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MINIMUM

Algoritmo

MINIMUM (H)
1. retorna min[H]

@ Andlise amortizada

o t(H') =t(H)
e m(H") = m(H)
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MINIMUM

Algoritmo

MINIMUM (H)
1. retorna min[H]

@ Andlise amortizada
e t(H') = t(H)
e m(H") = m(H)
o O(H)— d(H) =0
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MINIMUM

Algoritmo

MINIMUM (H)
1. retorna min[H]

@ Andlise amortizada

t(H') = t(H)

m(H") = m(H)
S(H)—d(H)=0

Custo amortizado da operacdo

¢ © ¢ @

G =ci+®(H) - d(H) = ¢ = O(1)
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MINIMUM

min[H]
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UNION

UNION(Hy, Ho)
1. H = MAKE-HEAP()
. min[H] = min[H;]
concatena as listas de raizes de H, com a de H
. Se (min[H;] = NIL) ou
(min[H,] # NIL e min[H,] < min[H;]) entéo
min[H] = min[H>]
. n[H] = n[H;] + nlH-]

. retorna H

0 N O O W N
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min[H]
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min[H]

André Atanasio Maranh3o Almeida — IC/ Heap de Fibonacci



UNION - Andlise amortizada

o t(H) = t(Hi) + t(Ho)
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UNION - Andlise amortizada

o t(H) = t(Hi) + t(Ho)
o m(H) = m(H1) + m(Hz)
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UNION - Andlise amortizada

o t(H) = t(H1) + t(H>)

o m(H) = m(H1) + m(Hz)

@ Segue a variacdo do potencial e o custo amortizado da
operacao

®(H) — (®(H1) + ®(H2)) =0

G = ¢+ ®(H) — (®(H1) + P(H2)) = ci = O(1)
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EXTRACT-MIN

EXTRACT-MIN (H)
1. z = min[H]
Se z # NIL entéo
Para cada filho x de z faga

2

3

4. adiciona x a lista de raizes de H
5. plx] = NIL

6 remove z da lista de raizes de H

7 Se z = right[z] entéo

8 min[H] = NIL

9

. Sendo
10. min[H] = right[z]
11. CONSOLIDATE (H)

12. n[H] = n[H] - 1
‘13. retorna z
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EXTRACT-MIN

CONSOLIDATE(H)

Repetidamente executa os seguintes passos até que toda raiz
possua um grau distinto.

© Encontrar duas raizes x e y com mesmo grau tal que
key[x] < keyly].

© Remover y da lista de raizes e tornar y filho de x.
Incrementar degree[x] e mark[y] = FALSE.
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EXTRACT-MIN

André Atanasio Maranh3o Almeida — IC/UNICAMP Heap de Fibonacci



EXTRACT-MIN

min[H]
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EXTRACT-MIN
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EXTRACT-MIN
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EXTRACT-MIN

0123
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EXTRACT-MIN

012 3

AT T
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EXTRACT-MIN
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EXTRACT-MIN

0123
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EXTRACT-MIN

0123
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EXTRACT-MIN

0123
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EXTRACT-MIN
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EXTRACT-MIN
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EXTRACT-MIN
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EXTRACT-MIN

min[H]
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EXTRACT-MIN

EXTRACT-MIN (H)
1. z = min[H]
Se z # NIL entéo
Para cada filho x de z faga

2

3

4. adiciona x a lista de raizes de H
5. plx] = NIL

6 remove z da lista de raizes de H

7 Se z = right[z] entéo

8 min[H] = NIL

9

. Sendo
10. min[H] = right[z]
11. CONSOLIDATE (H)

12. n[H] = n[H] - 1
‘13. retorna z
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EXTRACT-MIN — Anadlise amortizada

o O(H) = t(H) + 2+ m(H)
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EXTRACT-MIN — Anadlise amortizada

o ®(H) = t(H) + 2+ m(H)
@ O(H")=(D(n)+ 1)+ 2% m(H), no maximo
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EXTRACT-MIN — Anadlise amortizada

e ®(H)=t(H)+2+m(H)

@ O(H")=(D(n)+ 1)+ 2% m(H), no maximo

@ O(D(n) + t(H)) é o custo real, uma vez que é determinado
pelo CONSOLIDATE e o custo deste é proporcional ao
ndmero de heaps. Observe que tinhamos t(H) raizes
inicialmente, mas quando excluimos min[H] podem surgir até
D(n) novas raizes.
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EXTRACT-MIN — Anadlise amortizada

e ®(H)=t(H)+2+m(H)

®(H') = (D(n) + 1) + 2« m(H), no maximo

@ O(D(n) + t(H)) é o custo real, uma vez que é determinado
pelo CONSOLIDATE e o custo deste é proporcional ao
ndmero de heaps. Observe que tinhamos t(H) raizes
inicialmente, mas quando excluimos min[H] podem surgir até
D(n) novas raizes.

@ Segue a variacdo no potencial e o custo amortizado da
operagao

O(H') - o(H) = (((D())+1)+2*m("'/)) (¢(H) + 2« m(H))
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EXTRACT-MIN — Anadlise amortizada

e ®(H)=t(H)+2+m(H)

®(H') = (D(n) + 1) + 2« m(H), no maximo

@ O(D(n) + t(H)) é o custo real, uma vez que é determinado
pelo CONSOLIDATE e o custo deste é proporcional ao
ndmero de heaps. Observe que tinhamos t(H) raizes
inicialmente, mas quando excluimos min[H] podem surgir até
D(n) novas raizes.

@ Segue a variacdo no potencial e o custo amortizado da
operagao

O(H') - o(H) = (((D())+1)+2*m("'/)) (¢(H) + 2« m(H))
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DECREASE-KEY

Algoritmo
DECREASE-KEY (H,x,k)
1. Se k > key[x] entéo

2. erro ‘‘Nova chave é maior’’

3. key[x] =k

4. y = plx]

5. Se y # NIL e key[x] < keyl[y] ent&o
6. CUT(H,x,y)

7.  CASCADING-CUT(H,y)

8. Se keyl[x] < key[min[H]] entéo

9 min[H] = x
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DECREASE-KEY

CUT(H,x,y)

1. remove x da lista de filhos de y e decrementa
degree [y]

2. adiciona x a lista de raizes de H

3. plx] = NIL

4. mark[x] = FALSE
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DECREASE-KEY

CASCADING-CUT (H,y)
1. z = plyl

2. Se z # NIL entdo

& Se mark[y] = FALSE entéo
4. mark[y] = TRUE
5

6

7

Sendo
CUT(H,y,z)
CASCADING-CUT(H,z)
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DECREASE-KEY

@ Decrementar chave 46 para 15

min[H]
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DECREASE-KEY

@ Decrementar chave 35 para b

min[H]
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DECREASE-KEY

min[H]
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DECREASE-KEY
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DECREASE-KEY

@ Decrementar chave 17 para 6

min[H]

o000
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DECREASE-KEY

min[H]

@ég
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DECREASE-KEY

Algoritmo
DECREASE-KEY (H,x,k)
1. Se k > key[x] entéo

2. erro ‘‘Nova chave é maior’’

3. key[x] =k

4. y = plx]

5. Se y # NIL e key[x] < keyl[y] ent&o
6. CUT(H,x,y)

7.  CASCADING-CUT(H,y)

8. Se keyl[x] < key[min[H]] entéo

9 min[H] = x
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DECREASE-KEY

CUT(H,x,y)

1. remove x da lista de filhos de y e decrementa
degree [y]

2. adiciona x a lista de raizes de H

3. plx] = NIL

4. mark[x] = FALSE
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DECREASE-KEY

CASCADING-CUT (H,y)
1. z = plyl

2. Se z # NIL entdo

& Se mark[y] = FALSE entéo
4. mark[y] = TRUE
5

6

7

Sendo
CUT(H,y,z)
CASCADING-CUT(H,z)
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DECREASE-KEY — Analise amortizada

@ O custo real do DECREASE-KEY é O(1) mais o custo do
CASCADING-CUT.
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DECREASE-KEY — Analise amortizada

@ O custo real do DECREASE-KEY é O(1) mais o custo do
CASCADING-CUT.

@ Supomos que o CASCADING-CUT ¢é recursivamente chamado
¢ vezes, tornando o custo real DECREASE-KEY O(c¢)
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DECREASE-KEY — Analise amortizada

@ O custo real do DECREASE-KEY é O(1) mais o custo do
CASCADING-CUT.

@ Supomos que o CASCADING-CUT ¢é recursivamente chamado
¢ vezes, tornando o custo real DECREASE-KEY O(c¢)

o t(H)=t(H)+c
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DECREASE-KEY — Analise amortizada

@ O custo real do DECREASE-KEY é O(1) mais o custo do
CASCADING-CUT.

@ Supomos que o CASCADING-CUT ¢é recursivamente chamado
¢ vezes, tornando o custo real DECREASE-KEY O(c¢)

o t(H)=t(H)+c

@ S30 gerados ¢ — 1 heaps pelas chamadas a
CASCANDING-CUT e o x também torna-se raiz de heap
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DECREASE-KEY — Analise amortizada

@ O custo real do DECREASE-KEY é O(1) mais o custo do
CASCADING-CUT.

@ Supomos que o CASCADING-CUT ¢é recursivamente chamado
¢ vezes, tornando o custo real DECREASE-KEY O(c¢)

o t(H)=t(H)+c

@ S30 gerados ¢ — 1 heaps pelas chamadas a
CASCANDING-CUT e o x também torna-se raiz de heap

e m(H)=m(H)—c+2
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DECREASE-KEY — Analise amortizada

@ O custo real do DECREASE-KEY é O(1) mais o custo do
CASCADING-CUT.

@ Supomos que o CASCADING-CUT ¢é recursivamente chamado
¢ vezes, tornando o custo real DECREASE-KEY O(c¢)

o t(H)=t(H)+c

@ S30 gerados ¢ — 1 heaps pelas chamadas a
CASCANDING-CUT e o x também torna-se raiz de heap

e m(H)=m(H)—c+2

@ S30 desmarcados ¢ — 1 nds pelas chamadas a
CASCANDING-CUT e a dltima execu¢do pode ter marcado 1
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DECREASE-KEY — Analise amortizada

@ O custo real do DECREASE-KEY é O(1) mais o custo do
CASCADING-CUT.

@ Supomos que o CASCADING-CUT ¢é recursivamente chamado
¢ vezes, tornando o custo real DECREASE-KEY O(c¢)

o t(H)=t(H)+c

@ S30 gerados ¢ — 1 heaps pelas chamadas a
CASCANDING-CUT e o x também torna-se raiz de heap

e m(H)=m(H)—c+2

@ S30 desmarcados ¢ — 1 nds pelas chamadas a
CASCANDING-CUT e a dltima execucdo pode ter marcado 1

@ Segue a variacdo no potencial e o custo amortizado

®(H)—®(H) = (t(H)+c+2m(H)—2c+4)—(t(H)+2m(H))
= 4—c¢
G=c+®H)-d(H)=0(c)+4—c=0(1)
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DELETE

Algoritmo
DELETE (H, x)
1. DECREASE-KEY (H,x,-00)
2. EXTRACT-MIN(H)
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DELETE

Algoritmo
DELETE (H, x)
1. DECREASE-KEY (H,x,-00)
2. EXTRACT-MIN(H)

@ O custo amortizado de um DELETE é dado pela soma dos
custos amortizados do DECREASE-KEY e do
EXTRACT-MIN, ou seja O(D(n))
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Limite do grau maximo

0 se k=0
Fr = 1 se k=1
Fr 1+ Fx o sek>2
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Limite do grau maximo

Fr |01 11123 ]5[8[13|21 34|55
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Limite do grau maximo

Para todo inteiro kK > 0,

k

Fioa=1+> F;
i=0
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Limite do grau maximo

Prova do Lema 20.2 — por indugao fraca em k
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Limite do grau maximo

Prova do Lema 20.2 — por indugao fraca em k

o B.l.: Quando k=0

0
1+) F=1+FR=1+0=1=F
i=0
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Limite do grau maximo

Prova do Lema 20.2 — por indugao fraca em k

o B.l.: Quando k=0

0
1+) F=1+FR=1+0=1=F
i=0

oHIL: Fyy=1+YK4F
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Limite do grau maximo

Prova do Lema 20.2 — por indugao fraca em k

o B.l.: Quando k=0

0

1+) F=1+FR=1+0=1=F
i=0
. k—1
o H.I.: Fk+1:1+2’-:0 F;

o Pl.:
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Limite do grau maximo

Seja x um né qualquer em um heap de Fibonacci e degree[x] = k.

Se y1, Y2, ..., ¥k denota os filhos de x na ordem na qual eles foram
ligados a x entdo degree[yi] > 0 e degree[y;] > i — 2 para
i=2,3,..., k.
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Limite do grau maximo

Seja x um né qualquer em um heap de Fibonacci e degree[x] = k.

Se y1, Y2, ..., ¥k denota os filhos de x na ordem na qual eles foram
ligados a x entdo degree[yi] > 0 e degree[y;] > i — 2 para

i=23,... k.

Prova do Lema 20.1 — direta

A\ |
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Limite do grau maximo

Seja x um né qualquer em um heap de Fibonacci e degree[x] = k.

Se y1, Y2, ..., ¥k denota os filhos de x na ordem na qual eles foram
ligados a x entdo degree[yi] > 0 e degree[y;] > i — 2 para
i=2,3,..., k.

Prova do Lema 20.1 — direta

@ Para i > 2, note que quando y; foi ligado a x, y1,¥2,...,Vi—1
ja eram filhos de x entdo degree[x] =i — 1.
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Limite do grau maximo

Seja x um né qualquer em um heap de Fibonacci e degree[x] = k.

Se y1, Y2, ..., ¥k denota os filhos de x na ordem na qual eles foram
ligados a x entdo degree[yi] > 0 e degree[y;] > i — 2 para
i=2,3,..., k.

Prova do Lema 20.1 — direta

@ Para i > 2, note que quando y; foi ligado a x, y1,¥2,...,Vi—1
ja eram filhos de x entdo degree[x] =i — 1.

o degree[x] = degreely;] = degreelyi] =i —1
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Limite do grau maximo

Seja x um né qualquer em um heap de Fibonacci e degree[x] = k.

Se y1, Y2, ..., ¥k denota os filhos de x na ordem na qual eles foram
ligados a x entdo degree[yi] > 0 e degree[y;] > i — 2 para
i=2,3,..., k.

Prova do Lema 20.1 — direta

@ Para i > 2, note que quando y; foi ligado a x, y1,¥2,...,Vi—1
ja eram filhos de x entdo degree[x] =i — 1.

o degree[x] = degreely;] = degreelyi] =i —1

@ Note que y; pode perder no maximo 1 filho, caso contrario é
cortado de x
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Limite do grau maximo

Seja x um né qualquer em um heap de Fibonacci e degree[x] = k.

Se y1, Y2, ..., ¥k denota os filhos de x na ordem na qual eles foram
ligados a x entdo degree[yi] > 0 e degree[y;] > i — 2 para
i=2,3,..., k.

Prova do Lema 20.1 — direta

@ Para i > 2, note que quando y; foi ligado a x, y1,¥2,...,Vi—1
ja eram filhos de x entdo degree[x] =i — 1.

o degree[x] = degreely;] = degreelyi] =i —1

@ Note que y; pode perder no maximo 1 filho, caso contrario é
cortado de x

® degreely;] > i —2
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Limite do grau maximo

Se x é um né qualquer de um heap de Fibonacci e k = degree[x]
entdo size(x) > Frya > oX.
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Limite do grau maximo

Se x é um né qualquer de um heap de Fibonacci e k = degree[x]
entdo size(x) > Frya > oX.

@ size(x) denota o niimero de nds, incluindo x, na sub-arvore
onde x ¢ a raiz.
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Limite do grau maximo

Se x é um né qualquer de um heap de Fibonacci e k = degree[x]
entdo size(x) > Frya > oX.

@ size(x) denota o niimero de nds, incluindo x, na sub-arvore
onde x ¢ a raiz.

e ¢ = (14 /5)/2 (razdo durea)
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Limite do grau maximo

Se x é um né qualquer de um heap de Fibonacci e k = degree[x]
entdo size(x) > Frya > oX.

@ size(x) denota o niimero de nds, incluindo x, na sub-arvore
onde x ¢ a raiz.

e ¢ = (14 /5)/2 (razdo durea)
® Fiya > oF
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Limite do grau maximo

Prova do Lema 20.3
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Limite do grau maximo

Prova do Lema 20.3

@ s denota o valor minimo de size(z), tal que degree[z] = k.
so=1,s1=2es5 =3
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Limite do grau maximo

Prova do Lema 20.3

@ s denota o valor minimo de size(z), tal que degree[z] = k.
so=1,s1=2es5 =3

® y1,¥2,-.., Yk denota os filhos de x na ordem em que foram
ligados a ele
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Limite do grau maximo

Prova do Lema 20.3

@ s denota o valor minimo de size(z), tal que degree[z] = k.
so=1,s1=2es5 =3

® y1,¥2,-.., Yk denota os filhos de x na ordem em que foram
ligados a ele

@ Segue que

k k

size(x) > s =2+ Z Sdegreelyi] = 2 Z Si_o
i=2 i=2
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Limite do grau maximo

Prova do Lema 20.3

@ s denota o valor minimo de size(z), tal que degree[z] = k.
so=1,s1=2es5 =3

® y1,¥2,-.., Yk denota os filhos de x na ordem em que foram
ligados a ele

@ Segue que

k k

size(x) > s =2+ Z Sdegreelyi] = 2 Z Si_o
i=2 i=2

@ Provaremos agora, por indugdo forte em k, que sy > Fyyo
para todo kK > 0
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Limite do grau maximo

Prova do Lema 20.3 (continuagdo)

@ Provaremos agora, por indugdo forte em k, que sx > Fyyo
para todo kK > 0
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Limite do grau maximo

Prova do Lema 20.3 (continuagdo)

@ Provaremos agora, por indugdo forte em k, que sx > Fyyo
para todo kK > 0

oBl:ik=0=sg=1=Fp. k=1=35=2=F;
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Limite do grau maximo

Prova do Lema 20.3 (continuagdo)

@ Provaremos agora, por indugdo forte em k, que sx > Fyyo
para todo kK > 0

@ Bl: k=0=s=1=F. k=1=s51=2=F;3
o Hl:si>Fiip,parai=0,1,...,.k—1lek>2
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Limite do grau maximo

Prova do Lema 20.3 (continuagdo)

@ Provaremos agora, por indugdo forte em k, que sx > Fyyo
para todo kK > 0

@ Bl: k=0=s=1=F. k=1=s51=2=F;3
o Hl:si>Fiip,parai=0,1,...,.k—1lek>2
o P.l.:

K K K
Sk224—25;7222+ZF;=1+ZF,'=F/<+22¢>k
i=2 i=2 i=0
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Limite do grau maximo

Corolario 20.4

O grau maximo D(n) de qualquer né de um heap de Fibonacci
com n elementos é O(lg n).
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Limite do grau maximo

Corolario 20.4

O grau maximo D(n) de qualquer né de um heap de Fibonacci
com n elementos é O(Ig n).

Prova do Corolario 20.4 — direta
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Limite do grau maximo

Corolario 20.4

O grau maximo D(n) de qualquer né de um heap de Fibonacci
com n elementos é O(Ig n).

Prova do Corolario 20.4 — direta

@ x um né qualquer e k = degree[x]
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Limite do grau maximo

Corolario 20.4

O grau maximo D(n) de qualquer né de um heap de Fibonacci
com n elementos é O(Ig n).

Prova do Corolario 20.4 — direta

@ x um né qualquer e k = degree[x]
o n > size(x) > ¢k
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Limite do grau maximo

Corolario 20.4

O grau maximo D(n) de qualquer né de um heap de Fibonacci
com n elementos é O(Ig n).

Prova do Corolario 20.4 — direta

@ x um né qualquer e k = degree[x]
o n > size(x) > ¢k
) qbkgn:kglog(bn
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Limite do grau maximo

Corolario 20.4

O grau maximo D(n) de qualquer né de um heap de Fibonacci
com n elementos é O(Ig n).

Prova do Corolario 20.4 — direta

@ x um né qualquer e k = degree[x]
o n > size(x) > ¢k

) qbkgn:kglog(bn

e D(n) = O(lgn)
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Conclusao
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Conclusao

@ Se aplica bem, do ponto de vista tedrico, em aplicacdes onde
o nimero de EXTRACT-MIN e DELETE ¢é pequeno em
relacdo as outras operacdes. Exemplos de aplicacdes: célculo
de drvores geradoras minimas e busca por menores caminhos
dada uma origem
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relacdo as outras operacdes. Exemplos de aplicacdes: célculo
de drvores geradoras minimas e busca por menores caminhos
dada uma origem

@ Nao foi projetada para dar um suporte eficiente a operacdo
SEARCH
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SEARCH

@ Do ponto de vista pratico, os fatores constantes e a
complexidade a tornam pouco desejavel para a maioria dos
problemas
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Conclusao

@ Se aplica bem, do ponto de vista tedrico, em aplicacdes onde
o nimero de EXTRACT-MIN e DELETE ¢é pequeno em
relacdo as outras operacdes. Exemplos de aplicacdes: célculo
de drvores geradoras minimas e busca por menores caminhos
dada uma origem

@ Nao foi projetada para dar um suporte eficiente a operacdo
SEARCH

@ Do ponto de vista pratico, os fatores constantes e a
complexidade a tornam pouco desejavel para a maioria dos
problemas

o Complexidade das operacbes sobre Heaps de Fibonacci sdo
provadas com analise amortizada
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Conclusao

Heap
Binario Binomial Fibonacci

Operacao (pior caso) (pior caso) (amortizado)
MAKE-HEAP o(1) o(1) o(1)
INSERT O(lgn) O(lg n) ©(1)
MINIMUM o(1) o(lg n) o(1)
UNION ©(n) O(lg n) o(1)
DECREASE-KEY  ©(Ign) o(lg n) o(1)
EXTRACT-MIN O(lgn) O(Ign) O(lg n)
DELETE O(lg n) O(lg n) O(lg n)
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