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Introducao

@ Uma estrutura de dados conjuntos-disjuntos é uma colecio
S = {51, ..., Sk} de conjuntos dindmicos disjuntos.
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Introducao

@ Uma estrutura de dados conjuntos-disjuntos é uma colecio
S = {51, ..., Sk} de conjuntos dindmicos disjuntos.

o Cada conjunto Si é identificado por um representante, que é
um membro do conjunto.
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Introducao

@ Uma estrutura de dados conjuntos-disjuntos é uma colecio
S = {51, ..., Sk} de conjuntos dindmicos disjuntos.

o Cada conjunto Si é identificado por um representante, que é
um membro do conjunto.

@ Tipicamente ndo importa quem é o representante, apenas que
ele seja consistente.
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Operacoes
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Operacoes

e Make_Set(x): Cria um novo conjunto cujo tnico elemento é
apontado por x. x ndo pode pertencer a outro conjunto da
colecdo.
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Operacoes

e Make_Set(x): Cria um novo conjunto cujo tnico elemento é
apontado por x. x ndo pode pertencer a outro conjunto da
cole¢3o.

@ Union(x, y): Executa a unido dos conjuntos que contém x ey,
digamos Sx e Sy, em um conjunto Utnico.

Sx( Sy = 0.
O representante de S = Sx|J Sy é um elemento de S.

Diego Samir Melo Solarte — IC/UNICAMP Conjuntos Disjuntos



Operacoes

e Make_Set(x): Cria um novo conjunto cujo tnico elemento é
apontado por x. x ndo pode pertencer a outro conjunto da
colecdo.

@ Union(x, y): Executa a unido dos conjuntos que contém x ey,
digamos Sx e Sy, em um conjunto Utnico.
Sx( Sy = 0.
O representante de S = Sx|J Sy é um elemento de S.

e Find(x): Retorna um ponteiro para o representante (lnico) do
conjunto que contém Xx.
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Aplicacaoes

@ Algumas aplicagdes envolvem o agrupamento de N elementos
em uma colecdo de conjuntos disjuntos, ou seja, um
particionamento dos elementos em conjuntos.
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Aplicacaoes

@ Algumas aplicagdes envolvem o agrupamento de N elementos
em uma colecdo de conjuntos disjuntos, ou seja, um
particionamento dos elementos em conjuntos.

@ Alguns usos:

e problemas de grafos
e equivaléncia de tipos em compiladores
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Exemplo de Aplicagao: Componentes Conexos
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Exemplo de Aplicagao: Componentes Conexos

@ Uma aplicacdo da estrutura de dados conjuntos disjuntos
surge na determinacdo dos componentes conexos de um grafo.

Connected_Components(G)

@ for each vertex v € V[G]

@ do Make Set(v)

© for each (u,v) € E

@ do if Find_Set(u) # Find_Set(v)
(5] then Union(u,v)
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Exemplo de Aplicagao: Componentes Conexos
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Exemplo de Aplicagao: Componentes Conexos

@ Uma aplicacdo da estrutura de dados conjuntos disjuntos
surge na determinacdo dos componentes conexos de um grafo.

Same_Component(u, v)

@ if Find_Set(u) = Find_Set(v)
@ then return True
©  else return False
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Exemplo de Aplicagao: Componentes Conexos
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Exemplo de Aplicagao: Componentes Conexos

@ Uma aplicacdo da estrutura de dados conjuntos disjuntos
surge na determinagdo dos componentes conexos de um grafo.

CO—E ©O—O @
O—© ©

Colegdo de Conjuntos Disjuntos
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Representacdo de Conjuntos Disjuntos
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Representacdo de Conjuntos Disjuntos

@ Uma maneira simples de implementar uma estrutura de dados
Conjuntos Disjuntos consiste em representar cada conjunto
como uma lista encadeada.
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Representacdo de Conjuntos Disjuntos

@ Uma maneira simples de implementar uma estrutura de dados
Conjuntos Disjuntos consiste em representar cada conjunto
como uma lista encadeada.

@ O primeiro elemento da lista é o representante.

Exemplo: S ={a,d, e}

ENEENES NN
1
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Representacdo de Conjuntos Disjuntos

@ Uma maneira simples de implementar uma estrutura de dados
Conjuntos Disjuntos consiste em representar cada conjunto
como uma lista encadeada.

@ O primeiro elemento da lista é o representante.

Exemplo: S ={a,d, e}

ENEENES NN
1

o Find_Set € O(1)
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Representacdo de Conjuntos Disjuntos

@ Uma maneira simples de implementar uma estrutura de dados
Conjuntos Disjuntos consiste em representar cada conjunto
como uma lista encadeada.

@ O primeiro elemento da lista é o representante.

Exemplo: S ={a,d, e}

ENEENES NN
1

o Find_Set € O(1)
e Make_Set € O(1)
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Implementacao de Conjuntos Disjuntos

Conjuntos Disjuntos com Listas Encadeadas
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Implementacao de Conjuntos Disjuntos

Conjuntos Disjuntos com Listas Encadeadas

@ A forma mais simples de implementar a operac3o unido,
Union(x, y), é adicionar a lista de x no fim da lista de y.
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Implementacao de Conjuntos Disjuntos

Conjuntos Disjuntos com Listas Encadeadas

@ A forma mais simples de implementar a operac3o unido,
Union(x, y), é adicionar a lista de x no fim da lista de y.

@ O representante do conjunto é o elemento que era
originalmente o representante de y.
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Implementacao de Conjuntos Disjuntos

Conjuntos Disjuntos com Listas Encadeadas

@ A forma mais simples de implementar a operac3o unido,
Union(x, y), é adicionar a lista de x no fim da lista de y.

@ O representante do conjunto é o elemento que era
originalmente o representante de y.

@ Todavia, temos de atualizar o ponteiro para o representante
de todos os elementos de x.
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Implementacao de Conjuntos Disjuntos

Conjuntos Disjuntos com Listas Encadeadas

@ A forma mais simples de implementar a operac3o unido,
Union(x, y), é adicionar a lista de x no fim da lista de y.

@ O representante do conjunto é o elemento que era
originalmente o representante de y.

@ Todavia, temos de atualizar o ponteiro para o representante
de todos os elementos de x.

@ N3ao é dificil construir uma instancia e seqiiéncia de n
operacdes que exija o tempo 6(n?).
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Implementacao de Conjuntos Disjuntos

instancia de exemplo:
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Implementacao de Conjuntos Disjuntos

instancia de exemplo:
@ Seja n o nimero de operacdes Make_Set

Diego Samir Melo Solarte — IC/UNICAMP Conjuntos Disjuntos



Implementacao de Conjuntos Disjuntos

instancia de exemplo:
@ Seja n o nimero de operacdes Make_Set

@ Seja m o nimero total de opera¢des Union, Make_ Set e
Find_Set
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Implementacao de Conjuntos Disjuntos

instancia de exemplo:
@ Seja n o nimero de operacdes Make_Set

@ Seja m o nimero total de opera¢des Union, Make_ Set e
Find_Set

@ Suponha que tenhamos Xi, ..., X,, objetos
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Implementacao de Conjuntos Disjuntos

instancia de exemplo:

@ Seja n o nimero de operacdes Make_Set

@ Seja m o nimero total de opera¢des Union, Make_ Set e
Find_Set

@ Suponha que tenhamos Xi, ..., X,, objetos

@ Ent3o executamos uma seqiiéncia de n operacdes Make_Set
seguidas por n — 1 operag¢des Union, de forma que m = 2n—1.

Operacio Nimero de objetos atualizados

Make_Set(xq) 1
Make_Set(x2) 1

Make_Set(x,)
Union(x1, x2)
Union(x2, x3)
Union(x3, x4)

Union(xp-1.X,) N—1
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Representacdo de Conjuntos Disjuntos
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Representacdo de Conjuntos Disjuntos

e Gastamos o tempo de 6(n) executando as n operacdes
Make_Set

Diego Samir Melo Solarte — IC/UNICAMP Conjuntos Disjuntos



Representacdo de Conjuntos Disjuntos

e Gastamos o tempo de 6(n) executando as n operacdes
Make_Set

@ Pelo fato da i-ésima operacdo Union atualizar i objetos, o
numero total de objetos atualizados por todas as n — 1
operagdes Union é (n?)
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Representacdo de Conjuntos Disjuntos

e Gastamos o tempo de 6(n) executando as n operacdes
Make_Set

@ Pelo fato da i-ésima operacdo Union atualizar i objetos, o
numero total de objetos atualizados por todas as n — 1
operagdes Union é (n?)

e O ndmero de operagdes O(n+ > i_; Li)=0(n+ n?)
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Heuristica de Unidao Ponderada
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Heuristica de Unidao Ponderada

@ De acordo com a implementagdo acima, cada operacdo leva
tempo médio 6(m) por que talvez estejamos inserindo uma
lista mais longa em uma lista pequena.
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Heuristica de Unidao Ponderada

@ De acordo com a implementagdo acima, cada operacdo leva
tempo médio 6(m) por que talvez estejamos inserindo uma
lista mais longa em uma lista pequena.

@ Heuristica:

o Cada representante armazena o comprimento da lista de
elementos do seu conjunto
e A insercdo é sempre feita da lista menor na lista maior
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Heuristica de Unidao Ponderada

Teorema 21.1:

Usando a representacdo de lista encadeada e a heuristica de unido
ponderada, uma seqiiéncia de m operacdes Make_Set, Union e
Find_Set, dentre as quais n s3o operacoes Make_Set, executa em
tempo O(m + n log n).
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Heuristica de Unidao Ponderada
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Heuristica de Unidao Ponderada

Prova:
Vamos calcular para cada objeto, em um conjunto n, um limite
superior para o nimero de vezes que o ponteiro para o
representante foi atualizado.
e Toda vez que o ponteiro para o representante x, p[x] foi
atualizado, x deveria estar em uma lista menor.

@ A primeira vez, o conjunto resultante deveria ter 2 elementos

@ A segunda vez, o conjunto resultante deveria ter pelo menor 4
elemento

e Para qualquer k < n, apds p[x| ter sido atualizado |logk]|, o
conjunto de x deveria ter pelo menos k elementos
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Heuristica de Unidao Ponderada
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Heuristica de Unidao Ponderada

Prova Continuac3o:

@ Uma vez que o conjunto mais longo tem n elementos, cada
ponteiro para o representante é atualizado no maximo |logn|
vezes

@ Portanto, o tempo total gasto na atualiza¢do de n ponteiros é
O(n log n)

@ O tempo de execucdo de uma seqiiéncia completa de m
operagdes pode ser calculada como segue:

o Make_Set e Find_Set sdo O(1), existindo no maximo O(m)

operagdes desta natureza
e Portanto, o tempo total é O(m + n log n)
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Florestas de Conjuntos Disjuntos
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Florestas de Conjuntos Disjuntos

Em uma implementac3o mais rapida da estrutura de dados
Conjuntos Disjuntos, representamos conjuntos por meio de arvores.

@ A raiz da arvore contém o representante do conjunto.
@ O filho aponta para o pai.

e AGM - Kruskal

Sc={c,h,e,b} e Sf={f,d g}
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Florestas de Conjuntos Disjuntos
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Florestas de Conjuntos Disjuntos

A raiz da d4rvore contém o representante do conjunto
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Florestas de Conjuntos Disjuntos

A raiz da d4rvore contém o representante do conjunto

Na forma apresentada, a estrutura é t3o lenta quanto aquela que
utiliza listas encadeadas.

o Make_Set: cria uma arvore com um unico vértice.

o Find_Set: segue os ponteiros para os pais até atingir a raiz.

@ Union: faz a raiz de uma arvore apontar para a raiz da outra.
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Heuristicas para Florestas de Conjuntos Disjuntos
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Heuristicas para Florestas de Conjuntos Disjuntos

Union By Rank (Unido por Ordena¢do): faga a raiz da arvore com
menor nimero de elementos apontar para a raiz da arvore com
maior nimero de elementos
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Heuristicas para Florestas de Conjuntos Disjuntos

Union By Rank (Unido por Ordena¢do): faga a raiz da arvore com
menor nimero de elementos apontar para a raiz da arvore com
maior nimero de elementos

Path Compression (Compressdo de Caminhos): durante uma busca
faca os nés do caminho apontar para a raiz
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O Efeito das Heuristicas

Observacdes:
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O Efeito das Heuristicas

Observacdes:

@ Separadamente, ambas as heuristicas melhoram o tempo de
execucao das operacoes
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O Efeito das Heuristicas

Observacdes:

@ Separadamente, ambas as heuristicas melhoram o tempo de
execucao das operacoes

@ Sozinha, a heuristica Union by Rank induz o mesmo tempo de
execucdo da heuristica de unido ponderada

e A implementacdo executa em tempo O(m log n)
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O Efeito das Heuristicas

Observacdes:

@ Separadamente, ambas as heuristicas melhoram o tempo de
execucao das operacoes

@ Sozinha, a heuristica Union by Rank induz o mesmo tempo de
execucdo da heuristica de unido ponderada

e A implementacdo executa em tempo O(m log n)

@ Sozinha, a heuristica de compressdo de caminho induz tempo
de execu¢do O(n+f log n) para f < neondefé o nimero
de operacgdes Find_Set
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O Efeito das Heuristicas

Observacdes continuac3o:
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O Efeito das Heuristicas

Observacdes continuac3o:

@ Quando aplicamos ambas as heuristicas, o tempo de execucdo
se torna O(m « (m, n)), onde « (m, n) é uma fungdo que
cresce muito lentamente, é o inverso da funcdo de
Ackermann. Podemos assumir que o (m, n) < 4, para todos
os fins praticos (m, n < 10%9)
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O Efeito das Heuristicas

Observacdes continuac3o:

@ Quando aplicamos ambas as heuristicas, o tempo de execucdo
se torna O(m « (m, n)), onde « (m, n) é uma fungdo que
cresce muito lentamente, é o inverso da funcdo de
Ackermann. Podemos assumir que o (m, n) < 4, para todos
os fins praticos (m, n < 10%9)

e Kruskal: O(m log m+ n.Union+ m.Find) = O(m log m+
na(m, n) + ma(m, n)) = O(m log m)
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@ Muito Obrigado
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Fim

@ Muito Obrigado

@ Perguntas?
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Colombia

p—
ToTenmiTh
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