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Projeto de algoritmos por inducao Projeto de algoritmos por inducao

Este processo indutivo resulta em algoritmos recursivos, em
que:
@ a base da inducgéo corresponde a resolugéo dos casos
base da recurséo,

@ a aplicacdo da hip6tese de inducao corresponde a uma ou
LA mais chamadas recursivas e
© mostramos como resolver instancias pequenas de P . - ~
(casos base) e @ 0 passo da indugéo corresponde ao processo de obtenc¢éo

© mostramos como obter uma solucdo de uma instancia de P da resposta para o problema original a partir daa
a partir das solugdes de instancias menores de P. respostas devolvidas pelas chamadas recursivas.

@ A seguir, usaremos a técnica de indugdo para desenvolver
algoritmos para certos problemas.

@ Isto é, a formulacao do algoritmo vai ser analoga ao
desenvolvimento de uma demonstracéo por indugéo.

@ Assim, para resolver um problema P:
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Projeto de algoritmos por inducao Exemplo 1: Calculo de polinbmios

Problema:

@ Um beneficio imediato &€ que o uso (correto) da técnica
nos da uma prova da corretude do algoritmo.

@ A complexidade do algoritmo resultante é expressa numa
recorréncia. Pa(x) = anx" + an_1x""1 + ... + ayx + ag.

@ Muitas vezes é imediato como converter o algoritmo
recursivo em um iterativo.

Dados uma sequéncia de nimeros reais an,an_1,-..,a1,aq, €
um namero real x, calcular o valor do polindmio

Naturalmente este &€ um problema bem simples.

Estamos interessados em projetar um algoritmo que faca o
menor nimero de operagdes aritméticas (multiplicacdes,
principalmente).

@ Frequentemente o algoritmo é eficiente, embora existam
exemplos simples em que isso ndo acontece.
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Calculo de polinémios - Solucao 1 Calculo de polinémios - Solucao 1

Dados uma sequéncia de nimeros reais an,an_1,...,a1,aq, € . ———

um namero real x, calcular o valor do polinémio
> Entrada: Coeficientes A =an,an_1,..., ap, g e real x.

Pn(x) = anx" + an_1x""* + ... + a1x + ao. > Saida: O valor de Pp(x).
1. sen=0entdo P < ag
. Y
- ” . 3 A <~ ani,...,a1,a

Dados uma sequéncia de nimeros reais a,_1, . .., as, ag, € um 4. P’ « CalculoPolinémio(A’, n — 1,x)

namero real x, sabemos calcular o valor de 5. XN 4 X

Pno1(X) = an_1x"" 1 + ... +ax + ao. 6 para i « 2 até n faga Xxn < xn = x
7 P+ P +a,*xn

@ Caso base: n = 0. A solugéo € ag. 8. devolva (P)

@ Para calcular P,(x), basta calcular x", multiplicar o
resultado por a, e somar o resultado com Py,_1(x).
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Calculo de polindémios - Solucéo 1 Calculo de polindémios - Solucgéo 2

Chamando de T (n) o nimero de operag¢des aritméticas

realizadas pelo algoritmo, temos a seguinte recorréncia para @ Alternativa: eliminar essa computagéo desnecessaria
T(n): trazendo o céalculo de x"~1 para dentro da hipotese de
inducéo.

Hip 6tese de induc &ao reforcada:

T(n)—{o’ - ~_n=0
T(n — 1) + n multiplicagbes + 1 adicdo, n > 0.
Sabemos calcular o valor de

Pno1(X) = an_1x"1 4+ ... +a;x +ag e também o valor de x" 1.

Nao é dificil ver que
@ Entao, no passo de indugéo, primeiro calculamos x"

n
T(n) = Z[i multiplicacbes + 1 adi¢éo] multiplicando x por x"~1, conforme exigido na hipotese.
i—1 Em seguida, calculamos P,(x) multiplicando x" por a, e
= n(n+ 1)/2 multiplicacBes + n adi¢des. somando o valor obtido com Pp_;(x).
@ Note que para o caso base n = 0, a solugdo agora é
Observacgao: esta solugéo desperdica muito tempo (a0, 1).

recalculando x". E possivel fazer melhor!

Cid Carvalho de Souza, Candida Nunes da Silva, Orlando Lee MO417 — Complexidade de Algoritmos —v. 2.1 Cid Carvalho de Souza, Candida Nunes da Silva, Orlando Lee MO417 — Complexidade de Algoritmos —v. 2.1

Calculo de polinémios - Solucao 2 Calculo de polinémios - Solucao 2

Se T(n) & o nimero de operacgOes aritméticas realizadas pelo
algoritmo, entdo temos a recorréncia:

CalculoPolin 6mio( A,n,x)

> Entrada: Coeficientes A=an,an_1,..., aj,ag e real

X. T(n) = 0, n=0
> Saida: O valor de P,(x) e o valor de x". ~ | T(n—1)+ 2 multiplicagdes + 1 adicdo, n > 0.
1. sen=0entdao P < ag;xn+ 1

2. senido A solucéo da recorréncia é

3. A «ay1,...,a1,a0 N

) XN = X * X )

6 P« P +apxxn = 2n multiplicacdes + n adicdes.

7. devolva (P,xn)
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Calculo de polinémios - Solucéo 3 Calculo de polinémios - Solucao 3

@ A escolha de considerar o polindmio P,_1(x) na hipotese
de indugdo nédo é a Unica possivel.

CalculoPolin 6mio( A,n,x)

@ Podemos reforcar ainda mais a h.i. e ter um ganho de Entrada: Coeficientes A — I
complexidade: 5 ntrada: Coeficientes A = an,an_1,...,a1,a € rea
Hip 6tese de indug do mais reforcada: > Saida: O valor de Pp(x).
Sabemos calcular o valor do polinémio 1 sen= 0 entao P « ag
Pé_l(X) — aan_l + an_lxn_2 oo + a.l. 2 Senaf)
3. A < ap,an_1,...,a1
, _ 4 P’ « CélculoPolinémio(A’, n — 1, x)
@ Note que Py(x) = xP/_;(x) + ap. Assim, com apenas uma 5 P x+P +a
multiplicacdo e uma adi¢cdo podemos calcular P,(x) a 6. devolva (P)

partir de P/ _,(x).
@ O caso base é trivial pois, para n = 0, a solugédo é ap.
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Calculo de polinémios - Solucao 3 Exemplo 2: o problema do skyline

Problema:

Chamando de T (n) o nimero de operagdes aritméticas

realizadas pelo algoritmo, temos a recorréncia: b Ui SEuETE 8fe Wil (1, i) peral = L 2, ... 7 gue
representam prédios retangulares, determinar a silhueta dos
T 0, n=0 prédios (skyline).
(n) = { T(n — 1) + 1 multiplicagdo + 1 adicdo, n > 0.

A solucao é

n
T(n) = > (1 multiplicagéo + 1 adig&o)
i=1
= n multiplicacdes + n adi¢des.

Essa forma de calcular P,(x) € chamada de regra de Horner . T
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Exemplo 2: o problema do skyline Exemplo 2: o problema do skyline

Problema:

Dada uma sequéncia de triplas (i, hj,r;) parai =1,2,...,n que
representam prédios retangulares, determinar a silhueta dos
prédios (skyline). 7

0 5 10 15 20 25 3C

Cada prédio é descrito por uma tripla (l;, h;,r;) onde |; e r; séo
as coordenadas x do prédio e h; é a altura do prédio.

| | | | | | (0,8,5),(2,10,9),(1,4,7),(11,5,15), (17,11, 20), (19,17, 22),
(14,3, 28), (25,13, 30), (8, 6, 23).
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Exemplo 2: o problema do skyline Skyline - Solucéao 1

A solucéo do problema (skyline) € uma sequéncia de
coordenadas e alturas ligando os prédios arranjadas da
esquerda para a direita.
Vamos tentar usar o método de projeto por indugéo.

Hip 6tese de indug do: (primeira tentativa)

Dada uma sequéncia de n — 1 prédios, sabemos determinar
seu skyline.

@ O caso base é trivial (n = 1).

@ Resta saber como obter o skyline dos n prédios a partir do
\ T T T T T skyline do subproblema.

Skyline:
(0,8,2,10,9,6,17,11,17,11,19,17,22, 6,23, 3,25, 13, 30, 0).
Os nimeros em negrito indicam as alturas.
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Skyline - Solucéo 1 Skyline - Solucéo 1

Subproblema obtido removendo-se o prédio B, = (8, 6,23):

Subproblema obtido removendo-se o prédio B, = (8, 6, 23):

\ T T T | |
0 5 10 15 20 25 3C 0 5 10 15 20 o5 3C
Prédios do subproblema:
(0,8,5),(2,10,9),(1,4,7),(11,5,15),(17,11, 20), (19,17, 22),
(14, 3,28), (25,13, 30).

Skyline do subproblema:
(0,8,2,10,9,0,11,5,15,3,17,11,19,17,22, 3,25, 13, 30, 0)
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Skyline - Solucéao 1 Skyline - Solucéao 1

. o Como atualizar o skyline?
Para obter a solugcédo do problema original, acrescentamos o

prédio B, = (8, 6, 23) ao skyline do subproblema: S = (x1,N1,%2,ha,..., X, hie), Bn = (1,0, 1)

Skyline do subproblema: A idéia é examinar cada segmento [x;, X 1] e a cada passo
(0,8,2,10,9,0,11,5,15,3,17,11,19,17,22,3, 25,13, 30,0) inserir um par coordenada , altura no skyline final (inicialmente
vazio).
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Skyline - Solucéo 1 Skyline - Solucéo 1

o 1

| |

| | I 1

| | - I I —_—

| | | | | | | |

| | | | | | | |
Basta analisar trés casos: @) % <l <Xiq <T:
(1) X412 <loux; >r: @ se h; > h entdo insira x;, h; no skyline final;

@ insira x;, hj no skyline final. @ senao, insira x;, hj, 1, h no skyline final.
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Skyline - Solucéao 1 Skyline - Solucéao 1

Usando a idéia descrita podemos obter a solugdo do problema

original.
I I ——
| | | |
| e ESEE— — |
| | | | | |
| | | | | |
@B)I<x<r:
@ se h; > h entdo insira x;, hj no skyline final;
@ sendo, se xj 1 > r entdo insira r, h; no skyline final. \ T T T T T
0 5 10 15 20 25 3C
Skyline:

(0,8,2,10,9,6,17,11,17,11,19,17,22, 6,23, 3, 25, 13, 30, 0).
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Skyline - Solucéo 1 Skyline - Solucéo 1

> Entrada: Prédios B; = (l;, h;,ri) parai =1,2,..., n. Chamando de T (n) a complexidade do algoritmo Skyline,
> Saida: O skyline de B. temos a seguinte recorréncia:

1. sen=1entdo S + (l3,hy,r1,0)

2. sen&o T(n) = { o(1), n=1

3 S + Skyline(B,n — 1) T(n-1)+6(n), n>1.

4. S « AcrescPredioSkyline(S, Bp) N o ) )

5. devolva (S) A solucao da recorréncia € ©(n<). Logo, a complexidade do

algoritmo Skyline &€ ©(n?).
E possivel fazer melhor que isso?
Exercicio. Escreva uma rotina AcrescPredioSkyline que recebe

um skyline S e um novo prédio B, e acrescenta-o a S em
tempo linear .
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Skyline - Solucéao 2 Skyline - Solucéao 2

Podemos usar indug do forte e divis &o-e-conquista .

Hip 6tese de indu¢ &o:

Sabemos determinar o skyline de qualquer conjunto com
menos que n prédios.

@ A base é novamente o caso n = 1. ’ ‘

@ O passo de indu¢ &o consiste em dividir o problema em 0 : 1\0 15 20 o5 3
dois subproblemas de mesmo tamanho (ou com diferenca

de 1). Prédios do subproblema 1:

@ Resta saber como combinar as solu¢des dos (0.8.5).(2,10,9), (L.4.7). (11,5, 15), (17, 11, 20).
subproblemas. ,’ ’_ (£,10,9), (1,4, 1), (11,9, 19), (17, L1,
Prédios do subproblema 2:

(19,17, 22), (14, 3, 28), (25, 13, 30), (8, 6, 23).
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Skyline - Solugao 2

Skyline - Solugao 2

0 5 10 15 20 25 3C 0 5 10 15 20 25 3(
Skyline do subproblema 1: Para obter o skyline do problema original, percorremos os dois
(0,8,2,10,9,0,11,5,15,0,17,11, 20,0) skylines da esquerda para a direita e atualizamos a altura
Skyline do subproblema 2: sempre gque necessario. Isto pode ser feito em tempo ©(n) e €
(8,6,19,17,22,6,23,3,25,13,30,0) similar ao método de intercalacao (merge). (Exercicio!)
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Skyline - Solucéao 2

Exemplo 3 - Fatores de balanceamento

Defini¢ &o:
Temos a seguinte recorréncia para a complexidade de tempo Considere uma arvore binaria. Para todo no v da arvore, o
T(n) do algoritmo descrito. fator de balanceamento (f.b.) de v é a diferenca entre a altura

da subarvore esquerda e a altura da subarvore direita de v.

T(n){ (1), n=1
T 2 T 2 1. .
(In/21)+T(In/2]) + 6(n), n > @ Arvores binarias balanceadas sao arvores em que o f.b.

Humm. .. Ja vimos esta recorréncia. de cada no € proximo de zero.

@ Convenciona-se que a arvore vazia tem fator de

A solucdo da recorréncia € T(n) = ©(nlgn) que é .
balanceamento e altura iguais a zero.

assintoticamente melhor que a solugéo anterior (9(n?)). X
@ Arvores AVL sdo exemplos de arvores binarias
balanceadas em que o f.b. de cadan6 é —1,0 ou +1.
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Exemplo 3 - Fatores de balanceamento Exemplo 3 - Fatores de balanceamento

Exemplo de uma arvore binéaria e os fatores de balanceamento
de seus nos.

Problema :

Dada uma arvore binaria A com n nos, calcular os fatores de
balanceamento de cada n6 de A.

Vamos supor que para cada n6 v da arvore ha um campo v.fb
onde fica armazenado o seu f.b. (a ser calculado).
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Fatores de balanceamento Fatores de balanceamento
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Aplique a h.i. as subarvores esquerda e direita da raiz e

@ Vamos projetar o algoritmo indutivamente. determine os f.b. de seus nos.
Hip 6tese de indug &o: Resta apenas calcular o f.b. da raiz.
Sabemos como calcular fatores de balanceamento de arvores Dificuldade : o f.b. da raiz depende das alturas das
€com menos que n nos. subarvores esquerda e direita e ndo dos seus f.h.

@ O caso base ocorre quando n = 0. Convencionamos que Conclus &o: & necessario uma h.i. mais forte!

o f.b. é igual a zero.

@ Vamos tentar usar a hipotese de indugao para calcular os
f.b. dos nds de uma arvore A com exatamente n nos. Sabemos como calcular os fatores de balanceamento e alturas

dos nobs de arvores com menos que n nos.

Hip 6tese de indug &o reforcada:
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Fatores de balanceamento Fatores de balanceamento

@ O caso base n = 0 & simples pois, por convencao, o f.b. &
igual a 0 e a altura é igual a 0.

FatorAltura ( A)

@ Considere uma arvore binaria A com n > 0 nos. Sejam A¢ > Entrada: Uma arvore binaria A com n > 0 nos
e Aq as subarvores esquerda e direita de A. > Saida: A arvore A os f.b.s nos seus nos e a altura de
. A
@ Pela h.i. sabeimos calcular (fbe, he_) e (fbg,hg), 0s fh.se 1 se A for vazia ent3o h < 0
alturas dos nos de A e Aq, rspectivemente. ~
. 2. senao
Entao 3. sejar araiz de A
fb. daraiz de A=he —hy e 3. he < FatorAltura(Ae)
4 hy + FatorAltura(Aq)
a altura de A = max(he, hg) + 1. 5 > armazena o f.b. naraiz emr.f
6 r.fb « he — hgy
O fortalecimento da hipotese de inducgao tornou a resolucdo do 7 h <= max(he, hq) +1
’ 8. devolva h

problema mais facil.
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Fatores de balanceamento Projeto por Inducao - Exemplo 4: o problema da

celebridade

Seja T (n) o nUmero de operacdes executadas pelo algoritmo
para calcular os f.b.s e a altura de uma arvore A de n nos.

Defini¢ &o
Num conjunto S de n pessoas, uma celebridade é alguém que

Entao
é conhecido por todas as pessoas de S mas que nao conhece
_J e(1), n=0 ninguém. (Celebridades sdo pessoas de dificil convivio...).
T(n) =
T(ne) +T(ng) +©(1), n>0,
onde ne, Ny s@o 0s nimeros de nods das subarvores esquerda e Note que pode existir no maximo uma celebridade em S! |
direita.
A solucdo da recorréncia € T (n) = ©(n). Ela ndo depende dos Problema:
valores exatos de ne € nyg. Determinar se existe uma celebridade em um conjunto S de n

pessoas.
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Exemplo 4: o problema da celebridade O problema da celebridade

. ) . Um argumento indutivo que parece ser mais eficiente é o
Vamos formalizar melhor: para um conjunto de n pessoas,

associamos uma matriz n x n M tal que M[i,j] = 1 se a pessoa seguinte:
i conhece a pessoa j e MJi,j] = 0 caso contréario. Hip dtese de Indug &o:
Por convencéo, M[i,i] = 0 para todo i.

Sabemos encontrar uma celebridade (se existir) em um
conjunto de n — 1 pessoas.

Problema:
Dado um conjunto de n pessoas e a matriz associada M
encontrar (se existir) uma celebridade no conjunto. @ Se n = 1, podemos considerar que o Unico elemento é
Isto €, determinar um k tal que todos os elementos da coluna k uma celebridade.
(exceto M[k, k]) s&o 1s e todos os elementos da linha k s&o Os. @ Outra opc3o seria considerarmos o caso base como
n = 2, 0 primeiro caso interessante.
Existe uma solucdo simples mas laboriosa: para cada pessoa A solugdo é simples: existe uma celebridade se, e
i, verifiqgue todos os outros elementos da linha i e da colunai. somente se, M[1,2] & M[2, 1] = 1. Mais uma compara¢ao
O custo dessa solugédo é 2(n — 1)n. define a celebridade: se M[1,2] = 0, entdo a celebridade é

a pessoa 1; se nao, € a pessoa 2.
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O problema da celebridade O problema da celebridade

Tome entdo um conjunto S = {1,2,...,n},n > 2, de pessoas e
a matriz M associada. Considere o conjunto S’ = S\ {n}; A segunda tentativa baseia-se em um fato muito simples:

Ha trés casos possiveis: L ) .
Dadas duas pessoas i e j, & possivel determinar se uma delas

O Existe uma celebridade em S’, digamos a pessoa k. n&o é uma celebridade com apenas uma comparacao: se
Entdo, k é celebridade em S se, e somente se, M[n, k] =1 M[i,j] = 1, entdo i ndo é celebridade; caso contrario j ndo &
e M[k,n] =0. celebridade.

@ Apessoan é celebridade em S se M[n,j] =0e M[j,n] =1
para todoj < n. Vamos usar esse argumento aplicando a hipotese de indugéo

sobre o conjunto de n — 1 pessoas obtidas removendo de S
uma pessoa que sabemos nao ser celebridade.

o S ) @ O caso base e a hipotese de indugéo séo os mesmos que
Essa primeira tentativa, infelizmente, também conduz a um anteriormente.

algoritmo quadratico. Por qué?

© Nao existe uma celebridade em S.
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O problema da celebridade O problema da celebridade

Celebridade( i,j, M)

Tome entdo um conjunto arbitrario de n > 2 pessoas e a matriz > Entrada: dois inteirosie je Mnxn, @ matriz que define
M associada. guem conhece quem em S.
Sejam i e j quaisquer duas pessoas e suponha que j ndo & > Saida: Um inteiro k, tal que 1 < k < n, que identifica a

celebridade em S ou k = 0, caso ela nao exista
sei=jentaok «i
senao
se M[i,j]=1entdoi<+i+1;s+i
senao j <« j—1;s<+j

celebridade (usando o argumento acima).
Seja S’ = S\ {j} e considere os dois casos possiveis:

© Existe uma celebridade em S/, digamos a pessoa k. Se
Mlj,k] =1 e M[k,j] = 0, entdo k é celebridade em S.

© Nao existe celebridade em S/, entdo ndo existe uma
celebridade em S.

se k > 0 entao
se (M[s,k] #1) ou (M[k,s] # 0) entdo k «+ 0
devolva k

1
2
3
L . 4.
Caso contrario ndo ha uma celebridade em S. 5 K « Celebridade(i. j, M)
6
7
9
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O problema da celebridade Exemplo 5 - Subsequéncia consecutiva maxima (Scm)

O algoritmo deve ser chamado da seguinte forma:
Celebridade(1,n,M) .

A recorréncia T (n) para o nimero de operacdes executadas
pelo algoritmo é:

Problema:

Dada uma sequéncia X = Xy, Xo, ..., Xy de nameros reais (nao
necessariamente positivos), encontrar uma subsequ éncia
consecutiva Y = X, X;1,...,% de X,onde 1 <i,j <n, cuja

0(1), n=1 soma seja maxima dentre todas as subsequéncias
T(n) = { T(n—1)+O(1), n>1. consecutivas.
A solugzo desta recorréncia ¢
n X =1[4,2,-7,3,0,—2,1,5,-2] Resp:Y =[3,0,—-2,1,5]
> (1) =ne(1) = 6(n). X =[-1,-2,0] Resp: Y = [0]ouY =[]
! X =[-3,-1] Resp: Y =[]

Cid Carvalho de Souza, Candida Nunes da Silva, Orlando Lee MO417 — Complexidade de Algoritmos —v. 2.1 Cid Carvalho de Souza, Candida Nunes da Silva, Orlando Lee MO417 — Complexidade de Algoritmos —v. 2.1




Subsequéncia consecutiva maxima Subsequéncia consecutiva maxima

Como antes, vamos examinar o que podemos obter de uma Ha trés casos a examinar:

hip 6tese de indug &o simples: @ Y/ —[ ] Nestecaso, Y —xjsex,>00uY [ ]se
Hip 6tese de indug¢ &o: Xp < 0.

Sabemos calcular a scm de sequéncias de comprimento n — 1. @ j =n - 1. Como no caso anterior, temos Y = Y/||x, se

Xn>0ouY =Y’'sex, <0.
© j < n— 1. Aqui ha dois subcasos a considerar:

@ Seja entdo X = Xy, Xy, ..., X, UMa sequéncia qualquer de

comprimento n > 1. @ Y’ também é scmde X;istoé,Y =Y.
@ Considere a sequéncia X’ obtida de X removendo-se x,. © Y’ nao é ascMm de X. Isto significa que x, é parte de uma
® Seja Y’ = Xj,Xis1,--.,X ascmde X’, obtida aplicando-se scM Y de X. Esta tem que ser da forma

a h.i. Xis Xk+1s - - - s Xn—1,Xn, paraalgumk <n— 1.

Cid Carvalho de Souza, Candida Nunes da Silva, Orlando Lee MO417 — Complexidade de Algoritmos —v. 2.1 Cid Carvalho de Souza, Candida Nunes da Silva, Orlando Lee MO417 — Complexidade de Algoritmos —v. 2.1

Subsequéncia consecutiva maxima Subsequéncia consecutiva maxima

@ A hipo6tese de indugdo nos permite resolver diretamente
todos os casos anteriores, exceto o Ultimo, onde
precisamos obter o sufixo de soma maxima de X, que

pode ser calculado, no pior caso, em tempo ©(n). Sendo Parece entdo natural enunciar a seguinte h.i. fortalecida:
assim, é possivel resolver o problema em ©(n?)
(Exercicio). Hip 6tese de indug &o reforcada:

@ No entanto, podemos reforcar a hipotese de indugéo para Sabemos calcular a scM e o sufixo maximo de sequéncias de
permitir resolver diretamente todos 0s casos. comprimento n — 1.

@ Neste caso, 0 que podemos acrescentar na h.i.?

@ E evidente que, quando E clara desta discussao também, a base da inducéo: para

Y = Xk, Xka1s- -« Xn_1,Xn, n=1,,ascMmde X = x; € x; caso x; > 0, e a sequéncia vazia

o , ) ntrario. N fixo maximo é i | M.
ENtA0 X, X 41, - - ., Xn_1 € um sufixo de X' de soma caso contrario. Nesse caso, o0 sufixo maximo é igual a sc

maxima entre os sufixos de X’.

@ Assim, se conhecermos o sufixo de soma maxima de X’,
além da scwm, teremos resolvido o problema
completamente para X.
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Subsequéncia consecutiva maxima

Subsequéncia consecutiva maxima

SCMO ) (conD)

> Entrada: um inteiro n e uma sequéncia de n 1. sen=1entdo
nameros reais X = [Xg, X2, - -, Xn]- 2 se x; <0

> Saida: inteirosi,j, k e reais MaxSeq, MaxSuf tais que: 3 entao i,j + 0;k < 2; MaxSeq, MaxSuf < 0
— Xi, Xj S&0 0 primeiro e Gltimo elementos da scwm de X, 4. senao i,j,k <« 1; MaxSeq, MaxSuf «+ x;
cujo valor & MaxSeq. 5. senao
— Xk € 0 primeiro elemento do sufixo de soma maxima de X, 6 (i,],k, MaxSeq, MaxSuf) + SCM(X,n — 1)
cujo valor & MaxSuf. 7 MaxSuf < MaxSuf + xp
— O valor j = 0 significa que X é composta somente de 8 se MaxSuf < 0 entdo MaxSuf < O;k «+ n+1
negativos. Neste caso, convencionamos MaxSeq = 0. 9 se MaxSuf > MaxSeq

— O valor k = n + 1 significa que o sufixo de soma maxima 10. entao i « k;j < n; MaxSeq < MaxSuf

de X é vazio. Neste caso, MaxSuf = 0. 11. devolva (i,j, k, MaxSeq, MaxSuf)
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Subsequéncia consecutiva maxima Exemplo 6 - o problema da ordenacao

A complexidade de tempo T (n) de SCM é simples de ser

calculada. Este ja & um problema conhecido.
{ o(1), n=1 Problema:
T(n)= .
T(n-1)+6(1), n>1 Dado um vetor A[1 . .. n] rearranjar o vetor em ordem crescente.

A soluca ta recorréncia € . .
solugdo desta recorréncia Vamos rever alguns dos algoritmos vistos para resolver este

n problema dentro do paradigma de projeto de algoritmos por
T(n)=)_©(1)=ne(1) = O(n). indugzo.
1
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Exemplo 6 - o problema da ordenacao Exemplo 6 - o problema da ordenacao

Vamos aplicar o método de projeto por indug&o. @ A complexidade de tempo T (n) do InsertionSort no pior
Hipotese de induc3o: caso e dada por
Sabemos ordenar um vetor com n — 1 elementos. o(1), n=1
T(n) =
T(n—-1)+06(n), n>1.
@ O caso base n =1 (oun = 0) é trivial.
. ~ . . 3 Ancia ¢ 2
@ Para fazer o passo de indugéo, aplique a h.i. a @ A solugdo da recorréncia & ©(n<).
A[1...n —1]. Agora para obter o vetor inteiro ordenado, @ Este algoritmo é essencialmente equivalente a versao
basta inserir A[n] neste subvetor. iterativa vista anteriormente. Ela usa o que chamamos de
@ Este é o algoritmo Ordena-Por-Insercéo (InsertionSort) recursao de cauda que pode traduzida facilmente em um
visto anteriormente, mas com uma formulag&o recursiva. algoritmo iterativo.
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Exemplo 6 - o problema da ordenacao Exemplo 6 - o problema da ordenacao

Outra idéia tipica em projeto de indugao é tentar remover um

! Uy : N @ A complexidade de tempo T (n) do SelectionSort & dada
elemento apropriado para usar a hipotese de indugao.

por
Hipotese de inducéo: T(n) = { o(1), n=1

T(n—-1)+0©6(n), n> 1.
Sabemos ordenar um vetor com n — 1 elementos. ( )+ o)

@ A solugdo da recorréncia & ©(n?).

@ O caso base n = 1 é trivial. @ E facil escrever uma versdo iterativa deste algoritmo.

@ Encontre a posicao do maximo _de All...n]e troque-O_de @ Nao é dificil perceber que a complexidade deste algoritmo
lugar com A[n]. Isto pode ser feito em tempo O(n). Aplique poderia ser reduzida se soubéssemos encontrar 0 maximo
ahiaA[l...n—1]. Agorao vetor A[l...n] esta ordenado! mais rapidamente.

@ Este é o algoritmo SelectionSort. @ O algoritmo Heapsort que veremos mais tarde faz isso.
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Exemplo 6 - o problema da ordenacao Projeto por inducao - Erros comuns

Os erros discutidos nas provas por inducdo, naturalmente,
traduzem-se em erros no projeto de um algoritmo por inducéo.
@ Outro algoritmo de ordenacéo visto foi o0 Mergesort que

tem complexidade de tempo O(ngn).
@ O Mergesort € um algoritmo de divisdo-e-conquista e ela Problema: Dado um grafo conexo G, verificar se G € bipartido
baseia-se na rotina Intercala. ou ndo. Caso seja, devolver a particao dos vértices.

@ Nos algoritmos InsertionSort e Mergesort, o trabalho mais
pesado consiste em obter uma solugéo do problema a
partir da solucéo parcial.

No algoritmo SelectionSort e no Heapsort, o trabalho mais
pesado consiste em encontrar o elemento a ser removido
(qual subproblema resolver). Apos feito isto, a recursao
imediatamente resolve o problema.

Defini¢ &o:

Um grafo é bipartido se seu conjunto de vértices pode ser
particionado em dois conjuntos, de forma que toda aresta de G
tenha extremos em conjuntos diferentes.

Teorema:

Se G é conexo e bipartido, entédo a biparticdo é Unica.
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Projeto por inducéo - Erros comuns

O que ha de errado com o seguinte (esbogco de um) algoritmo
recursivo para verificar se um grafo conexo é bipartido?

@ Sejam G um grafo conexo, v um vértice de G e considere
ografo G' =G — {v}.

@ Se G’ nao for bipartido, entdo G também néo é. Caso
contrario, sejam A e B os dois conjuntos da biparticdo de
G’ obtidos recursivamente.

@ Considere agora o vértice v e sua relacdo com os vértices
de A e B.

@ Se v tiver um vizinho em A e outro em B, entdo G nao é
bipartido (ja que a biparticdo, se existir, deve ser Gnica).

@ Caso contrario, adicione v a A ou B, o conjunto no qual v
nao tem vizinhos. A biparticdo esta completa.
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