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Estaisicas de Ordem (Problema da Selecao)

@ Estamos interessados em resolver o Recebe um vetor A[1...n] e devolve o minimo do vetor.
Problema da Sele¢ &o: MiNIMO(A, n)
Dado um conjunto A de n nimeros reais e um inteiro i, 1 min+ A[1]
determinar o i-ésimo menor elemento de A. 2 paraj+ 2aténfaca
@ Casos particulares importantes: 3 se min > A[j]
Minimo:i =1 4 entap min «+ Alj]
5 devolva min
Maximo: i =n
Mediana : i = ["3*| (mediana inferior) Namero de comparagbes: n —1 = ©(n)
Mediana - i — (nzj] (mediana superior) Aula passada: néo é possivel fazer com menos comparagoes.
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Minimo e maximo Minimo e maximo

Recebe um vetor A[1...n] e devolve 0 minimo e 0 maximo do @ Processe os elementos em pares. Para cada par, compare
vetor. 0 menor com 0 minimo atual e 0 maior com 0 maximo
atual. Isto resulta em 3 comparacdes para cada 2
MINMAX(A, n) elementos.
1 min < max < A[1] @ Se n for impar, inicialize 0 minimo e o maximo como
2 paraj <« 2atenfaca sendo o primeiro elemento.
3 se Afj] < min L s
. : @ Se n for par, inicialize o minimo e 0 maximo comparando
4 entdo min «+ Alj] N
: i os dois primeiros elementos.
5 se A[j] > max
6 entao max « A[j] Numero de comparacdes:
7 devolva (min, max) i
3[n/2] se n for impar
Numero de comparagdes: 2(n — 1) = 2n — 2 = ©(n) 3[n/2|] —2 senfor par
E possivel fazer melhor! Pode-se mostrar que isto € o melhor possivel.

(Exercicio x do CLRS)
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Problema da Selecao — primeira solucao Relembrando — Particao

Recebe A[1...nJeitalquel <i<n Problema: rearranjar um dado vetor A[p . ..r] e devolver um
e devolve valor do i-ésimo menor elemento de A[1...n] indice g, p < g <, tais que
SELECT-ORD(A, n, i) Alp...q—-1] <A[g] <Alg+1...r]
1 ORDENE(A,N) .
2 devolva A[i] Entrada:

p r
ORDENE pode ser MergeSort ou HeapSort. A ’ 99 ‘ 33 ‘ 55 ‘ 77 ‘ 11 ‘ 22 ‘ 38 ‘ 66 ‘ 33 ‘ 44 ‘
A complexidade de tempo de SELECT-ORD € O(nlgn). ]

Saida:
p q r

Sera que nao da para fazer melhor que isso?
A [33]11]22[33]44|55]99]66]77]88]

Afinal, consigo achar o minimo e/ou maximo em tempo O(n).
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Relembrando — Particione Problema da Selecao — segunda solugao

Rearranja A[p...rJdemodoquep <g<re

Suponha que queremos achar o i-€simo menor de A[l1...n].
Alp...q—1] < A[q] < Alg+1...r]. ponhaque q [L...nl

@ Executamos PARTICIONE e este rearranja o vetor e

PARTICIONE(A, p,T) devolve um indice k tal que

1 X<« Ar] >xéo"“pivd”

2 i«p-1 All... k=1 <AK]<Ak+1...n].

3 para j< paté r —1faca o _

4 se Afj] < x @ Eis a idéia do algoritmo:

5 entdo i+ i+1 @ Sei =k, entdo o pivd Alk] é o i-ésimo menor!

6 Ali] < A[j] o Se | <k, entéo 0 i-(:es?mo menor est@ emA[l...k —1];
7 Ai+1] < A[r] @ Sei >k, entdo o i-ésimo menor esta em Ak +1...n].
8 devolva i+1
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Problema da Selecao — segunda solucao Segunda solucédo — complexidade

Recebe A[p...r]eitalque 1 <i <r—p+1 SELECT-NL(A, p,r,1i) Tempo

e devolve o i-ésimo menor elemento de A[p ...r]. 1 sep=r ?
2 entdo devolva Alp] ?

SELECT-NL(A, p,r,i) 3 g < PARTICIONE(A,p,T) ?

1 sep=r 4 k+qg-p+1 ?

2 entdo devolva A[p] 5 sei=k ?

3 g < PARTICIONE(A,p,T) 6 entdo devolva Al[q] ?

4 k+~q-p+1 7 senaose i <Kk ?

5 sei=k >pivd é oi-ésimo menor! 8 entdo devolva SELECT-NL(A,p,q —1,i) ?

6 entdo devolva Al[q] 9 sendo devolva SELECT-NL(A,q +1,r,i — k) ?

7 sendose i <k

8 entdo devolva SELECT-NL(A,p,q —1,i) T(n) = complexidade de tempo no pior caso quando

9 sendo devolva SELECT-NL(A g+ 1,r,i —k) n=r—-p+1
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Segunda solu¢éo — complexidade Segunda solucéo — complexidade

SELECT-NL(A, p,r,i) Tempo

1 sep=r o(1)

2 entdo devolva A[p] 0(1)

2 E : SA_F{:)'i'(iNE(A’ p.T) gg; @ A complexidade de SELECT-NL no pior caso & ©(n?).
5 sei—k o(1) @ Entédo é melhor usar SELECT-ORD?

6 entdo devolva A[q] O(1) @ Nao, SELECT-NL é muito eficiente na pratica.

7 sendose i <k 0(1) @ Vamos mostrar que no caso médio SELECT-NL tem
8 entdo devolva SELECT-NL(A,p,q — 1,i) T(k —1) complexidade O(n).

9 sendo devolva SELECT-NL(A,q +1,r,i —k) T(n—k)

T(n)=max{T(k — 1), T(n—k)} +O(n)

T(n) € ©(n?) (Exercicio)
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SELECT aleatorizado Algoritmo SELECT-ALEAT

Recebe Alp...rjeitalquel <i<r—p+1

. _ L e devolve o i-ésimo menor elemento de Alp ...r]
O pior caso do SELECT-NL ocorre devido a uma escolha infeliz

do pivo. o _ SELECT-ALEAT(A, p, 1, i)
Um modo de evitar isso é usar aleatoriedade (como no sep=r
QUICKSORT-ALEATORIO). entdo devolva Ap]
q + PARTICIONE-ALEATORIO(A, p,T)
k«<~qg—-p+1
sei =k ©>pivb € oi-ésimo menor
entdo devolva A[q]
sendose i <k
entdo devolva SELECT-ALEAT(A,p,q —1,i)
sendo devolva SELECT-ALEAT(A,q+ 1,r,i —k)

PARTICIONE-ALEATORIO(A, p,T)
1 < Ranpom(p,r)

2 Afj] & Alr]

3 devolva PARTICIONE(A,p,T)

1
2
3
4
5
6
7
8
9
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Analise do caso médio Analise do caso médio

Recorréncia para o caso médio de SELECT-ALEAT. 1
T(n) < —Z (max{k —1,n —k}) +an
T(n) = complexidade de tempo médio de SELECT-ALEAT. n.=
2 &
< = Z )+ an
T(0) =0(1) n.
T(1)=e(1)
1 n pois
T(n)<=>» T(max{k —1,n—k})+O(n _ 1o J k=1 sek>[n/2],
<h X { 1 +e(n). max{k — 1,n — k} {n_k I

Sen é par, cada termo de T([n/2]) a T(n — 1) aparece
exatamente duas vezes na somatoria.

T(n)éo(77). Se n é impar, esses termos aparecem duas vezes e T(|n/2])
aparece uma vez.
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Demonstracéo: T (n) < Demonstracéo: T (n) <

T) = 2c ((n—l)n _ (/2] —1)Ln/2J) +an

2 = _ 2
Tn) < = Z ) +an n 2 2
STy 2¢ /(n—1)n  (n/2—2)(n/2 1)
< n< R > >+an
hi o =2
- ﬁ e = £ 3—nz+n—2 +an
 n\ 4 2

(n— 1 n (Ln/ZJ — 1)Ln/2j> +an

2 Isto funciona se ¢ > 4aen > 2c/(c — 4a).

Logo, T(n) = O(n).
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Concluséao Problema da Selecao — terceira solugao

A complexidade de tempo de SELECT-ALEAT no caso medio é ’ Problema da Seleco:

O(n). Dado um conjunto A de n niUmeros reais e um inteiro i,
determinar o i-ésimo menor elemento de A.

Na verdade,
Veremos um algoritmo linear para o Problema da Selecéo.
A complexidade de tempo de SELECT-ALEAT no caso médio é ’

O(n). BFPRT = Blum, Floyd, Pratt, Rivest e Tarjan

Para simplificar a exposicdo, vamos supor que os elementos

Veremos depois: B . em A s#o distintos.
Algoritmo que resolve o Problema da Selecdo em tempo linear

(no pior caso).
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Problema da Selecao — terceira solucao Problema da Selecao — terceira solucao

© Divida os n elementos em | £ | subconjuntos de 5

h © Determine, recursivamente, a mediana x das medianas
elementos e um subconjunto de n mod 5 elementos.

dos subconjuntos de no maximo 5 elementos.

1
2

e o o o o

o o o o o

o o o o o

e o o o o

e o o o o

o o o o o
)

e ¢ O o o
®e 6 O o o
e 6 O o o
e 6 O o o
e ¢ O o o
e ¢ O o o

@ Encontre a mediana de cada um dos [g} subconjuntos.

A figura acima € a mesma que a anterior, com as colunas
ordenadas pela mediana de cada grupo. A ordem dos
elementos em cada coluna permanece inalterada.

n Por simplicidade de exposi¢do, supomos que a Ultima
coluna permanece no mesmo lugar.

Note que o algoritmo nao ordena as medianas!

[EEY

e ¢ O o o
e ¢ O o o
® ¢ O o o
® ¢ O o o
® ¢ O o o
e ¢ O o o

Na figura acima, cada subconjunto estad em ordem
crescente, de cima para baixo.
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Problema da Selecao - terceira solugcao Problema da Selecao - terceira solugcao

© Finalmente, para encontrar o i-€simo menor elemento do
conjunto, compare i com a posicao k de x apbs o
particionamento:
@ Sei =k, x & o elemento procurado;
@ Sei < k, entdo determine recursivamente o i-é€simo menor
elemento do subconjunto A_;
@ Sendo, determine recursivamente o (i — k)-ésimo menor
Se a posicdo final de x apbs o particionamento € k, entao elemento do subconjunto A...
|Ac]=k—-1e|As|=n-—k.

© Usando x como piv6, particione o conjunto original A
criando dois subconjuntos A e A-, onde

@ A_ contém os elementos < x e
@ A. contém os elementos > x.

Note que esta parte € idéntica ao feito em SELECT-NL e em
SELECT-ALEAT. O que diferencia este algoritmo dos outros é a
escolha do pivo. Escolhendo-se a mediana das medianas,
vamos poder garantir que nenhum dos lados & muito “grande”.
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Terceira solucao — complexidade Terceira Solucao - Complexidade

T(n) : complexidade de tempo no pior caso O diagrama abaixo classifica os elementos da Gltima figura.

0o d O 0O e °

© Divisdo em subconjuntos de 5 elementos. o(n) O O O O e e o | [0 = <Xx

@ Encontrar a mediana de cada subconjunto. O(n) g o o x A A AA = >X

© Encontrar x, a mediana das medianas. T([n/5]) * ¢ 2 i ﬁ Al e =7

© Particionamento com pivé x. O(n) * ° *

@ Encontrar o i-ésimo menor de A T(k—1) Veja que o nimero de elementos > X, isto & As, € no minimo

OU encontrar o i — k-ésimo menor de A.. T(n—k) 3n
3

Temos entdo a recorréncia Isto porque no minimo [3 [21] grupos contribuem com 3
T(n) =T([n/5]) + T(max{k —1,n —k}) + ©(n) elementos > x, exceto possivelmente o Gltimo e aquele que

contém x. Portanto, 3 ([3[2]]—2) > ¥ — 6.
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Terceira Solucao - Complexidade

Da mesma forma, o nimero de elementos < x, isto & (s, € no
minimo 35 — 6.
Assim, no passo 5 do algoritmo,

3n n
_ _kl<n-— (=2 — < — .
max{k —1,n—k} <n <10 6) <10 +6

A recorréncia T (n) esta agora completa:

o(1), n <140
T(n) < { T([n/5]) + T(|7n/10] +6) + ©(n), n > 140,

140 é um namero suficientemente grande que faz as contas
funcionarem. ..

A solugdo é T(n) € ©(n)
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Solucédo da recorréncia: T(n) <cn

T(n) T([n/5])+T(|7n/10]| + 6) + an

c[n/5] +c(|7n/10] + 6) + an
c(n/54+1)+c¢(7n/10+6) + an
9cn/10 + 7c + an

cn+ (—cn/10 4 7c + an)

cn

[ VAN VAR=N VAN

IN

)

Quero que (—cn/10+ 7¢c + an) < 0.

Isto equivale a ¢ > 10a(n/(n — 70)) quando n > 70. Como
n > 140, temos n/(n — 70) < 2 e assim basta escolher
c > 20a.
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Algoritmo SELECT

Recebe Alp...rleitalquel <i <r—p+1

e devolve um indice q tal que A[q] é o i-ésimo menor elemento

de Alp...r].

SELECT(A,p,1,i)
1 sep=r

entdo devolva p ©>penaoAlp|
g < PARTICIONE-BFPRT(A, p,r)
k«—g-p+1
se i =k

entdo devolva g ©>q e naoAlq]

sendose i <k
entdo devolva SELECT(A,p,q —1,i)
sendo devolva SELECT(A,q+ 1,r,i —k)

O©oO~NO O~ WN

Cid Carvalho de Souza, Candida Nunes da Silva, Orlando Lee MO417 — Complexidade de Algoritmos —v. 2.1

PARTICIONE-BFPRT

Rearranja A[p ...r] e devolve umindice g, p < g <, tal que
Ap...q-1] <A[g] <A[g+1...r]e

max{k —1,n —k} < HSJ +6,

onden=r—-p+lek=qg—-p+1.
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PARTICIONE-BFPRT PARTICIONE-BFPRT

PARTICIONE-BFPRT(A,p,r) >n:=r—p+1
1 paraj« p,p+5,p+5-2,... até p+5([n/5]-1) faca

@ Divida o vetor em |n/5] grupos de tamanho 5 e um grupo 2 ORDENE(A, },j+4)
<5, 3 ORDENE(A,p+5|n/5],n)
@ ordene cada grupo e determine a mediana de cada um 4 paraj <« 1até [n/5]-1faca

deles, Alj] ¢ Alp+5j—3]
@ determine a mediana das medianas chamando SELECT (!) 6 A[[n/5]] < A[[(p+5[n/5]|+n)/2]]

@ e particione o vetor em torno desse valor.

(3]

7 k<« SELECT(A,p,p+[n/5]-1, [([n/5]+1)/2])

8 A[K] « Ar]
9 devolva PARTICIONE(A,p,T)
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Exercicios Exercicios

Exercicio 3 Dado um conjunto de n nUmeros, queremos
imprimir em ordem crescente os i maiores elementos deste

Exercicio 1 Mostre como modificar QUICKSORT de modo que usando um algoritmo baseado em comparagdes.
tenha complexidade de tempo ©(nlgn) no pior caso. Compare a complexidade dos seguinte métodos em funcéo de
nei.

Exercicio 2 Suponha que vocé tenha uma subrotina do tipo
“caixa-preta”’ que determina a mediana em tempo linear (no
pior caso). Descreva um algoritmo linear simples que resolve o
problema da selecéo para todo i.

@ Ordene o vetor e liste os i maiores elementos.
@ Construa uma fila de prioridade (max-heap) e chame a
rotina EXTRACT-MAX i vezes.

@ Use um algoritmo de sele¢do para encontrar o i-€simo
maior elemento, particione o vetor em torno dele e ordene
0s i maiores elementos.
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