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O problema da ordenacéao Algoritmos de ordenacao

Problema: Veremos varios algoritmos de ordenacéo:
Rearranjar um vetor A[1...n] de inteiros de modo que fique em
ordem crescente.

@ Insertion sort

@ Selection sort
Ou simplesmente: @ Mergesort

o H rt
Problema: ef':lpso

@ Quicksort

Ordenar um vetor A[1...n] de inteiros.
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Insertion sort Insertion sort — pseudo-codigo

INSERTION-SORT(A, n)
para j + 2 até n faca
chave « A[j]
> Insere A[j] no subvetor ordenado A[1..j — 1]

@ Idéia basica: a cada passo mantemos o subvetor

O~NO O~ WNPR

. . : . i+—j—1
All...j — 1] ordenado e inserimos o elemento A . .
[ J = 1] U] enquanto i > 1 e A[i] > chave faca
neste subvetor. ) .
) ) Ali + 1] « AJi]
@ Repetimos o processo paraj = 2,...,n e ordenamos o i1
vetor.

Afi + 1] + chave

Ja analisamos antes a corretude e complexidade.

Vamos analisar novamente a complexidade usando a notacao
assintotica.
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Complexidade de tempo de Insertion sort Complexidade de tempo de Insertion sort

INSERTION-SORT(A, n) Tempo INSERTION-SORT(A, n) Tempo

1 para j < 2 até n faga ? 1 para j «+ 2 até n faga ©(n)

2 chave + A[j] ? 2 chave + A[j] ©(n)

3 rInsere AjlemA[l...j — 1] ? 3 rblInsere AfjlemA[l...j —1]

4 i+j-1 ? 4 ij-1 o(n)

5 enquanto i > 1 e A[i] > chave faca ? 5 enquanto i >1 eA[i] >chave faga nO(n) = O(n?)

6 Ali + 1] < A[i] ? 6 Ali + 1] « A[i] nO(n) = O(n?)

7 i—i—1 ? 7 ii-1 nO(n) = O(n?)

8 AJi +1] « chave ? 8 AJi +1] + chave O(n)
Consumo de tempo no pior caso: ? Consumo de tempo: O(n?)
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Insertion sort Um pouco de terminologia

@ Complexidade de tempo no pior caso: ©(n?) @ Um algoritmo A tem complexidade de tempo (no pior
Vetor em ordem decrescente caso) O(f(n)) se para qualquer entrada de tamanho n ele
Comparacdes: O(n?) gasta tempo no méaximo O(f(n)).

Trocas: ©(n?) @ Um algoritmo A tem complexidade de tempo no pior caso

@ Complexidade de tempo no melhor caso: ©(n) ©(f(n)) se para qualquer entrada de tamanho n ele gasta
Vetor em ordem crescente tempo no maximo O(f(n)) e para alguma entrada de
Comparagdes: ©(n) tamanho n ele gasta tempo pelo menos Q(f(n)).

Trocas: zero @ Por exemplo, INSERTION SORT tem complexidade de

@ Complexidade de espago/consumo espaco: ©(n) tempo no pior caso de ©(n?).
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Um pouco de terminologia Selection sort

) _ ) ) @ Mantemos um subvetor A[1...i — 1] tal que:

@ Faz sentido dizer que um algoritmo tem complexidade de ) .

tempo no pior caso pelo menos O(f(n))? g QH - : - H e<s§\a[iorde;r]1ado €
@ Faz sentido dizer que um algoritmo tem complexidade de -

tempo no pior caso Q(f(n))? A cada passo selecionamos o0 menor elemento em
@ Faz sentido dizer que um algoritmo tem complexidade de Ali...n] e o colocamos em A[i].

tempo no melhor caso Q(f(n))? @ Repetimos o processo parai =1,...,n — 1 e ordenamos

vetor.
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Selection sort — pseudo-codigo Complexidade de Selection sort

SELECTION-SORT(A, n)
para i<+ 1latén—1faca

! . . SELECTION-SORT(A, n) Tempo
2 min < i . 7
L , 1 parai«+ latén-—1faca ?
3 para j < i+ 1 até n faca . .
. : AU . 2 min < i ?
4 se A[j] < A[min] ent&o min < j S . 5
5 Ali] <> AJmin] 3 para j < i+ 1 até n faga 7
4 se A[j] < A[min] entdo min « j ?
5 A[i] > A[min] ?

Invariantes:

O A[L...i- 1] esta ordenado Consumo de tempo no pior caso: ?

Q Al...i—1]<A[i...n].
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Complexidade de Selection sort Selection sort

SELECT'O_N'SORT,(A’ n) Tempo @ Complexidade de tempo no pior caso: ©(n?)
1 parai<« 1atén—1faca ©(n) Comparagdes: ©(n?)
2 min i . @(nz) Trocas: ©(n)
j parsejgﬂ]lji[ritii]ne;%% min < | gg:zg @ Complexidade de tempo no melhor caso: ©(n?)
5 Ali] < A[min] o(n) @ Complexidade de espago/consumo espago: ©(n)
@ Neste caso, podemos dizer que o Selection Sort tem
Consumo de tempo no pior caso: ©(n?) complexidade de tempo ©(n?).
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Conhecimento gera

© Para vetores com poucos elementos (dezenas), o melhor O algoritmo Mergesort & um exemplo classico de paradigma de
algoritmo de ordenagéo costuma ser o Insertion sort. divisao-e-conquista

@ Para um vetor que esta quase ordenado, Insertion sort
também é a melhor escolha.

@ Algoritmos super-eficientes assintoticamente tendem a
fazer muitas trocas. O Insertion sort faz poucas trocas
guando o vetor esta quase ordenado e o Selection sort faz
um namero linear de trocas, independente do vetor de obter o vetor ordenado.
entrada.

@ Divisao: divida o vetor de n elementos em subvetores de
tamanhos [n/2] e |n/2].

@ Conquista: recursivamente ordene cada subvetor.

@ Combinacéo: intercale os subvetores ordenados para
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Mergesort — pseudo-codigo Intercalacao

O que significa intercalar dois (sub)vetores ordenados?

MERGESORT(A, p, ) Problema: Dados A[p...q] e A[g+1...r] crescentes,
1 sep<r rearranjar A[p ...r] de modo que ele fique em ordem crescente.
2 entdo q < [(p+r)/2]
3 MERGESORT(A,p, Q) Entrada:
4 MERGESORT(A, g + 1,r) P q r
2 INAEREAEAAY (20 A [22]33]55]77]99]11]44 ] 66]88]
A complexidade de MERGESORT é dada pela recorréncia: Saida:
p q r
T(n) = T([n/2]) + T(|n/2]) + O(f(n)), A |11]22]33]44]55]|66]|77]88]99 |

onde f(n) é a complexidade de INTERCALA.
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Intercalacao Intercalacao

p q r k
A |22]33]|55]77]99]|11]44]66]88] AL LT T T 1T 1 ]

s | [ | | [ I 1 [ 1 ] B]2|2\33\55\77\99\88\66\44\111\
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Intercalacao Intercalacao

k k
Al LT[ [ ] afujeel [ [ | [ [ [ ]

B ’2i2‘33‘55‘77‘99‘88‘66‘;4‘11‘ B ’22‘1;3‘55‘77‘99‘88‘66‘;4‘11‘

Cid Carvalho de Souza, Candida Nunes da Silva, Orlando Lee MO417 — Complexidade de Algoritmos —v. 2.1 Cid Carvalho de Souza, Candida Nunes da Silva, Orlando Lee MO417 — Complexidade de Algoritmos —v. 2.1



Intercalacao Intercalacao

k k
Aaluleefss] | | [ [ [ | A lueefssfaa] | | [ | |

B ]22\33\;5\77\99\88\66\4:4\11\ B ]22\33\5:5\77\99\88\;6\44\11\
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Intercalacao Intercalacao

A]11\22\33\44\55\k\ ] ] A]11\22\33\44\55\66\k\ |
B ]22\33\55\%\99\88\62\44\11\ B ’22‘33‘55‘;7‘99‘8]-8‘66‘44‘11‘
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Intercalacao Intercalacao

k k
A [11]22]33]44[55]66]77] | | A [11]22]33]44[55]66]77 88| |
B ]22\33\55\77\;9\818\66\44\11\ B ]22\33\55\77\|9:91\88\66\44\11\
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Intercalacao Intercalacao

Pseudo-c 6digo

INTERCALA(A, p,Q,r)

1 parai+ p até g faca
B[i] «+ AlJi]

para j < q+ 1 atér faca
Blr +q+1—j] « A[j]

A [11]22]33]44]55]|66]77]|88]99]

O~NO O WN

oo i<p
B [22[33]55]77[99]|88]|66]44]11] jer
para k < p até r faca
se BJi] < BJj]
9 ent@o A[K] < BIi]
10 i—i+4+1
11 sendo Alk] + BJj]
12 j«<j—1
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Complexidade de Intercala Corretude de Intercala

Invariante principal de Intercala:

Entrada:
p q r No comeco de cada iteracéo do lago das linhas 7-12, vale que:
A [22]33]|55]77]99]|11]44]66]88]
O Alp...k — 1] esta ordenado,
Saida: Q Alp...k — 1] contém todos os elementos de B[p...i — 1] e
D q r deB[j +1...r],
A [11]22]33]44]55]66]77]88]99] O Bli] > Alk — 1] e B[j] > Ak —1].

Exercicio. Prove que a afirmagao acima € de fato um

Tamanho da entrada: n=r—-p+1 : -
invariante de INTERCALA.

Consumo de tempo: ©(n) Exercicio. (facil) Mostre usando o invariante acima que
INTERCALA €& correto.
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Corretude do Mergesort Corretude do Mergesort

MERGESORT(A, p, )

1 sep<r

> entdo q « [(p +r1)/2] Base: Mergesort ordena vetores de tamanho 0 ou 1.

3 MERGESORT(A, p, q) Hipotese de inducao: Mergesort ordena vetores com < n
4 MERGESORT(A,q + 1,r) elementos.

5 INTERCALA(A, p,q,r)

Passo de inducéo: por hipétese de inducdo, Mergesort ordena
os dois subvetores (de tamanho [n/2] e [n/2]).

O algoritmo esta correto? Pela corretude de Intercala, segue que o vetor resultante da
intercalacdo & um vetor ordenado de n elementos.

A corretude do algoritmo Mergesort apbia-se na corretude do

algoritmo Intercala e segue facilmente por induc ao

emn:=r—p-+1.

Vocé consegue ver por qué?

Cid Carvalho de Souza, Candida Nunes da Silva, Orlando Lee MO417 — Complexidade de Algoritmos —v. 2.1 Cid Carvalho de Souza, Candida Nunes da Silva, Orlando Lee MO417 — Complexidade de Algoritmos —v. 2.1




Complexidade de Mergesor

MERGESORT(A, p,r)

1 sep<r

2 entdo q « [(p+r)/2] @ Complexidade de tempo: ©(nlgn)
3 MERGESORT(A, p,q) Comparagdes: ©(nlgn)

4 MERGESORT(A, g + 1,r) Trocas: ©(nlgn)

5 INTERCALA(A, p,q,r)

O pior caso e o melhor caso tém a mesma complexidade.

. . @ Complexidade de espaco/consumo espaco: ©(n
T (n): complexidade de pior caso de MERGESORT P pa¢ hag (n)

O Mergesort usa um vetor auxiliar de tamanho n para

Entao fazer a intercalacdo, mas o espaco ainda & ©(n).

T(n) =T([n/2]) +T([n/2]) + ©(n).

A solucdo da recorréncia € T(n) = ©(nlgn).
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Heaps

@ O Heapsort &€ um algoritmo de ordenacao que usa uma
estrutura de dados chamada heap.

@ A complexidade de pior caso & ©(nlgn).

@ Heaps podem ser utilizados para implementar filas de 4
prioridade que sao extremamente Uteis em outros
algoritmos.

@ Um heap € um vetor A que simula uma arvore binaria 8 9
completa, com excecdo possivelmente do Gltimo nivel.

1 2 3 456 7 8 91011 12

HEEEEEEEEEEE
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@ Umnoditem
, 2i como filho esquerdo e
Considere um vetor A[1...n] representando um heap. 2i + 1 como filho direito

@ Cada posicao do vetor corresponde a um n6 do heap.

. L, @ Naturalmente, oné i
@ Opaideumnoéi é |i/2].

j ) . tem filho esquerdo apenas se 2i < ne
@ O no 1 nao tem pai. tem filho direito apenas se 2i +1 < n.

@ Umnob i & uma folha se nao tem filhos, ou seja, se 2i > n.
@ Asfolhas séo [n/2| +1,...,n—1,n.
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Cada nivel p, exceto talvez o Gltimo, tem exatamente 2P nos e
esses sao
2P 2P 41, 2P 42, .. 2Pt 1

O nob i pertence ao nivel ??7?.

L . : A altura de um n6 i € o maior comprimento de um caminho de i
O nb i pertence ao nivel |Igi].

a uma folha.

Prova: Se p € o nivel do no i, entao , " ~
Os noés que tém altura zero séo as folhas.

2F < i o< 2t o Qual é a altura de um n6 i?
lg2P < Igi < Ig2rtl =
p < lgi < p+1

Logo, p = [lgi].
Portanto, o nimero total de niveis & ??7?.
Portanto, o nimero total de niveis € 1 + |lgn].
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A altura de um nb i € o comprimento da sequéncia

2i,2%i,2%i,..., 2" @ Um nob i satisfaz a propriedade de (max-)heap se

A[li/2]] > Ali] (ou seja, pai > filho).

onde 2"i < n < 2(0+1)j, L7211 = Al Ja, pai  filno)
@ Uma arvore binaria completa € um max-heap se todo n6

Assim, distinto da raiz satisfaz a propriedade de heap.
2 < o0 <2 o O maxi ior el d h :
h . hi1 maximo ou maior elemento de um max-heap esta na
2" < nfi < 2 = raiz
h < lg(n/i) < h+1 ’

Portanto, a alturade i & |Ig(n/i)].
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1 nivel

@ Um no i satisfaz a propriedade de (min-)heap se
A[li/2]] < Ali] (ou seja, pai < filho).

@ Uma arvore binaria completa € um min-heap se todo no
distinto da raiz satisfaz a propriedade de min-heap.
@ Vamos nos concentrar apenas em max-heaps.

@ Os algoritmos que veremos podem ser facilmente
modificados para trabalhar com min-heaps.

123 456 7 8 91011 12
51]46|17]34]41]15]14]23| 30| 21|10 12|
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MAXHEAPIFY MAXHEAPIFY

123456 7 8 9101112 123456 7 8 9101112
13]46|17|34 |41] 15]14 |23 30| 21]10] 12| 46131734 |41] 15]14|23| 30| 21]10] 12|
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1 23 456 7 8 9101112 123 456 7 8 9101112
46]41[17]34]13] 15]14]23| 30| 21|10 12| 46]41[17]34]21]15]14]23] 30| 13|10 12|
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Maripulacao de maxcheap

Recebe A[1...n] ei > 1 tais que subarvores com raizes 2i e
2i + 1 sdo max-heaps e rearranja A de modo que subarvore
com raiz i seja um max-heap.

MAX-HEAPIFY(A, n,i)

e+ 2i

d«2i+1

see <n eAle] > Ai]
entdo maior < e
sendo maior < i

sed <neA[d] > A[maior]
entdo maior < d

se maior # |
entdo A[i] «» A[maior]

MAX-HEAPIFY(A, n, maior)

©oOoO~NOOULDSWNEPE

123456 7 8 9101112
46411734 |21]15]14|23| 30| 13]10] 12|

[N
o
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Corretude de MAXHEAPIFY Corretude de MAXHEAPIFY

A corretude de MAX-HEAPIFY segue por indugdo na altura h do

noi. Passo de inducao:
Base: para h = 0, o algoritmo funciona. A variavel maior na linha 8 guarda o indice do maior elemento
entre Afi], A[2i] e A[2i + 1].
Hipotese de indugdo: MAX-HEAPIFY funciona para heaps de Apobs a troca na linha 9, temos A[2i], A[2i + 1] < A[i].
altura < h.
O algoritmo MAX-HEAPIFY transforma a subarvore com raiz
Passo de inducéo: maior em um max-heap (hipotese de inducao).
A variavel maior na linha 8 guarda o indice do maior elemento A subarvore cuja raiz € o irmé&o de maior continua sendo um
entre Alfi], A[2i] e A[2i + 1]. max-heap.

Apbs a troca na linha 9, temos A[2i], A[2i + 1] < A[i]. ] o
Logo, a subarvore com raiz i torna-se um max-heap e portanto,

O algoritmo MAX-HEAPIFY transforma a subarvore com raiz 0 algoritmo MAX-HEAPIFY esta correto.
maior em um max-heap (hipétese de inducao).
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Complexidade de MAXHEAPIFY Complexidade de MAXHEAPIFY

MAaX-HEAPIFY(A, n,i) Tempo MaX-HEAPIFY(A, n,i) Tempo
1 e+ 2i ? 1 e+ 2i o(1)
2 d«2i+1 ? 2 d«2i+1 o(1)
3 see<n eAle] > A[] ? 3 see<n eAle] > A[] O(1)
4 entao maior + e ? 4 entao maior + e 0(1)
5 sendo maior « i ? 5 sendo maior < i 0o(1)
6 sed <neA[d]> A]maior] ? 6 sed <neA[d]> A[maior] o(1)
7 entdo maior < d ? 7 entdo maior < d 0(1)
8 se maior #£i ? 8 se maior # i o(1)
9 entdo Afi] «+ A[maior] ? 9 entdo Afi] «+ A[maior] 0(1)
10 MAX-HEAPIFY(A n,maior) ? 10 MAX-HEAPIFY(A n,maior) T(h—1)
h=alturadei = [lg 7] h=alturadei=[Ig¥?|
T (h) = complexidade de tempo no pior caso T(h)<T(h-1)+0(1).
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Complexidade de MAXHEAPIFY Construcao de um max-heap

1 nivel
h=alturadei = [lg 7]

T (h) = complexidade de tempo no pior caso
T(h) <T(h-1)+06(1)

Solucéo assintotica: T(n) é ?2?7.
Solugéo assintotica: T(n) € O(h).

Como h < Ign, podemos dizer que:

O consumo de tempo do algoritmo MAX-HEAPIFY € O(Ign)
(ou melhor ainda, O(Ig )).
1 2 3 456 7 8 9101112

14]13[34]17[15] 10|46 | 23| 12] 41|30 | 21|
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Construcao de um max-heap Construcao de um max-heap

123456 7 8 9101112 123456 7 8 9101112
14]13[3417|15] 10|46 | 23| 12| 41]30] 21 14]13[34 17 15| 21]46 | 23| 12| 41]30] 10|
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Construcao de um max-heap Construcao de um max-heap
1 nivel 1 nivel

123 456 7 8 91011 12 123 456 7 8 91011 12
14]13[34]17[15| 21]46 | 23| 12| 41|30 | 10] 14]13[34]17]41] 21|46 23| 12] 15|30 | 10|
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Construcao de um max-heap Construcao de um max-heap

123456 7 8 9101112 123456 7 8 9101112
14]13[34 |17 |41]21]46 | 23| 12| 15]30] 10| 14]13[34 |23 41| 21]46 |17 12|15]30] 10|
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Construcao de um max-heap Construcao de um max-heap
1 nivel 1 nivel

123 456 7 8 91011 12 123 456 7 8 91011 12
14]13[34]23]41]21]46 17| 12| 15|30 | 10] 14]13]46|23]41]21]34]17| 12| 15|30 | 10|
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Construcao de um max-heap Construcao de um max-heap

123456 7 8 9101112 123456 7 8 9101112
14]13]46|23]41]21]34]17| 12| 15|30 | 10| 14]41]46|23]13]21]34]17| 12| 15|30 | 10|
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Construcao de um max-heap Construcao de um max-heap
1 nivel 1 nivel

1 23 456 7 8 9101112 123 456 7 8 9101112
14]41]46|23]30| 21|34 |17 12| 15|13 10] 14]41]46|23]30| 21|34 |17| 12| 15|13 10|
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Construcao de um max-heap Construcao de um max-heap

123456 7 8 9101112 123456 7 8 9101112
46]41]14]23]30] 21]34]17| 12| 15|13 10| 46]41|34]23]30] 21]14]17| 12| 15|13 10|
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Construcao de um max-heap Construcao de um max-heap

Recebe um vetor A[1...n] e rearranja A para que seja
max-heap.

BuiLDMAXHEAP(A, n)
1 para i+ |[n/2] decrescendo at é 1 faca
2 MAX-HEAPIFY(A,n,i)

Invariante:
No inicio de cada iteragdo, i +1,..., n sao raizes de

max-heaps.

T(n) = complexidade de tempo no pior caso
12 3 456 7 8 9101112

46]41|34]23]30| 21]14]17| 12| 15|13 10|

Analise (primeira tentativa): T(n) & 5] O(lgn) = O(nlgn).
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Construcao de um max-heap Construcao de um max-heap

Analise mais cuidadosa:
) o . @ Pode-se provar por indugéo que S(h) = 2"*1 —h — 2.
@ Naiteracdo i séo feitas O(h;) comparagdes e trocas no . i
. X , o @ Logo, a complexidade de BUILDMAXHEAP &
pior caso, onde h; é a altura da subéarvore de raiz i. T(n) = O(S(lgn)) = O(n)
@ Seja S(h) a soma das alturas de todos os n6s de uma '
arvore binaria completa de altura h.

@ Aalturade umheap é |Ilgn]| + 1.
A complexidade de BUILDMAXHEAP & T (n) = O(S(lgn)).

Mais precisamente, T(n) = ©(n). (Por qué?)
@ Veja no CLRS uma prova diferente deste fato.
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1 nivel

123 456 7 8 91011 12 123 456 7 8 91011 12
46]41|34]23]30| 21]14]17| 12| 15|13 10] 10[41[34]23]30] 21]14]17| 12| 15|13 26|
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123 456 7 8 91011 12 123 456 7 8 91011 12
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1 nivel

123 456 7 8 91011 12 123 456 7 8 91011 12
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1 nivel

123 456 7 8 9101112 123 456 7 8 9101112
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1 nivel

123 456 7 8 91011 12 123 456 7 8 91011 12
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1 nivel 1 nivel

123 456 7 8 91011 12 123 456 7 8 91011 12
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Algoritmo rearranja A[1...n] em ordem crescente.

HEAPSORT(A, n) Algoritmo rearranja A[1...n] em ordem crescente.

1 BuILD-MAX-HEAP(A,n)
2 me . i HEAPSORT(A, n) Tempo
3 para i<« ndecrescendo at é 2 faca 1 BUILD-MAX-HEAP(A, n) 2
4 AL o Al 2 men | ?
S mem-—1 3 parai <+ ndecrescendoat & 2faca ?
6 MAX-HEAPIFY(A, m, 1) 4 Al1] < Ali] ?
5 m«—m-—1 ?
Invariantes: 6 MAX-HEAPIFY(A,m, 1) ?

No inicio de cada iteracéo na linha 3 vale que:
@ A[m...n] é crescente;

Q Al...m] <A[m+1];

© A[1...m]é um max-heap.

T(n) = complexidade de tempo no pior caso
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Filas com prioridades
Algoritmo rearranja A[1...n] em ordem crescente. Uma fila com prioridades é um tipo abstrato de dados que
consiste de uma colecéo S de itens, cada um com um valor ou
HEAPSORT(A, n) Tempo prioridade associada.
1 BuiLD-MAX-HEAP(A, n) o(n)
2 m<«<n o(1) Algumas operacdes tipicas em uma fila com prioridades sao:
3 para i< ndecrescendoat & 2faca ©O(n)
4 A[1] < Ali] o(n) MaXIMUM(S): devolve o elemento de S com a maior
5 m+—m-—1 o(n) prioridade;
6 MAX-HEAPIFY(A,m, 1) nO(lgn) EXTRACT-MAX(S): remove e devolve o elemento em S com a

maior prioridade;

T(n)=?? T(n)=nO(lgn)+©(4n+1) =0(nlgn
(n) (n) (lgn)+6(4n+1) (nlgn) INCREASE-KEY(S, X, p): aumenta o valor da prioridade do
A complexidade de HEAPSORT no pior caso & ©(nlgn). elemento x para p; e

Como seria a complexidade de tempo no melhor caso? INSERT(S, X, p): insere o elemento x em S com prioridade p.
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Implementagcao com max-heap Implementagcao com max-heap

HEAP-INCREASE-KEY(A, i, prior)
HEAP-MAX(A, n)

1 > Supbe que prior > A[i]
1 devolva A[1] 2 Ali] « prior
Complexidade de tempo: ©(1). 3 enquanto i >1eA[|i/2]] < A[i] faga
4 Afi]l + A[li/2]]
HEAP-EXTRACT-MAX(A, n) > = 11/2]
1 >n>1 Complexidade de tempo: O(Ign).
2 max «+ A[l]
3 A[1] « A[n] MAX-HEAP-INSERT(A, n, prior)
4 nen-1 1 nen+1
5 MAXx-HEAPIFY (A, n,1) 2 Al « —oo
6 devolva max 3 HEAP-INCREASE-KEY(A, n, prior)
Complexidade de tempo: O(lgn). Complexidade de tempo: O(lgn).
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QuickSort Particao
O algoritmo QUICKSORT segue o paradigma de Problema: Rearranjar um dado vetor A[p ...r] e devolver um
divisdo-e-conquista. indice g, p < g <, tais que

Divis 8o: divida o vetor em dois subvetores A[p...q — 1] e

Alq+1...r] tais que Alp...q—1]<Alg]<Alg+1...r]

Entrada:
p q r p r
A =X [] > X | A [99]33[55[77[11]22]88]6633]44]
Ap...q—1]<A[g] <A[g+1...r] Saida
Conquista: ordene os dois subvetores recursivamente usando p q r
0 QUICKSORT; A [33]11[22]33]4455|99]66]77]88]

Combinac ao: nada a fazer, o vetor esta ordenado.
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Particione Particione

p

A ’9,'9‘33‘55‘77‘11‘22‘88‘66‘33‘414‘ A ]33\1il\55\77\99\;2\88\66\33\:4\

A [99]33]55[77]11]22]88]6633]44] : j N
i j X A [33]11]22]77]9955]|88]66]33]44]

A |99]33[55[77]11 2288663344 | : j N
i j X A [33]11]22]77]99]|55]|88]66 33|44 |

A [33]99|55[77]11]22]88]66]33]44] : i x
i j X A [33]11[22]77]99]|55]|88]66]33]44]

A [33]99|55[77]11]22]88]6633]44] i j
i j X A |33]11]22]33]9955]|88]66]77]44]

A [33]99]55[77]11]22]88]6633]44] 0 q "
i j X A [33]11]22[33]44|55]88]66]77]99]

A [33]11|55]77]99|22|88]66]33]44]
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Complexidade de PARTICIONE

Rearranja A[p...rJdemodoquep <qg<re
Alp...q-1] <A[g] < Alg+1...r]

PARTICIONE(A, p,T) Tempo

PARTICIONE(A, p,T) 1 x <+ A[r] >xéo“pivd” ?
1 X<« Ar] >xéo"“pivd” 2 i+p-1 ?
2 |<—p_—1 ) 3 para j«patér—1faca ?
3 para j<« paté r —1faca 4 se A[j] <x ?
4 se Ahlg'x . 5 entdo i+ i—+1 ?
5 entdo i+ i+1 6 Ali] < A[j] ?
6 Ali] < A[j] 7 Afi+1] < A[r] ?
7 Ali+1] < Alr] 8 devolva i+1 ?
8 devolva i+1

T(n) = complexidade de tempo no pior caso sendo
Invariantes: n=r—-p+1

No comeco de cada iteracdo da linha 3 vale que:
D) Alp...i] <x @ A[i+1...j—-1] >x (3) Alr] =x
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Compleridade de PARTICION:

PARTICIONE(A, p,T) Tempo

1 X<« Ar] >xeéo"“pivo” o(1) Rearranja um vetor A[p ...r] em ordem crescente.

2 i+p-1 o(1)

3 para j«<patér—1faca ©O(n) QUICKSORT(A,p,r)

4 se Afj] <x o(n) 1 sep<r

5 entéo i+ i+1 O(n) 2 entdo q < PARTICIONE(A,p,T)

6 Afi] < A[j] O(n) 3 QUICKSORT(A,p,q — 1)

7 Ali+1] < A[r] o(1) 4 QUICKSORT(A,q + 1,r)

8 devolva i+1 O(1) 0 i
T(n) = ©(2n + 4) + O(2n) = O(n) A |99]33|55|77]11|22]88]66]33]44]
Concluséo:

A complexidade de PARTICIONE & ©(n).
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Rearranja um vetor A[p ...r] em ordem crescente.

QUICKSORT(A, p,r) Rearranja um vetor A[p ...r] em ordem crescente.
1 sepx<r
2 entdo g < PARTICIONE(A,p,r) QUICKSORT(A,p,I)
3 QUICKSORT(A,p,q — 1) 1 sep<r
4 QUICKSORT(A,q + 1,r) 2 entdo g < PARTICIONE(A,p,r)
3 QUICKSORT(A,p,q — 1)
p q r 4 QUICKSORT(A, g + 1,r)
A |33]11[22]33]44]55|88]|66]77 99|
p q r

No comego da linha 3, A [11]22]33[33]44|55]88]66]77]99]

Alp...q-1] < A[gq] < Alg+1...r]
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Complexidade de QUIcKSORT

Rearranja um vetor A[p ...r] em ordem crescente.

QUICKSORT(A,p,r) QUICKSORT(A, p,T) Tempo
1 sep<r 1 sep<r ?
2 entdo q < PARTICIONE(A,p,T) 2 entdo q < PARTICIONE(A,p,r) ?
3 QUICKSORT(A,p,q — 1) 3 QUICKSORT(A,p,q —1) ?
4 QUICKSORT(A,q + 1,r) 4 QUICKSORT(A,q +1,r) ?
p q r

T(n) = complexidade de tempo no pior caso sendo

A [11]22]33[33]44|55]66]7788]99] et —pt1
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Complexidade de QUICKSORT

T(n) = consumo de tempo no pior caso

QUICKSORT(A,p,r) Tempo T(0) = ©(1)

1 sep<r ©(1) T(1) = e(1)

2 entdo g < PARTICIONE(A,p,r) ©(n)

3 QUICKSORT(A,p,q —1) T (k) T(n)=TK)+T(n-k-1)+8O(n) paran=2,3,4,...
4 QUICKSORT(A,q+1,r) T(n—k—1)

Analise simplista:
T(N)=T(K)+T(n-k-1)+6(n) T(n)=T(0)+T(n —1)+O(n)
T(n) € ©(777).
0<k=g-p<n-1 ") .
Analise simplista:

TN)=TO)+T(n—-1)+0O(n)
T(n) & O(n?).
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Demonsiragio ~T (n) ~ O(n?)

Vamos provar que T (n) < cn? para n grande.

T(n) = complexidade de tempo no pior caso T(n) = max {T(k)+T(n—k—1)p +bn
0<k<n-1
T(0) =0©(1) < max {ck2 +c(n—k— 1)2} +bn
T(1)=0(1) Osksn—t
T(n)= max {T(k)+T(n—k—-1)} +O(n) paran=2,3,4,...
0<k<n-1 = ¢ max {k®+(n—k—1)?54bn
0<k<n-1
T(n) = maxXo<k<n_1{T (k) + T(n —k — 1)} + bn = c(n-1)*+bn > exercicio
— cn?_
Quero mostrar que T (n) = ©(n?). = cn"-2Zendebn
< cn?

sec>b/2en>c/(2c —b).
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Continuagao =T () — 2(n‘)

Agora vamos provar que T(n) > dn? para n grande.

T(n) = 0<T3X . {T(k) +T(n—k—1)} +bn
<k<n—
T(n) & O(n?). J
> max {dk2+d(n—k _1)2} +bn
0<k<n-1
A complexidade de tempo do QUICKSORT no pior caso é ’
= d _ max {k2+(n—k—1)2}+bn o(n?).
0<k<n-1
= d(n—1)2+bn ,
A complexidade de tempo do QUICKSORT € O(n*).
= dn?—-2dn+d +bn pex P Q (%) )
> dn?,

sed <b/2en>d/(2d —b).
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QuickSort no melhor caso QuickSort no melhor caso

M(n) = complexidade de tempo no melhor caso

No melhor caso k é aproximadamente (n — 1)/2.

M(0) = ©(1)
M(1) =©(1) Rim =R(| "5~ )R )+ om)
M(n) = 0<Eniﬂ_1{M(k) +M(n—k —1)} +O(n) paran=2,3,4,...

Solugdo: R(n) &€ ©(nlgn).

-1), n-1 Recorréncia similar a do MERGESORT.

Isto implica que no melhor caso 0 QUICKSORT € Q(nlgn).

Que é o mesmo que dizer que 0 QUICKSORT é Q(nlgn).
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Mais algumas conclusdes Caso médio

Apesar da complexidade de tempo do QUICKSORT no pior caso
ser ©(n?), na pratica ele € um dos algoritmo mais eficientes.

M(n) &€ ©(nlign). | Mais precisamente, a complexidade de tempo do QUICKSORT
no caso médio & mais proximo do melhor caso do que do pior
caso.

O consumo de tempo do QUICKSORT no melhor caso é Por qué?

Q(nlogn). ’ '

Suponha que (por sorte) o algoritmo PARTICIONE sempre
divida o vetor na proporgao % para %. Entao:

Mais precisamente, a complexidade de tempo do QUICKSORT n-1 9(n-1)

T =T(|— T
no melhor caso € ©(nlogn). ’ (n) ( 9 ) ( 10 )+60)

Solucéo: T(n) é ©(nlgn).
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Arvore de recorréncia QuickSort Aleatorio

n
/ \ O pior caso do QUICKSORT ocorre devido a uma escolha infeliz
5 A
o o do pivé.
/ \ Um modo de minimizar este problema é usar aleatoriedade.
e o ain PARTICIONE-ALEATORIO(A, p,T)
100 100 0y Py 1 i+ RaNDOM(p,r)
. \ / \ 2 Ali] & A[r]
., N J & 3 devolva PARTICIONE(A,p,T)
e ., . . QUICKSORT-ALEATORIO(A, p, T)
. . 1 sep<r
NUmero de niveis < log;g g N. 2 entdo g < PARTICIONE-ALEATORIO(A, D, )
. i 3 QUICKSORT-ALEATORIO(A, p,q — 1)
Em cada nivel o custo & < n. 4 QUICKSORT-ALEATORIO(A, q + 1,T)

Custo total € O(nlogn).
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Analise do caso médio Analise do caso médio

Recorréncia para o caso médio do algoritmo
QUICKSORT-ALEATORIO.

T(n) = consumo de tempo médio do algoritmo

QUICKSORT-ALEATORIO. I
T(n) = 0 Z J+T(n—1-k))| +cn
PARTICIONE-ALEATORIO rearranja o vetor A e devolve um k=0
indiceqtalque Alp...q — 1] < A[g]eAlg+1...r] > A[q]. on-t
= = Z T(k) +cn.
n
T(0)=0(1) k=0
T(1)=06(1)
n1 Vamos mostrar que T (n) € O(nlgn).
1
T(n)=— ( (TK)+T(h—-1- k))) +©(n). Ou seja, que T(n) < anlgn + b, paran > ng onde a,b > 0 séo
k=0 constantes.
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Demonstracao
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Demonstracao

2an—l
FZ klgk +2b +cn
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< <2n lgn 8n>+2b+cn
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= anlgn+b+(cn+b—%n)
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anlgn + b,

escolhendo a de modo que %n >cn+bparan> 1.
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Prova do Lema
n—1 [n/2]—-1
> kigk = Z klgk + Z k Igk
k=1 k=[n/2]
[n/2]1-1
< (Ign—1) Z k+Ign Z k
k=[n/2]
n—1 [n/2]-1
= lgnd k- > Kk
k=1 k=1
1 1/n n
< = — — (== _
< Zn(n-1lgn 2(2 1)2
1 2 1 2
< = -
< 2n Ign 8n
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Conclusao

O consumo de tempo de QUICKSORT-ALEATORIO NO caso
médio &€ O(nlgn).

Exercicio Mostre que T(n) = Q(nlgn).

O consumo de tempo de QUICKSORT-ALEATORIO NO caso
médio € ©(nlgn).
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O problema da ordenacao - cota inferior O problema da ordenacao - cota inferior

@ Estudamos diversos algoritmos para o problema da
ordenacdo.

@ Todos eles tém algo em comum: usam somente
comparacoes entre dois elementos do conjunto a ser
ordenado para definir a posicao relativa desses elementos. ’

@ Isto &, o resultado da comparag&o de x; com x;, i # ], @ E possivel provar que qualquer algoritmo que ordena n

define se x; sera posicionado antes ou depois de x; no elementos baseado apenas em comparages de
conjunto ordenado elementos efetua no minimo Q(nlogn) comparagdes no

pior caso.
@ Para demonstrar esse fato, vamos representar os

algoritmos de ordenacdo em um modelo computacional
abstrato, denominado arvore (binaria) de decisao.

@ Sera que é possivel projetar um algoritmo de ordenacéo
baseado em compara¢des ainda mais eficiente?

@ Veremos a seguir que nao!

@ Todos os algoritmos dao uma cota superior para 0 nUmero
de comparacdes efetuadas por um algoritmo que resolva o
problema da ordenacéo.

@ A menor cota superior & dada pelos algoritmos
MERGESORT e 0 HEAPSORT, que efetuam ©(nlogn)
comparagdes no pior caso.
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Arvores de Decisdo - Modelo Abstrato Arvores de decisdo para o problema da ordenacéo

@ Considere a seguinte definicdo alternativa do problema da
@ Os nos internos de uma arvore de decisao representam ordenagao:
comparagoes feitas pelo algoritmo.

@ As subarvores de cada n6 interno representam
possibilidades de continuidade das a¢des do algoritmo
ap6s a comparacao.

@ No caso das arvores binarias de decisao, cada n6 possui

Problema da Ordena¢ &o:

Dado um conjunto de n inteiros Xq, X, . . ., Xn, €NCONtre uma
permutacdo p dos indices 1 < i < n tal que
*p(1) < Xp(2) < -+ = Xp(n)-

apenas duas subarvores. Tipicamente, as duas @ E possivel representar um algoritmo para o problema da
subarvores representam os caminhos a serem seguidos ordenacdo através de uma arvore de decisdo da seguinte
conforme o resultado (verdadeiro ou falso) da comparagéo forma:
efetuada. @ Os nos internos representam comparacdes entre dois

@ As folhas sdo as respostas possiveis do algoritmo ap6s as elementos do conjunto, digamos X; < X;.
decisdes tomadas ao longo dos caminhos da raiz até as @ As ramificacOes representam os possiveis resultados da
folhas. comparagéo: verdadeiro se x; < x;, ou falso se x; > ;.

@ As folhas representam possiveis solugc@es: as diferentes
permutacdes dos n indices.
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Arvores de Decis&o para o Problema da Ordenacéo Arvores de decisdo para o problema da ordenacéo

@ Ao representarmos um algoritmo de ordenacédo qualquer
baseado em comparag®es por uma arvore binaria de
decisdo, todas as permuta¢des de n elementos devem ser
possiveis solucdes.

Veja a arvore de decisdo que representa o comportamento do
Insertion Sort para um conjunto de 3 elementos:

@ Assim, a arvore binaria de deciséo deve ter pelo menos n!
folhas, podendo ter mais (nada impede que duas
seqliéncias distintas de decisdes terminem no mesmo
resultado).

@ O caminho mais longo da raiz a uma folha representa o
pior caso de execucgdo do algoritmo.

@ A altura minima de uma arvore binaria de decisdo com
(232)  (a22) (221)  (s21) pelo menos n! folhas fornece o ntmero minimo de
comparacdes que o melhor algoritmo de ordenagao
baseado em comparacdes deve efetuar.
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Qo jeio

@ Qual a altura minima, em fungéo de n, de uma arvore
binaria de decisdao com pelo menos n! folhas?

o _ Devemos ter n! < 2", ou sejalgn! < h.
@ Uma arvore binaria de decisao T com altura h tem, no

maximo, 2" folhas. Temos que
@ Portanto, se T tem pelo menos n! folhas, entdo n! < 2", ou n-1 n
seja, h > log, n'. (n)? = T (n=i)(i+1) > J[n = n"
@ Mas, i=0 i=1
log,n! = >, logi Portanto,
> iz logi 1
> iz logn/2 h > g(n!) > Snign.
> (n/2—-1)logn/2
= n/2logn—n/2—logn+1
> n/4logn, paran > 16.

@ Entéo, h € Q(nlogn).
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Conclusao Cotas inferiores de problemas

@ Em geral € muito dificil provar cotas inferiores néo triviais
@ Provamos entao que Q(nlogn) € uma cota inferior para o de um problema.

problema da ordeha(;ao. . Um problema com entrada de tamanho n tem como cota
@ Portanto, os algoritmos Mergesort e Heapsort séo inferior trivial Q(n).

algoritmos 6timos. ~ L .
@ S&o pouquissimos problemas para os quais se conhece

@ Veremos depois algoritmos lineares para ordenacéo, ou uma cota inferior que coincide com a cota superior.
seja, que tém complexidade O(n).

@ Como isso seria possivel?

@ Um deles é o problema da ordenacao.

@ Veremos mais dois exemplos: busca em um vetor
ordenado e o problema de encontrar o maximo.
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Busca em vetor ordenado Busca em vetor ordenado

Dado um vetor crescente Alp...r] e um elemento x, devolver
um indice i tal que A[i] = x ou —1 se tal indice ndo existe.

BuscaBin(A, p,r, x) @ E possivel projetar um algoritmo mais rapido?

; s€ zni”i; g« [(p+1)/2] ) NS}O, seo qlgoritmo ba;eia—se em comparagdes do tipo
3 se A[q] > X Afi] < x, Ali] > x ou A[i] = x.

4 entdo devolva BuscaBin(A,p,q —1,x) @ A cota inferior do numero de comparagdes para o

5 se A[q] < x problema da busca em vetor ordenado é Q(lgn).

6 entdo devolva BuscaBin(A,q+1,r,x) @ Pode-se provar isso usando o modelo de arvore de

7 devolva g >A[g] =x decisao.

8 sendo

9 devolva -1

NUmero de comparagdes: O(lgn).
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Problema do Maximo

@ Todo algoritmo para o problema da busca em vetor
ordenado baseado em comparacdes pode ser
representado através de uma arvore de decisao.

Problema:
Encontrar o maior elemento de um vetor A[1...n].

@ Cada n6 interno corresponde a uma comparagao com o @ Existe um algoritmo que faz o servicocomn — 1
elemento procurado x. comparacoes.

@ As ramificagBes correspondem ao resultado da @ Existe um algoritmo que faz menos comparagdes?
comparagao. @ Nao, se o algoritmo é baseado em comparagdes.

@ As folhas correspondem as possiveis respostas do @ Considere um algoritmo genérico baseado em
algoritmo. Entéo tal arvore deve ter pelo menos n + 1 comparacdes que resolve o problema.
folhas. Que “cara’ ele tem?

@ Logo, a altura da arvore é pelo menos Q(lgn).
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Maximo Conclusao

O algoritmo consiste, no fundo, na determinacédo de uma
colecdo A de pares ou arcos (i,]) de elementos distintos

em {1,...,n} tais que A[i] < A[j] e existe um “sorvedouro”.
Qualquer conjunto A devolvido pelo método contém uma
Eis o paradigma de um algoritmo baseado em comparacgdes: “arvore enraizada” e portanto contém pelo menos n — 1 arcos.
MAXIMO(A, n) _ . .
1 A Assim, qualquer algoritmo baseado em comparacdes que

encontra o maior elemento de um vetor A[1...n] faz pelo

2 enquanto A “ndo possui sorvedouro” faca .
menos n — 1 comparagoes.

3 Escolha indiceiejem{1,...,n}
4 se Ali] < A[j]

5 entdo A« AU(i,])

6 sendo A<+ AU(j,i)

7 devolva A

Cid Carvalho de Souza, Candida Nunes da Silva, Orlando Lee MO417 — Complexidade de Algoritmos —v. 2.1 Cid Carvalho de Souza, Candida Nunes da Silva, Orlando Lee MO417 — Complexidade de Algoritmos —v. 2.1



