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Definicao de Grafo Definicao de Grafo

Um grafo € um par G = (V,E) onde
@ V & um conjunto finito de elementos chamados vértices e

@ E é um conjunto finito de pares nao-ordenados de vértices
chamados arestas.

@ Exemplo:
V ={a,b,c,d,e}
E ={(a,b),(a,c),(b,c),(b,d),(c,d),(c,e),(d,e)}

@ Dada uma aresta e = (a,b), dizemos que os vérticesae b
sdo os extremos da aresta e e que a e b sdo vértices
adjacentes.

@ Dizemos também que a aresta e € incidente aos vértices a
e b, e que os vértices a e b sdo incidentes a aresta e.
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Tamanho do Grafo

Grafo Simples

@ Dizemos que um grafo & simples quando nédo possui lagos
ou arestas mdltiplas. @ Denotamos por |V| e |E| a cardinalidade dos conjuntos de

@ Um laco é uma aresta com extremos idéntico e arestas vértices e arestas de um grafo G, respectivamente.

multiplas séo duas ou mais arestas com o0 mesmo par de @ No exemplo abaixo temos |V| =5e |[E| = 7.
vértices como extremos.

@ Exemplo:

O tamanho do grafo G é dado por [V| + |E|.

arestas multiplas
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Grau de um vértice

Subgrafo e Subgrafo Gerador

@ O grau (degree) de um vértice v, denotado por d(v) é o
namero de arestas incidentes a v, com lagos contados

@ Um subgrafo H = (V/,E’) de um grafo G = (V,E) é um duas vezes.
grafotalque V' CV,E’' CE. @ Exemplo:

@ Um subgrafo gerador de G é um subgrafo H com V/ = V. dla)=2
d(b)=3

@ Exemplo:
d(c)=6
d(d)=5
d(e)=4

Teorema (Handshaking lemma)

® @
Subgrafo néo gerador Subgrafo gerador Para todo grafo G = (V, E) temos:
> d(v) =2
vev
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Caminhos em Grafos Caminhos Simples e Ciclos

@ Um caminho simples € um caminho em que nao ha

@ Um caminho P de vg a v, no grafo G € uma seqiiéncia - oot e
repeticdo de vértices e nem de arestas na sequéncia.

finita e ndo vazia (vo,€1,V1,- - ., €n, Vn) CUjOS elementos
s&o alternadamente vértices e arestas e tal que, para todo @ Um ciclo ou caminho fechado € uma caminho em que
1 <i < n,vj_; evj sdo os extremos de g;. Vo = Vn.

@ O comprimento do caminho P é dado pelo seu nimero de @ Exemplo:

arestas, ou seja, n.

@ Exemplo:

Caminho Simples Ciclo
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Grafo Conexo
© Dizemos que um grafo & conexo se, para qualquer par de @ Um grafo G & uma arvore se é conexo e nao possui ciclos
vértices u e v de G, existe um caminho de uav em G. (aciclico). As seguintes afirmacdes séo equivalentes:
® Quando o grafo G nao é conexo, podemos particionar em @ G é uma arvore.
componentes conexos. Dois vértices u e v de G estdo no @ G & conexo e possui exatamente |V| — 1 arestas.
mesmo componente conexo de G se ha caminhode u av @ G é conexo e aremogdo de qualquer aresta desconecta o
em G. grafo (minimal conexo).

@ Para todo par de vértices u, v de G, existe um @nico
@ Exemplo: caminho deu av em G.
@ Exemplo:
@ )
(©) ©
®) @
Conexo N&o-conexo com

3 componentes conexos
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Alguns exemplos de grafos Grafo Orientado

@ As definicbes que vimos até agora sao para grafos nao

orientados.
@ Floresta: grafo aciclico (ndo precisa ser conexo). Cada

h ) @ Um grafo orientado é definido de forma semelhante, com a
componente é uma arvore!

diferenca que as arestas (as vezes chamadas de arcos)
@ Grafo completo: para todo par de vértices u, v a aresta consistem de pares ordenados de vértices.

(u,v) pertence ao grafo.
@ Grafo bipartido: possui uma biparticdo (A, B) do conjunto

de vértices tal que toda aresta tem um extremo em A e
outro em B.

@ Exemplo:

@ Grafo planar: pode ser desenhado no plano de modo que
arestas se interceptam apenas nos extremos.

@ As vezes, para enfatizar, dizemos grafo ndo-orientado em
vez de simplesmente grafo.
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Gralo Ponderato

@ Se e = (u,v) & uma aresta de um grafo orientado G, entao . o
dizemos que e sai e entra em v. @ Um grafo (orientado ou nao) é ponderado se a cada aresta

e do grafo esté associado um valor real c(e), o qual
denominamos custo (ou peso) da aresta.

@ O grau de saida d ™ (v) de um vértice v € o nUmero de
arestas que saem de v. O grau de entradad—(v) dev é o0
nlmero de arestas que entram em v. @ Exemplo:
Teorema. Para todo grafo orientado G = (V, E) temos:

D dtv) =) df(v)=IE|

veV vev

@ Em geral considera-se que em caminhos e ciclos em
grafos orientados sdo todas as arestas “vao na mesma
direcdo”.

@ Ha um conceito de conexidade para grafos orientados que
veremos mais tarde.
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Algoritmos em Grafos - Motivacao Aplicacoes

@ Caminho minimo: dado um conjunto de cidades, as
distancias entre elas e duas cidades A e B, determinar um

@ Grafos séo estruturas abstratas que podem modelar caminho (trajeto) mais curto de A até B.
diversos problemas do mundo real. @ Arvore Geradora de Peso Minimo: dado um conjunto de
@ Por exemplo, um grafo pode representar conexdes entre computadores, onde cada par de computadores pode ser
cidades por estradas ou uma rede de computadores. ligado usando uma quantidade de fibra 6tica, encontrar
@ O interesse em estudar algoritmos para problemas em uma rede interconectando-os que use a menor quantidade
grafos & que conhecer um algoritmo para um determinado de fibra otica possivel.
problema em grafos pode significar conhecer algoritmos @ Emparelhamento maximo: dado um conjunto de pessoas
para diversos problemas reais. e um conjunto de vagas para diferentes empregos, onde

cada pessoa € qualificada para certos empregos e cada
vaga pode ser ocupada por uma pessoa, encontrar um
modo de empregar 0 maior nUmero possivel de pessoas.
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Aplicacdes Representacao Interna de Grafos

@ Problema do Caixeiro Viajante: dado um conjunto de @ A complexidade dos algoritmos para solugéo de
cidades, encontrar um passeio que sai de uma cidade, problemas modelados por grafos depende fortemente da
passa por todas as cidades e volta para a cidade inicial tal sua representacao interna.
que a distancia total a ser percorrida seja menor possivel. @ Existem duas representacdes candnicas: matriz de

@ Problema Chinés do Correio: dado o conjunto das ruas adjacéncia e listas de adjacéncia.
de um bairro, encontrar um passeio que passa por todas @ O uso de uma ou outra num determinado algoritmo
as ruas voltando ao ponto inicial tal que a distancia total a depende da natureza das operacdes que ditam a
ser percorrida seja menor possivel. complexidade do algoritmo.
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Matriz de adjacéncia Matriz de adjacéncia

@ Exemplo de um grafo e a matriz de adjacéncia
@ Seja G = (V,E) um grafo simples (orientado ou n&o). correspondente.

@ A matriz de adjacéncia de G é uma matriz quadrada A de
ordem |V|, cujas linhas e colunas séo indexadas pelos
vértices em V, e tal que:

A[i,j]—{ 1 se(i,j) €E,

0 caso contréario.

DQO|T| D

OO IkFR Ol
O R PR Ol T
R RO FO
P ORIk OoOa
O R PFR OOl

@ Note que se G é nao-orientado, entdo a matriz A
correspondente é simétrica.
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Matriz de adjacéncia Listas de adjacéncia

@ Exemplo de um grafo orientado e a matriz de adjacéncia
correspondente.

@ Seja G = (V,E) um grafo simples (orientado ou n&o).

@ A representacdo de G por uma lista de adjacéncias
consiste no seguinte.

Para cada veértice v, temos uma lista ligada Adj[v] dos
vértices adjacentes a v, ou seja, w aparece em Adj[v] se
(v,w) é uma aresta de G. Os vértices podem estar em
gualquer ordem em uma lista.

olalo|oc|w
o|lo|lr|r|low
o|lr|lr|lolooc
Rk olrlolo
| o|lolo|ola
o|o|lo|o|o|m
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Listas de adjacéncia Lista de adjacéncias

Exemplo de um grafo orientado e a lista de adjacéncias

@ Exemplo de um grafo ndo-orientado e a listas de
correspondente.

adjacéncia correspondente.

b rc)

?
G
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Variz « Lisa de adjacéncia

@ Matriz de adjacéncia: é facil verificar se (i,]) € uma aresta , )
@ Ha outras alternativas para representar grafos, mas

de G. ) : s T .
matrizes e listas de adjacéncia sdo as mais usadas.
4 LISta de adjacéncia: é fécil_descobrir O-S vé_rtices - @ Elas podem ser adaptadas para representar grafos
adjacentes a um dado vértice v (ou seja, listar Adj[v]). ponderados, grafos com lacos e arestas muiltiplas, grafos

COm pesos nos veértices etc.

@ Para determinados problemas é essencial ter estruturas
de dados adicionais para melhorar a eficiéncia dos

@ Lista de adjacéncia: espaco O(|V| + |E]). algoritmos.
Adequada a grafos esparsos (|[E| = ©(|V|)).

@ Matriz de adjacéncia: espago O(|V |?).
Adequada a grafos densos (|E| = O(|V 2)).
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