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Resolucao de Recorréncias Mergesort

MERGESORT(A, p,r)
sep<r
entdo q « |(p +r)/2]
MERGESORT(A, p,q)
MERGESORT(A,q + 1,r)
INTERCALA(A, p,q,r)

@ Relacdes de recorréncia expressam a complexidade de 1
algoritmos recursivos como, por exemplo, os algoritmos de 2
divisdo e conquista. 3

@ E preciso saber resolver as recorréncias para que 4
possamos efetivamente determinar a complexidade dos >
algoritmos recursivos.

Qual é a complexidade de MERGESORT?

Seja T (n) := o consumo de tempo maximo (pior caso) em
funcdoden=r —p+1
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Complexidade do Mergesort Complexidade do Mergesort

MERGESORT(A, p,r) MERGESORT(A, p,r)

1 sep<r 1 sep<r

2 entdo q — |[(p+r)/2] 2 entdo q « |[(p+r)/2]

3 MERGESORT(A, p,q) 3 MERGESORT(A, p,q)

4 MERGESORT(A, g + 1,r) 4 MERGESORT(A, g + 1,r)
5 INTERCALA(A, p,q,r) 5 INTERCALA(A, p,q,r)

linha consumo de tempo linha consumo de tempo

1 2 1 bo
2 ? 2 by
3 ? 3 T([n/2])
4 ? 4 T(Ln/2])
5 ? 5 an

T(n)=T([n/2])+T(|n/2])+an + (bg + by)
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Resolucao de recorréncias Resolucao de recorréncias

@ Queremos resolver a recorréncia

Alguns métodos para resolugdo de recorréncias:

T(1) =1 @ substituica
cdo
T = T([n/2])+T(|n/2 b > 2.
(n) (In/2]) +T([n/2]) +an + paran = @ iteracio

o @ arvore de recorréncia
@ Resolver uma recorréncia significa encontrar uma
formula fechada para T (n). Veremos também um resultado bem geral que permite resolver

o . . varias recorréncias: Master theorem.
@ Na&o é necessario achar uma solugdo exata.
Basta encontrar uma funcao tal que
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Metodo da subsiicao

Considere a recorréncia:

@ Idéia béasica: “adivinhe” qual é a solucéo e T(1) =1

prove por inducdo que ela funciona! T(n) = T([n/2])+T(|n/2])+n paran>2.
@ Método poderoso mas nem sempre aplicavel

(obviamente). Chuto que T(n) € O(nlgn).

@ Com prética e experiéncia fica mais facil de usar! ) )
Mais precisamente, chuto que T(n) < 3nlgn.

( )
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@ Mas espere um pouco!

T(n) = T([nn/ZD : T(Ln/znj) + nn 9 T(1)=1e3.1.1g1 = 0 e a base da inducéo nao funciona!
< . . . . _ . .~
<3 [ZW g [ZW +3 bJ g {ZJ +n @ Certo, mas lembre-se da definigio da classe O( ).
<3 [DW lgn + 3 PJ (lgn — 1)+ n S preciso provar que T (n) < 3nlgn para n > ny onde no
2 2 é alguma constante.
B n n n
- ([EW t EJ) -3 bJ +n Vamos tentar com ng = 2. Nesse caso
n
23”'9”—3EJ+” T2)=T)+T(1)+2=4<32.1g2 =6,
<3nlgn
g e estamos feitos.
( )
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Exemplo Como achar as constantes?

@ Certo, funcionou para T(1) = 1.

@ Mas e se por exemplo T (1) = 8? @ Tudo bem. D4 até para chutar que T (n) pertence a classe

Entio T(2) =8 +8+2=18e3.2.1g2 = 6. O(nlgn).

N&o deu certo. .. @ Mas como descobrir que T (n) < 3nlgn? Como achar a
@ Certo, mas ai basta escolher uma constante maior. constante 3?

Mostra-se do mesmo jeito que T(n) < 10nign e para esta @ Eis um método simples: suponha como hipo6tese de

escolha T(2) =18 < 10.2.1g2 = 20. inducéo que T(n) < cnlgn paran > ng onde ¢ e ng séo
@ De modo geral, se o passo de inducéo funciona constantes que vou tentar determinar.

(T(n) < cnlgn), é possivel escolher ¢ e a base da
inducao (np) de modo conveniente!
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Primeira tentativa Segunda tentativa

T(N)=T(In/2])+T(|n/2])+n

(
| <c[2ig[2] +c |2 ig|2]+n
<c % g H T;FJ g LSJ +n ;C E] Igr[zjc L;hin EJ) .
RS S
( ) <cnlgn.

Para garantir a Gltima desigualdade basta que —c[n/2] +n <0
e ¢ = 3 funciona. ( )
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Completando o exempl

Mostramos que a recorréncia Nao h? m_enhuma rece_lAta ger}erlca para gd!vmhar solucdes de
recorréncias. A experiéncia € o fator mais importante.
TA) = 1

Felizmente, ha varias idéias que podem ajudar.
T([n/2])+T(|n/2])+n paran>2.

_|
—
=)
~

\

Considere a recorréncia
satisfaz T (n) € O(nlgn).

T(2) 1
Mas quem garante que T(n) n&o é “menor”? T(n) = 2T(|n/2])+n paran>2.
O melhor € mostrar que T(n) € ©(nlgn).
Ela é quase idéntica a anterior e podemos chutar que

T(n) € ©(nlgn). Isto de fato & verdade. (Exercicio ou consulte
o CLRS)

Resta entdo mostrar que T(n) € Q(nlgn). A prova é similar.
(Exercicio!)
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Como chutar? Truques e sutilezas

Algumas vezes adivinhamos corretamente a solu¢cdo de uma
recorréncia, mas as contas aparentemente nao funcionam! Em

Considere agora a recorréncia geral, 0 que & necessario € fortalecer a hipotese de inducao.

Considere a recorréncia
T(1) = 1
T(n) = T([n/2))+T(|n/2])+1 paran>2.

T) = 1
T(n) = 2T(|n/2]+17)+n paran>2.

Ela parece bem mais dificil por causa do “17” no lado direito. Chutamos que T (n) € O(n) e tentamos mostrar que T (n) < cn

Intuitivamente, porém, isto nao deveria afetar a solugao. Para n para alguma constante c.
grande a diferenca entre T(|n/2]) e T(|n/2] +17) ndo é
tanta. T(n)=T([n/2])+T([n/2]) +1
<c[n/2]+c|n/2]+1
Chuto entdo que T (n) € ©(nlgn). (Exercicio!) - [Jil] +eln/2)+
=cn .

( )

E agora? Sera que erramos o chute? Sera que T (n) € ©(n?)?
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Truques e sutilezas Método da iteracao

Na verdade, adivinhamos corretamente. Para provar isso, &
preciso usar uma hip6tese de indugcao mais forte.

Vamos mostrar que T (n) < cn —b onde b > 0 é uma @ NA&o é necessério adivinhar a resposta!
constante. @ Precisa fazer mais contas!
T(n)=T([n/2]) + T(|n/2]) + 1 @ Idéia: expandir (iterar) a recorréncia e escrevé-la como

uma somatoria de termos que dependem apenas de n e
das condicdes iniciais.

@ Precisa conhecer limitantes para varias somatorias.

<c/n/2] —=b+c|n/2] -b+1
=cn—-2b+1
<cn-b

onde a Gltima desigualdade vale se b > 1.

( )
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Método da iteracao Método da iteracao

Considere a recorréncia

Como |n/4'| < n/4" temos que
T(n) paran < 3, |
T(n) = 3T(|n/4])+n paran>4. T(N)<n+3n/4+9n/16+27/64+---+ 3

T(n) <n+3n/4+9n/16 +27/64 + -~ +d.3°%"
<n.(1+3/4+9/16 +27/64 + ---) + dn'°%3

Iterando a recorréncia obtemos

T(n) =n+3T(|n/4)) (3 dnous
=n+3([n/4] +3T([n/16])) :nz<4> ra
=n+3(|n/4] +3(|n/16] + 3T ([n/64)))) - 4;2 dn'093

=n+3[n/4] +9|n/16] + 27T (|n/64]). .

pois 3/°9:1 = nl°%i3 @ 37 gl = ﬁ para0 < q < 1.
Certo, mas quando devo parar?
O i-ésimo termo da série € 3'|n/4'|. Ela termina quando Como log, 3 < 1 segue que n°%3 € o(n) e logo, T (n) € O(n).
[n/4'| <3, ouseja,i > log,n.
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Método de iteracao Método de iteracao

T(n) = b paran < 3,

T(n) = 3T(|n/4])+n paran>4.
@ As contas ficam mais simples se supormos que a

recorréncia esta definida apenas para poténcias de um Chuto que T(n) < cn.
numero, por exemplo, n = 4'.

@ Note, entretanto, que a recorréncia deve ser provada para

todo natural suficientemente grande. T(n) =3T(n/4]) +n
@ Muitas vezes, é possivel depois de iterar a recorréncia, <3c|n/4] +n
adivinhar a solugdo e usar o método da substituicao! <3c(n/4)+n
<ecn

onde a Gltima desigualdade vale se ¢ > 4.

( )
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Arvore de recorréncia Arvore de recorréncia

Considere a recorréncia

@ Permite visualizar melhor o que acontece quando a
recorréncia é iterada.

_|
—~~
=]
~

|

O(1) paran=123,
) T(n) = 3T(|n/4])+cn? paran >4,
@ E mais facil organizar as contas.
o Util para recorréncias de algoritmos de onde ¢ > 0 & uma constante.
divisdo-e-conquista. 5 Lo
Costuma-se (CLRS) usar a notac¢éo T (n) = ©(1) para indicar
que T (n) &€ uma constante.
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Arvore de recorréncia Arvore de recorréncia

Simplificacao

Vamos supor que a recorréncia esta definida apenas para T (n) i
poténcias de 4

T(n) = ©(1) paran =1, ’

T(n) = 3T(n/4)+cn?> paran=416,..., 4" .. .

£ £l 36
Isto permite descobrir mais facilmente a solucdo. Depois
usamos o0 método da substituicdo para formalizar.
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Arvore de recorréncia Arvore de recorréncia

- cn? i cn?
an / \
e )2 e} ¥ c} S ——. %cn2
7 log,n
C(E)- C (:)2 C(%)- (B’ e e e’ o) o) (@) )’ c()t (%)2"”2
) T( ) T (16) T (16) T ( ) T( ) T (16) T (16) 5 (]6) T(‘l) T(‘l) T(’l) T(‘l) T(‘l) T(‘l) T(‘l) T(l) T(‘l) T(‘l) T(‘l) T(Il) T(‘]) ousiin- (,_)(nlog43)
nIog,,}
Total: O (n?)
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Arvore de recorréncia Arvore de recorréncia

Logo,
2 3
i o T(n):cn2+3cn2+(3> cn2+(3> cn? 4+ -+
@ O numero de niveis € log, n + 1. 16 16 16
log, n—1
@ No nivel i o tempo gasto (sem contar as chamadas + (136> cn? + ©(n'%%3)
recursivas) é (3/16)'cn?.
logyn—1 3 i
@ No (ltimo nivel ha 3'°%" = n/°9% 3 folhas. Como = Y (1) + ©(n'0% 3)
T(1) = ©(1) o tempo gasto & ©(n'°9%3). i—o 6
= /3 | 3
< 00,3\ — ° ~p2 log, 3
< ; (16) +0(n%3) = Ton? + O(n%3),
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Arvore de recorréncia Arvore de recorréncia

Mas T (n) € O(n?) é realmente a solugdo da recorréncia

original?
9 Resumo

Com base na arvore de recorréncia, chutamos que T (n) < dn?

para alguma constante d > 0. @ O namero de nés em cada nivel da arvore € o nimero de

T(n) =3T(|n/4]) + cn2 chamadas recursivas.

T
d|n/aj? + cn? @ Em cada no indicamos o “tempo” ou “trabalho” gasto
d

=3 naquele né que nao corresponde a chamadas recursivas.
< 3d(n/4)* +cn® @ Na coluna mais a direita indicamos o tempo total naquele
_ idnz 4 cn? nivel que ndo corresponde a chamadas recursivas.

_ ;:2 @ Somando ao longo da coluna determina-se a solucéo da

recorréncia.

onde a (ltima desigualdade vale se d > (16/13)c.

( )
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Vamos tentar juntos? Recorréncias com O a direita (CLRS)

Uma “recorréncia”

T(n)=0(1) paran=1,2,
Eis um exemplo um pouco mais complicado. T(n) =3T(|n/4]) +©(n?) paran >3

Vamos resolver a recorréncia a
representa todas as recorréncias da forma

T(n) =1 paran=1,2,
T([n/3])+T(|2n/3])+n paran > 3. T(n)
T(n) = 3T([n/4]) + bn? paran > 3

a paran=1,2,

_|
—~
S
~—
|

Qual é a solucao da recorréncia? 5
onde a e b > 0 sdo constantes.

Resposta: T(n) € O(nlgn). (Resolvido em aula
P (" (nign)- ( ) As solucdes exatas dependem dos valores de a e b, mas estdo

todas na mesma classe ©.
A “solucédo” & T(n) = ©(n?), ou seja, T(n) € ©(n?).

As mesmas observagdes valem para as classes O, 2, 0, w.
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Recorréncia do Mergesort Cuidados com a notagao assintotica

Podemos escrever a recorréncia de tempo do Mergesort da A notag&o assintotica € muito versatil e expressiva. Entretanto,
seguinte forma deve-se tomar alguns cuidados.

T) = () Considere a recorréncia

T(n) = T(In/2])+T(ln/2]) +©(n)  paran=>2. T(1) =1

T(n) = 2T(|n/2])+n paran>2.

A solucdo da recorréncia € T(n) = ©(nlgn).
A prova é essencialmente a mesma do primeiro exemplo. E similar a recorréncia do Mergesort!
(Exercicio!) Mas eu vou “provar” que T (n) = O(n)!
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Cuidados com a notagao assintotica Teorema Master

Vou mostrar que T (n) < cn para alguma constante ¢ > 0. ~
@ Veremos agora um resultado que descreve solucdes para

recorréncias da forma

T(n)=2T(|n/2])+n T(n) =aT(n/b) +f(n),
<2c|n/2|+n
<cn+n
=0(n) <= ERRADO!!

onde a > 1eb > 1 sao constantes.

@ O caso base é omitido na definicdo e convenciona-se que
€ uma constante para valores pegquenos.

Por qué? @ A expresséo n/b pode indicar tanto |n/b]| quanto [n/b].

Nao foi feito o passo indutivo, ou seja, ndo foi mostrado que °0 Teo[ema Master nao fgrnece aresposta para todas as
T(n) < cn recorréncias da forma acima.
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Teorema Master Exemplos de Recorréncias
Teorema (Teorema Master (CLRS) )

Sejam a > 1 e b > 1 constantes, seja f(n) uma funcéo e seja

. L ~ . ~ Exemplos onde o Teorema Master se aplica:
T (n) definida para os inteiros ndo-negativos pela relagéo de P P

recorréncia @ Caso 1:
T(n) =aT(n/b) +f(n). T(n)=9T(n/3)+n
T(n)=4T(n/2)+nlogn
Entéo T (n) pode ser limitada assintoticamente da seguinte c 2
maneira: @ Zaso <
: _ T(n)=T(2n/3)+1
Q Sef(n)e O|§g]k;gb a-c) para alguma constante ¢ > 0, ent&o T(n) = 2T(n/2) + (n + logn)
T(n) € &(n bl ) . | @ Caso 3:
@ Sef(n) ¢ ©(n*%2), entdo T (n) € O(n*% 2 logn) T(n) = T(3n/4) + nlogn

© Sef(n) € Q(n'°% a+€), para alguma constante ¢ > 0 e se
af(n/b) < cf(n), para alguma constante c < 1 e paran
suficientemente grande, entdo T(n) € ©(f(n))
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Exemplos de Recorréncias

Exemplos onde o Teorema Master nao se aplica :
° T( )=T(n—1)+n
T(n)=T(n—a)+T(a)+n, (a > 1inteiro)
TN)=T(an)+T((1—a)n)+n, (0< a<1l)
° T(n) T(n—1)+logn
@ T(n)=2T(5)+nlogn
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