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Projeto de algoritmos por inducao Projeto de algoritmos por inducao

A seguir, usaremos a técnica de inducéo para desenvolver Este processo indutivo resulta em algoritmos recursivos, em
algoritmos para certos problemas. que:

@ Isto &, a formulagéo do algoritmo vai ser analoga ao @ a base da inducéo corresponde a resolucédo dos casos
desenvolvimento de uma demonstracéo por indugéo. base da recursio:

@ Assim, para resolver o problema P falamos do projeto de
um algoritmo em dois passos:

© Exibir a resolugdo de uma ou mais instancias pequenas de

@ a aplicacdo da hip6tese de inducao corresponde a uma ou
mais chamadas recursivas; e

P (casos base); @ 0 passo da inducédo corresponde ao processo de obtencéo
@ Exibir como a solucdo de toda instancia de P pode ser da resposta para o caso geral a partir daquelas devolvidas
obtida a partir da solugdo de uma ou mais instancias pelas chamadas recursivas.

menores de P.

Cid Carvalho de Souza, Candida Nunes da Silva, Orlando Lee MO417 — Complexidade de Algoritmos —v. 2.1 Cid Carvalho de Souza, Candida Nunes da Silva, Orlando Lee MO417 — Complexidade de Algoritmos —v. 2.1



Projeto de algoritmos por inducao Exemplo 1 - Calculo de polinbmios

@ Um beneficio imediato & que o uso (correto) da técnica Problema:
nos da uma prova da corretude do algoritmo. Dada uma sequéncia de numeros reais an,an—1, - . .,a1,ao, €

@ A complexidade do algoritmo resultante é expressa numa um namero real x, calcular o valor do polinomio

recorréncia. _
j o . Pn(x) = anx" + an_1x""1 + ... + a;x + ap.
@ Frequentemente o algoritmo é eficiente, embora existam

exemplos simples em que isso nao acontece.

@ Iniciaremos com dois exemplos que usam indug&o: Naturaimente este € um problema bem simples.
© calculo do valor de polinémios e Estamos interessados em projetar um algoritmo que faga o
@ obtencao de subgrafos maximais com restrigdes de grau. menor numero de operagdes aritméticas (multiplicagdes,

principalmente).
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Exemplo 1 - Calculo de polinbmios Exemplo 1 - Solugao 1 - Algoritmo

Dados uma sequiéncia de nimeros reais an,an_1,...,a1,aq, € . ———
um namero real x, calcular o valor do polinémio CalculoPolin 6mio(A,x)
> Entrada: Coeficientes A =an,an_1,..., ap, g e real x.
-1 .
Pn(X) = anx" +a5_1x""" + ... +a1x + ao. > Saida: O valor de Pp(x).
1. sen=0entdo P « ag
Hip 6tese de indug &o: (primeira tentativa) 2. senao
Dados uma seqiiéncia de nameros reais a ai,ag, € um 3 A/ < 8nty-0 581,80 /
) -1, 1 <0 4. P' «— CaélculoPolindmio(A’, x)
namero real x, sabemos calcular o valor de 5 “n — 1
Pooi(X) = an_1Xx" 1+ ...+ a;x + ap. ' . )
n-1(X) = @1 T TaiX+d 6 para i «— 1 até nfaga xn «— xn x X
7 PP +a,*xn
@ Caso base: n = 0. A solugéo € ag. 8. devolva (P)

@ Para calcular P,(x), basta calcular x", multiplicar o
resultado por a, e somar o resultado com Py,_1(x).
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Exemplo 1 - Solugéo 1 - Complexidade Segunda solugao indutiva

Chamando de T (n) o nimero de operagdes aritméticas o , L . .
. . i . @ Desperdicio cometido na primeira solugéo: recalculo de
realizadas pelo algoritmo, temos a seguinte recorréncia para N
poténcias de Xx.

T(n):
(n) @ Alternativa: eliminar essa computacdo desnecessaria
0 n=20 trazendo o calculo de x"~! para dentro da hipotese de
T(n)= ’ C . ; 5
T(n — 1)+ (n + 1) multiplicagbes + 1 adicdo, n > 0. indugao.

Hip 6tese de induc &ao reforcada:

Nao é dificil ver que
Sabemos calcular o valor de
Pno1(X) = an_1x"1 4+ ... +a;x +ag e também o valor de x" 1.

n
T(n) = > [(i+1) multiplicagdes + 1 adi¢&o]
i=1 o o @ Entédo, no passo de indugdo, primeiro calculamos x"
(n+3)n/2 multiplicagdes + n adicdes. multiplicando x por x"~1, conforme exigido na hipotese.
Em seguida, calculamos P, (x) multiplicando x" por a, e
somando o valor obtido com Py,_1(x).

Nota: o nimero de multiplicagcdes pode ser diminuido
calculando x" com o algoritmo de exponenciag&o rapida que @ Note que para o caso base n = 0, a solu¢éo agora &

veremos mais tarde. (ao, 1).
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Exemplo 1 - Solugao 2 - Algoritmo Exemplo 1 - Solugcao 2 - Complexidade

Novamente, se T(n) & o nUmero de operagdes aritméticas

realizadas pelo algoritmo, T (n) & dado por:
> Entrada: Coeficientes A=an,an_1,..., aj,ag e real 0 h—0
< _ ; =
> Saida: O valor de P(x) e o valor de x". T { T(n— 1) + 2 multiplicagdes + 1 adicdo, n > 0.
1. sen=0entdo P « ag;xn < 1 < N
~ A solucéo da recorréncia é

2. senao

3. A —ay1,...,a1,a0 n

4, P’,x" — CalculoPolinémio(A’, x) T(n) = > (2 multiplicagdes + 1 adig&o)

5 XN — X x X i—1

6 P« P +a,*xn = 2n multiplicacdes + n adicdes.

7. devolva (P,xn)

Cid Carvalho de Souza, Candida Nunes da Silva, Orlando Lee MO417 — Complexidade de Algoritmos —v. 2.1 Cid Carvalho de Souza, Candida Nunes da Silva, Orlando Lee MO417 — Complexidade de Algoritmos —v. 2.1




Terceira solucéo indutiva Exemplo 1 - Solucéo 3 - Algoritmo

@ A escolha de considerar o polindmio P,_1(x) na hipotese
de indugdo nédo é a Unica possivel.

CalculoPolin 6mio( A,x)

@ Podemos reforcar ainda mais a h.i. e ter um ganho de Entrada: Coeficientes A — I
complexidade: 5 ntrada: Coeficientes A = ap,an_1,..., ai,ap e rea
Hip 6tese de indug do mais reforcada: > Saida: O valor de Pp(x).
Sabemos calcular o valor do polindmio 1. sen=0entao P «ag
P/ (X)) =anx""t+a,_1x"2... +ay. 2. senao
3. A —ap,an_1,...,a1
, _ 4. P" — CalculoPolindmio(A’, x)
@ Note que Py(x) = xP/_;(x) + ap. Assim, bastam uma 5 P x+P +a
multiplicacdo e uma adicdo para obtermos Pp(x) a partir 6. devolva (P) 0

de P} _,(x).
@ O caso base é trivial pois, para n = 0, a solugédo é ap.
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Exemplo 1 - Solucdo 3 - Complexidade Projeto por inducéo - Exemplo 2

Subgrafos Maximais

Temos que T(n) é dado por

0, n=0 @ Suponha que vocé esteja planejando uma festa onde
T(n) = { T(n — 1) 4+ 1 multiplicagdo + 1 adi¢gdo, n > 0. gueira maximizar as interacdes entre as pessoas. Uma
festa animada, mas sem recursos ilicitos para aumentar a
A solugao é animacao.
n @ Uma das maneiras de conseguir isso é fazer uma lista dos
T(n) = Z(l multiplicacéo + 1 adig&o) possiveis convidados e, para cada um desses, a lista dos
— convidados com quem ele(a) interagiria durante a festa.
= n multiplicacbes + n adi¢cGes. @ Em seguida, é so localizar o maior subgrupo de
convidados que interagiriam com, no minimo, digamos, k
Essa forma de calcular Pn(x) & chamada de regra de Horner . outros convidados dentro do subgrupo.
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Exemplo 2 - Subgrafos Maximais Exemplo 2 (cont.)
lac 2o d bi q fos: @ Exemplo de um subgrafo que € induzido e de outro
FILEE CO E o el e e e s subgrafo que nao é induzido em um grafo G:

Dado um grafo simples G (ndo-orientado) com n vértices e um
inteiro k < n, encontrar em G um subgrafo induzido H com o
nimero maximo de vértices, tal que o grau de cada vértice de

H seja > k. Se um tal subgrafo H nao existir, 0 algoritmo deve
identificar esse fato. INDUZIDO NAO INDUZIDO

Definic Ges: @ Como exemplo de subgrafos maximais (propriedade
relativa a continéncia) que nao sdo maximos (propriedade
relativa ao tamanho) em um grafo G, veja definicao de
clique em grafos.

H é um subgrafo induzido de um grafo G, uma aresta de G esta
em H se, e somente se, tem ambos 0s seus extremos em H.

Um subgrafo qualquer G’ de G é maximal com relagdo a uma
propriedade P se G’ satisfizer P e n&o existir em G outro @ No nosso exemplo, o conceito de maximal & equivalente
subgrafo proprio que contenha G’ e satisfaca P. ao de maximo (nimero de vertices).

Vocé pode provar esta afirmativa ?
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Exemplo 2 - Inducao Exemplo 2 - Inducéao (cont.)

Usando o método indutivo:

Hip 6tese de indug &o:

— : @ Seja entdo G um grafo com n vértices e k > 0 um inteiro
Dados inteiros n,k e um grafo G com menos que n vértices, talque n > k + 1.

sabemos como encontrar um subgrafo maximal H de G com

Srau minime ek @ Se todos os vértices de G tém grau > k ndo ha nada mais

a fazer. Devolva H = G.

@ Caso contrério, seja v um vértice com grau < k. E facil ver

Caso base : o primeiro valor de n para o qual faz sentido qgue nenhum subgrafo que € solugéo para o problema
buscarmos tais subgrafos H € n = k + 1, caso contrario nao ha contera v. Assim, v pode ser removido e a hipotese de
como satisfazer a restricdo de grau minimo. inducéo aplicada ao grafo resultante G’.

Assim, quando n=k + 1, a Unica forma de existirem G um (] Seja H’ [0} SubgrafO devolvido pe|a ap|ica950 da h.i. em G/.
subgrafo induzido com grau minimo k é que todos os vértices Entéo H’ também é resposta para G. u

tenham grau igual a k.

Se isso ocorrer, a resposta € H = G; caso contrario H = ().
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Exemplo 2 - Algoritmo Projeto por inducéo - Exemplo 3

Fatores de balanceamento em arvores binarias

SubgrafoMaximal( G, k)

> Entrada: Grafo G com n vértices e um inteiro k > 0. Arvores binarias balanceadas s&o estruturas de dados que
> Saida: Subgrafo induzido H de G com grau minimo k. minimizam o tempo de busca de informagoes nela
1. se(n<k+1)entdoH — 0 armazenadas. A idéia é que, para todo no v da arvore, o fator
2. sendo se todo vértice de G tem grau > k de balanceamento (f.b.) de v, isto €, a diferenca entre a altura
3 entdioH — G N da subarvore esquerda e a altura da subarvore direita de v nao
4. senio desvie muito de zero.
5 seja v um vértice de G com grau < k _ ] .
6 H « SubgrafoMaximal(G — v, k) @ Convenciona-se que a arvore vazia tem fator de

? .
7. devolva H balanceamento zero e altura igual a —1.

@ Arvores AVL sdo exemplos de arvores binarias
balanceadas, em que o f.b. de cadan6 é —1,0 ou +1.
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Exemplo 3 (cont.) Exemplo 3 (cont.)
Exemplo de uma arvore binaria e os fatores de balanceamento Problema :

de seus nos. Dada uma arvore binaria A com n nés, calcular os fatores de
balanceamento de cada n6 de A.

@ Vamos projetar o algoritmo indutivamente.

Hip 6tese de indug &o:

Sabemos como calcular fatores de balanceamento de arvores
com menos que n nos.

@ Caso base : quando n = 0, convencionamos que o f.b. &
igual a zero.

@ Vamos mostrar agora como usar a hipbtese para calcular
f.b.s de uma arvore A com exatamente n nos.
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Exemplo 3 - indugéo (cont.)

A idéia € aplicar a h.i. as subarvores esquerda e direita da raiz
e, em seguida, calcular o f.b. da raiz.

Dificuldade : o f.b. da raiz depende das alturas das subarvores
esquerda e direita e ndo dos seus f.b.s.

Conclus ao: é necessario uma h.i. mais forte!

Nova hip 6tese de indug ao:

Para um n > 0 qualquer, sabemos como calcular fatores de
balanceamento e alturas de arvores com menos que n nos.

Exemplo 3 - indugéo (cont.)

@ Novamente, o caso base n = 0 €& facil pois, por convencgao,
o f.b. € nulo e a altura igual a —1.

@ Seja A uma arvore binaria com n nés, paraumn > 0
qualquer.
Sejam (fe, he) € (fg, hg) 0s f.b.s e alturas das subarvores
esquerda (A¢) e direita (Aq) de A que, por h.i., sabemos
como calcular.
Entdo, o f.b. da raiz de A é he — hy e a altura da arvore é
max(he, hg) + 1.
Isto completa o calculo dos f.b.s e da altura de A. |

De novo, o fortalecimento da hipotese tornou a resolucao do
problema mais facil.
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Exemplo 3 - Algoritmo

FatorAltura ( A)

> Entrada: Uma arvore binaria A com n > 0 nos
> Saida: A arvore A os f.b.s nos seus nos e a altura de

A

1. sen=0entdoh+« -1

2. senao

3. sejar araiz de A

3. he < FatorAltura(Ae)

4 hy < FatorAltura(Aq)

5 >armazena o f.b. naraizemr.f
6 r.f < he —hy

7 h «— max(he,hq) + 1

8. devolva h

Exemplo 3 - Complexidade

Seja T (n) o nUmero de operacdes executadas pelo algoritmo
para calcular os f.b.s e a altura de uma arvore A de n nés.
Entédo

[ e(1), n=0
T(”)‘{ T(ne) + T(ng) + O(1), n>0,

onde ne, Ny sdo 0s nimeros de nds das subarvores esquerda e
direita.
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Exemplo 3 - Complexidade Projeto por Inducao - Exemplo 4: o problema da

celebridade

O pior caso da recorréncia parece ser quando, ao longo da
recursao, um de ng, Ng € sempre igual a zero (e o outro é
sempre igual an — 1).

Defini¢c ao

Chega-se entéo a: Num conjunto S de n pessoas, uma celebridade é alguém que

n é conhecido por todas as pessoas de S mas que nao conhece
T(n)=T(1)+ Z 9(1) = (n+1)0(1) + nO(1) € ©(n). ninguém. (Celebridades sdo pessoas de dificil convivio...).
i=2
Note que pode existir no maximo uma celebridade em S! )

Problema:
Ha algum ganho em complexidade quando ambos ne € nyg séo . .
9 9 P q ~ e d Queremos saber se existe uma celebridade em S.
aproximadamente n/2 ao longo da recursao?
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Projeto por Inducao - Exemplo 4: o problema da Exemplo 4 - Inducao

celebridade

Um argumento indutivo que parece ser mais eficiente é o

Vamos formalizar melhor: para um conjunto de n pessoas, seguinte:
associamos uma matriz n x n M tal que M[i,j] = 1 se a pessoa
i conhece a pessoa j e MJi,j] = 0 caso contrério.

Hip 6tese de Indug &o:

Sabemos encontrar uma celebridade (se existir) em um
Problema: conjunto de n — 1 pessoas.

Dado um conjunto de n pessoas e a matriz associada M
encontrar (se existir) uma celebridade no conjunto. @ Se n = 1, podemos considerar que o Unico elemento &
Isto é, determinar um k tal que todos os elementos da coluna k uma celebridade.

(exceto M[k, k]) s&o 1s e todos os elementos da linha k
(exceto M[k, k]) séo Os.

@ Outra opcao seria considerarmos o0 caso base como
n = 2, 0 primeiro caso interessante.
A solucao é simples: existe uma celebridade se, e

Existe uma solug¢do simples mas laboriosa: para cada pessoa somente se, M[1,2] @ M[2,1] = 1. Mais uma comparag&o
i, verifique todos os outros elementos da linha i e da colunaii. define a celebridade: se M[1,2] = 0, entdo a celebridade é
O custo dessa solugdo é 2n(n — 1). a pessoa 1; se ndo, é a pessoa 2.
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Exemplo 4 - Inducao (cont.) Exemplo 4 - Segunda tentativa

Tome entdo um conjunto S = {1,2,...,n},n > 2, de pessoas e
a matriz M associada. Considere o conjunto S’ = S\ {n}; A segunda tentativa baseia-se em um fato muito simples:

Ha dois casos possiveis:

© Existe uma celebridade em S/, digamos a pessoa k;
entéo, k é celebridade em S se, e somente se, M[n, k] =1

Dadas duas pessoas i € |, € possivel determinar se uma delas
ndo é uma celebridade com apenas uma comparagdo: se
M[i,j] = 1, entédo i ndo é celebridade; caso contrario j néo é

e M[k,n] =0. .
N . . o ] celebridade.
@ Se k néo for celebridade em S ou néo existir celebridade
em S, entdo a pessoa n é celebridade em S se M[n,j] =0 Vamos usar esse argumento aplicando a hipotese de indugio
e M[j,n] = 1,Vj < n; caso contrario ndo ha celebridade em sobre o conjunto de n — 1 pessoas obtidas removendo dentre
S. as n uma pessoa que sabemos nao ser celebridade.
@ O caso base e a hip6tese de inducdo sdo 0s mesmos que

Essa primeira tentativa, infelizmente, também conduz a um anteriormente.
algoritmo quadratico. Por qué?
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Exemplo 4 - Segunda tentativa Exemplo 4 - Algoritmo

Celebridade( S, M)
Tome entdo um conjunto arbitrario de n > 2 pessoas e a matriz > Entrada: conjunto de pessoas S = {1,2, ..., n};
M associada. M, a matriz que define quem conhece quem em S.
Sejam i e j quaisquer duas pessoas e suponha que, usando o B> Saida: Um inteiro k < n que € celebridade em S ou k = 0
argumento acima, determinemos que j ndo é celebridade. 1. se|[S|=1entéo k < elemento em S
Seja S’ = S\ {j} e considere os dois casos possiveis: 2o S ao )
. . : 3. sejam i, j quaisquer duas pessoas em S

© Existe uma celebridade em S/, digamos a pessoa k. Se 4

5

6

7

8

9

se MJi,j]=1entédo s < isendo s «j
MJj,k] =1 e M[k,j] = 0, entdo k é celebridade em S; caso 3] =l

PO . S —S\{s}
contrario nao ha uma celebridade em S. K — CeIebridade(S’7 M)

se k > 0 entdo
se (M[s,k] # 1) ou (M[k, s] # 0) entédo k — O
devolva k

© Nao existe uma celebridade em S’; entdo n&o existe uma
celebridade em S.
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Exemplo 4 - Complexidade Projeto por indugao - Exemplo 5

Subsequéncia consecutiva maxima (scm)

O algoritmo resultante tem complexidade linear em n.

A recorréncia T (n) para o niUmero de operacdes executadas
pelo algoritmo é: Dada uma sequéncia X = X, Xo, . .., Xy de nimeros reais (ndo
necessariamente positivos), encontrar uma subseqi éncia
T(n) = { o(1), n=1 consecutiva Y =X;,Xi41,...,X de X, onde 1 <i,j <n, cuja
T(n—-1)+6(1), n>1 soma seja maxima dentre todas as subseqiiéncias
consecutivas.

A solucéo desta recorréncia é

:
> 0(1) =n6(1) = (n). X =1[4,2,-7,3,0,—-2,1,5,-2] Resp:Y =[3,0,-2,1,5]
' X =[-1,-2,0] Resp: Y =[0JouY =[]
X =[-3,-1] Resp: Y =[]
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Exemplo 5 - Inducéo Exemplo 5 - Inducéo

Como antes, vamos examinar o que podemos obter de uma Ha trés casos a examinar:

hip 6tese de indu¢ &o simples:
P ¢ P ©Q Y' =] ] Nestecaso,Y =xpSsex, >0ouY =[ ]se

Xn < 0.

@ j =n - 1. Como no caso anterior, temos Y = Y'||x, se
Xn >0ouY =Y'sex, <0.

© j < n— 1. Aqui ha dois subcasos a considerar:

Hip 6tese de indug &o:

Sabemos calcular a scm de seqiiéncias de comprimento n — 1.

@ Seja entdo X = Xq, Xy, ..., Xn Uma seqiiéncia qualquer de

comprimento n > 1. © Y/'também éscmde X;istoé,Y =Y.
@ Considere a sequéncia X' obtida de X removendo-se x,. @ Y’ ndo éascMmde X. Isto significa que x, & parte de uma
@ Seja Y’ =x;,X1,...,X ascm de X’, obtida aplicando-se scM Y de X. Esta tem que ser da forma

a h.i. Xk Xk41s - - -, Xn—1, Xn, paraalgumk <n —1.
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Exemplo 5 - Indugao Exemplo 5 - Indugao

@ A hipotese de indugéo nos permite resolver todos 0s
casos anteriores, exceto o (ltimo. . . _ _ _
N&o ha informacao suficiente na h.i. para permitir a Parece entdo natural enunciar a seguinte h.i. fortalecida:
resolucao deste caso.
O que falta na h.i.?
o E evidente que, quando Sabemos calcular a scwm e o sufixo maximo de seqiiéncias de
' comprimento n — 1.

Hip 6tese de indug &o reforcada:

Y = Xk, Xk+1, - - - s Xn—1, Xn, ]
E clara desta discussao também, a base da inducéo: para
entao Xy, Xk+1, - - -, Xn—1 € um sufixo de X’ de soma n=1,ascmde X =x; &x; caso x; > 0, e a seqiiéncia vazia
maxima entre os sufixos de X'. caso contrario. Nesse caso, o sufixo maximo é igual a scm.

@ Assim, se conhecermos o sufixo maximo de X’, além da
ScMm, teremos resolvido o problema completamente para
X.
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Exemplo 5 - Algoritmo Exemplo 5 - Algoritmo (cont.)

SCM(X,n): (cont.)

1 sen=1
> Entrada: um inteiro n e uma sequéncia de n 2. entao
nameros reais X = [Xg, X2, . - ., Xn]- 3. sex; <0
> Saida: Inteirosi,j,k e reais MaxSeq, MaxSuf tais que: 4, entdo i,j,k « 0; MaxSeq, MaxSuf «— 0
— Xi, Xj S&0 0 primeiro e Ultimo elementos da scm de X, 5. senao i,j,k < 1; MaxSeq, MaxSuf « x;
cujo valor & MaxSeq; e 6. sendao
— Xx € 0 primeiro elemento do sufixo maximo de X, cujo 7. (i,],k, MaxSeq, MaxSuf ) «— SCM(X,n — 1)
valor & MaxSuf. 8. se MaxSuf = 0 entdo k < n
— O valor j = 0 significa que X é composta de negativos 9. MaxSuf «— MaxSuf + x;
somente. Neste caso, convencionamos MaxSeq = 0. 10. se MaxSuf > MaxSeq
— O valor k = 0 significa que o sufixo maximo de X é 11. entdo i «— k;j « n; MaxSeq + MaxSuf
vazio. Neste caso, MaxSuf = 0. 12. sendo se MaxSuf < 0 entdo MaxSuf « 0;k < 0
13. devolva (i,j, k,MaxSeq, MaxSuf)
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Exemplo 5 - Complexidade Projeto por indugao - Erros comuns

Os erros discutidos nas provas por inducdo, naturalmente,
A complexidade T (n) de SCM é simples de ser calculada. traduzem-se em erros no projeto de um algoritmo por indugéo.

Como no Gltimo exemplo,

Exemplo:
o(1), n=1

— Problema: Dado um grafo conexo G, verificar se G é bipartido
T(n) {T(n—l)—l—@(l), h> 1. : .

ou nao. Caso seja, devolver a particdo dos vértices.

A soluco desta recorréncia é ——
Definic &o:

Um grafo é bipartido se seu conjunto de vértices pode ser
particionado em dois conjuntos, de forma que toda aresta de G
tenha extremos em conjuntos diferentes.

Zn: ©(1) =nB(1) = O(n).
1

Reforcar a hipotese de indugéo: preciso lembrar disso ... ) Teorema:

Se G é conexo e bipartido, entédo a biparticdo é Unica.
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Projeto por inducéo - Erros comuns

O que ha de errado com o seguinte (esbogo de um) algoritmo
recursivo para verificar se um grafo conexo é bipartido?

@ Sejam G um grafo conexo, v um vértice de G e considere
ografo G' =G — {v}.

@ Se G’ nao for bipartido, entdo G também néo é. Caso
contrario, sejam A e B os dois conjuntos da biparticdo de
G’ obtidos recursivamente.

@ Considere agora o vértice v e sua relacdo com os vértices
de A e B.

@ Se v tiver um vizinho em A e outro em B, entdo G nao é
bipartido (ja que a biparticdo, se existir, deve ser Gnica).

@ Caso contrario, adicione v a A ou B, o conjunto no qual v
nao tem vizinhos. A biparticdo esta completa.
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