Problema do(s) Caminho(s) Minimo(s)

Seja G um grafo orientado e suponha que para cada aresta

MO417 — Complexidade de Algoritmos | (u,Vv) associamos um peso (custo, distancia) w(u,v).
Usaremos a notacgéo (G, w).

@ Problema do Caminho Minimo entre Dois Veértices:
Cid Carvalho de Souza Céandida Nunes da Silva Dados dois vértices s e t em (G, w), encontrar um
Orlando Lee caminho (de peso) minimo de s at.

@ Aparentemente, este problema néo é mais facil do que o

21 de outubro de 2008 Problema dos Caminhos Minimos com Mesma Qrigem:
Dados (G,w) e s € V[G], encontrar para cada vértice v de
G, um caminho minimo de s a v.

Cid Carvalho de Souza, Candida Nunes da Silva, Orlando Lee MO417 — Complexidade de Algoritmos —v. 2.1 Cid Carvalho de Souza, Candida Nunes da Silva, Orlando Lee MO417 — Complexidade de Algoritmos —v. 2.1

Subsestrutura 6tima de caminhos minimos Representacao de caminhos minimos

Teorema. Seja (G, w) um grafo orientado e seja

@ Usamos uma idéia similar a usada em Busca em Largura
nos algoritmos de caminhos minimos que veremos.

P =(vi,v2,..., V) L .
@ Para cada vértice v € V[G] associamos um predecessor
um caminho minimo de vq a vy. m[v].
Entdo para quaisqueri,jcom1 <i<j <Kk @ Ao final do algoritmo obtemos uma Arvore de Caminhos
Minimos com raiz s.
Pi = (VisVit1, - -, V) @ Um caminho de s a v nesta arvore € um caminho minimo

€ um caminho minimo de v; a v;. desavem(G,w).
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Estimativa de distancias Inicializacao

INITIALIZE-SINGLE-SOURCE(G, s)
1 paracada vérticev € V[G] faca

@ Para cada v € V[G] queremos determinar dist(s,Vv), 0 é g[[\\//} : ETL
peso de um caminho minimo de s av em (G, w) 4 d[s]—0

(distanciade s av.)
@ Os algoritmos de caminhos minimos associam a cada
v € V[G] um valor d[v] que é uma estimativa da distancia
dist(s, V). Ele indica que o algoritmo encontrou até aguele momento um
caminho de s a v com peso d|[v].

O valor d[v] & uma estimativa superior para o peso de um
caminho minimo de s a v.

O caminho pode ser recuperado por meio dos predecessores

7[].
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Relaxacao Relaxacao dos vizinhos

o . Em cada iteracao o algoritmo seleciona um vértice u e para
Tenta melhorar a estimativa d[v] examinando (u, V). cada vizinho v de u aplica RELAX(U, v, W)
Y ) .

<

Tc
@

E RELAX(u,V,w) E RELAX(u,V,w) u
u 2' v u 2' v
ReELAX(u,V,w) RELAX(u,V,w)
1 sed|v]>d[u] +w(u,v) 1 sed|[v] >d[u]+w(u,v) faga
2 entdo d[v] < dfu] +w(u,v) 2 d[v] < d[u] +w(u,V)
3 m[v] < u 3 m[v] < u
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Caminhos Minimos Caminhos minimos em grafos aciclicos

Entrada: grafo orientado aciclico G = (V, E) com func¢ao peso
Veremos trés algoritmos baseados em relaxac¢ao para tipos de W nas arestas e uma origem s.
instancias diferentes de Problemas de Caminhos Minimos. Saida: vetor d[v] = dist(s, V) parav € V

e ~ -~ e uma Arvore de Caminhos Minimos definida por 7[].
@ G é aciclico: aplicacdo de ordenacao topologica

@ (G,w) ndo tem arestas de peso negativo: algoritmo de DAG-SHORTEST-PATHS(G, W, S)

Ordene topologicamente os vértices de G
INITIALIZE-SINGLE-SOURCE(G, s)
para cada Vvértice u na ordem topologica faca
para cada v € Adj[u] faca
RELAX(u,V,w)

Dijkstra

@ (G,w) tem arestas de peso negativo, mas nao contém
ciclos negativos: algoritmo de Bellman-Ford.

a s wWONPEF
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Compleridade

DAG-SHORTEST-PATHS(G, w, S)

1 Ordene topologicamente os vértices de G

2 INITIALIZE-SINGLE-SOURCE(G, s)

3 paracada vértice u na ordem topologica faca
4 para cada v € Adj[u] faca

5 ReELAX(u,V,w)

Linha(s) | Tempo total
1 O(V +E)
2 o(V)
3-5 O(V +E)

Complexidade de DAG-SHORTEST-PATHS: O(V + E)
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Corretude Algoritmos baseados em relaxacéao

As propriedades que veremos sdo para algoritmos que

satisfazem as restricoes abaixo.
A corretude de DAG-SHORTEST-PATHS pode ser demonstrada ¢

de vérias formas. @ O algoritmo € inicializado com
INITIALIZE-SINGLE-SOURCE(G, S).

@ Um valor d[v] (e w[v]) sb6 pode ser modificado (reduzido)
através de uma chamada de RELAX(u,Vv,w) para alguma
aresta (u, V).

Vamos mostrar alguns lemas/observacdes que serdo (teis na
analise de corretude deste e dos outros algoritmos.
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Algoritmos baseados em relaxacao Algoritmos baseados em relaxacao — continuacao

Ao longo do “algoritmo” as seguintes propriedades sempre ° (Lemf:l _24.15, CLR§) Seja P um caminho minimo qle sav
valem: cuja Ultima aresta é (u,Vv) e suponha que d[u] = dist(s, u)
antes de uma chamada ReLAX(u, v, w). Entdo ap0s a

@ (Lema 24.11, CLRS) d[v] > dist(s,v) parav € V e chamada, d[v] = dist(s, V).

quando d[v] fica igual a dist(s, V), seu valor nunca mais

muda. _ _ @ (Lema 24.16, CLRS) Seja P = (Vo = S, V1, ...,V ) um
@ (Lema 24.12, CLRS) Se nao existe caminhode s av, caminho minimo de v; a vy e suponha que as arestas
entdo temos sempre que d[v] = dist(s,Vv) = occ. (vo,Vv1), (V1,V2),...,(Vk_1,Vk) S@0 relaxadas nesta ordem.

Entdo d[vi] = dist(s, vk).
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Corretude de DAG-SHORTEST-PATHS Algoritmo de Dijkstra

O algoritmo de Dijkstra recebe um grafo orientado (G, w) (sem

m vérti a0 em ordem l6gi I . , =
Como os vértices estdo em ordem topolbgica, as arestas de arestas de peso negativo) e um vértice s de G

qualquer caminho minimo P = (vp = s, Vv1,...,V,) Sdo

relaxadas na ordem (vo, V1), (V1,V2),...,(Vk_1, Vk)- e devolve

Logo, pelo Lema 24.16 o algoritmo computa corretamente @ para cada v € V[G], o0 peso de um caminho minimo
d[v] = dist(s,v) paratodo v € V. desav

@ e uma Arvore de Caminhos Minimos com raiz s.
Um caminho de s a v nesta arvore &€ um caminho minimo
desavem(G,w).

Também é facil ver que =[] define uma Arvore de Caminhos
Minimos.
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Algoritmo de Dijkstra Intuicao do algoritmo

DIJKSTRA(G,w, s)

1 INITIALIZE-SINGLE-SOURCE(G, s)

2 S0 Em cada iteracdo, o algoritmo de DIJKSTRA

3 Q«V][G] '

4 enquanto Q # () faca @ escolhe um vértice u fora do conjunto S que esteja mais
5 U < EXTRACT-MIN(Q) proximo a esse e acrescenta-o a S,

6 S «— Su{u} . oA . -

7 para cada veértice v € Adj[u] faca @ atualiza as distancias estimadas dos vizinhos de u e

8 RELAX(U,V, W) @ atualiza a Arvore dos Caminhos Minimos.

O conjunto Q é implementado como uma fila de prioridade.

O conjunto S nao é realmente necessario, mas simplifica a
analise do algoritmo.
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Exemplo (CLRS modificado) Exemplo (CLRS modificado)
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Exemplo (CLRS modificado) Exemplo (CLRS modificado)
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Exemplo (CLRS modificado) Exemplo (CLRS modificado)
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Exemplo (CLRS modificado) Correcao do algoritmo

Precisamos provar que quando o algoritmo para, temos que
@ d[v] =dist(s,v) paratodov € V[G] e

@ 7[] define uma Arvore de Caminhos Minimos.
Mais precisamente, o conjunto

{(m[x],x) - x e V[G] — {s}}

forma uma Arvore de Caminhos Minimos.
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Alguns invariantes simples Outros invariantes simples

Os seguintes invariantes valem em cada iteracdo do algoritmo

DiJksTRA (linha 4). @ dist(s,x) < d[x] para cada vértice x em S.
@ Sed[x] < oo entdio 71[x] € S. @ O conjunto {(7[x],x) : x € S — {s}} forma uma arvore.
@ Para cada vértice x em S, a sequéncia @ SexeSeyeV[G]-Sentdaod[y] <d[x]+w(x,y).
(s,...,w[=[x]], ®[x], x)

Isto vale pois quando x foi inserido em S, foi executado
€ um caminho de s a x com peso d|[x]. RELAX(X,Y,W).

Cid Carvalho de Souza, Candida Nunes da Silva, Orlando Lee MO417 — Complexidade de Algoritmos —v. 2.1

Cid Carvalho de Souza, Candida Nunes da Silva, Orlando Lee MO417 — Complexidade de Algoritmos —v. 2.1



Invariante principal Demonstracao do invariante

O seguinte invariante vale no inicio de cada iteracdo da linha 4
no algoritmo DIJKSTRA.

’ Invariante: d[x] = dist(s, x) para cada x € S. @ O algoritmo de DIJKSTRA escolhe um vértice u com menor
dlulem Q e atualiza S — S U {u}.
@ Claramente o invariante vale na primeira iteracao pois @ Basta verificar entdo que neste momento d[u] = dist(s, u).

S = (). Também vale no inicio da segunda iteragcao pois
S={s}ed[s]=0.

@ No final do algoritmo, S é o conjunto dos vértices
atingiveis por s. Portanto, se o invariante vale, para cada
v € V[G], o valor d[v] é exatamente a distanciade s av.

Suponha que d[u] > dist(s, u) por contradicéo.
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Demonstracao Demonstracao

Seja P um caminho minimo de s a u (ou seja, com peso
dist(s,u)). Sejay o primeiro vértice de P que ndo pertence a o dist(s, u) < d[u] (por hipdtese).
S. Seja x o vértice em P que precede y. ’

@ d[x] = dist(s,x) pois x € S.

P, @ Entéo
O dly] < d[x]+w(x,y) (invariante)
u < dist(s,x) +w(x,y) +w(P2)

= W(P1) +w(x,y)+w(P2)
= dist(s,u)
< d[u].

. @ Mas entéo d[y] < d[u] o que contraria a escolha de u.

y Logo, d[u] = dist(s, u) e o invariante vale.
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Complexidade de tempo

DIJKSTRA(G,w, S)
INITIALIZE-SINGLE-SOURCE(G, S)
S+
Q — VI[G]
enquanto Q # ( faca

u «— EXTRACT-MIN(Q)

S —Su{u}

para cada vértice v € Adj[u] faca

ReELAX(u,V,w)

O~NO O WNPE

Depende de como a fila de prioridade Q é implementada.
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Complexidade de tempo

No total temos |V | chamadas a EXTRACT-MIN e |E| chamadas
a DECREASE-KEY.

@ Implementando Q como um vetor (coloque d[v] na
posicao v do vetor), INSERT e DECREASE-KEY gastam
tempo ©(1) e EXTRACT-MIN gasta tempo O(V),
resultando em um total de O(V? + E) = O(V?).

@ Implementando a fila de prioridade Q como um min-heap,
INSERT,EXTRACT-MIN e DECREASE-KEY gastam tempo
O(lgV), resultando em um total de O(V + E)IgV.

@ Usando heaps de Fibonacci (EXTRACT-MIN € O(lgV) e
DECREASE-KEY € O(1)) a complexidade reduz para
O(VIgV +E).
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Complexidade de tempo

A fila de prioridade Q é mantida com as seguintes operagoes:
@ INSERT (implicito na linha 3)
@ EXTRACT-MIN (linha 5) e
@ DECREASE-KEY (implicito em RELAX na linha 8).

Sé&o executados (no maximo) |V | operacdes EXTRACT-MIN.

Cada vértice u € V[G] é inserido em S (no maximo) uma vez e
cada aresta (u,v) com v € Adj[u] € examinada (no maximo)
uma vez nas linhas 7-8 durante todo o algoritmo. Assim, sao
executados no maximo |E| operacbes DECREASE-KEY.
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Arestas/ciclos de peso negativo

@ O algoritmo de Dijkstra resolve o Problema dos Caminhos
Minimos quando (G, w) nao possui arestas de peso
negativo.

@ Quando (G, w) possui arestas negativas, o algoritmo de
Dijkstra ndo funciona (Exercicio).

@ Uma das dificuldades com arestas negativas € a possivel
existéncia de ciclos de peso negativo ou simplesmente
ciclos negativos.
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Ciclos negativos — uma dificuldade O algoritmo de Bellman-Ford

@ Se um ciclo negativo C € atingivel a partir da fonte s, em O algoritmo de Bellman-Ford recebe um grafo orientado (G, w)
principio o problema nao tem solugdo pois o “caminho” (possivelmente com arestas de peso negativo) e um vértice
pode passar ao longo do ciclo infinitas vezes obtendo origem s de G

caminhos cada vez menores.

@ Naturalmente, podemos impor a restricdo de que 0s
caminhos tem que ser simples, sem repeticao de vértices.
Entretanto, esta versao do problema & NP-dificil.

Ele devolve um valor booleano
@ FALSE se existe um ciclo negativo atingivel a partir de s,
ou

@ TRUE e neste caso devolve também uma Arvore de
Caminhos Minimos com raiz s.

@ Assim, vamos nos restringir ao Problema de Caminhos
Minimos sem ciclos negativos.
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O algoritmo de Bellman-Ford Exemplo (CLRS)

BELLMAN-FORD(G,w, s)

1 INITIALIZE-SINGLE-SOURCE(G, S)

2 para i< laté |V[G]| —1faca

3 para cada aresta (u,v) € E[G] faca
4 ReELAX(u,V,w)

5 paracada aresta(u,v) € E[G] faca

6 se d[v] > d[u] +w(u,v)

7 entdo devolva FALSE

8 devolva TRUE

Complexidade de tempo: O(VE)
Ordem:

(t, %), (t,Y), (t,2), (%, 1), (¥, %), (¥, 2), (2,%), (2,8), (5, 1), (S, ¥):
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Exemplo (CLRS) Exemplo (CLRS)

Ordem: Ordem:
(t,x), (t,y), (t,2), (x,1), (¥, X),(¥,2),(z,X),(z,8),(s,1), (s,Y). (t,x), (t,y), (t,2), (X, 1), (¥, X), (Y, 2).(z,%),(2,8), (s, 1), (S,¥)-
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Ordem: Ordem:
(t,x), (t,y), (t,2), (X, 1), (¥, %), (¥,2),(z,%),(z,8), (s, 1), (s, ¥). (t,x), (t,y), (t,2), (X, 1), (¥, %), (¥,2),(z,%),(z,8), (s, 1), (s, ¥).
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Corretude do algoritmo Corretude do algoritmo

Teorema 24.4 (CLRS).
Se (G, w) n&o contém ciclos negativos atingiveis por s, entdo
no final

@ 0 algoritmo devolve TRUE, Relembrando. ..
@ d[v] =dist(s,v) parav €V e
@ n[] define uma Arvore de Caminhos Minimos.

Primeiramente, vamos supor que o grafo ndo possui ciclos
negativos atingiveis por s.

(Lema 24.16, CLRS) Seja P = (vo = s,V1,...,Vk) um
) . _ o B caminho minimo de v; a vy e suponha que as arestas (vo, V1),
Se (G,W) contém ciclos negativos atingiveis por s, entao no (Vls VZ)v- . v(kalv Vk) sao relaxadas nesta ordem. Entao

final o algoritmo devolve FALSE. d[vi] = dist(s, v).
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Corretude do algoritmo Corretude do algoritmo

Seja v um vértice atingivel por s e seja

P=(Vo=s,vi,...,Vk = V) Se v € um vértice ndo atingivel por s pode-se mostrar que

. _ d[v] = oo no final (Exercicio).
um caminho minimo de s a v.

, . Assim, no final do algoritmo d[v] = dist(s,v) parav € V.
Note que P tem no maximo |V | — 1 arestas. Cada uma das g v] (s:v)p

|V | — 1 iteracdes do lago das linhas 2—4 relaxa todas as |E| Pode-se verificar que «[] define uma Arvore de Caminhos
arestas. Minimos (veja CLRS para detalhes).

Na iteracéo i a aresta (vi_1,V;) é relaxada.
Logo, pelo Lema 24.16, d[v] = d[vk] = dist(s, V).
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Corretude do algoritmo

Agora falta mostrar que BELLMAN-FORD devolve TRUE.

Seja (u,v) uma aresta de G. Entéo

d[v] = dist(s, V)
< dist(s,u) +w(u,v)
=dfu] +w(u,v),

Corretude do algoritmo

Agora suponha que (G, w) contém um ciclo negativo atingivel
por s.

Seja C = (vo,V1,...,Vk = V) um tal ciclo.
Entao Z!‘:lw(vi_l,vi) < 0.

Suponha por contradi¢cdo que o algoritmo devolve TRUE.

Entdo d[vi] < d[vi_1] +w(vi_q,vj) parai =1,2... k.
e assim nenhum dos testes da linha 6 faz com que o algoritmo
devolva FALSE. Logo, ele devolve TRUE.
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Corretude do algoritmo

Somando as desigualdades ao longo do ciclo temos

Caminhos minimos entre todos os pares

O problema agora é dado um grafo (G, w) encontrar para todo
para u, v de vértices um caminho minimode u av.

k k Obviamente podemos executar |V | vezes um algoritmo de
> dwil <D (dviea] + W (vie1,vi)) Caminhos Minimos com Mesma Origem.
=1 'il ‘ @ Se (G,w) ndo possui arestas negativas podemos usar o
_ , _ , algoritmo de Dijkstra implementando a fila de prioridade
= Zd[vl—l] + ZW(V|—17V|)~
i=1 i=1

como

um vetor: |V|.O(V2+E) = 0O(V23+VE) ou

min-heap binario: |V|.O(ElgV) = O(VEIgV) ou

heap de Fibonacci: |V]|.O(V IgV +E) = O(V2IgV + VE).
@ Se (G, w) possui arestas negativas podemos usar o

algoritmo de Bellman-Ford: |V |.O(VE) = O(V?E).

Como vg = vk, temos que Z!‘Zl dvi] = Z!‘:l dvi_1].

Mas entao Zik:l w(Vvi_1,Vj) > 0 o que contraria o fato do ciclo
ser negativo.
Isto conclui a prova de corretude.
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O algoritmo de Floyd-Warshall Estrutura de um caminho minimo

Veremos agora um método direto para resolver o problema que
€ assintoticamente melhor se G é denso.

. ] . Seja P = (v1,Va,...,V;) um caminho (simples).
O algoritmo de Floyd-Warshall baseia-se em programagao o o i o o
dinamica e resolve o problema em tempo O(V3). Um vértice intermediario de P & qualquer vértice de P distinto
] de vy e v, ou seja, em {va,...,Vx_1}.
O grafo (G, w) pode ter arestas negativas, mas suporemos que S

Vamos adotar a convencéo de que (i,j) ndo &€ uma aresta de G
entdo w(i,j) = oo.
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Estrutura de um caminho minimo Estrutura de um caminho minimo

@ Se k é um vértice intermediario de P entdo P pode ser
dividido em dois caminhos P, (com inicio em i e fim em k)
e P, (com inicio em k e fim em j).

Sejam i e j dois vértices de G. Considere todos os caminhos
cujos vertices intermediarios pertencem a {1,...,k}. Seja P
um caminho minimo entre todos eles.

O algoritmo de Floyd-Warshall explora a relacéo entre P e um P P2

caminho minimo de i a j com vértices intermediarios em
{1,...,k —1}.

o o L o @ P; & um caminho minimo de i a k com vértices
Se k nao é um vértice intermediario de P entdo P é um

) - - el e T intermediarios em {1,...,k — 1}
caminho minimo de i a j com vértices intermediarios em . . L. . -
@ P, é um caminho minimo de k a j com vértices
{1,...,k =1} .
intermediarios em {1,...,k — 1}.
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Algoriimo de Floyd-Warshal

Seja d”(k) 0 peso de um caminho minimo de i aj com vértices A entrada do algoritmo & a matriz W = (w(i,j)) comn = |V|

intermediarios em {1,2,...,k}. T::%Z écoellur:Zfr'iz -

Quando k = 0 entdo d"go) =w(i,]).
FLOYD-WARSHALL(W)
DO —w
para k — 1 até nfaca
para i — 1 até nfaca

Temos a seguinte recorréncia: 1
2
3
4 para j — 1 até nfaca
5
6

4 _ w(i,]) sek =0,
17 min@* Y df Y + 0l Y) sek > 1.
d{) — min(d{ Y. + dl V)

Assim, queremos calcular a matrix D(") = (di}")) com devolva DM
(n) T ..
dj” = dist(i, })- Complexidade: O(V3)
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O algoritmo precisa devolver também uma matriz M = () tal Para k > 1 procedemos da seguinte forma. Considere um
que 7j; = NIL se i = ] ou se n&o existe caminho de i a j, e caso caminho minimo P de i a .
contrario, 7j € o predecessor de de j em algum caminho Se k n&o aparece em P entio tomamos como predecessor de
minimo a partir de i. j o predecessor de j em um caminho minimo de i a j com
Podemos computar os predecessores a0 mesmo tempo que o vértices intermediarios em {1,2,...,k — 1}.
algoritmo calcula as matrizes D(). Determinamos uma Caso contrario, tomamos como predecessor de j 0
sequéncia de matrizes N, @, ... N e ﬂi(jk) éo predecessor de j em um caminho minimo de k a j com vértices
predecessor de j em um caminho minimo a partir de i com intermediarios em {1,2,... k —1}.
veértices intermediarios em {1,2,... k}. Formalmente,
Quando k = 0 temos W 7ri(}<—1) se di(k—l) < di(kk—l) n dék—l)’

0 _ { NIL sei=jouw(i,j) = oo, i = { 7Tijk—l) se d* D > gD gl

i i sei#jew(i,j) < oo.

Exercicio. Incorpore esta parte no algoritmo!
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