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Objetivo

Discutir diversas técnicas de tratamento de problemas
NP-dif́ıceis, revendo alguns paradigmas do projeto de al-
goritmos, usando como exemplo o problema binário da
mochila (BKP).
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Hipóteses:

wi ≤W para todo i ∈ N;
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Descrição do problema e de sua complexidade

O problema binário da mochila (BKP):

Entrada: um conjunto de n itens. Para cada item
i ∈ N = {1, . . . , n} estão associados dois valores inteiros
positivos wi e ci representando seu peso e seu custo,
respectivamente. Dois valores inteiros positivos: W
(capacidade da mochila) e C (custo alvo).
Pergunta: Existe um subconjunto I de N tal que
∑

i∈I wi ≤W e
∑

i∈I ci ≥ C ?

Hipóteses:

wi ≤W para todo i ∈ N;
∑

i∈N wi > W .

Complexidade:

BKP está em NP.
Cook (1971): SAT é NP-completo.
Karp (1972): SAT ∝ CLIQUE ∝ 3DM ∝ PART ∝ BKP.



Objetivo Descrição Heuŕıstica Programação Dinâmica Aproximações Branch-and-Bound Conclusão

Tratamento de Problemas NP-dif́ıceis

Versão de otimização:
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Tratamento de Problemas NP-dif́ıceis

Versão de otimização:

encontrar I ⊆ N satisfazendo
∑

i∈I wi ≤W que maximiza
∑

i∈I ci .
A versão de otimização está em NP-dif́ıcil: imediato.

Alternativas algoŕıtmicas:

Heuŕısticas: não garantem a qualidade da solução retornada.
Exatas: fornecem uma prova de otimalidade para a solução
retornada.
Aproximadas: fornecem uma solução cujo custo está a uma
distância máxima, absoluta ou relativa, conhecida do ótimo.
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Algoritmos gulosos

Componentes básicas de um algoritmo guloso:

solução constrúıda elemento a elemento;
próximo elemento a ser inserido na solução, juntamente com
aqueles já presentes na solução parcial corrente deve satisfazer
às restrições do problema;
próximo elemento escolhido: otimiza uma função objetivo
local, não necessariamente igual à função objetivo original do
problema.
não há backtracking: decisões tomadas em passos anteriores
são sempre mantidas.

Uma função objetivo local para o BKP:

avaliar itens pela razão custo/peso;
idéia: maximizar o custo por unidade de peso transportado.
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Uma heuŕıstica gulosa para o BKP

Mochila-GULOSA(W , n, c, w);
1. Ordenar itens em ordem decrescente da razão ci/wi ;
2. j ← 1; I ← { };
3. W ′ ←W ; (* capacidade residual *)
4. C ′ ← 0; (* custo da solução *)
5. enquanto W ′ 6= 0 e j ≤ n faça

6. se wj ≤W ′ então

7. W ′ ←W ′ − wj ;
8. C ′ ← C ′ + cj ;
9. I ← I ∪ {j};
10. fim se

11. j ← j + 1;
12. fim-enquanto

retornar (C ′, I );
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portanto, é O(n log n).

Exemplo: n = 7, W = 17

item 1 2 3 4 5 6 7

custos 8 16 20 12 6 10 4

pesos 3 7 9 6 3 5 2
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portanto, é O(n log n).

Exemplo: n = 7, W = 17

item 1 2 3 4 5 6 7

custos 8 16 20 12 6 10 4

pesos 3 7 9 6 3 5 2

∈ I ? S S

W 14 7
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Uma heuŕıstica gulosa para o BKP

Complexidade: dominada pela ordenação dos itens na linha 1,
portanto, é O(n log n).

Exemplo: n = 7, W = 17

item 1 2 3 4 5 6 7

custos 8 16 20 12 6 10 4

pesos 3 7 9 6 3 5 2

∈ I ? S S N S N N N

W 14 7 7 1 1 1 1

Solução heuŕıstica: I = {1, 2, 4} com custo 36 (ótimo=38).
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Algoritmo exato de Programação Dinâmica

Componentes básicas de um algoritmo de Programação
Dinâmica:

Uma solução ótima contém soluções ótimas de subproblemas
semelhantes ao problema original;
O valor ótimo está relacionado aos valores ótimos destes
subproblemas por meio de uma fórmula de recorrência;
Os valores subótimos são tabelados de modo a impedir
recálculos;

Valores tabelados para BKP

A[i , d ]: peso do subconjunto mais leve dos i primeiros itens
com valor exatamente d ;
A[i , d ] =∞ se não existir tal conjunto;
idéia: dadas duas soluções de mesmo custo, dá-se preferência
àquela que tem menos peso;
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Objetivo Descrição Heuŕıstica Programação Dinâmica Aproximações Branch-and-Bound Conclusão

Algoritmo exato de Programação Dinâmica
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Preenchimento da matriz A:

i

0

n

0

0

0

0

0 1 d − ci nCd

i − 1

∞

· · ·

· · ·

· · ·∞ ∞ ∞· · · · · ·

Complexidade: O(n2C ) (pseudopolinomial !)
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Prinćıpios básicos de um algoritmo aproximado:

Se A é um algoritmo de aproximação (relativa) para um
problema de maximização então, para toda instância de
entrada E , tem-se que

zA(E )

z∗(E )
≥ (1− ε),

onde,

zA é o valor da solução obtida por A para E ;
z∗ é o valor ótimo para E ;
ε é uma constante no intervalo [0, 1).

O valor (1− ε) é o fator de aproximação de A.
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Um algoritmo aproximado para BKP

Seja ε um valor fixo no intervalo [0, 1);

Seja ProgDin-BKP uma rotina que implementa o algoritmo
exato de Programação Dinâmica;

Algoritmo:

Mochila-APX(n, W , c, w , ε);
1. C ← maxi∈N{ci};
2. K ← εC

n
;

3. para todo i ∈ N, faça c ′i = b ci

K
c;

4. retorne a solução de ProgDin-BKP(n, W , c ′, w);
fim.
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Teorema: Mochila-APX é uma (1− ε) aproximação para BKP.
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Objetivo Descrição Heuŕıstica Programação Dinâmica Aproximações Branch-and-Bound Conclusão
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Complexidade do Algoritmo

Mochila-APX(n, W , c, w , ε);
1. C ← maxi∈N{ci};
2. K ← εC

n
;

3. para todo i ∈ N, faça c ′i = b ci

K
c;

4. retorne a solução de ProgDin-BKP(n, W , c ′, w).

Dominada pela execução de ProgDin-BKP:
O(n2C ′) = O(n2 C

K
) = O(n3 1

ε
).

Mochila-APX é um esquema de aproximação completamente
polinomial (FPTAS).
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busca por solução é feita percorrendo-se sistematicamente a
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nó: uma porção do conjunto de soluções do problema;
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Componentes básicas do branch-and-bound

estratégia de divisão-e-conquista;

busca por solução é feita percorrendo-se sistematicamente a
árvore de espaço de estados:

nó: uma porção do conjunto de soluções do problema;
aresta: uma nova restrição adicionada ao problema original;

função de avaliação computa um limitante (dual) para as
soluções representadas em cada nó.

nós da árvore são podados por um de três critérios:
otimalidade, inviabilidade ou limitante.

Nós não podados são ditos ativos e o algoritmo se encerra
quando não há mais nós ativos.
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Um algoritmo exato de branch-and-bound para BKP

O sucesso de um algoritmo de branch-and-bound depende
fortemente da qualidade dos limitantes duais !

Cálculo de limitantes duais para o BKP:
Problema da Mochila Fracionária FKP:
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Branch-and-bound para PLI: limitantes duais calculados via
Programação Linear.

Modelo de PLI para o BKP:

maximize c1x1 + c2x2 + . . . + cnxn

Sujeito a w1x1 + w2x2 + . . . + wnxn ≤W ,
x ∈ B

n.

Relaxação linear:

Substituir restrições de integralidade por restrições da forma
0 ≤ xi ≤ 1, ∀i ∈ N.
Ou seja, xi = fração do item i que é colocada na mochila;
Logo, resolver a relaxação linear do modelo acima é
equivalente a resolver o FKP !
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item 1 2 3 4 5 6 7
n = 7 custos 8 16 20 12 6 10 4
W = 17 pesos 3 7 9 6 3 5 2

01

0
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2 11

3

4

5

6

7

8

12

910
(W ′

, liminf , limsup)

Ordem de geração dos nós: 0, 1, 12, 2, 11, 3, 4, 8, 5, 6, 7, 9, 10.

x3

x4

x5

x6

x7

x1

x2(14, 8, 38)

(7, 24, 38)

(7, 24, 38)

(17, 0, 38)

(7, 24, 38)

(17, 0, 39 5
9
)

(4, 30, 38)

(1, 36, 38)

(1, 36, 38)

(1, 36, 36)

(1, 36, 38)

(7, 24, 39 5
9
)

(14, 8, 39 5
9
)
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Definição: se C é um subconjunto de N tal que
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i∈C wi > W , então C é uma cobertura.
Se C é uma cobertura, no máximo |C | − 1 dos seus elementos
podem estar em uma solução qualquer.
Desigualdade linear:

∑

i∈C

xi ≤ |C | − 1.

Se a solução do FKP não for inteira, os itens com frações
não-nulas formam uma cobertura.
A separação das desigualdades de cobertura (simples) é um
outro problema da mochila que pode ser resolvido em tempo
polinomial por Programação Dinâmica.



Objetivo Descrição Heuŕıstica Programação Dinâmica Aproximações Branch-and-Bound Conclusão
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Objetivo Descrição Heuŕıstica Programação Dinâmica Aproximações Branch-and-Bound Conclusão
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Problema do separador de vértices:
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Objetivo Descrição Heuŕıstica Programação Dinâmica Aproximações Branch-and-Bound Conclusão

Considerações finais

Resumo:

Nesta apresentação discutiu-se alternativas para o tratamento
de problemas NP-dif́ıceis, destacando-se aspectos diversos
do projeto de algoritmos, além de apontar uma direção de
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FIM !


