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Objetivo

Discutir diversas técnicas de tratamento de problemas
N P-dificeis, revendo alguns paradigmas do projeto de al-
goritmos, usando como exemplo o problema binario da
mochila (BKP).
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@ O problema bindrio da mochila (BKP):
Entrada: um conjunto de n itens. Para cada item
i€ N=/{1,...,n} estdo associados dois valores inteiros
positivos w; e ¢; representando seu peso e seu custo,
respectivamente. Dois valores inteiros positivos: W
(capacidade da mochila) e C (custo alvo).
Pergunta: Existe um subconjunto / de N tal que
ZIEIW"S W e ZI-E,C,'Z c?
@ Hipdteses:
o w; < W para todo i € N,
? ZieN w; > W.
@ Complexidade:
@ BKP estd em N'P.
o Cook (1971): SAT é N'P-completo.
o Karp (1972): SAT « CLIQUE o 3DM o PART o BKP.
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Tratamento de Problemas N P-dificeis

@ Versio de otimizacio:
o encontrar | C N satisfazendo Ziel w; < W que maximiza
>iel Gi -
s A versio de otimizacdo estd em N'P-dificil: imediato.
@ Alternativas algoritmicas:
@ Heuristicas: n3o garantem a qualidade da solu¢ao retornada.
o Exatas: fornecem uma prova de otimalidade para a solugcdo
retornada.
& Aproximadas: fornecem uma solu¢cdo cujo custo estd a uma
distancia maxima, absoluta ou relativa, conhecida do étimo.
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Algoritmos gulosos

@ Componentes basicas de um algoritmo guloso:

@ solucdo construida elemento a elemento;

@ préximo elemento a ser inserido na solugdo, juntamente com
aqueles ja presentes na solu¢do parcial corrente deve satisfazer
as restricdes do problema;

@ préoximo elemento escolhido: otimiza uma fungdo objetivo
local, ndo necessariamente igual a funcdo objetivo original do
problema.

@ nao had backtracking: decisoes tomadas em passos anteriores
sdo sempre mantidas.

@ Uma funcdo objetivo local para o BKP:

o avaliar itens pela razdo custo/peso;
o idéia: maximizar o custo por unidade de peso transportado.
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Uma heuristica gulosa para o BKP

Mochila-GULOSA(W, n, c, w);

1. Ordenar itens em ordem decrescente da razdo c;/w;;
2. j+«1; I —{}

3. W'« W; (* capacidade residual *)

4. C' < 0; (* custo da solugdo *)

5. enquanto W' #0 e j < n faca

6. se w; < W' entdo

7. W' — W' — w;;

8. C'+— C' +gj

9. I —1u{j};

10. fim se

11, e j+1;
12. fim-enquanto
retornar (C', 1);
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Uma heuristica gulosa para o BKP

o Complexidade: dominada pela ordenacdo dos itens na linha 1,
portanto, é O(nlog n).
@ Exemplo: n=7, W =17

[item [ 1] 2] 3] 4[5] 6] 7]
custos 8116 120 | 12| 6| 10
pesos 3] 71 9| 6| 3] 5| 2
el

w 14| 7| 7| 11| 1] 1

Solugdo heuristica: | = {1,2,4} com custo 36 (6timo=38).
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Algoritmo exato de Programagao Dinamica

@ Componentes basicas de um algoritmo de Programacio
Dindmica:
@ Uma solugdo 6tima contém solugdes 6timas de subproblemas
semelhantes ao problema original;
& O valor étimo estd relacionado aos valores 6timos destes
subproblemas por meio de uma férmula de recorréncia;
@ Os valores subétimos s3o tabelados de modo a impedir
recdlculos;
@ Valores tabelados para BKP
@ Ali,d]: peso do subconjunto mais leve dos i primeiros itens
com valor exatamente d;
o Ali,d] = oo se n3o existir tal conjunto;
o idéia: dadas duas solu¢es de mesmo custo, da-se preferéncia
aquela que tem menos peso;
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Algoritmo exato de Programagao Dinamica

@ Férmula de recorréncia:

min{A[i — 1,d],Ali —1,d — ¢i] + w;}, se ¢; < d,
Ali —1,d], caso contrdrio.

Ali,d] = {

@ Dimensdo da matriz A: (n+1) x (nC +1).
@ Inicializacdo de A:
s Definicdo: C = max;en{ci};
@ Primeira coluna: A[i,0] = 0, para todo i € N U {0};
@ Primeira linha: A[0, d] = oo, para todo d € {1,...,nC};

@ Valor 6timo: C* = max{d : A[n,d] < W}

(maior indice de uma coluna cujo valor da célula na dltima
linha ndo excede W)
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Ali,d] = {

0 1 d—c¢ d nC
0 .

0

0

min{A[i — 1,d],Ali —1,d — ¢i] + w;},ci < d,
Ali — 1,d], caso contrario.
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@ Preenchimento da matriz A:

0 1 d— ¢ d nC
0 0 oo (e <o | oo <o | oo
ot ° .
! 0
n 0

Complexidade: O(n?C) (pseudopolinomial !)
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Algoritmos aproximados

® Principios basicos de um algoritmo aproximado:
@ Se A é um algoritmo de aproximagdo (relativa) para um
problema de maximizacdo ent3o, para toda instancia de
entrada E, tem-se que

onde,
A

@ z” é o valor da solugao obtida por A para E;
@ z* é o valor 6timo para E;
@ ¢ é uma constante no intervalo [0, 1).

s O valor (1 —€) é o fator de aproximacdo de A.
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Um algoritmo aproximado para BKP

@ Seja ¢ um valor fixo no intervalo [0, 1);

@ Seja ProgDin-BKP uma rotina que implementa o algoritmo
exato de Programacao Dinamica;

@ Algoritmo:

Mochila-APX(n, W, c, w,e);

1. C+ max,-eN{c,-};

2. K« %;

3. paratodoic N, faca ¢j = [£];

4. retorne a solu¢do de ProgDin-BKP(n, W, c’, w);
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Prova: E instancia qualquer de BKP; / solucdo de E obtida
por Mochila-APX; /* uma solu¢do 6tima de E e z* o valor
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@ Teorema: Mochila-APX é uma (1 — €) aproximagdo para BKP.

Prova: E instancia qualquer de BKP; / solucdo de E obtida
por Mochila-APX; /* uma solu¢do 6tima de E e z* o valor
étimo.

Ci Z KC,{ (*)
/> (ci/K)—louKc >c—K (1)
ZA(E) = Yici Ci >icr Kei (%)

> ici- Kc! (I 6tima para custos ¢’)

doicr(ci— K) =2 s i — [I"|K (1)
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@ Teorema: Mochila-APX é uma (1 — €) aproximagdo para BKP.

Prova: E instancia qualquer de BKP; / solucdo de E obtida
por Mochila-APX; /* uma solu¢do 6tima de E e z* o valor
étimo.
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@ Teorema: Mochila-APX é uma (1 — €) aproximagdo para BKP.

Prova: E instancia qualquer de BKP; / solucdo de E obtida
por Mochila-APX; /* uma solu¢do 6tima de E e z* o valor
étimo.

o= (9] — ci > K] (%)
i LK c>(ci/K)—louKc>ci—K (1)
ZA(E) = > el Ci >icr Kei (%)

> ici- Kc! (I 6tima para custos ¢’)
Ziel*(ci -K)= Z;EI* ci— [I*IK (1)

¥ —ez* =(1—¢€)z". O

VIV IV IV IV
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Complexidade do Algoritmo

Mochila-APX(n, W, c, w,e);

1. C«— maxjen{ci};

2. K« %;

3. paratodoic N, fagca ¢j = | £ ];

4. retorne a solu¢do de ProgDin-BKP(n, W, c’, w).

@ Dominada pela execu¢do de ProgDin-BKP:
21 — 2CYy _ 1
O(n CI) = O(n 7) = O(n3g)
@ Mochila-APX é um esquema de aproximacao completamente
polinomial (FPTAS).
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Componentes basicas do branch-and-bound

@ estratégia de divisdo-e-conquista;
@ busca por solucio é feita percorrendo-se sistematicamente a
arvore de espaco de estados:
@ nd: uma porgado do conjunto de solugdes do problema;
@ aresta: uma nova restricdo adicionada ao problema original;
@ fungdo de avaliagdo computa um limitante (dual) para as
solu¢bes representadas em cada né.
@ nds da arvore s3o podados por um de trés critérios:
otimalidade, inviabilidade ou limitante.
@ Ndés n3o podados sdo ditos ativos e o algoritmo se encerra
quando n3o hd mais nds ativos.
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Um algoritmo exato de branch-and-bound para BKP

@ O sucesso de um algoritmo de branch-and-bound depende
fortemente da qualidade dos limitantes duais !

@ Calculo de limitantes duais para o BKP:
o Problema da Mochila Fracionéria FKP:
@ Entrada: mesma do BKP
@ Particularidade: itens pode ser colocados na mochila em
qualquer fragdo.
@ FKP é uma relaxacao de BKP !
s O valor étimo de FKP é um limite superior (dual) para o valor
6timo de BKP.
@ Nas solugdes étimas do FKP, no maximo um item é
transportado em uma quantidade fracionada;
o Algoritmos para o FKP:

@ modificacio da heuristica gulosa do BKP;
© Programacio Linear (PL).
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Resolucao exata do BKP via PLI

@ Branch-and-bound para PLI: limitantes duais calculados via
Programacdo Linear.

® Modelo de PLI para o BKP:

maximize c¢ix1 + &Xxo + ...+ CpXp
Sujeito a  wixy +woxa + ...+ Wyx, < W,
x € B".

@ Relaxacdo linear:

@ Substituir restricdes de integralidade por restricdes da forma
0<x<1,VieN.

@ Ou seja, x; = fragdo do item i que é colocada na mochila;

@ Logo, resolver a relaxa¢ao linear do modelo acima é
equivalente a resolver o FKP !
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Exemplo de funcionamento do branch-and-bound

item 1 2 3 415 6|7
n=7 custos || 8 | 16 | 20 | 12 | 6 | 10 | 4
W =17 pesos 3 7 9 6 |3 512

(14,8,38)  (17,0,38)

N

7,24, 38)
) ) 1,36, 38 (7,24, x5
(W, liming, limsyp) ( )

X6

(1, 36, 36)

x7

Ordem de geracao dos nés: 0,1,12,2,11,3,4,8,5,6,7,9, 10.
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@ Formulacdo de um PLI: Como melhorar os limitantes duais ?




Branch-and-Bound

Resolucao exata do BKP via

@ Formulacdes alternativas:




Branch-and-Bound

Resolucao exata do BKP via PLI

@ Algoritmos de planos de corte (reformulagdo automatica do
problema): problema da separacéo.




Branch-and-Bound

Resolucao exata do BKP via PLI

@ Algoritmos de planos de corte (reformulagdo automatica do
problema): problema da separacéo.




Branch-and-Bound

Resolucao exata do BKP via PLI

@ Algoritmos de planos de corte (reformulagdo automatica do
problema): problema da separacéo.




Branch-and-Bound

Resolucao exata do BKP via PLI

@ Envoltéria Convexa das solucdes inteiras: facetas




Branch-and-Bound

Resolucao exata do BKP via PLI

@ Uma desigualdade “forte” para o BKP:



Branch-and-Bound

Resolucao exata do BKP via PLI

@ Uma desigualdade “forte” para o BKP:

@ Definicdo: se C é um subconjunto de N tal que
Y icc Wi > W, entdo C é uma cobertura.



Branch-and-Bound

Resolucao exata do BKP via PLI

® Uma desigualdade “forte” para o BKP:
@ Definicdo: se C é um subconjunto de N tal que
Y icc Wi > W, entdo C é uma cobertura.
s Se C é uma cobertura, no maximo |C| — 1 dos seus elementos
podem estar em uma solu¢do qualquer.



Branch-and-Bound

Resolucao exata do BKP via PLI

® Uma desigualdade “forte” para o BKP:
@ Definicdo: se C é um subconjunto de N tal que
Y icc Wi > W, entdo C é uma cobertura.
s Se C é uma cobertura, no maximo |C| — 1 dos seus elementos
podem estar em uma solu¢do qualquer.
¢ Desigualdade linear:

Y x<|Cl-1.

ieC



Branch-and-Bound

Resolucao exata do BKP via PLI

® Uma desigualdade “forte” para o BKP:
@ Definicdo: se C é um subconjunto de N tal que
Y icc Wi > W, entdo C é uma cobertura.
s Se C é uma cobertura, no maximo |C| — 1 dos seus elementos
podem estar em uma solu¢do qualquer.
¢ Desigualdade linear:

Y x<|Cl-1.
ieC

@ Se a solu¢do do FKP ndo for inteira, os itens com fra¢des
nao-nulas formam uma cobertura.
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Resolucao exata do BKP via PLI

@ Uma desigualdade “forte” para o BKP:

]

Definicdo: se C é um subconjunto de N tal que

Y icc Wi > W, entdo C é uma cobertura.

Se C é uma cobertura, no maximo |C| — 1 dos seus elementos
podem estar em uma solu¢do qualquer.

Desigualdade linear:

Y x<|Cl-1.

ieC

Se a solu¢do do FKP ndo for inteira, os itens com fracdes
nao-nulas formam uma cobertura.

A separacdo das desigualdades de cobertura (simples) é um
outro problema da mochila que pode ser resolvido em tempo
polinomial por Programagdo Dindmica.
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convexa (poliedro) das solugdes inteiras de um problema.
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Combinatéria Poliédrica: indo além do BKP

@ Combinatdria Poliédrica: estudo das desigualdades que
compdem o sistema linear minimal que descreve a envoltéria
convexa (poliedro) das solugdes inteiras de um problema.

@ Algoritmos de branch-and-cut: algoritmos de planos de corte
executados de forma controlada em cada um dos nés da
arvore de espaco de estados.

@ Aplicacdes bem-sucedidas:

s Crowder, Johnson e Padberg (1983): resolu¢do de PLIs
bindrios puros através de desigualdades do BKP (cada restricdo

vista como uma mochila independente).
o Padberg e Rinaldi (1987, 1990, 1991): TSP.
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