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Initialize-Simplex

@ Vimos que se Initialize-Simplex retorna um PL relaxado com uma
solucdo inicial basica viavel entao Simplex termina corretamente:

» Simplex identifica se o PL ¢ ilimitado.
» Caso contrdrio Simplex devolve solugdo 6tima em até ("'™) iteracdes.

@ Veremos como Initialize-Simplex detecta se o PL é viavel e como
retorna um primeiro PL relaxado valido para Simplex.
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Initialize-Simplex

Considere o PL:

Max 3x3 +xo +2x3

x1 +x 4+3x3 < 30
2x1 +2x0 +bx3 < 24
dx1 +xo +2x3 < 36
X1, X2, X3, Z 0
Solucdo basica do PL relaxado ja é vélida:
z= 0 +3x1  +x +2x3
X4 = 30 —X1 —X2 —3X3
x5 = 24 —2x1  —2x» —bxz
X6 — 36 —4X1 —X2 —2X3
X1, X2, X3,Xa, X5,Xg = 0
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Initialize-Simplex
Mas nem sempre é o caso:
Max 2x; —x»
2X1 —X2 S 2
X1 —bxo < —4
X1, X2 > 0

A solucao basica do PL relaxado inicial n3o é vidvel.

z= 0 +2x1 —Xo

x3= 2 —2x1 +xo
xx= —4 —x3 +bxo
X1, X2, X3, X4 > 0
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Initialize-Simplex

@ Vamos construir um PL auxiliar para o PL original tal que:

» O PL auxiliar sempre é vidvel.

» A solucdo étima do PL auxiliar determina se o PL original é vidvel.

Eduardo C. Xavier (IC/Unicamp)

PL na forma padrao:

Initialize-Simplex

n
MaxZi:l CjXj

D i1 X < b parai=1,.
X; > 0 para j =1,.
PL auxiliar:
2}721 ajjXj —Xo < b; para i =1,
Xj >
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Initialize-Simplex

Max 2x; —xo

2X1 —X2 S 2
X1 —5X2 S —4
X1, X2 Z 0
PL auxiliar:
Max —X0
2X1 —X2 —X0 S 2
X1 —5X2 —X0 S —4
X1, X2 » X0 2 0
Solu¢do vidvel: xo = |min;(b;)| =4, x1 = xo = 0.
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Initialize-Simplex
PL na forma padrao:
n
Max iy G
ijla,-jxj < b parai=1,....m
Xj > 0 paraj=1,...,n

Lema (29.11)

Seja L um PL na forma padrao e seja L,,x o seguinte PL com n+ 1
variaveis utilizando os coeficientes de L:

Max —xp

n
D _jm1 @ijXj — X0
Xj

b; parai=1,...,m
0 paraj=0,...,n

IV IA

Entao L é vidvel se e somente se o valor 6timo de L,y € O.
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Initialize-Simplex

@ O algoritmo InitializeSimplex cria o PL auxiliar para um PL padrio.
@ O algoritmo entdo monta um PL relaxado para o PL auxiliar.

@ Um pivoteamento entre xg e a variavel de folga associada com a linha
de menor b; é entdo realizado.

@ A partir de entao temos um PL relaxado com solucao vidvel para o
PL auxiliar.

@ Procede-se com a execucdo de Simplex até obtermos o 6timo do PL
auxiliar.

» Se z =0 entdo o PL original é vélido, e é facil obter um PL relaxado
com solucao basica vidvel para este.
» Se z # 0 entdo o PL original é invidvel.
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Initialize-Simplex

O PL abaixo, quando relaxado, ndo tem solucdo basica vidvel pois possui
um b; negativo.

Max 2x1 —x»

2)@_ —X2 f; 2
X1 —-5XQ f; —4
X1, X2 > 0
Criamos o PL auxiliar:
Max —X0

2x1 —Xx» —Xxp < 2

X1 ——5XQ —X0 f; —4

X1, X2, X0 > 0
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zZ =
X3 =
X4 =

zZ =
X3 =
X0 =
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Initialize-Simplex

Na forma relaxada temos:

2
—4

—2x1 +Xx2  +Xo
—x1  +bxo +Xxp

—4 —x1 +bxo —xy
6 —x1 —4x> “+xa
4 +x1 —=bxo +x4

PL e o Simplex

Initialize-Simplex

Fazemos entao o pivoteamento inicial de xg com a varidvel basica
associada a linha mais negativa:

15 de margo de 2012

11/ 18

Agora temos uma solucao bdsica viavel e prosseguimos com a execucao do

algoritmo Simplex.

Pivoteando x; com xgp pois A i = Qg =

zZ =
X3 =

X2 =

Eduardo C. Xavier (IC/Unicamp)

—4 —x1 +5x0 —x4
6 —x1 —4xp +Xxy
4 +x1 —5xo +xy
14 4o _ 9 X4
AP %_xs X5 +_;

4 _x X1 X4
5 5 + 5 + 5

plé.pdf

PL e o Simplex

March 15, 2012

6

15 de margo de 2012

12 /18



Initialize-Simplex

Temos uma solucao 6tima com valor 0. Logo o PL original é vidvel.

Z = —X0
— 14 4o _ 9 X4
e AP %_XS X5 +_E
— _ 20 X1 24

@ Reestabelecemos a funcao objetivo original:

4 X

z=2x1—x=2x1— (g -2+ %+ %)

OComoxo:Otemosz:—g-F%
- _4 9x1

= 5 175

14 9x1

3= % ~5

4 X

X2 = 5 —|—g1
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— % e eliminamos xp das restricdes.

_|_
_|_

GIGIIEIES
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Initialize-Simplex

Initialize-Simplex(A, b, ¢)
Seja k o indice do menor b;
if by > 0 then

else

| <~ n+k

if z= —x9 = 0 then

else
return “inviavel”

return ({1,2,...,n},{n+1,....,n+ m} A b, c,0)
Monte L., adicionando —xp do lado esquerdo de cada
restricao, e funcao objetivo z = —xp

Seja (N, B, A, b, c,v) a forma relaxada de L,,x

(N,B,A,b,c,v) « Pivot(N,B,A,b,c,v,I0)
Execute Simplex até encontrar solugao étima

return ultimo PL relaxado apds remover xg
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Initialize-Simplex

Lema

Se L é um PL invidvel entdo Initialize-Simplex retorna “invidvel”. Se L é
vidvel ent3o Initialize-Simplex retorna um PL relaxado com solucdo basica
viavel.

A Se todos b;'s sdo > 0 entdo o PL é vidvel e Initialize-Simplex retorna
um PL relaxado com solucao bdsica vidvel.

B Caso exista b; < 0, L,ux € vidvel pois basta atribuir para xg 0 médulo
do menor valor de b;.

Max —Xxp
n .
doim1apx—xo < b parai=1,....m
X; > 0 para j=0,...,n
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B.1 Pelo Lema 29.11 se no final z < 0 entdo o PL original é invidvel.
B.2 Caso z =0 (o PL original é viavel).

» O primeiro passo é fazer um pivoteamento de xg com x, onde by é
minimo (mais negativo).
» O valor de xg apds pivoteamento sera

Xo < bk/ako >0

pois by < 0 e ayy = —1.
» As demais basicas terao valor

b
X by — ajg— >0
ako
X,'(-b,'-kaO

pois axp = ajo = —1 e by é a mais negativa (b; > by)

» Como todos os demais pivoteamentos sempre deixam o PL vidvel, ao
fim da execucdo, quando z = 0, teremos um PL relaxado com solucao
basica inicial vidvel e xp = 0 = z.
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Initialize-Simplex

Teorema (Teorema Fundamental da Programagdo Linear)

Qualquer programa linear L na forma padrao satisfaz uma das alternativas:

@ Possui solucdo étima com valor finito.
Q@ E ilimitado.
Q E invidvel.
Se L € inviavel entdo Simplex devolve “invidvel”. Se L € vidvel e ilimitado

entdo Simplex devolve “ilimitado”e caso L seja viavel e limitado entdo
Simplex devolve uma solucdo étima com valor finito.
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Complexidade

@ Simplex (Dantzig, 1947):
» Pivot: O(nm)
> Simplex (usando a Regra de Bland, 1977): O(("*™)nm).
» Pior caso: (2"nm) (Klee & Minty, 1972)
@ Ellipsoid (Khachian, 1979): O(n°LM).
@ Algoritmo de Pontos Interiores (Karmarkar, 1984): O(n3°LM).
@ Onde:

» L é o nimero de bits necessarios para representar a entrada do
programa linear.

» M é o custo das operagles aritméticas bdsicas (soma, subtragio,
multiplica¢do e divisdo) em ndmeros de L bits. Usando Transformada
Rapida de Fourier (FFT) temos que: O(Llog LloglogL).
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