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Algoritmo Simplex

@ Vimos como opera o algoritmo Simplex.

z= 0 +3x1  +Xxo +2x3

xs= 30 —xq —X»  —3x3
Xs = 24 —2x1 —2x» —bxs
X6 = 306 —4x3 —xo —2x3
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Algoritmo Simplex

@ Achar variavel em N com ¢; positivo.

@ Exemplo: xi.

X4 =
X5
X6

0

30
24
36

+3x1  +Xx
—X1 —X2
——2X1 ——2XQ
——4X1 —X2

%—2)3
——3X3
——5X3
——2%3

@ Calcula maximo incremento de x; satisfazendo restricao de nao
negatividade de x's bdsicas.
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@ Maximo incremento é 9 fazendo xg ser Nao-Basica.

zZ =

X5
X6

Z =
X4
X5
X1
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@ Realizamos o pivoteamento que € a substituicao de x; nas demais

Algoritmo Simplex

equacoes.
z= 0 +3x1  +Xxo +2x3
x3 = 30 —x3 —X»  —3x3
xs = 24 —2x3 —2x» —bx3
_ 3% _x _23 X
X1= 73 4 4 4
z= 0 43 -2_2a_x) 4
= 30 —(¥-2_2s_x) _4
5= 24 23 -2 _2a_x%) _
x; = 36 _x _2x
1— 73 4 4
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z= 0 +3(@—%—2ﬁ—%) +Xx
xs = 30 —(3746—%—2%23—%) — X
5= 24 —2(3%0_2_28_ %) _j
x; = 36 _x _2x3
1— 73 4 4
@ Fazendo os cdlculos teremos:
— X2 x3 _3x
Pty to, T
p— _2X2 __2X3 __ 26
S A S
X5 = 6 -—-52 —4x3 —FE?
— _x X3 _X
xp= 9 4 2 4
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Algoritmo Simplex

@ O processo continua até nao haver mais variaveis em N com ¢; > 0:

— _x3 _ X _2x
z= 28 = c 3
Xq = 18 —? —|—?

— _8x3  _ 2x X6
x; = 4 3 3 13

x= 8 +2 +% -3

@ Ou descobrirmos que o PL ¢ ilimitado, como, por exemplo, ao tentar
trazer x; para base:

z=0 +3x1  +xo +2x3
x4 =30 4+x3 —x» —3x3
x5 =24 +2x3 —2x» —bxs
X6 =306 +4x; —xo —2X3
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Algoritmo Simplex

Vimos que partindo de um PL vidvel o Simplex a cada iteracao:
@ Detecta se o problema ¢ ilimitado.

© Ou encontra uma solu¢ao bdsica vidvel maior ou igual que a anterior.

Lema

Dado um PL (A, b, ¢) vidvel, suponha que a chamada Initialize-Simplex
retorna o PL na forma relaxada com uma solucdo inicial basica viavel.
Ent3o se Simplex retorna “ilimitado” a solucdo do PL € ilimitada, e caso
contrario Simplex retorna uma solucio vidvel para o PL.
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Algoritmo Simplex - Degenerescéncia

@ O algoritmo Simplex faz vérios pivoteamentos, tal que a cada iteracdo
o valor de z nunca diminui.

@ Existem porém situacoes em que apds um pivoteamento o valor de z
permanece igual.

@ Este fendomeno é conhecido como degenerescéncia.

@ Lembre-se que o valor de z é alterado no pivoteamento para um
indice e, da varidvel de entrada com c. > 0, segundo:

N~

V < v+ cebe

@ Logo o valor de v € igual a v quando Be = 0 o que implica b =0, ja
que be = b;/aj (note que a, > 0 pela escolha do simplex).
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Algoritmo Simplex - Degenerescéncia

Considere o exemplo:

z= 0 +x3 4+x +x3
X3 = 8 —x1 —Xx
X5 = 0 +X2 —X3

Escolhemos x; para entrar na base e x4 para sair. Apds o pivoteamento
teremos:

z= 8 +x3 —Xy
Xx1= 8 —xo —Xy
x5= 0 4+x —x3
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Algoritmo Simplex - Degenerescéncia

z= 8 +Xx3 —X4
Xx1= 8 —Xx —Xy
x5= 0 4+x —x3

Escolhemos x3 para entrar na base e x5 para sair.

z= 8 +x —Xx4 —X
X1= 8 —Xx —x4
x3= 0 —+x — X5

@ A funcao objetivo ndao muda de valor!

@ Mas o PL relaxado é diferente. Continuando, escolhemos x, para entrar na
base e x; para sair, e entao z aumenta de valor.
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Algoritmo Simplex

@ N3o sabemos a principio se o Simplex termina.

@ Pode ser que o algoritmo permaneca em um ciclo de pivoteamentos
em que o valor de z permanece o mesmo!

@ Pode ocorrer que partindo de um PL relaxado X, fazemos alguns
pivoteamentos em que z nao muda de valor e voltamos novamente
para X.

@ Este fendmeno é chamado de ciclagem.
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Algoritmo Simplex - Degenerescéncia

@ Note que o algoritmo Simplex é executado somente se
Initialize-Simplex detecta que o PL é vidvel.

@ Se ndo ocorrer ciclagem o algoritmo necessariamente termina.
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Algoritmo Simplex

Lema

Dado um conjunto B de varidveis basicas, o PL relaxado associado a B é
unico.

Lema

Se Simplex ndo termina em (”“;7"’) iteracdes entdo ele cicla.

@ Pelo primeiro lema, cada base B determina unicamente um PL
relaxado.

@ Existem n + m varidveis e cada base B é composta por m variaveis.
@ Logo existem ("T™) bases diferentes/PL'’s relaxados diferentes.

@ Uma das bases corresponde a solucdo étima e se o Simplex n3o
termina apds executar (”Jr;m) iteracdes entdo ele cicla.
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Algoritmo Simplex - Degenerescéncia

@ Ciclagem é muito raro mas pode acontecer.

@ Para impedir a ciclagem existe uma regra para selecionar as varidveis
que entram e saem da base.

Definicdo (Regra de Bland (1977))

@ No Simplex escolha como variavel de entrada ‘e’ aquela com valor
ce > 0 e indice minimo.

@ No Simplex escolha como varidvel de saida ‘I" aquela que minimiza
A; e caso haja empates, escolha a variavel de menor indice.

Lema
Utilizando a Regra de Bland, o algoritmo Simplex termina.
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Algoritmo Simplex - Degenerescéncia

@ Assumindo o uso da regra de Bland no Simplex, temos o seguinte
resultado direto dos lemas anteriores:

Teorema

Assumindo que Initialize-Simplex retorna um PL relaxado com solu¢cdo
basica vidvel entdo o algoritmo Simplex termina com uma solucio viavel
em no maximo ('H,;m) iteracoes.
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Dualidade

@ Vimos que:

» Se Initialize-Simplex retorna uma solucdo bdasica vidvel no PL relaxado
entdo o algoritmo Simplex termina.
» A solucdo devolvida por Simplex é viavel.

@ Porém nao sabemos se a solucao é étima.

@ Para provar que a solucao devolvida por Simplex é 6tima temos que
estudar dualidade.

Eduardo C. Xavier (IC/Unicamp) PL e o Simplex 15 de margo de 2012 17 / 30

Dualidade

@ Dado um PL na forma padrao de maximizacao.

n
Max i1 GiXj
Restrito a:
diqpapx; < bjparai=1,...,m
Xj > QOparaj=1,...,n

@ Iremos criar um PL dual a este onde o objetivo é minimizar.
@ Uma variavel y para cada linha.

@ Restricoes passam a ser de maior igual.
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Dado PL primal:

Restrito a:
Zle ajx; < bjparai=1,...
Xj > Oparaj=1,...

@ O PL dual tem a forma:

Min > ity bii

Restrito a:
Sriagyi > c¢paraj=1,...
Yi > QOparai=1,...

Eduardo C. Xavier (IC/Unicamp)

PL primal:

Max 3x;
X1
2X1
4%&
X1,

E o correspondente PL dual:

Min 30y,

)41
N
31
Y1,
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Dualidade

PL e o Simplex

Dualidade
+Xo +2x3
+Xo %‘3)@
+2x2  +5x3
+Xo +2x3
X2, X3,

—%24yb ‘F36y3

+2y>  +4y3
+2y>  +y3
+5y> 23
Y2, Y3,
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Dualidade

Teorema (Teorema Fraco da Dualidade)

Seja x uma solugdo viavel para um PL na forma padrdo e seja y uma
solucao viavel para o correspondente dual do PL. Entao

n m
Z Cixj < Z biyi.
j=1 i=1

@ O valor da solucdo do PL dual de minimizacdo é sempre maior ou
igual a do PL primal de maximizacao para quaisquer solucoes vidveis.
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Dualidade

Corolario

Seja x uma solugdo vidvel de um PL primal na forma padrio (A, b, c) e
seja y uma solucao viavel para o correspondente programa linear dual tal

que
Z Cixj = Z bjy;.

Entdo x e y s3o solucdes otimas para os respectivos PLs.
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Dualidade

@ lremos mostrar agora que quando o Simplex para de fazer
pivoteamentos temos uma solucao étima para o PL.

@ Veremos que a partir do ultimo PL relaxado hd como obter uma
solucao para o PL primal e para o dual.

@ Tais solucdes sao vidveis e possuem os mesmos valores.
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Dualidade

Suponha por exemplo o PL visto anteriormente.

Max 3x3 +x» +2x3

x1 +x +3x3 < 30
2x1 +2xp +bxz < 24
dx1 +xo +2x3 < 36
X1, X2, X3, > 0
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Dualidade

Na forma relaxada temos:

z= 0 +3x1  +x0  +2x3
X4 = 30 —X1 —X2 —3X3
x5 = 24 —2x1  —2x» —bxz
X6 — 36 —4X1 —X2 —2X3
X1, X2, X3,X4, X5,Xp = 0
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Dualidade

Apds todos pivoteamentos obtemos:

= _x3 X 2%
xs = 18 —? —|—?
— _9X3 __ X5 X6
— 23 25 %6
@ A solugdo para o PL primal é x = (8,4,0) com valor 28, B = {1,2,4}
e N = {3,5,6}.
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Dualidade
Um PL relaxado tem a forma genérica:

_ / I
z = v —I—ZJ-E,VCJ-XJ

. r_ ! i :
X bi — > jenajxj paracadai€B

Podemos definir uma solucdo para o dual da seguinte forma:

—c,,; se(n+i)eN

Yi = .
0 caso contrario
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Dualidade
Dado o primal
z— 28 X _X 2%
6 6 3
X4 = 18 ——%? %—%?
_ _8 _2x X6
X2 B 4 X3 X3 +)§
— X3 X5 _ X6
x1= 8 +F +% 3

@ Dado que N = {3,5,6} temos que a solu¢do para o PL dual é
(.)717.)727_)73) - (07 _Céa _Cé) = (O, 1/6,2/3)

Eduardo C. Xavier (IC/Unicamp) PL e o Simplex 15 de margo de 2012 28 / 30

pl3.pdf March 15, 2012 14



Dualidade

A solugdo para o PL primal é x = (8,4,0) com valor 28, B ={1,2,4} e
N ={3,5,6}.

Max 3x1 “+xo +2x3

X1 —|—X2 —|—3X3 S 30
2x1  +2x +5x3 < 24
4x; +x0 +2x3 < 36
X1,  Xo, X3, > 0

A solugdo para o PL dual é (y1,y2,y3) = (0,—ci,—¢c§) = (0,1/6,2/3) .

Min 30y; +24y, +36y3

y1 +2yo  +4y3 > 3
" +2y>  +y3 > 1
31 45y  +2y3 > 2
Y1, Y2, y3, > 0
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Dualidade
_ —Cpti se(n+i)eN
Vi = . (1)
0 caso contrdrio
Teorema (Teorema Forte da Dualidade)
Suponha que o Simplex devolve X = (x1, . ..,Xp) vidvel para um PL primal.

Suponha o dltimo PL relaxado, com N e B indices denotando variaveis
ndo-bdsicas e bdsicas, ¢’ os coeficientes deste tltimo PL relaxado e seja
y=0n,--.,Ym) como definido pela equacdo 1. Entdo x e y sdo solucées
otimas para o PL primal e dual respectivamente.
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