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Simplex

@ Quando temos o PL na forma relaxada é facil ver que temos uma
solugdo (n3o necessariamente viavel):

> As varidveis ndo-bdsicas (lado direito) sdo iguais a zero.
» Cada varidvel basica x; tem o correspondente valor b;.

@ Estas sdo chamadas solucoes basicas e correspondem a um vértice
do simplex (poliedro descrito pelas restricdes).
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Dado PL na forma padrao:

Simplex

Max 2x1 — 3x 4+ 3x3
Restrito a:
X1 + x — xz3 <7
-1 — X2 + x3 <7
X1 — 2% + 2x3 <4
X1 , X2 5, x3 =20
Simplex opera sobre a forma relaxada:
Max 2x1 — 3x» + 3x3
Restrito a:
X4 = 7 - X — X + X3
x5 = —07 4+ xx + x2 — X3
X6 = 4 - X + 2% — 2x3
X1, Xo, X3, X4, X5, Xg >0
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Simplex

No geral, o PL na forma relaxada consiste em:

z Vi o+ D ienGX

X; b; ZJEN ajx; paracadaicB

@ O conjunto N é o conjunto de indices das varidveis nao bdasicas

(IN] = n).
@ O conjunto B é o conjunto de indices das variaveis basicas
(1Bl = m).

@ Temos os coeficientes b;, ¢j e a;j como antes e v € uma constante que
indica o valor do PL para um dado B.

@ O PL com varidveis de folga é definido pela tupla (N, B, A, b, c,v).
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®© B={1,2,4} e N ={3,5,6.
@ c=(c3 ¢4 6)=(-1/6, —1/6, +2/3), v =28.
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@ Transformar um PL na forma relaxada em outro PL equivalente na

forma relaxada.

@ A cada transformacao o valor de z n3o pode diminuir.

@ A transformacao é feita aumentando-se o valor de uma variavel

nao-basica.

@ O valor de tal varidvel é aumentado até que alguma varidvel basica

atinja o valor 0.
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Simplex

Considere o PL na forma Padrao:

Max 3x1 +xo +2x3

x1 +x 4+3x3 < 30
2x1 +2xo +bxz3 < 24
4x1 +x0 +2x3 < 36
X1, X2, X3, Z 0
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Simplex
Na forma relaxada temos:
z= 0 +3x1  +xo +2x3
X4 = 30 —X1 — X2 —3X3
x5 = 24 —2x1  —2x» —bxz
X6 — 36 —4X1 —X2 —2X3
X1, X2, X3,Xa, X5,Xg = 0

@ A solugdo basica é (x1,...,x) =(0,0,0,30,24,36) com z = 0.
@ Note que x1, x2, x3 se incrementados aumentam o z.
@ Vamos incrementar x;, mas quanto?

@ Xz, X5 € Xg NAo podem ser negativas!
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Simplex

zZ = 0 +3x7 —+Xo —|—2X3
X4 = 30 —X1 —X2 —3X3
x5 = 24 —2x1  —2x» —bxz
X6 — 36 —4X1 —X2 —2X3
X1, X2, X3,Xa, X5,Xg > 0

@ O maximo incremento de x; € 9, limitado pela terceira restricao.

@ Fazendo x; basica e xg nao basica teremos a restricao:

X1 — 9—X2/4—X3/2—X6/4
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Simplex
z= 0 +3x1  +x2  +2x3
X4 = 30 —X1 —X2 —3X3
xs = 24 —2x1 —2x» —bxz
Xo — 36 —4X1 —X2 —2X3
X1, X2, X3,Xa4, X5,Xg = 0

@ Apos substituir x; = (9 — x2/4 — x3/2 — x6/4) nas demais equacdes
teremos um novo PL.

@ Isto é conhecido como pivoteamento: escolhe-se uma variavel nao
bdsica para entrar na base no lugar de uma varidvel basica que saird

da base.
2
z= 0 +3(2-—2_28_X%) 45 42
— 36 X 2x; X
4= 30 —(P2-2-F-%2) —x -3x3
— 36 X 2x: X
xs= 24 —2(30 2 _2a_x) oy by
x; = 36 _x _23  _ X
1— 7 4 4 4
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Simplex

z= 0 43( -2 -_28_X%) 1y 42x

_ 36 X 2x: X
Xq = 30 _(T — ZZ — T3 — 76) —X2 —3X3
xs= 24 —2(0_2_28_x%) _3y _bx
x; = 306 _x _23 X%
1— 7 4 4 4

@ Apds substituir x; = (9 — x2/4 — x3/2 — x/4) nas demais equagdes
teremos um novo PL.

— X2 X3 _3%

z= 271 + 3 + 2 7

— 32X 23 _ X

x4 = 21 X 2 4

X’ X

5= 6 -3 —4x3 +3

— X2 -3 %

xp = 9 4 2 4
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Simplex

z= 27 +2 42 3%

4

3x: bx: X

= 21 -5 =5 =%
X5 = 6 —3—;(2 —4X3 —I—%
X; X: X

=9 -5 % %

@ Podemos aumentar o valor de z trazendo para a base x» ou x3.

@ Escolhemos x3 e 0 maximo incremento é 3/2, limitado pela segunda
restricao.

@ Apds o pivoteamento teremos:

— Ul 4 x _x 1l
SO T Y M
— 09 2X2 2X5 X6
X4 = 4 T 16 - 16
. _3X2 _ X X6
SO R I S
= 22 X2 X5 2%
XL= 73 6 T8 16
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Simplex

SO T A
s g3 _x82 _xTS +§<
=7 ~1 T8 ~To

@ Agora somente xp pode incrementar z.

@ Note que a primeira restricio nao impoe limite para o incremento de
X2

@ A segunda restricao impoe o limite maximo de incremento.
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Simplex

@ O maximo de incremento para x» é 4, fazendo x3 sair da base.

@ Apds o pivoteamento teremos:

— X3 _ X5 _ 2%
X4 = 18 —73 —|—?
= 4 -2 X5 1%
— X3 X5 _ X6

@ Agora z nao pode ser incrementada e o algoritmo para.

@ Notem que a varidvel de folga mostra a folga existente na primeira
restricao.
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Algoritmo Pivoteamento

Abaixo e é o indice da varidvel que entra na base e / é o indice da que sai.

Pivot(N, B, A, b,c,v, I, e)
Ee < b//a/e
for each j € N — {e} do
a';j — a/j/a/e
de) +— l/a/e
for each i € B—{/} do
B,' < b; — a;eBe
for each j € N — {e} do
dij < ajj — Aiedej
dil < —aiedel
U« v+ cebe
for each j € N — {e} do
Cj ¢ Cj — Cedej
€ ¢ —Cedel
N+~ N— {e} U{l}
B+ B-{l}u{e}
return (N, B,A b,e, V)
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Pivot(N, B, A, b,c,v, I, e)
Be < b//a/e
for each j € N — {e} do
a“ej < a/j/a/e
de) +— l/a/e

z= 0 +3x1  +Xxo +2x3
xs= 30 —xq —X»  —3x3

Xs = 24 —2x1 —2x» —bxsz
Xo — 36 —4X1 —X2 —2X3
Parae=1,/=6
36—X2—2X3—X6
X1 =
! 4
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Algoritmo Pivoteamento

for each i € B—{/} do
6,' — b — a,-ebAe
for each j € N — {e} do
a“,-j < aj — a;ea;j
dil < —ajedel

z= 0 43x1 +x +2x3
x4 = 30 —xq —X»  —3x3
X5 24 —2x; —2x, —bxs
X6 36 —4X1 —X2 —2X3

Parae=1,/=6,i=5

X5 = 24 — 2X1 - 2X2 — 5X3

— X — 2X3 — Xp
4
x5 =24 — 18 — (2% — 2x2/4) — (5x3 — 4x3/4) + 2x5 /4

X5 = 24—2(36

) — 2X2 - 5X3
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Algoritmo Pivoteamento

N

V< v+ cebe

for each j € N — {e} do
& < Cj — Cedyj

€ < —Cedel

zZ = 0 +3x1  +x0 —|—2X3
x2= 30 —x — X —3x3

xs = 24 —2x1 —2x» —bxs
Xo — 36 —4X1 —X2 —2X3
Parae=1,/=6
z=043x1 +x + 2x3
36 — xo — 2x3 — X
Z:O+3( 2 3 6)—|—X2—|—2X3

4
z=274 (x0 — 3x2/4) + (2x3 — 6x3/4) — 3x¢ /4
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Algoritmo Pivoteamento

Teorema

Seja uma chamada para Pivot(N, B, A, b, c, v, |, e) tal que a,. # 0. Seja
(N,B,A,b,&,V) o retorno da chamada, e x' denota e solugcdo bdsica apds
a chamada. Entao

(4 ) szOparacadajEN.
9 Xé = b//a/e.
Q x/ =b; — aiebe para cada i€ B — {e}.
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Algoritmo Simplex

@ Vimos com um exemplo como o algoritmo simplex opera através de
pivoteamentos.

@ Na descricdo do Simplex vamos assumir a existéncia de uma funcao:

Initialize-Simplex(A, b, ¢)

que recebe um PL na forma padrao e
@ Testa se o PL é vidvel.

Q@ Se for vidvel retorna o PL na forma relaxada com uma solucdo bdsica
inicial vidvel.
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Algoritmo Simplex

Simplex(A, b, ¢)
(N, B, A, b, c,v) < Initialize-Simplex(A, b, c)
while some index j € N has ¢; > 0 do
choose index e € N for which c. >0
for each index i € B do
if 3, > 0 then
AR b,-/a,-e
else
A,’ <— 0
Choose an index | € B that minimizes A;
if A, = oo then
return ilimitado
else
(N,B, A, b,c,v) < Pivot(N,B,A,b,c,v,I,e)
for i< 1 to ndo
if i € B then
Xj < b,'
else
Xj < 0
return (x1,...,X,)
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Algoritmo Simplex

while some index j € N has ¢; > 0 do
choose index e € N for which c. >0
for each index i € B do
if 3, > 0 then
A; < bi/aie
else
A,’ <— o0
Choose an index | € B that minimizes A;

zZ = 0 +3x1  +Xx —|—2X3

xs = 30 —xq —Xo —3x3
x5 = 24 —2x1 —2x —5x3
X6 — 36 —4X1 —X2 —2X3

Para e = 1 pois ¢; > 0 temos:

_ 30 _

Ay 1

24 36
3O,A5:7:12eA6:I:9
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Algoritmo Simplex

for each index i € B do
if 3, > 0 then
AR b,-/a,-e
else
A,’ <— 0
Choose an index | € B that minimizes A;
if A, = oo then
return ilimitado
else
(N,B, A, b,c,v) < Pivot(N,B,A,b,c,v, I, e)

zZ = 31 +xo +2x3

x3= 30 —+xq —X»  —3x3
xs = 24 +2x1 —2x» —bx
X6 = 36 +4x1 —x —2x3

Para e = 1 temos
A; =00 pois aj; <0 paratodoi e B
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Algoritmo Simplex

Lema

Dado um PL (A, b, c¢) viavel, suponha que a chamada Initialize-Simplex
retorna o PL na forma relaxada com uma solucao inicial basica viavel.
Ent3o se Simplex retorna “ilimitado” a solucdo do PL ¢ ilimitada, e caso
contrario Simplex retorna uma solugao viavel para o PL.
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