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Programacao Linear

Relembrando:
@ Seja x = (xq, X2, ..., X,) um conjunto de varidveis reais.
@ Seja ¢ =(c1,¢,...,Cn) um vetor de nimeros constantes.
n

@ Uma funcdo objetivo linear deve ter a forma c-x =), cix;.

@ Podemos maximizar ou minimizar a funcdo objetivo satisfazendo um
conjunto de restricdes lineares.
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Programacao Linear

Relembrando:
@ Sejam ai, ao, ..., am vetores de nimeros constantes e de tamanho n.
@ Sejam by, by, ..., by niimeros constantes.

@ As restricoes de um PL tem a forma:
al - X S b1

a - X Sbg

am'X Sbm
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Podemos ter < ou > ou =:

ai - X =b1
a - X Sbg
am'X me

@ Também é comum impor restricoes de sinal sobre as varidveis: x; > 0.

@ Um programa linear consiste entao em maximizar ou minimizar uma
funcao objetivo satisfazendo o conjunto de restricoes lineares.
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Programacao Linear

Considere como exemplo o seguinte PL:

Max X1 + X2
Restrito a:
4)@_ — X2 f; 38
2x1 + xo <10
5X1 — 2X2 Z —2
xx , x =0
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5X1 — 2X2 Z -2

X2
2x1 +x2 < 10 \
4X1 — X2 S 8
X1
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Programacao Linear

@ Qualquer solucdo que satisfaca as restricbes é chamado solucao
viavel.

@ O conjunto de restricoes definem uma regido convexa chamada
regiao viavel (RV).

@ Podemos por exemplo testar cada ponto da regido vidvel e tomar
aquele que maximize a funcao objetivo.

@ Podemos resolver graficamente em 2D tentando achar o ponto em RV
pertencente a reta x; + x» = z perpendicular ao gradiente < 1,1 >.
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@ Note que ao tentarmos encontrar o maior valor de z tal que
X1 + xo = z pertence a RV necessariamente chegaremos a borda de
RV.

@ Ou encontraremos a solucdo étima em um vértice ou em um
segmento de reta.

Vertice com
Sol. otima

N
N

x14+x =0
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Programacao Linear

@ Consideramos PL em dimensdes maiores do que 2.

@ Neste caso a resolucdo grafica ndo é tao simples.
@ Mas podemos usar a mesma intuicao:

» Em 3D por exemplo as restricoes correspondem a planos.

» A intersecdo destes planos formara a regido vidvel.

» Podemos mover o plano da funcdo objetivo na direcdo do gradiente até
o limite da RV e encontrarmos a solucdo étima em um vértice.

@ Podemos considerar o espaco n-dimensional...
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@ Veremos como funciona um algoritmo muito utilizado na prética para
resolver tais sistemas.

@ O algoritmo é conhecido como Simplex e apesar de ser muito rapido
na prética, no pior caso (com instancias bem especificas) é
exponencial.

@ Por muito tempo ficou em aberto a questao da existéncia de
algoritmos polinomiais para PL.

» O Simplex foi inventado em 1947 por Dantzig.

» Em 1979 Khachian propds o primeiro algoritmo polinomial, o Ellipsoid,
que na pratica é lento.

» Em 1984 Karmarkar propos um algoritmo polinomial que chega a ser
competitivo com o Simplex (Algoritmo de Pontos Interiores).
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Programacao Linear

Forma Padrao de um PL:

@ Um PL na forma padrao tem a seguinte forma:

n
Max 2 j=1Gi%j
Restrito a:
diqpapxj < bjparai=1,...,m
Xj > QOparaj=1,...,n

onde ¢;, aj e b; sdo constantes.
@ O PL possui n varidveis x;, e m 4+ n restrigdes.

@ As ultimas n restricoes sio chamadas de restricoes de nao
negatividade.
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7/

E comum representar o PL anterior de forma sucinta:

Max cTx
Restrito a:
Ax < b
X > 0

onde ¢ € um vetor de dimens3ao n com os valores ¢;, A € uma matriz m x n
com os coeficientes aj; e b € um vetor de dimensao m com os valores b;.

@ Um PL pode ser viavel com solucao limitada ou ilimitada.

@ Um PL pode ainda ser inviavel, quando a intersecao imposta pelas
restricOes é vazia.
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Programacao Linear

Qualquer PL pode ser colocado na forma padrao:
@ Deixar a funcao objetivo como maximizacao:
» Se for de minimizacdo basta multiplicar por -1.
@ Deixar todas as varidveis com restricoes de nao negatividade:
» Trocar uma variavel sem restricao de sinal por duas nao negativas.
@ Se houver restricoes do tipo maior ou igual:
» Multiplicar a restricao por -1.
@ Se houver restricdes com igualdade.
» Trocar por duas restricoes do tipo menor ou igual.
@ Notem que tais modificacdes deixam o PL na forma padrao e é
equivalente ao PL original.
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Qualquer PL pode ser colocado na forma padrao:

Min —2x1 + 3x
Restrito a:
X1 + xo =7
X1 — 2)@2 f; 4
5%& — 2XQ 2ﬁ——2
X1 23 0
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Programacao Linear

Multiplicar funcao objetivo por -1:

Max 2x1 — 3xo
Restrito a:
X1 + X2 =7
X1 — 2)@3 f; 4
5X1 - 2X2 Z —2
X1 >0
Eduardo C. Xavier (IC/Unicamp) PL e o Simplex 15 de marco de 2012 15 / 25

Programacao Linear

@ Quando uma variavel x; ndo possui restricio de ndo negatividade:

» Criamos duas novas varidveis xf e fo’.

> Trocamos todas as ocorréncias de x; por (x; — x;').
» Adicionamos restricdes de n3o negatividade XJ, >0e xj’ > 0.

@ Notem que qualquer solucdo para o PL modificado corresponde a

uma solugdo para o PL original fazendo x; = XJ/ — fo’.
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Programacao Linear

Max 2x1 — 3x
Restrito a:
X1 + X0 =7
X1 — 2x <4
5X1 - 2X2 Z —2
X1 Z 0

Xp ndo tem restricdo de ndo-negatividade (xp = (x5 — x3)):

Max 2x1 — 3x5 + 3x3
Restrito a:
xx + x5 - x§ =7
x1 — 2% + 2x) <4
5x1 — 2x5 + 2x§ > -2
xx o, x5, x4 >0
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@ Quando uma restricao é de igualdade:

» Uma restrigdo f(x) = b vale se e somente se f(x) > be f(x) <b
valem.

» Portanto basta trocar uma restrigdo f(xi,...,x,) = b por duas:
f(x1,...,%n) > b

f(x1,...,%,) <b
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Programacao Linear

Max 2x1
Restrito a:
X1
X1
5X1
X1

)

/
3x,

X
2x
2x4
X

Tirando a igualdade da primeira restricao:

Max

2)q

Restrito a:
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@ Quando uma restricdo é maior ou igual:

» Uma restricao

X1
X1
X1
5X1
X1

/
3x,

_|_

+ +

_|_

— +
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3x,
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/!
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/!
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Programacao Linear

€ 0 mesmo que
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n
> ayx = by
j=1

n
Y —ajx; < —b;
j=1

» Portanto basta multiplicar a restricio do tipo maior ou igual por -1.
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Programacao Linear

Max 2x1 — 3x5 + 3x§
Restrito a:
xx + x5 - x§ >7
xx + x5 - x§ <7
x1 — 2% + 2x) <4
5x1 — 2x5 + 2x§ > -2
1, x5 o, x3y >0

Aplicando na primeira e quarta restricoes temos:

Max 2x1  — 3x3 + 3x3

Restrito a:
—-x1 - X3, 4+ X —7
X1 + x5 = x4
X1 — 2x) + 2x

—5x1 + 2x3 — 2x3
Xl 3 X2 , X2

AV VAR VAR VARV
oN A~
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PL na forma com variaveis de folga (Forma Relaxada):
@ Na resolucdo com o Simplex, um PL na forma padrio é transformado
em um outro PL equivalente.

@ Em tal PL todas as restricoes menor ou igual sdo transformadas em
restricoes de igualdade.

@ As restricoes de nao negatividade das varidveis continuam as mesmas.

@ Dado uma restricio 27:1 ajixj < b; criamos uma variavel de folga
Xp+i > 0 e trocamos a restricao para

n
E ajjXj + Xpti = bj
j=1
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Programacao Linear

PL na forma com variaveis de folga (Forma Relaxada):

@ Como associamos uma variavel de folga com cada restricao, é comum

dar o nome de x,.; para a variavel de folga da i-ésima restricao.

@ A varidvel x,1; nos indica a folga existente entre o lado esquerdo da
desigualdade e o lado direito.

n
E ajjXj + Xpti = bj

j=1

ou equivalentemente
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n
Xn+i — b,‘ — E ajjX;
j=1
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Max 2x1  — 3x
Restrito a:
X1 + X
—X1 — X2
X1 — 2X2
X1 , X2

Inserindo varidveis de folga x4, x5 € Xg:

Max 2x1
Restrito a:
X4
X5
X6
X1,
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— 3x +
- 7 _
— 7 4+
— 4 _

— -

-

3X3

X1
X1
X1
X5,

PL e o Simplex

3X3

X3 < 7
X3 S —7
2X3 S 4
X3 Z 0

- X2 +
T X2 -
+ 2x0 -
X6
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Programacao Linear

@ No PL na forma relaxada, as varidveis do lado esquerdo da igualdade
sao chamadas de variaveis basicas.

@ As variaveis do lado direito sao chamadas nao basicas.

@ Nesta forma, em geral omite-se o termo maximiza¢ao e denota-se a
funcado objetivo por um valor z:

4 =
X4 = 7
X5 = —7
X6 — 4
X1, X2,
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2x1 —3x
—X1 —X2
+X1 +Xx2
—X1 +2x5

X3,X4, Xp5,Xp
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