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Problemas de Otimizacao

@ Variadveis: x1,Xx2,..., X,
@ Funcdo objetivo: z = min c(x1, x2, ..., Xp)

@ Restricoes:

gl(X17X27 <. 7Xn) — bl

g2(X17X27 <. 7Xn) — b2

gm(X17X27 <. 7Xn) — bm
x e X CR"
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Exemplo 1:

José Velho estd se preparando para se aposentar. Para garantir
uma aposentadoria tranquila, ele resolve aplicar suas economias em
fundos de longo e médio prazos. As informacoes sobre os seis
fundos de aplicacao que ele achou mais atraentes no mercado

estao tabeladas abaixo:

Fundo | Rendimento | Periodo de | Classificacao
Anual Maturacao | no Mercado

1 8.65% 11 anos | Excelente

2 9.50% 10 anos | Bom

3 10.00% 6 anos | Aceitdvel

4 8.75% 10 anos | Excelente

5 9.25% 7 anos | Bom

6 9.00% 13 anos | Muito bom
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Exemplo 1: (cont.)

José dispoe de R$ 750.000,00 em economias. Para dar maior
seguranca ao investimento, José consultou um analista financeiro

Introdugdo a PL

que lhe fez as seguintes recomendacoes:

@ (i) ndo investir mais de 25% do dinheiro em um tnico fundo;

@ (ii) pelo menos metade do dinheiro deveria ser investido em

fundos de longo prazo, i.e., com mais de 10 anos de

maturacao;
@ (iii) no maximo 35% do investimento deveria ser aplicado nos

fundos com classificacdo inferior a “Muito bom".

Como José Velho deve aplicar o seu dinheiro de modo a maximizar

o seu lucro anual?
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Exemplo 1: formulacao

@ Varidveis: x; = total investido no fundo i

Funcao objetivo:

max z = .0865x7 + .095x> + .1x3 + .0875x4 + .0925x5 + .09xg
Restricdo (i): x; < 187.500, i=1,...,6

Restricdo (ii): x1 + x2 + x4 + x¢ > 375.000

Restricao (iii): xo + x3 + x5 < 262.500

Total investido: x1 + x2» + x3 + xa + x5 + x¢ = 750.000

Nao negatividade: x1,x2, X3, X4, X5, X > 0

e 6 6 o ¢
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Exemplo 2:

A CPFL tem um plano de instalar uma usina termoelétrica em
Paulinea. A maior dificuldade da empresa estd em atender as
exigéncias impostas pelas leis de protecao ambiental. Uma delas
refere-se aos poluentes emitidos na atmosfera. O carvdo necessario
para aquecer as caldeiras devera ser fornecido por trés minas. As
propriedades dos diferentes tipos de carvao produzidos em cada
uma das minas estdo indicadas na tabela abaixo. Os valores
mostrados s3o relativos a queima de uma tonelada de carvao.

Introdugdo a PL

Mina Enxofre Poeira de Vapor produzido
(em ppm) | Carvao (em Kg) (em Kg)
1-Morro Velho 1100 1.7 24000
2—Monjolo 3500 3.2 36000
3—Jabuticaba 1300 2.4 28000
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Exemplo 2: (cont)

Os 3 tipos de carvao podem ser misturados e combinados em
qualquer proporcao. As emissoes de poluentes e de vapor de uma
mistura qualquer sao proporcionais aos valores indicados na tabela.
As exigéncias ambientais requerem que:

@ (i) para cada tonelada de carvdo queimada a quantidade de
enxofre ndo deve ser superior a 2.500 ppm.

@ (ii) para cada tonelada de carvdo queimada a quantidade de
poeira de carvao nao deve ser superior a 2.8 kg

Os engenheiros querem determinar qual é a quantidade maxima de
vapor (energia) que é possivel gerar com a queima de uma
tonelada de carvao.

Exemplo 2: formulacao

@ Varidveis:
x1 = proporcao de carvao da mina Morro Velho
Xp = proporcao de carvao da mina Monjolo
x3 = proporcao de carvao da mina Jabuticaba

@ Funcao objetivo: maxz = 24000x; + 36000x> + 28000x3

@ Restricdo (i): (produgdo de enxofre)
1100x; 4+ 3500x> + 1300x3 < 2500

@ Restricdo (ii): (emissdo de poeira)
1.7x1 + 3.2xp 4+ 2.4x3 < 2.8

@ Proporcao da mistura: x1 +x» + x3 = 1.0

@ Nao negatividade: x3,x2,x3 >0
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Exemplo 3:

O Grupo CanaBraba possui trés fazendas com canaviais e trés
usinas de producio de alcool. Os administradores da empresa estdo
organizando a logistica da colheita da cana para a safra deste ano.

O transporte da cana das fazendas para as usinas é terceirizado. O
custo do quilédmetro rodado por tonelada de cana transportada que
é cobrado pela transportadora é fixo independente do trajeto
realizado. A producdo das fazendas e a capacidade de
processamento das usinas, ambas dadas em toneladas, assim como
as distancias em quilometros entre as fazendas e as usinas sao
esquematizadas a seguir.

C. de Souza Introdugdo a PL

Exemplo 3: (cont)

Fazenda Sta.
Helena

275000 Usina S. Pedro) 200000

400000 UsinaS. Jorge ) 600000

Fazenda Sta.

300000 UsinaS. Vicente) 225000

Filomena

Qual deve ser a quantidade de cana transportada de cada fazenda
para cada usina de modo a minimizar o custo total do transporte?
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Exemplo 3: formulacao

@ Variadveis:

. quantidade de cana transportada
7| da fazenda i para a usina j

@ Funcdo objetivo:  minz = Z?:l ?:1 dji ;i
@ Restricoes de capacidades das usinas:
x11 + x21 + x31 < 200000 (Usina S3o Pedro)
x12 + X202 + x32 < 600000 (Usina S3o Jorge)

x13 + x23 + x33 < 225000 (Usina S3o Vicente)
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Exemplo 3: formulagcao (cont)

@ Escoamento da producdo das fazendas:
x11 + x12 + x13 = 275000 (Fazenda Santa Helena)
x21 + X2 + xp3 = 400000 (Fazenda Santa Genebra)
x31 + x32 + x33 = 300000 (Fazenda Santa Filomena)
@ Nao negatividade:

xjj > 0 para todo (i,j) € {1,2,3} x {1,2,3}
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Programacdo Linear (PL)

Forma Padrao:

maxXx

S.a.

C. de Souza Introdugdo a PL

C1X1 + Cox2 + ... + ChXp
aiixy + apxo + ...+ ainxn < by

ar1x1 + axnxg + ...+ amxn < by

amiX1 +ameXo + ...+ amanS bm
xeR" x>0

Programacdo Linear (PL)

Forma Relaxada:

max

S.a.

C. de Souza Introdugdo a PL

C1X1 + CoXo + ...+ ChXp
aiix1 + axe + ...+ aixp = by

ar1xX1 + aypxo + ...+ ayXx, = b2

am1iX1 + amexo + ...+ ampXn= bm
xeR" x>0
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Programacdo Linear (PL)

Forma Relaxada:

max Ci1X] + CXo + ...+ ChXp
S.a. ajixy+axo+ ...+ ainxn = b1

ar1x1 + axnxo + ...+ apxn = by

Am1X1 + am2X2 + ... + dmnXp= bm
xeR" x>0

Forma Matricial:
min{cx : Ax = b,x € R }

A:mxn, c:1xn b:mx1lex:nxl.
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Truques algébricos

min z <= max(—2z)
ax < b<=ax+s=b,s>0
ax >b<=ax—s=b,s>0

ax < b,
ax > b.

© 0006

aX:b<:>{

X:X’—X",
QO xeR«< < X' >0,
x" > 0.

@ As varidveis s dos itens 2 e 3 acima sao chamadas de
variaveis de folga .

@ Esses truques algébricos mostram que podemos transformar
qualquer PL na forma padrdao num PL na forma relaxada.
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Hipdteses da PL

@ Proporcionalidade: a contribuicio de uma varidvel na funcao
objetivo e numa restricao dobra se o valor da varidvel dobrar.

@ Aditividade: as contribuicdes individuais das varidveis se
somam na funcao objetivo e nas restricoes e sao
independentes.

@ Determinismo dos coeficientes: todos coeficientes dos vetores
c e b assim como os elementos da matriz A sao dados por
constantes conhecidas.

@ Divisibilidade: as varidveis podem ser divididas em qualquer
fragdo. (Nao se verifica no caso de PL Inteira)

C. de Souza Introdugdo a PL
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PL Inteira: exemplo

Em uma plataforma maritima de petrdleo, a inspecao das valvulas
deve ser realizada 24 horas por dia. A inspecdo é feita por equipes
divididas em turnos de trabalho. Um periodo de trabalho é
composto de 4 horas e um turno é composto de dois periodos de
trabalho separados por um descanso também de 4 horas.
Terminado o seu turno, a equipe descansa por 12 horas seguidas.
No total, sao seis turnos de trabalho cujos horarios de trabalho ao
longo do dia sdo mostrados na tabela a seguir.

Nem todas as valvulas da plataforma precisam ser inspecionadas
em todos os periodos. Contudo, num periodo qualquer, deve haver
um funcionario para cada vélvula a ser inspecionada. O nimero de
vdlvulas a inspecionar em cada periodo também é dado na tabela.

C. de Souza Introdugdo a PL
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PL Inteira: exemplo (cont)

Turno Periodo
24-04 | 04-08 | 08-12 | 12-16 | 1620 | 20-24
1 v i
2 v v
3 v v
4 v v
5 v v
6 v Vv
Vilvulas a
Inspecionar 6 7 15 9 13 10

Qual o nimero de minimo funciondrios necessario para montar as
equipes de inspecdo das valvulas?

C. de Souza Introdugdo a PL

PLI: exemplo (formulac3o)

@ Variaveis:

X; = numero de funciondarios no turno |
@ Funcao objetivo: minz = x1 + X2 + x3 + X4 + x5 + X

@ Restricoes de numero de funciondrios por turno:

x1 +x3 > 15 (periodo 08-12) x» +x4 > 9  (periodo 12-16)
x3+ x5 > 13 (periodo 16-20) x4 + x¢ > 10 (periodo 20-24)
x1+x5 >6  (periodo 24-04) xp + x5 >7  (periodo 04-08)

@ Nao negatividade: xy, x2, X3, Xa, X5, X > 0

@ Integralidade: xy,x2, X3, Xa, X5, X5 € Z
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PL: solucao grafica

4 OXIaXQZO

(0,0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
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PL: solucao grafica

® x1,x2 >0
@ x1+x <12

4

(0,0) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
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PL: solucao grafica

s @ x1,x2 >0
4 @ x1+x <12
: @ —x1+x2<4
2
1

(0,0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
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PL: solucao grafica

8
7
i @ X1,X2 2> 0
5
o x1+x <12
4
. @ —x1+x0 <4
) @ —2x1+x0 <2
1
(0,0) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
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PL: solucao grafica

¢ 6 6 o6 ¢

(0.0

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
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PL: solucao grafica

¢ 6 6 6 ¢ ¢

(0.0)
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x1,x2 2> 0

X1 +x2 <12

—x1+x0 <4
—2x1 +xp <2
2x1 + x < 20

x1,Xxp >0

X1 +x2 <12

—x1+x0 <4
—2x1 + xp < 2
2x1 + x < 20

max z = x3 + 2x

13
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PL: solucao grafica

7

7 @ x1,x0 >0

° @ X1 +x0 <12

5 @ —x1+x2 <4

: @ —2x1+x0 <2

, @ 2x1 +x0 <20

. @ z=x1+2x =0
©O| ™~ 2 3 4 5 & 7 8 9 10
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PL: solucao grafica

x1,Xxp >0

X1 +x2 <12
—x1 +x0 < 4
—2x1 + xp < 2
2x1 + x < 20
Z=Xx1+2x =4

¢ 6 6 6 ¢ ¢

(0,0) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

C. de Souza Introdugdo a PL

handout.pdf March 14, 2012 14



PL: solucao grafica

¢ &6 & 6 ¢ ¢

(0.0
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PL: solucao grafica

8
7
6
5
4
3
2
1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

¢ 6 6 6 ¢ ¢

(0,0) 1 2 3 4 5 6 7
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x1,xp >0

X1+ xp < 12
—x1+x2 <4
—2x1 + xp < 2
2x1 + xp < 20
zZ=x1+2x =10

x1,Xxp >0

X1 +x2 <12

—x1 +x0 < 4
—2x1 + xp < 2
2x1 + x < 20
Z=x1+2x =14
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PL: solucao grafica

¢ &6 & 6 ¢ ¢

(0.0
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PL: solucao grafica

8
7
6
5
4
3
2
1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

¢ 6 6 6 ¢ ¢

(0,0) 1 2 3 4 5 6 7
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x1,xp >0

X1+ xp < 12
—x1+x2 <4
—2x1 + xp < 2
2x1 + xp < 20
Z=x1+2x =16

x1,Xxp >0

X1 +x2 <12

—x1 +x0 < 4
—2x1 + xp < 2
2x1 + x < 20
Z=x1+2x =20
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PL: solucao grafica

6

7 @ x1,x0 >0

° @ x1 +x0 <12

5 @ —x1+x2 <4

: @ —2x1 +x0 <2

, @ 2x1 +x0 <20

: @ Zz=Xx1+2xp =20
©O)] 1 2 3 a4 5 & 7 8 9 10

OBSERVACAO: o conjunto de soluces de um sistema de inequacdes
lineares é um poliedro.
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PL: solucao grafica

x1,Xxp >0

X1 +x2 <12

—x1 +x0 < 4
—2x1 + xp < 2
2x1 + x < 20
Z=x1+2x =20

¢ 6 6 6 ¢ ¢

(0,0) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

OBSERVACAO: o conjunto de solucdes de um sistema de inequacdes
lineares é um poliedro.

Esse poliedro é denominado regido vidvel e os pontos no seu interior sao
as solucoes viaveis do PL.
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PL: solucao grafica

x1,xp >0

X1+ xp < 12
—x1+x2 <4
—2x1 + xp < 2
2x1 + xp < 20
zZ=x1+2x =20

¢ &6 & 6 ¢ ¢

(0,0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

OBSERVACAO: o conjunto de solucdes de um sistema de inequacdes
lineares é um poliedro.

Esse poliedro é denominado regido viavel e os pontos no seu interior sao
as solucoes viaveis do PL.

INTUICAO: existe uma solucdo 6tima do PL que é um ponto extremo
(vértice) desse poliedro.
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