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C. de Souza Teoria da Complexidade

Tratamento de problemas N 'P-dificeis: Heuristicas

> Heuristicas sao algoritmos que geram solucdes vidveis para
quais n3o se pode dar garantias de qualidade. Ou seja, n3o se
sabe o quao distante a solucao gerada estd de uma solucao

étima (5%7?, 10%7, 50%7, 100%?7?, ...).
> Tipos de heuristicas:

@ construtivas: normalmente adotam estratégias gulosas
para construir as solucoes. Tipicamente sao aplicadas a
problemas onde é facil obter uma solucao viavel.

@ de busca local: partem de uma solucao inicial e, através
de transformacoes bem definidas, visitam outras solucoes
até atingir um critério de parada pré-definido.
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Heuristicas Construtivas (TSP)

> Exemplo 1: TSP em um grafo n3o orientado completo.

Vizinho-Mais-Préximo(n,d)  (* d: matriz de distancias *)
Para i = 1 até n faca visitado[i] + Falso;
visitado[1] < Verdadeiro;
ciclo < {}, comp <+ 0e k < 1;
Para /=1 até n— 1 faca
J* < argmin{d[k,j] : visitado[j] = Falso};
visitado[;*] <— Verdadeiro;
ciclo «— cicloU {(k,j*)};  comp < comp + d[k, ]
k< j*;
fim-para
ciclo <— cicloU {(k,1)};  comp <« comp + d[k, 1];
Retorne comp.

> Complexidade: O(n?®)
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Heuristicas Construtivas (TSP)

[> Exemplo 2: heuristica para o TSP = algoritmo de Kruskal para AGM.

TSP-Guloso(n,d)  (* d: matriz de distdncias *)
L < lista das arestas ordenadas crecentemente pelo valor de d,
Para /i = 1 até n faca grau[i] < 0; componente[i/] =i fim-para
k <+ 0; ciclo < {}; comp « 0;
Enquanto k # n faca
(u, v) < Remove-primeiro(L);
Se (grau[u] <1 e grau[v] < 1 e componente(u) # componente(v))
ou (grau[u] = grau[v] =1 e k= n—1) entao
ciclo < cicloU {(u,v)};  comp < comp + d[u, v];
Unir-componentes(u, v);
graulu] ++;  grau[v]++;  k++;
fim-se
fim-enquanto
Retorne comp.

> Complexidade: O(n®log n) (usar compressdo de caminhos para unido de
conjuntos disjuntos).
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Heuristicas Construtivas (TSP)

Aplicagdo das heuristicas para o TSP:

- — 9 2 8 12 11 -
9 — 7 19 10 32
g_| 2 7 - 20 18 6
8 19 29 — 24 3
12 10 18 24 — 19
| 11 32 6 3 19 — |
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Heuristicas Construtivas (TSP)

Iteracao
CZC
1
CZC
2

Vizinho-Mais-Préximo

Iteracao
N C
2
2 WO—0
2 6
3 O——G@—0

12 CUSTO=52

3 6 2
3 W—(C—06E—O
4 Aresta (2,3) rejeitada (grau de 3)
5 Aresta (1,4) rejeitada (subciclo)
TSP-GULOSO
3 6 2 9
s @——(o——G@—0—~0
3 6 2 9 10
7 @O—(o—C—0—CE—=0O

9,10,11,12 Rejeitaas arestas (1,6), (1,5), (3,5), (2,4) e (5,6) (subciclos)

3
13 (a (3)
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Heuristicas Construtivas (Mochila)

> Exemplo 2: Problema da Mochila.

Mochila-guloso(c, w, W)
Ordenar itens segundo a razao
(* assuma que ;—11 > % > ...
W W; S« {}
Para i = 1 até n faca
Se w; < W entdo
W < W — Wi,
S+ Su{i}
fim-se
fim-para
Retorne S.

Ci .

>

1
&

> Complexidade: O(nlog n).
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Heuristicas Construtivas (Mochila)

> Aplicacao da heuristica Mochila-guloso.

maximize 8xy; + 16x> + 20x3 + 12x4 4+ 6x5 + 10x6 + 4x7
Sujeitoa  3x1+ 7xo+ 9x3+ 6x4 +3x5 + 5x6 +2x7 < 17,

x € B,
50 8 > 16 - 20 -, 12 - 6 - 10
Observacdo: 3> 2> %5 > ¢ >3 2> %

> Solugdo gulosa: S = {1,2,4}, custo = 36.
> Solu¢do 6tima: S ={1,2,6,7}, custo =3
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Heuristicas Construtivas

> Solucdes gulosas podem ser arbitrariamente ruins!

\%

Mochila-guloso é arbitrariamente ruim.

> Instdncia: W =n, ¢ =3/n, wy =2/n e, para todo
i=2,...,n,ci=n—(1/n)ew;=n—(1/n).
C1 Co Cn

Observacdo: L > =2 — = o
7 wi = wp Wi

> Solugdo gulosa: S = {1}, custo = 3/n.
Solugdo étima: S = {2}, custo = n— (1/n).

> iMoo 175 = 0.

Ou seja, aumentando o valor de n nesta instancia, a solucao
gulosa pode se afastar tanto quanto eu quiser da solucao
otimal

\%
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Heuristicas Construtivas

> Vizinho-Mais-Pré6ximo para o TSP é arbitrariamente ruim.
> Instancia: matriz simétrica de distancias d onde, para i < j, tem-se:
, sei=n—1ej=n,

dii,j]l=< 1, sej=i+1,
2,  caso contrario.

> Solugdo gulosa: ciclo = {1,2,...,n—1,n} e comp = n? + n.

> Solugdo 6tima: ciclo={1,2,...,n—3,n,n—2,n—1} e
comp = n—+ 3.

> Ilmn_)oo n+3 :O

n%+n
Novamente, aumentando o valor de n nesta instancia, a solucao
gulosa pode se afastar tanto quanto eu quiser da solucao étimal
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Heuristicas de Busca Local

> Como nos algoritmos de branch & bound e backtracking, as
solucoes sao representadas por tuplas.

> Sendo F o conjunto de todas as possiveis tuplas e t € F, a
vizinhanga da solugdo t, N(t), é o subconjunto de tuplas de
F que podem ser obtidas ao se realizar um conjunto de
transformacoes pré-determinadas sobre t.

> Complexidade da vizinhanga: nimero de tuplas na vizinhanca.

> Exemplo 1:
A tupla é um vetor binario de tamanho n.
N1(t): conjunto de todas as tuplas obtidas de t “flipando”
uma de suas componentes.
Complexidade: ©(n).

C. de Souza Teoria da Complexidade

Heuristicas de Busca Local

> Exemplo 2:
A tupla é um vetor representando uma permutacao de
{1,...,n}.
N>(t): conjunto de todas as tuplas obtidas trocando-se as
posicoes de dois elementos da permutacao.
Complexidade: ©(n?).
> Algoritmo de busca local (problema de minimiza¢3do):
@ Encontrar uma solucio inicial t.
@ Encontrar t em N(t) com menor custo.
@ Se o custo de t' é menor que o custo de t, fazer t <+ t’ e
repetir o passo anterior. Se ndo, retorne t e pare.

C. de Souza Teoria da Complexidade
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Heuristicas de Busca Local (TSP)

> Heuristica da 2-troca para o TSP (Lin e Kernighan, 1973).
> Ciclo representado por uma permutacao dos n vértices.

> Vizinhanca: substituir pares de arestas.

X

> Complexidade: ©(n?).
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Heuristicas de Busca Local (TSP)

custo=46

> Tuplas: vetor de permutacoes de 1 até n.

> Vizinhanga:
inverte seqiiéncia entre posicdes i e j (mod n) (j > i+ 2).

> No exemplo:
(1737 67&7 57 271) i (l? 37 67 4727 57 1) : (1747 67 37 27 57 1)
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Heuristicas de Busca Local (Particdo de Grafos)

> Entrada: grafo n3o orientado G = (V, E), com |V| =2n, e
custos cj; para toda aresta (i,j) € E.

> Saida: um subconjunto V' C V, com |V’/| = n e que minimize
o valor de > ;i D gy Cif-

> Solucao representada por um vetor a de 2n posicoes, com 0s

valores de 1 até 2n. Nas n primeiras posicoes estao os vértices
de V'’ e nas n seguintes os vértices de V',

> Vizinhanca: todas as trocas possiveis de pares de vértices
(a[i],a[j]), onde 1 <i<ne(n+1) <j<2n.

> Complexidade: ©(n?).

C. de Souza Teoria da Complexidade

Heuristicas de Busca Local (Particdo de Grafos)

> Exemplo: grafo completo com 6 vértices (Kp).

- 9 2 8 12 11 7
9 - 7 19 10 32
B 2 7 — 29 18 6 Soluc3o inicial:
‘7] 8 19 29 - 2 3 a={1,4,6,2,3,5}.
12 10 18 24 — 19
| 11 32 6 3 19 — |

e vizinhos (1,2) (1,3) (1,5) (4,2) (43) (45 (62) (6,3) (6,5
ganho  —29 12 -7 —66 —15 —40 22 —43 32

e Nova solugdo: a={1,2,6,4,3,5}.

o vizinhos (1,4) (1,3) (L,5) (2,4) (2.3) (2,5) (6,4) (6,3) (6,5)
ganho 37 34 23 66 51 26 44 59 54

Otimo Local!

C. de Souza Teoria da Complexidade
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Heuristicas de Busca Local

> Pode ser vantajoso que a busca local passe por solucoes
inviaveis!

> Nesses casos a funcao objetivo é composta de duas parcelas:

g(-) = f(.) + ah(.),

onde f é funcao original, h é uma funcao que mede quao
inviavel é a soluciao e o é um fator de penalizacao.

> Exemplo: no problema da particao de grafos, considere a
vizinhanca onde sé um vértice muda de V’/ para V'’ ou
vice-versa.

> Penalizar as solugdes invidveis usando a > 0 grande e

definindo:
h(V', V') = |V'| = V|

> Se acabar em uma solucdo invidvel, aplicar um algoritmo
guloso que rapidamente restaura a viabilidade.

C. de Souza Teoria da Complexidade

Heuristicas de Busca Local

> Busca local retorna solucao que é 6timo local.

X0
X1
X2
X3

SOLUCOES

oO-4wmwcCco

> Escapando de étimos locais: mover para melhor vizinho
mesmo se o custo for pior.

> Metaeuristicas: Busca Tabu, Simulated Annealing, Algoritmos
genéticos, etc.

C. de Souza Teoria da Complexidade
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Heuristicas de Busca Local (Busca Tabu)

> Inserir na busca local uma lista de movimentos tabu que
impedem, por algumas iteracoes, que um determinado

movimento seja realizado.

Objetivo: evitar que uma solucdo seja revisitada.
Exemplo: no caso da equiparticao de grafos, pode-se impedir

que a troca de dois vértices por t iteracoes.

> Repetir a busca local basica por a iteragdes ou se nenhuma

melhora foi obtida nas dltimas 3 iteracoes.

> Os parametros « e 3 s3o fixados a priori.

> Parametros a ajustar: tamanho da lista tabu t, o e .

C. de Souza Teoria da Complexidade

Aproximacoes

Tratamento de problemas N P-dificeis:

> Algoritmos aproximados encontram uma solucao com

garantia de qualidade em tempo polinomial.

> Nomenclatura:

problema N P-dificil

P
H algoritmo aproximado

instancia de P

/
z*(I) | valor étimo da instancia /
z

H(I) | valor da solu¢do obtida por H para a instancia /

> Aproximagao absoluta: para algum k € Z tem-se que

1z*(1) — z"(1)| < k, para todo .

C. de Souza Teoria da Complexidade
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Aproximacao Absoluta

> Exemplo 1: alocagdo de arquivos em discos (MFA).

Dados n arquivos de tamanhos {/1,...,/¢,} e dois discos de
capacidade L, qual o maior niimero de arquivos que podem ser
armazenados nos discos?

> Teorema: MFA € N'P-completo. (Exercicio)
> Algoritmo: supor que ¢4 </l < ... < /¥,

Aprox-MFA(n, ¢);
L'« L; j+< 1
Enquanto L' > /; faca
L'« L"—4¢; Colocar(j,1); j—+ +;
fim-enquanto;
L'« L;
Enquanto L' > /; faca
L'« L"—¥; Colocar(j,2); j++;
fim-enquanto;
Retornar j — 1.

C. de Souza Teoria da Complexidade

Aproximacao Absoluta

Teorema: |z*(1) — z"(I)] < 1.
Prova: Seja p o nimero de arquivos que o algoritmo Aprox-MFA
consegue armazenar em um grande disco com capacidade 2L.

Além disso, seja j = argmax{> ’_, {; < L} < p.

Q p>z*(l); (a)
Q> 16- < 2L; (b)
Q> _J+1 i_iioli <L, devido a (b) e a definicdo de j
que |mpI|ca que S0 > L. (c)
L H(/)>p—1()( ZH() > z*(1) — O

C. de Souza Teoria da Complexidade
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Aproximacao Absoluta

> Exemplo 2: colorag¢do de grafos planares (CGP).

> Resultados conhecidos:
o CGP € N'P-completo.

o Todo grafo planar tem pelo menos um vértice de grau menor do
que 6.

o Um grafo é bipartido se e somente se ele ndo tem ciclos impares.

6-cores(G); (*G=(V,E)*)
Se |V| = 0 entado Retornar 0; Se |E| = 0 entao Retornar 1;
Se G é bipartido entdao Retornar 2;
se nao
Escolher v com grau(v) <5; G’ <+ G —v; k<« 6-cores(G’);
Seja x € {1,2,3,4,5,6} uma cor diferente daquela dos vizinhos de v;
Se (x > k) entao k < k+1; x <« k; fim-se;
cor[v] + x;
fim-se
Retornar k.

C. de Souza Teoria da Complexidade

. CoeSowa TeoedeComploxidede |
Aproximacao Absoluta

> Teorema: |z*(1) — zM(1)] < 3.
Prova: Se |V| =0, |E| =0 ou o grafo é bipartido ent3o a
coloracao feita por 6-cores é 6tima e o resultado é imediato.
Caso contrario, G tem pelo menos um ciclo impar. Logo
qualquer coloracao precisard de pelo menos trés cores.
Como o numero de cores usadas por 6-cores é <6 e a
solugao étima requer pelo menos 3 cores, tem-se que

1z*(1) = "N < |3-6|=3.

> Observacoes:

o Todo grafo planar admite uma 4-coloracio.
o S3o poucos problemas que tem aproximacao absoluta.
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Aproximacio Absoluta x Questio P = NP

> Teorema: Nao existe uma aproximacao absoluta para CLIQUE
com complexidade polinomial a menos que P = NP.
Prova: Suponha que P # NP e que existe um algoritmo
polinomial H para CLIQUE tal que |z*(/) — 2" (/)| < k € Z.
Seja G¥t1! o grafo composto de k + 1 cépias de G mais todas
as arestas ligando pares de vértices em diferentes copias.

Observacao: se a é o tamanho da maior clique de G entdo a
maior clique de G**1 tem a(k + 1) vértices.

C. de Souza Teoria da Complexidade

Aproximacio Absoluta x Questdo P = NP

> Prova: (cont.)
Executando-se H para G¥*1 tem-se que

(G -G < k = H(GF) > (k+1)z*(G) — k.

Se C é a clique encontrada por H em G**1, existe uma cépia
de G talque C'=VNCel|C'|>|C|/(k+1). Logo

k+1)z*(G) — k k

o ek

cl= k+1 “(C)

Portanto, |C'| > z*(G), ou seja C' é uma clique méxima de
G.

Absurdo! []
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a-Aproximacao

> Um algoritmo H para um problema P é uma a-aproximacao se

2M(1)
=0

o P é um problema de minimizacao e

ou

(1)
2R (1)

o P é um problema de maximizacao e

Observacao: a é sempre maior ou igual a 1.

<a VI,

<a V.

> Um algoritmo H é uma a-aproximacio relativa para um

problema P se

z*(1) — 2" (1)
z*(1)

' < «, para todo /.

C. de Souza Teoria da Complexidade

a-Aproximacao

> Exemplo 1: Cobertura minima de vértices (CV).

> Definicées: emparelhamento em grafos.

YR GO R Y

MAXIMAL
> Algoritmo:

MAXIMO

CV-2-Aprox(G); (*G=(V,E)*)
C«{}h
Construir um emparelhamento maximal M* em G;
Para todo (u,v) € M* faga C +— C U {u, v};
Retornar C.
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a-Aproximacao

ZH(I
z*(1

N

< 2.

> Teorema:

A

Prova:

Parte I. C é uma cobertura de vértices pois, se existisse uma
aresta (u, v) n3o coberta entdo M* n3o seria maximal.
Parte II: |C| < 2z*(1).

Se C' e M’ s3o respectivamente uma cobertura e um
emparelhamento qualquer de G entdo |C'| > |M'|. Logo:

2y

(1) > M| = = 20

C. de Souza Teoria da Complexidade

a-Aproximacao

> Exemplo 2: bin packing unidimensional.

Dados n arquivos de tamanhos {ti,...,t,} e disquetes de
capacidade de armazenamento C, qual o menor niimero de
disquetes necessarios para fazer o backup de todos os arquivos?

Observacao: supor que t; < C paratodoi=1,...,n.

> Algoritmo bdsico:

Bin-Aprox(t, n, C);
Preprocessamento(t,n);  Disquetes-em-uso <— {}; k<« 0;
Para i = 1 até n faca
J < Escolher-disquette(Disquetes-em-uso, i);
Se j =0 entdo (* arquivo n3o cabe nos disquetes em uso *)
k + +; Disquetes-em-uso <— Disquetes-em-uso U {k}; j < k;
fim-se
Armazenar(/,j);
fim-para
Retornar k.

C. de Souza Teoria da Complexidade
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a-Aproximacao

> Descricao dos procedimentos do algoritmo Bin-Aprox:
@ Preprocessamento: retorna uma nova permutacao dos

arquivos.

@ Escolher-disquete: retorna o nimero do disquete em
uso onde serd armazenado o arquivo /| ou zero caso nao
encontre disquete com capacidade residual de
armazenamento suficiente.

@ Armazenar: registra que o arquivo /i serd alocado ao
Jj-ésimo disquete, atualizando a sua capacidade residual
de armazenamento.

C. de Souza Teoria da Complexidade

a-Aproximacao

> Estratégias alternativas:

o First Fit (FF): Preprocessamento mantém ordem dos
arquivos de entrada e Escolher-disquete procura o
disquete em uso de menor indice aonde cabe o arquivo
corrente.

o Best Fit (BF): Preprocessamento mantém ordem dos
arquivos de entrada e Escolher-disquete procura o
disquete em uso de menor capacidade residual de
armazenamento aonde cabe o arquivo corrente.

o First Fit Decrease (FFD): variante do algoritmo FF onde
o Preprocessamento ordena os arquivos em ordem
decrescente de tamanho.

o Best Fit Decrease (BFD): variante do algoritmo BF onde
o Preprocessamento ordena os arquivos em ordem
decrescente de tamanho.

C. de Souza Teoria da Complexidade
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a-Aproximacao

> Exemplo de aplicagao dos algoritmos para bin packing:

C=10,n=6, t ={51,62,33,74,55,46} (notagdo: ij = t; =i).
4.6
3 3 - 55 3.3
7.4 7.4
51 6.2 - 55 51 6_2 - 46
FF BF

C. de Souza Teoria da Complexidade

33 4.6 55

FFD =BFD = OTIMO

74 6.2 51

a-Aproximacao

>

C. de Souza Teoria da Complexidade

Teorema: FF é um algoritmo 2-aproximado para bin packing.

Prova: seja b o valor retornado por FF e b* o valor étimo.
Suponha que os disquetes estao ordenados decrescentemente
pela sua capacidade residual. Note que a capacidade residual
dos b — 1 primeiros disquetes da solugcdo de FF é < C/2.
Caso contrario, se dois disquetes tivessem capacidade residual
> C/2 os seus arquivos teriam sido armazenados em um
tnico disquete. Como o total armazenado no disquete b é
maior que a capacidade residual dos demais disquetes, tem-se

SIZt;Zbg.
i=1

Como b* > [%} > % a equacdo acima implica que b* > % b.
L]
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a-Aproximacao

> Teorema: para toda instancia / do bin packing tem-se que
17 11
(1) < 10 (N +2 e 2°P() < 5 z*(1) + 2,
onde xx € {FF, BF}.
> Exemplo 3: 2-aproximacao para o TSP-métrico, ou seja,
quando as distancias obedecem a desigualdade triangular.

TSP-Aprox(G); (* G = (V,E) e completo *)
Construir T, uma arvore geradora minima de G;
Construir o grafo C duplicando-se todas as arestas de T;
Enquanto houver vértices de grau > 2 em C faca
v < vértice de grau > 2 tal que existem vértices
distintos x e y com (x,v) e (y,v) em C;

Fa(;a CF(CU(Xay))_{()Q V)a(ya V)}; (*)
fim-enquanto
Retorne C;
C. de Souza Teoria da Complexidade

a-Aproximacao

-———-=

> Teorema: TSP-Aprox € uma 2-aproximag¢ao para o
TSP-métrico.

Prova: se z* é o custo minimo de um ciclo hamiltoniano em
G,

custo(T) < z* = 2 custo(T) < 2z7.

Por outro lado, devido aos custos obedecerem a desigualdade

triangular, o comando (*) sé pode diminuir o custo de C ao
longo das iteracoes. Logo

custo(C) < 2 custo(T) < 2z*. O

C. de Souza Teoria da Complexidade
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a-Aproximacdo X Questio P = NP

> Teorema: N3o existe uma a-aproximagao para TSP (genérico)

com complexidade polinomial a menos que P = N'P.
Prova: Suponha que P # NP e que existe um algoritmo
polinomial H tal que i:’((,l)) <a€eZ,.

Seja G o grafo dado como entrada do problema de decisdo do
ciclo hamiltoniano (HAM). Construa o grafo G’ completando
com as arestas que faltam. Atribua custo um as arestas
originais e custo an aquelas que foram inseridas no passo
anterior.

Se G tem um ciclo hamiltoniano, ent3o o valor étimo do TSP

é z*(G) = n. Como H é a-aproximado para o TSP

2"'(G)
z*(G)

<a = zZ"(G)<an.
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a-Aproximacdo X Questio P = NP

> Prova (cont.):

Assim, quando G tem um ciclo hamiltoniano, o ciclo
encontrado por H para o TSP sé terd arestas originais de G!

Por outro lado, se G nao tem ciclo hamiltoniano,
ZH(G)>1+an.

Portanto, G tem um ciclo hamiltoniano se somente se
ZH(G) < « n, ou seja, H resolve HAM em tempo polinomial.

> Absurdo, ja que, por hipétese, P # NP. O

C. de Souza Teoria da Complexidade

handout.pdf June 15, 2012 20



