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C. de Souza Teoria da Complexidade

Tratamento de problemas N P-dificeis: branch & bound.

> Casos de aplicacao:
@ Problemas cujas solucoes podem ser representadas por
tuplas (vetores) de tamanho fixo ou varidvel da forma

(X1, -5 Xn).
@ Solucionar o problema equivale a encontrar uma tupla
que otimiza uma fungdo critério P(xy, ..., Xn).

> Restricoes:
@ Explicitas: especificam os dominios (finitos) das varidveis
na tupla.
@ Implicitas: relacoes entre as varidveis da tupla que
especificam quais delas respondem ao problema.

C. de Souza Teoria da Complexidade

handout.pdf June 11, 2012 2



Branch & Bound: conceitos basicos

> Espaco de solucoes: conjunto de todas as tuplas
satisfazendo as restricoes explicitas.

> Espaco de estados: conjunto de todas as subsequéncias das
tuplas do espaco de solucoes.

> Métodos de exploragdo do espaco de estados (EE):

e nOs ativos: aqueles que ainda tém filhos a serem gerados.

e nos amadurecidos: aqueles em que todos os filhos ja
foram gerados ou ndo devam ser mais expandidos de
acordo com a funcio limitante.

e no corrente: aquele que estd sendo explorado.

C. de Souza Teoria da Complexidade

Tratamento de problemas N P-dificeis: branch & bound

> Exploraciao do espaco de estados: todos os filhos de um né da
arvore de espaco de estados sao gerados ao mesmo tempo.

> Estratégia do melhor limitante (best bound): préximo né a ser
explorado é indicado por uma funcio classificadora.

> Em cada né da arvore, a funcio classificadora estima o melhor
valor da func3o objetivo no subespaco das solucoes
representadas por aquele né.

> Os nds sdo amadurecidos por: (1) inviabilidade (n3o satisfazer
as restricdes implicitas); (2) limitante (funcdo classificadora
indica que étimo n3o pode ser atingido naquela subarvore) ou
(3) otimalidade (6timo da subdrvore ja foi encontrado).
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Algoritmo genérico de Branch & Bound

B&B(k); (* considerando problema de maximizacao *)
Nés-ativos <— {né raiz}; melhor-solugdo «— {}; z <« —oc;
Enquanto (Nés-ativos ndo estd vazia) faca
Escolher um né kK em Nés-ativos para ramificar;
Remover k de Nés-ativos;
Gerar os filhos de k: ni,...,nq e computar os z, correspondentes;
(* Z,, <~ —oo0 se restri¢bes implicitas ndo sdo satisfeitas *)
Para i = 1 até g faca
se (zn,, < z) entao amadurecer o né n;;
se nao
Se (n; representa uma solugdo completa) entao
Z < Zn;; melhor-solugdo < {solugdo de n;};
se nao adicionar n; a lista N6s-ativos.
fim-se
fim-para
fim-enquanto
fim.
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Branch & Bound: mochila bindria (BKP)

> Dados n itens com pesos positivos wy, ..., w, e valores
positivos ¢y, ..., Cy, encontrar um subconjunto de itens de
valor maximo e cujo peso nao exceda a capacidade da
mochila dada por um valor positivo V.

> Funcao classificadora: como estimar o valor da funcao
objetivo?
> Relaxacdo: posso levar qualquer fracdo de um item.

> Algoritmo para o problema relaxado quando os itens estao

ordenados de forma que &L > £ > > St
%1 wo Whn

> Por qué funciona?
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Branch & Bound: mochila bindria (BKP)

Calcula z(W, C, k); (* funcdo classificadora para BKP *)
J+— k+1;
W' «— W:
C' + C;
Enquanto W’ # 0 faca
Xj min{%’, 1},
W' +— W' — wix;;
C'+ C'+ CjXj;
je it
enquanto
Retornar C’;
fim
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Branch & Bound: mochila bindria (BKP)

> Exemplo:

max 8xy + 16xo + 20x3 + 12x4 + 6x5 + 10x5 + 4x7
3x1+ Txo+ 9x3+ 6x4 +3x5 + bxg+2x7 < 17
x; €{0,1},i=1,...,n.

> Parte explorada da drvore de espaco de estados (préxima
transparéncia).

> Legenda: (W', C,Z,,) onde W' é a capacidade restante na
mochila, C é o custo da solucdo parcial correspondente ao né
e Z,, é o valor do limitante obtido pela fungdo classificadora
no nod.
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Branch & Bound: problema da mochila (cont.)

(17,0,393)

(4, 30, 34)

(1, 36, 36) (0, 38, 38)

(14,8,38) (17,0, 38)

34, 38)

(2, 34, 34)

X1

X2

X3

X4

X5

X6

X7

Ordem de geracao dos nds: 0,1,16,2,15,3,4,8,5,6,7,9,11,10,12,13,14
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Branch & Bound: Flowshop Scheduling (FSP)

> Dados de entrada: conjunto de n tarefas Ji,.
uma delas composta de duas subtarefas sendo que a primeira
deve ser executada na maquina 1 e a segunda na mdaquina 2,
somente apds encerrada a execucao da primeira. O tempo de

.., J, cada

processamento da tarefa J; na maquina i é dado por t;;.

> Definicao: o tempo de término da tarefa J; na maquina / €

dado por fj.

> Pede-se: encontrar uma sequiéncia de execucao das subtarefas
nas maquinas de modo que a soma dos tempos de término na

maquina 2 seja minima. Ou seja, a funcdo objetivo é:
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Branch & Bound: FSP (cont.)

> Resultados conhecidos para o FSP:

e a versio de decisdo de FSP é A/P-completo.

e Existe um escalonamento étimo no qual a sequéncia de
execucao das tarefas é a mesma nas duas maquinas
(permutation schedules) e no qual ndo hd tempo
ocioso desnecessario entre as tarefas.

> Exemplo: n = 3.

tij | Mdquina 1 Maquina 2
Tarefa 1 2 1
Tarefa 2 3 1
Tarefa 3 2 3

Branch & Bound: (FSP) (cont.)

> Permutation Schedule 6timo: f = 18

Maquinal |1 1 3 3
Mdquina 2

> Qutro Permutation Schedule: f = 21

Maquinal |2 2 2 3 3
Maquina 2
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Branch & Bound: FSP (cont.)

> Representacao da solucao: como existe uma solucao étima

que é um permutation schedule, o natural seria utilizar uma
tupla (x1, ..., x,) de tamanho fixo onde x; é o nimero da
i-ésima tarefa da permutacao.

Suponha que num dado né da arvore as tarefas de um
subconjunto M de tamanho r tenham sido escalonadas. Seja
tx, k =1,...,n, oindice da k-ésima tarefa em qualquer
escalonamento que possa ser representado por um nd na
subdrvore cuja raiz é o nd corrente. O custo deste
escalonamento sera:

f=) hit) fi

ieM igM
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Branch & Bound: FSP (cont.)

> Como o primeiro termo da soma ja esta definido, as seguintes

funcdes classificadoras poderiam estimar o valor do outro
termo:

51 = Z [fl,tr + (n — k + 1)t1>tk + t2,tk]7
k=r+1

na qual assume-se que cada tarefa comeca a ser executada na
maquina 2 imediatamente apds a sua conclusao na maquina
1, e

n

52 = k_z_:i_l[maX(thra fl,tr + [2'/\9’ tli) + (n —k+ 1)t2’tk]’

na qual assume-se que cada tarefa comeca na maquina 2
imediatamente depois que a tarefa precedente termina sua
execucao na maquina 2.
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Branch & Bound: FSP (cont.)

> A minimizac3o de S; pode ser obtida ordenando-se as tarefas
na ordem crescente dos valores de ty ¢, .

> A minimizacao de S» pode ser obtida ordenando-se as tarefas
na ordem crescente dos valores de to ¢, .

> Se 51 e 5S> s3o 0os minimos acima, tem-se um /imitante inferior
facilmente calculado por:

f> Z fo; + max(SAl, §2)
ieM
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Branch & Bound: FSP (cont.)

> Exemplo (continuag¢do): os valores computados para estimar f
para os trés nods filhos da raiz seriam:

18 se a tarefa 1 for escalonada primeiro;
f =< 20 se a tarefa 2 for escalonada primeiro;
18 se a tarefa 3 for escalonada primeiro.

> Parte da 4rvore de espacos gerada: préxima transparéncia.
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Branch & Bound: FSP (cont.)

C. de Souza Teoria da Complexidade

Tratamento de problemas N P-dificeis: Programacio
Linear Inteira (PLI)

> Programacao Linear Inteira (PLI):

Problema PLI Puro: Problema PLI Misto:
min  z = ¢cx min z=cx+ dy
Sujeitoa Ax < b Sujeitoa Ax+By < b
x € 77 x € RE
y € 1%

> Versao de decisdo: dada uma matriz inteira A : m x n, dois
vetores inteiros c : 1 X ne b: mx 1 e um valor inteiro g,
determinar se existe x € Z" tal que Ax < b,x > 0 e cx < q.
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Programacdo Linear Inteira (PLI)

> Teorema: PLI € N'P.
E possivel provar que se o sistema tem solucdo entdo existe

uma solugdo (vetor) cujo valor de cada componente € limitado
polinomialmente pelo tamanho entrada, ou seja, existe um
certificado sucinto para PLI.

> Teorema: PLI € N'P-dificil.
Basta provar que um problema de N'P-dificil se reduz
polinomialmente a PLI. Mas isso é equivalente a formular o
problema usando programacao linear inteira/
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Programacao Linear Inteira: formulacoes

> Exemplo 1: SAT ool PLI.

> Instdncia do SAT: F = (x+y +2).(X+y + z).(y +Z) com
m = 3 cldusulas e n = 3 varidveis.

> Formulacao PLI: criar 6 varidveis bindrias x,y,z,X,y e Z que
terdo valor um se as literais correspondentes na féormula F
forem verdadeiras e terao valor zero caso contrario.

min  w = x (* qualquer fun¢ao linear serve! *)
Sujeitoa x+y+z > 1, x+y+z > 1,
y+z > 1, x+Xx = 1,
y+y = 1, z+z = 1,

X7y727?7.)_/7?€ {07 1}
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Programacao Linear Inteira: formulagdes (cont.)

> Exemplo 2: CLIQUE o<l PLI

> Instancia de CLIQUE: grafo G = (V,E) com |V|=ne
|E| = m.

> Formulacdao PLI: para cada vértice u € V cria-se uma variavel
bindria x, que vale um se e somente se o vértice u estd na
clique.

> Funcdo objetivo (CLIQUE de maior tamanho): max ), .\ Xu.

> Restricles: para cada aresta (u, v) que n3o estd em E pelo
menos um dos vértices nao pode estar na clique, ou seja,
xy +x, < 1.

> Logo a formulacdo se reduz a:

max z = ,cvXu
Sujeitoa x, +x, < 1, V(u,v) € E
x, € {0,1} VYue V.

C. de Souza Teoria da Complexidade

Programacdo Linear Inteira: formula¢des (cont.)

> Exemplo 3 (cobertura de vértices): CV ocpeii PLI
> Instancia de CV: grafo G = (V, E) com n vértices e m arestas.

> Formulacao PLI: para cada u € V cria-se uma varidvel bindria
X, que vale um se e somente se o vértice u esta na cobertura.

> Func3o objetivo (cobertura de menor tamanho):
min_,cv Xu-

> Restri¢les: para cada aresta (u,v) de E pelo menos um dos
seus vértices extremos estd na cobertura, ou seja, x, + x, > 1.

> Logo a formulacao se reduz a:

min z=7% v Xu
Sujeitoa x, +x, > 1, V(u,v) € E
x, € {0,1} Vwe V.
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Programacao Linear Inteira: formulagdes (cont.)

> Exemplo 4 (3 coloragdo): 3COLOR oy PLI.

> Instancia de 3COLOR: grafo G = (V,E) com |V|=ne
|E| = m.
> Formulagdo PLI (varidveis):
@ uma varidvel bindria x,, para cada vértice u € V e cada
cor k € {1,2,3} tal que x,x = 1 se e somente se o
vértice u foi colorido com a cor k.
@ uma varidvel bindria yj para toda cor k € {1,2,3} cujo

valor serd um se e somente se algum vértice receber a cor
k.

> Fung3o objetivo (minimizar o niimero de cores usadas):

3
minZyk.
k=1

C. de Souza Teoria da Complexidade

Programacdo Linear Inteira: formula¢des (cont.)

> Restri¢cées (3COLOR):
@ Todo vértice deve receber exatamente uma cor, ou seja,

3
Y xue=1LVYueV.
k=1

@ Se um vértice recebe uma cor k, esta cor tem que ser
usada:
Xuk < Yk, Vue V k=12 3.

@ Uma cor sé pode ser usada se algum vértice tiver aquela
cor:

Vi < D ok =1,2.3.

@ Os vértices extremos de uma aresta ndo podem ter a
mesma cor: Xk + Xk < 1,V(u,v) € E;k=1,2 3.
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Programacao Linear Inteira: formulagdes (cont.)

> Exemplo 5 (Scheduling com janela de tempo): SJT o<yl PLI

> Instancia de SJT: um conjunto T de n tarefas e, para cada
t € T, um prazo de inicio r;, uma duracao #/; e um prazo de
conclusao d;, sendo r¢, d; e £; inteiros ndo-negativos. Decidir
se existe um sequenciamento vidvel das tarefas de T em uma
maquina.

> Varidveis naturais: para todo t € T o instante de inicio de
execucao da tarefa é dado por o;.

> Func3do objetivo: qualquer funcdo linear serve, e.g., minoj.

> Restricoes envolvendo um Unica tarefa:

o > r, Vte T (inicio da tarefa)
ot + Et < dt,, Vte T (flm da tarefa)
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Programacdo Linear Inteira: SJT (cont.)

> Varidveis bindrias: para poder representar corretamente a
relacdo entre os tempos de inicio de duas tarefas te t' em T
é necessario que se saiba qual delas ird ser executada antes.

1,se t antecede t’
Ver! = { ) S€ £ antecede & para todo par {t,t'} € T.

0, caso contrario

> Restricoes envolvendo pares de tarefas:

Yeoo T yre = 1, V{t,t'} €T
o + Ly < op+(1—yuw)M, V{t,t'}eT
oy + Ly < ot +ywM, v{t,t'y €T

onde M é um valor suficientemente grande. Por exemplo, M
poderia ser maxsc7{d:} — minc7{r:}.
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Programacao Linear Inteira: formulagdes (cont.)

> Exemplo 5 (Problema de Transporte): uma grande empresa
de consultoria possui m escritérios e n clientes espalhados em
todo Brasil. No escritério i estao baseados a; consultores e

cada cliente j, para j = 1,...,n, contratou b; consultores. O
custo de deslocar um consultor do escritério i para o cliente j
é CU'

Equacionar este problema como um PLI.

> Varidveis: para todo par (escritério i, cliente j), define-se a
varidvel inteira x;; que representa o nimero de consultores
que serao deslocados do escritério i para o cliente J.

C. de Souza Teoria da Complexidade

Programacdo Linear Inteira: formula¢des (cont.)

> A formulacido do problema como um PLI é dada por:

m n
min z:g g Cij Xij

i=1 j=1

m
:E::)Qj = ty, j = 1,... , N
i=1

Xj € T, i=1,...,m e
j=1...,n

n
Sujeito a Zx,-j < a, I=1,...,m
j=1

> Observacdo: este problema pode ser resolvido em tempo
polinomial!
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Programacao Linear Inteira: formulagdes (cont.)

> Exemplo 6 (Problema de Localizagdo de Facilidades Nao
Capacitado (UFL)): Dado um conjunto N = {1,...,n} de locais
potenciais para instalacao de depdsitos e um conjunto
M = {1,..., m} de clientes, suponha que f; seja o custo de instalar
o depdsito em j e que c¢jj seja o custo de transportar toda demanda
de mercadorias do depdsito j para o cliente i. Decidir quais
depdsitos instalar e que fracdo da demanda de cada cliente deve ser
atendida por cada depésito.

> Varidveis:

- J 1,se for instalado um depésito em j
Yi = 0, caso contrdrio

C. de Souza Teoria da Complexidade

Programacdo Linear Inteira: formula¢des (cont.)

> Varidveis (cont.):

xjj € [0,1] : fracdo da demanda do cliente i atendida
pelo depdsito .

> Restricoes:

e satisfacdo da demanda: Zx,-j =1,Vie M.

JEN
e uso do depdsito j: Zx,-j < my;,VjeN.
ieM
> Funcao objetivo: minz = Z Zc,-jx,-j + Z@yj
ieM jeN JjEN
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Programacao Linear Inteira: formulagdes (cont.)

> Exemplo 7 (Problema do planejamento da produgdo

capacitado (CLS)): decidir as quantidades a produzir de um
certo produto em um horizonte de planejamento de n
periodos de tempo. Os dados de entrada s3o:

f:: custo fixo de producido no periodo ft;
custo unitdrio de producao no periodo t;
custo unitdrio de estocagem no periodo t;

Pt:
ht:

dy

Ct:

: demanda no periodo t;

a capacidade de producao no periodo t;

S0, Sp: 0s estoques inicial e final do produto.

C. de Souza Teoria da Complexidade

Programacdo Linear Inteira: formula¢des (cont.)

> Um modelo grafico:

producao

estoque l estoque

> Variaveis:

X¢: quantidade produzida no periodo t;

St

Yt !
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1, se for decidido produzir no periodo t;

0, caso contrario.
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Programacao Linear Inteira: formulagdes (cont.)

> Formulacao:

min  z=>"7_;(pext + hese + fryt)

Sujeitoa s;_1+xx = di+s;, parat=1,....n (1)
xr < Gy, parat=1,....n (2)
s; > 0,x >0,parat=1,...,n,

ye € {0,1}, parat=1,...,n.

onde (1) representa a conservag¢do de fluxo no periodo t e (2)
restringe a producdo no periodo t a C; ou a zero dependendo
se a decisao foi de produzir ou nao naquele periodo.

C. de Souza Teoria da Complexidade

Prog. Linear Inteira: branch & bound

> Funcao classificadora: usar a relaxacao linear, ou seja, resolver
o problema como se todas as varidveis fossem reais.

> Explorar o né com melhor limitante (best bound).
> No caso de varidveis bindrias, substituir x € {0,1} por
0<x<1

> Divisdo do espa¢o de solugdes: mais comum é usar a regra da
variavel “mais fracionaria”, onde dada a solucdo étima x* da
relaxacao linear, encontra-se a varidvel x cujo maximo das
diferencas (x — |x*|) e ([x*] — x) seja o mais préximo de 0.5
e cria-se dois PLIs a partir do PLI corrente acrescentando em
um deles a restricdo x < [x*| e no outro a restricdo x > [x*].
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Prog. Linear Inteira: branch & bound (exemplo)

A
X2 N

2x1 + 6xp < 15

PLO:
max 2x; + 3xo
2x1 + 6xp < 15
2x1 — 2xp <3
x1 2 0,x >0
2x1 — 2x0 < 3

4’ . -
0 1 X1

C. de Souza Teoria da Complexidade

Prog. Linear Inteira: branch & bound (exemplo)

A
2x1 + 6xp < 15

PL1 = PLO + {xp < 1}, (z1 = 8)
PL2 = PLO + {xo > 2}, (z = 9)
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Prog. Linear Inteira: branch & bound (exemplo)

A
2x1 + 6xp < 15

2

2x1 — 2x0 < 3
4’ P -
0 1 X1

PL3 = PL2 + {x; < 1}, (z3 = 8.5)
PLA = PL2 + {x; > 2}, (invidvel)

C. de Souza Teoria da Complexidade

Prog. Linear Inteira: branch & bound (exemplo)

X2 : N /
&16”:15

2x1 — 2xp < 3
4? ® -
0 1 X1

PL5 = PL3 + {x» < 2}, (z5 = 8)
PL6 = PL3 4+ {xo > 3}, (invidvel)
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Linear Inteira: branch & bound (exemplo)

PLO
Xl =3
xp =3/2
z =10.5
X2 <1 X2 > 2
PL1 PL2
xy =5/2 xy =3/2
xg =1 Xy =2
z=28 z=09
Xl S 1 Xl Z 2
PL3 PL4
x3 =1 .
Xy = 13/6 INVIAVEL
z=28.5
X2 S 2 X2 2 3
PL5 PL6
x1 =1 .
xXg =2 INVIAVEL
z=28
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