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NP-completude

Reducoes entre problemas

> Idéia basica:

Problema A:
e Instancia de entrada: Iu4;

e Solucao: Sy4.

Problema B:
e Instancia de entrada: Ip;

e Solucao: Sp.

qualquer 14 de A:

Cid C. de Souza

> Definicao: uma reducao do problema A para o problema B

é um par de transformacoes 77 e 79 tal que, dada uma instancia

e 77 transforma /4 em uma instancia Ig de B e

e 75 transforma a solucao Sp de Ip em uma solucao S4 de I4.
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> Esquema:

A B
TI

IA IB

SA SB

TS
> Quando usar reducoes ?

e Situacao 1: quero encontrar um algoritmo para A e conheco um
algoritmo para B. Ou seja, vou determinar uma cota superior

para o problema A.

e Situacao 2: quero encontrar uma cota inferior para o problema

B e conheco uma cota inferior para o problema A.

Cid C. de Souza
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> Exemplo:
e Desejo resolver um sistema linear da forma Ax = b.

e Disponho de um programa que resolve sistemas lineares quando

a matriz de entrada A é simétrica (i.e., a;; = a;;).
e O meu sistema linear nao satisfaz esta propriedade.
o O que fazer ?

e Transformar a instancia do meu problema numa instancia que é
resolvida pelo algoritmo implementado pelo programa.

e Notar que todo z que é solucao de AT Ax = A'DH também é
solucao de Az = b e que AT A é simétrica.

> Resolver sistemas lineares da forma Axr = b quando A é simétrica
é pelo menos tao dificil quanto resolver um sistema linear onde A é
uma matriz qualquer 7

Cid C. de Souza
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Formalizando ...

Zo: conjunto de todas instancias do problema e ;

Se: conjunto de todas as solucoes das instancias em Z, ;

> Definicao: Um problema A é redutivel ao problema B em tempo
f(n) se existe a redugao esquematizada abaixo

A B
TI

Ia Ip

T™B

Sa SB
TS

onde: n = |I4| e 71 e Tg sao O(f(n)).

> Notagao: A ocs(p,) B.

Cid C. de Souza
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> Observacoes:

1. Conhecendo um algoritmo wg para B, temos imediatamente um
algoritmo w4 que resolve instancias genéricas de A:

WAﬁTSoﬂ'BOT[.

A complexidade de 74 sera dada pela soma das complexidades

de 77, mp e T75. Ou seja, temos uma cota superior para A.

2. Se mp tem complexidade g(n) e g(n) € Q(f(n)) entao temos que
g(n) também é cota superior para A.
o Seg(n) € Q(f(n)), a cota superior de g(n) ainda vale ?

3. Se Q2(h(n)) é uma cota inferior para o problema A e f(n) €

o(h(n)), entao 2(h(n)) também é cota inferior para o problema
B.

o Por qué exigir que f(n) € o(h(n)) ¢ O que aconteceria se ndo fosse ?

o Lembrete: o(h(n)) e Q(h(n)) sdo mutuamente excludentes !

Cid C. de Souza
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Exemplos de Reducoes

> Problema do casamento ciclico de cadeias de caracteres

(CSM)

Entrada: Alfabeto Y. e duas cadeias de caracteres de tamanho n:

A:aoal...an_l eB:bObl...bn_l.

Pergunta: B é um deslocamento ciclico de A 7

Ou seja, existe k € {0,...,n — 1} tal que a(xyi) mod n = bi Para
todoi € {0,...,n—1}7

o Exemplo: para A = acgtact e B = gtactac temos n =7 e k = 2.

e Como se resolve este problema 7

Cid C. de Souza
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¢ Problema do Casamento de Cadeias (SM):

Entrada: Alfabeto X e duas cadeias de caracteres: A = agai ... a,_1

e B=0bgby...b,_1, sendo m < n.

Pergunta: Encontrar a primeira ocorréncia de B em A ou concluir

que B nao é subcadeia de A.

Ou seja, determinar o menor k € {0,...,n—1} tal que ax1; = b;

para todo ¢ € {0,...,m — 1} ou retornar k = —1.

o Exemplo: para A = acgttaccgtacccg e B = tac (n = 15 e m = 3) tem-se

k=4.

e Observacao: O problema SM pode ser resolvido em tempo
O(m + n) através do algoritmo de Knuth, Morris e Pratt.

Cid C. de Souza
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¢ Reducao: CSM ,, SM
e Instancia de CSM: Iosy = (A, B, n);
e 77 constrdi a instancia de SM:
Isyr = (A',2n,B,n), onde A" = A || A.
Portanto, 77 é O(n).

e Se k é a solucao de SM para Ig,s, entao k também é solucao de
Icsn- Logo, 75 é O(1) e a redugao é O(n).

¢ Exemplo:
o Iosn = (acgtact, gtactac, 6);
e /sy = (acgtactacgtact,12, gtactac, 6);

o Som = Scsm = 1{k = 2}.

Cid C. de Souza
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Exemplos de Reducgoes (cont.)

> Problema da existéncia de um tridngulo em um grafo

conexo nao orientado (PET):
Entrada: grafo conexo nao orientado G = (V, F), sem auto-lagos,
onde |[V|=ne |E| =m.

Pergunta: G possui um ciclo de comprimento 3, ou seja, um triangulo 7

o Exemplos:

Cid C. de Souza
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Observacoes:

e Algoritmo trivial: verificar todas as triplas de vértices
(complexidade=0(n?)).

e Existe algoritmo O(mn) que é muito bom para grafos esparsos.
e Supor que o grafo é dado pela sua matriz de adjacéncias A(G).
o Se A*(G) = A(G) x A(G), entdo aj; = Y, _; aik.ax;j. Logo:
a?j >0 3ke{l,...,n} tal que a;; = ar; = 1.
e Portanto, o tridngulo (i, j, k) existird se e somente se a,%j > 0e
a;; = 1.

e Observacao: a;; = 0 pois nao ha auto-lacos.

Cid C. de Souza
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¢ Problema da multiplicagao de matrizes quadradas (MM):

Entrada: Duas matrizes quadradas de niimeros inteiros A e B de

ordem n.
Pergunta: qual é a matriz P resultante do produto A x B ?

o Observagao: MM pode ser resolvido em tempo O(n!o87=281..)
através do algoritmo de Strassen.
¢ Reducgao: PET o,z MM

] ]PET = A(G),
e 77 constrol a instancia de MM:
Inive = (A, Ayn), onde A = A(G).

Portanto, 71 é O(n?).

Cid C. de Souza
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e Se Sy = P é a solugao de MM para Iy, entao a solucao de
IpeT pode ser obtida através do algoritmo 7g a seguir:

Para : =1 até n faca
Para j =1 até n faga
Se (pi; > 0 e a;; = 1), retorne Verdadeiro.
Retorne Falso.

> A complexidade de g, assim como aquela da reducao, é O(n?).

Cid C. de Souza
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NP

o Exemplo: PET o« MM.

A(G)
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Exemplos de Reducgoes (cont.)

> Multiplicagao de Matrizes Simétricas (MMS):
Entrada: 2 matrizes simétricas A e B de niimeros inteiros de ordem n.
Pergunta: qual é a matriz P resultante do produto A x B 7

o Problema MMA: obter a matriz produto de duas matrizes arbitrarias

(nao necessariamente simétricas)
o MMS é mais facil do que MMA ?
¢ Observacoes:

e MMS é um caso particular de MMA: a reducao MMS x MMA é
imediata e tem complexidade O(n?). Portanto MMA € pelo menos
tao dificil quanto MMS.

e Sera que MMS € pelo menos tao dificil quanto MMA ¢

(menos intuitivo)

Cid C. de Souza
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¢ Reducao: MMA o,,2 MMS
o IMMA = (A,B,TL);

e 77 constrdi a instancia de MMS: Iy = (A’, B’,2n), onde

A/: O A c B/_ 0 BT
_AT O_ B 0

Portanto, 71 é O(n?).

e Suponha que a solucao de MMS ¢é dada por:

AB 0
0 A'BT

P =

Se P é a solucao de MMA, entao 7g pode ser implementada
através do seguinte algoritmo:

Cid C. de Souza
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Para 1 = 1 até n faca
Para j = 1 até n faca

0
DPij = Pij-

> A complexidade da reducao é O(n?).

> Pela redugao acima, se todo algoritmo de MMA estd em Q(h(n)),
entao todo algoritmo para MMS estd em (h(n)) também.

o h(n) estd em Q(n?). (Por qué ?)

> se T'(n) é a complexidade de um algoritmo para MMS e T'(2n) €
O(T(n))?, entao pela reducao acima, tem-se um algoritmo de com-
plexidade O(T'(n) + n?) para resolver M M A.

funcao suave: qualquer polinémio satisfaz.

Cid C. de Souza
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Erros comuns ao se usar reducoes

1. Usar reducao na ordem inversa: por exemplo ao fazer a reducao

A x B e concluir que A é pelo menos tao dificil quanto B.

2. Dada a reducao A o« B achar que toda instancia de B tem que
ser mapeada numa instancia de A (o mapeamento s6 vai numa
direcao).

3. Usar o algoritmo produzido por uma reducao sem se preocupar
com a existéncia de um outro algoritmo mais eficiente.
Exemplo:

o reducao do problema inteiro da mochila (IKP) ao pro-
blema binario da mochila (BKP).

o A reducao pode levar a uma instancia de entrada do BKP de

tamanho muito grande !

Cid C. de Souza
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Reducoes polinomiais

Definigao: Se A x;(,) B e f(n) € O(n*) para algum valor k real,

entao a reducao de A para B é polinomial.

Observacoes:

e No caso de obtencao de uma cota superior para A, a importancia
das reducoes polinomiais € Obvia pois, havendo um algoritmo
polinomial para B, a reducao leva imediatamente a um algoritmo

eficiente para A.
e Todas reducoes vistas anteriormente sao polinomiais.

e A existéncia de uma reducao polinomial do problema A para o

problema B é denotada por A o1 B.

Cid C. de Souza
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Classes de Problemas

> Problemas para os quais sao conhecidos algoritmos eficientes:

ordenacao de wvetores, obtencao da mediana de um vetor,
arvore geradora minima de um grafo, caminhos mais curtos
em grafos, multiplicacao de matrizes, etc.

> Existem intmeros problemas para os quais nao sao conhecidos
algoritmos eficientes !

> Considere o problema de satisfazer uma férmula légica F' na
forma normal conjuntiva (SAT, ou Satisfiability):
e Variaveis: x1,...,2, (mais suas negagoes: T; para todo i);
e Operadores légicos: “+7 e “.” (0U e E logicos);
e Cldusulas: C1,Cs,...,C,, da forma C; = (z;; + x40 +...);
e Formula: FF = C,.Cy. ....C,,.

Cid C. de Souza
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Classes de Problemas (cont.)

> Pergunta: Existe alguma atribuicao das varidveis xq,..., Ty,

para a qual F' seja verdadeira, i.e., FF =17

> Exemplo:
P = (r1 + 22 +73).(T1 + T2 + 23).(71 + T3).

Se xr1 =1 e x9 = x3 = 0 tem-se que F' = 1. Ou seja, a resposta

ao problema SAT para esta instancia ¢ SIM.

> Exercicio: Encontre um algoritmo para SAT. O seu algoritmo

tem complexidade polinomial 7

Cid C. de Souza
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Classes de Problemas (cont.)

> Exercicio: Dada uma atribuicao de valores paras as variaveis,
descreva um algoritmo polinomial que confirma se F' é verda-

deira ou falsa para esta atribuicao.
> Nao se conhece algoritmo eficiente para SAT !

> Caracteristica do problema SAT comum a diversos problemas

encontrados em Computacao:

E dificil encontrar um algoritmo polinomial que resolve
o problema mas existe um algoritmo polinomaal

que verifica se uma proposta de solucao resolve de

fato o problema.

Cid C. de Souza
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Classes de Problemas (cont.)

> Idéia: catalogar os problemas como estando em pelo menos duas

classes:

e a classe dos problemas para os quais se conhece um algoritmo

eficiente para resolucao.

e a classe dos problemas para os quais se conhece um algoritmo

eficiente de verificacao.

> O estudo de classes de complexidade é feito tradicionalmente

para problemas de decisao, ou seja, aqueles em que a resposta
é da forma “SIM” ou “NAQ”.

Cid C. de Souza
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Classes de Problemas (cont.)

> Exemplo de um problema de decisao:

Dado um grafo conexo nao-orientado G = (V, E), pesos intei-
r0s We para cada aresta e € E e um valor inteiro W, pergunta-

se: G possui uma drvore geradora de peso menor que W ¢

> Observacao: ja conhecemos a versao de otimizacao deste pro-
blema, a qual pode ser resolvido eficientemente pelos algoritmos de
Kruskal e de Prim.

> Em geral é facil encontrar uma reducao polinomial do problema de

otimizacao para o problema de decisao, ou seja:

OTM poii DEC.

A reducao inversa é trivial.

Cid C. de Souza
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Algoritmos nao-deterministicos

> Em um algoritmo deterministico o resultado de cada operacao
é definido de maneira tinica.

> No modelo de computacao nao-deterministico, além dos coman-
dos deterministicos usuais, um algoritmo pode usar o comando
Escolha(S) o qual retorna um elemento do conjunto S.

> Nao existe regra que especifique o funcionamento do comando
Escolha(S). Existem |S| resultados possiveis para esta operacao
e o comando retorna aleatoriamente um deles.

> Os algoritmos nao-deterministicos sao divididos em duas fases.
Na primeira fase, que pode fazer uso do comando nao-determinis-
tico Escolha, constréi-se uma proposta de solucao.
Na segunda fase, onde s6 sao usados comandos deterministicos,

verifica-se se a proposta de solucao resolve de fato o problema.

Cid C. de Souza
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Algoritmos nao-deterministicos (cont.)

> Ao final da fase de verificacao, os algoritmos nao-deterministicos
sempre retornarao o resultado Aceitar ou Rejeitar, depen-

dendo se a solucao proposta resolve ou nao o problema.

> A proposta de solucao gerada ao final da fase de construcao do

algoritmo nao deterministico é chamada de um certificado.
> A complexidade de execugao do comando Escolha é O(1).

> Uma maquina nao-deterministica é aquela que é capaz de

executar um algoritmo nao-deterministico. £ uma abstracao !

Cid C. de Souza
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Algoritmos nao-deterministicos (cont.)

> Exemplo: determinar se um valor x pertence a um vetor A de n
posicoes.

Um algoritmo nao-deterministico seria:

BuscaND(A,x);
(* Fase de construgao *)
j <« Escolha(1,...,n);
(* Fase de verificagao *)

Se A[j| = x entao retornar Aceitar;

se nao retornar Rejeitar;

> Qual a complexidade deste algoritmo 7

Cid C. de Souza
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Algoritmos nao-deterministicos (cont.)

> Definicao: a complexidade de um algoritmo nao-deterministico
executado sobre uma instancia qualquer é o numero minimo de
pPassos necessarios para que ele retorne Aceitar caso exista uma
sequéncia de Escolhas que leve a essa conclusao. Se o algoritmo

retornar Rejeitar o seu tempo de execugdo é O(1).

> Um algoritmo nao-deterministico tem complexidade O(f(n)) se
existem constantes positivas c e ng tais que para toda instancia
de tamanho n > ng para o qual ele resulta em Aceitar, o tempo

de execucgao ¢é limitado a cf(n).

> Assim, o algoritmo BuscalND tem complexidade O(1). Note que

qualquer algoritmo deterministico para este problema é Q(n) !

Cid C. de Souza
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Algoritmos nao-deterministicos (cont.)

> Qutro exemplo: CLIQUE

o Enunciado: dado um grafo conexo nao-orientado G = (V, F)
e um valor inteiro k € {1,...,n}, onde n = |V| pergunta-se:

(G possui uma clique com k vértices ?

o Uma clique é um subgrafo completo de G.

Cid C. de Souza
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> Um algoritmo nao-deterministico para Clique seria:

CliqueND(G,n,k);
(* Fase de construcao *)
S —V;
C «— {}; (* vértices da clique proposta *)
Para ¢ = 1 até k faga
u < Escolha(S);

S —5—A{u};
C — CU{u};
fim-para

(* Fase de verificagao *)

Para todo par de vértices distintos (u,v) em C faga
Se (u,v) € E retornar Rejeitar;

fim-para

Retornar Aceitar;

> Complexidade (ndo-deterministica): O(k + k%) C O(n?).

> Nao se conhece algoritmo deterministico polinomial para CLIQUE.

Cid C. de Souza
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Simulando maquinas nao-deterministicas

> Podem ser imaginadas como sendo maquinas deterministicas
com infinitos processadores, os quais se comunicam entre si de
modo instantaneo, ou seja, uma mensagem val de um processa-

dor ao outro em tempo zero.

> O fluxo global de execucao de um algoritmo nao-deterministico
pode ser esquematizado através de uma drvore. Cada caminho
na arvore iniciando na raiz corresponde a uma sequéncia de es-
colhas e, portanto, a um possivel fluxo de execucao do programa.
Em um dado vértice, |S| filhos serao criados ao se executar o co-
mando Escolha(S), cada um correspondendo a um possivel re-

sultado retornado por esta operacao, alocando-se entao um novo

processador para continuar a operacao a partir deste ponto.

Cid C. de Souza
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Simulando maquinas nao-deterministicas (cont.)

> Pode-se imaginar que a drvore de erecucao ¢ percorrida em lar-
gura e que, ao ser atingido o primeiro nivel onde uma execucao
do algoritmo retorna Aceitar, o processador que chegou a este
estado comunica-se instantaneamente com todos os demais, in-

terrompendo o algoritmo.

> Exemplo: um outro algoritmo nao-deterministico de complexi-

dade O(n?) para CLIQUE: (prérima transparéncia)

> Note que existem sequéncias de escolhas que podem nao dei-
xar que o laco enquanto termine ! Mas, a complexidade nao-

deterministica s6 se interessa pelo nimero minimo de passos

que leva a uma conclusao de Aceitar.

Cid C. de Souza
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> Um outro algoritmo nao-deterministico para CLIQUE:

CliqueND2(Gn,k);
(* Fase de construcao *)
J < 0;
C «— {}; (* vértices da clique proposta *)
Enquanto j < k faca
u «— Escolha(V);
Se u ¢ C entao;

C — CU{u};
J—J+1L
fim-se
enquanto

(* Fase de verificagao *)

Para todo par de vértices distintos (u,v) em C faga
Se (u,v) € E retornar Rejeitar;

fim-para

Retornar Aceitar;

Cid C. de Souza
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Simulando maquinas nao-deterministicas (cont.)

Cid C. de Souza

Figura 1: Determinar se ha clique de tamanho 3

> Arvore de simulagao deterministica: (prozima tranparéncia)

> Exercicio Desenvolva um algoritmo nao-deterministico polino-

mial para SAT. Qual a complexidade do seu algoritmo ?
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Simulando maquinas nao-deterministicas (cont.)

SUCESSO'!

Figura 2: Fluxo de execucao de CliqueND2.

Cid C. de Souza
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As classes P e NP

> Definicao: P é o conjunto de problemas que podem ser resol-

vidos por um algoritmo deterministico polinomial.

> Definicao: NP é o conjunto de todos os problemas que podem

ser resolvidos por um algoritmo nao-deterministico polino-

mial.

> Como todo algoritmo deterministico é um caso particular de um

algoritmo nao-deterministico, segue que
P CNP.

> Assim, todos os problemas que possuem algoritmos polinomiais

estao em N'P. Além disso, como visto anteriormente, CLIQUE

e SAT estao em NP.

Cid C. de Souza
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As classes P e N'P (cont.)

> Questao fundamental da Teoria da Computacao:
P=NP?

> Em geral, os algoritmistas acreditam que a proposicao € falsa !

> Como mostrar que a proposicao é falsa 7

Encontrar um problema A € NP e mostrar que nenhum algo-

ritmo deterministico polinomial pode resolver A.

> Como mostrar que a proposicao é verdadeira 7

Mostrar que para todo problema B € NP existe um algoritmo

deterministico polinomial que o resolve.

Cid C. de Souza
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As classes N'P-dificil e N'P-completo

> Serd que existe um problema A em NP tal que, se A estd em P

entao todo problema em NP também estd em P ?

> Que caracteristica deveria ter este problema A para que a pro-

priedade acima se verificasse facilmente 7

> “Basta” encontrar um problema A em NP tal que, para todo

problema B em NP existe uma reducao polinomial de B para

A.

> Definicao: A é um problema N P-dificil se todo problema de

NP se reduz polinomialmente a A.

Cid C. de Souza
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As classes N'P-dificil e N’P-completo (cont.)

> Definicao: A é um problema N P-completo se

1. Ae NP e
2. A € N'P-dificil.
> Observacoes:
1. Por definicao, N'P-completo C N P-dificil.
2. Se for encontrado um algoritmo polinomial para um problema
qualquer em N P-dificil entao ficard provado que P = NP.

> Definicao: dois problemas P e () sao polinomialmente equi-

valentes se P 01 @ € Q Xpoli P.

Todos problemas de N'P-completo sao

polinomialmente equivalentes !

Cid C. de Souza
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Provas de N'P-completude

> Lema: Seja A um problema em N P-dificil e B um problema em
NP. Se existir uma reducao polinomial de A para B, ou seja
A ol B entdao B estd em N'P-completo.

> Dificuldade: encontrar um problema que esteja em N P-completo.

> Sera que existe ?

> Cook provou que SAT é N'P-completo !

Cid C. de Souza
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Teorema de Cook: redefinindo a classe NP

Se A é um problema de decisao em NP e m é um algoritmo nao-
deterministico polinomial que resolve A, entao:

e Como a fase de verificacao de 7 sé realiza operacoes determinis-
ticas e tem complexidade polinomial, o certificado c(x) gerado
pela fase de construcao de m tem tamanho polinomial no tama-
nho da instancia de entrada. Ou seja:

e(z)] < p(lz)),
onde p(.) é o polindmio que descreve a complexidade de 7.

e Portanto, a fase de construcao pode ser vista como uma seqiiéncia
de escolhas nao-deterministicas que vai codificando, posicao a
posic¢ao, a cadeia que representa c(x). Cada uma destas escolhas

é feita sobre o alfabeto que descreve o sistema de codificacao.

Cid C. de Souza



NP-completude 42

Teorema de Cook: redefinindo a classe NP (cont.)

> Pelas observacgoes anteriores, pode-se redefinir a classe N'P como
sendo o conjunto dos problemas de decisao para os quais existe
um algoritmo deterministico 7 tal que, dados uma instancia e
um certificado, m verifica em tempo polinomial no tamanho

da instancia se o certificado resolve o problema.

> Para mostrar que todo problema de NP se reduz polinomial-
mente a SAT, deve-se usar uma caracteristica comum a todos os

problemas desta classe.

> Eissa caracteristica é a existéncia de um algoritmo verificador

deterministico polinomial !

Cid C. de Souza



NP-completude 43

Teorema de Cook: principais idéias da prova

> Todo algoritmo eficiente pode ser descrito por um modelo de
computacao conhecido como uma Maquina de Turing. Em
particular, para qualquer problema de NP o algoritmo verifica-

dor pode ser descrito por este modelo.

> Mostrar que existe uma férmula booleana F' de tamanho polino-
mial no tamanho da entrada da Maquina de Turing tal que
F' pode ser satisfeita se e somente se a Maquina de Turing

encerra sua execucao retornando Aceitar.

> Isso equivale a dizer que se a Maquina de Turing descreve o

algoritmo verificador para um problema A de NP entao x é uma

instancia para qual A tem resposta SIM se e somente se F' tem
resposta SIM para SAT.
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Teorema de Cook: uma Maquina de Turing

PROGRAMA

CABECA DE LEITURA/GRAVAGCAO (LG)

x1| x2 | x3| - xn| $ cl| c2| .. | cm

FITA DE ENTRADA

Maquina de Turing
> Cada instrucao do programa da MT é da forma:

{: se o entao (o',0,0),

~

onde ¢ e ¢ sao numeros de instrucoes, o e o’ sao simbolos do
alfabeto 3 usado pelo sistema de codificagao e 0o € {—1,0,1}.
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Teorema de Cook: Maquina de Turing (cont.)

> O significado da instrucao anterior é o seguinte:

se o simbolo lido na fita de entrada é o, escreva ¢’ no
seu lugar, mova a cabeca de LG o posicoes para direita e
depois execute a instrucao de nimero ¢’. Caso contrario,

va para a instrucao ¢ + 1.

> A tultima instrucao do programa é:
t: Aceitar,

onde t é o nimero de instrucoes do programa.

> No inicio da computacao, a cabeca de LG encontra-se na posicao

mais a esquerda da fita de entrada.
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Teorema de Cook: Maquina de Turing (cont.)

> Uma cadeia x$c(x) é aceita por um algoritmo verificador = de
complexidade p(|x|) se este alcangar a ultima instrugao depois
de no maximo p(|x|) passos.

> Se m nao alcancar a ultima instrucao neste nimero de passos
ou a cabeca de LG estiver fora de uma posicao que descreve a
cadeia de entrada, entao a cadeia é Rejeitada.

> Portanto, fazem parte da classe NP os problemas de decisdo
para os quais existe um algoritmo verificador m de complexidade
polinomial O(p(n)), tal que x é uma instancia de entrada SIM se
e somente se existe uma cadeia c(x), com |c(x)| < p(|z|) tal que
7 aceita x$c(x).
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Teorema de Cook

> Teorema: SAT é N'P-completo.

> FEsboco da prova:
o SAT estd em NP (exercicio);

o Considere um problema genérico A € NP, x uma instancia
de entrada para A, ¢(x) um certificado para r e m um algo-
ritmo verificador de complexidade O(p(n)) para A contendo

t instrucoes.

¢ Definir as variaveis booleanas abaixo:
o 2;is para todo 0 < 4,7 < p(|x|) e todo o € X, onde 2;;, =1

se e somente se no instante ¢, a j-ésima posicao da cadeia na

fita de entrada contém o simbolo o.
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Teorema de Cook: prova (cont.)

¢ Definigao das varidveis (cont.):

o y;j¢ para todo 0 < i < p(|z|), para todo 0 < 7 < p(|z|) +1
e todo 1 < ¢ < ¢, onde y;;0 = 1 se e somente se no ins-
tante 7, a cabeca de LG estd na j-ésima posicao da cadeia na
fita de entrada e a /-ésima instrucao do programa esta sendo
executada.

Observacgao: se j = 0ou j = p(|x|)+1 a cabeca de LG tera caido

fora da cadeia de entrada e a computacao ira ser rejeitada.

> A partir da Maquina de Turing correspondente a 7w com uma
entrada dada por z$c(x), construir uma férmula booleana F' nas

variaveis anteriores da forma:

F(z,y) = U(z,y).5(z,y) W(z,y).E(2,y)
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Teorema de Cook: prova (cont.)

e Se U(z,y) for verdadeiro, estara garantido que a cada instante
de tempo, cada posicao da cadeia de entrada contém um Unico
simbolo, que a cabeca de LG estara sobre uma unica posicao e

que o programa executa uma unica instrucao.

e Se S(z,y) for verdadeiro, estara garantido que a Maquina de Tu-
ring esta inicializada corretamente. Ou seja: os |x| + 1 simbolos
mais a esquerda na fita correspondem a codificacao de z$, a
cabeca de LG esta na posicao mais a esquerda da fita de entrada
e que a primeira instrucao do programa a ser executada serd a

instrucao nimero 1. Ou seja,

|z

S(z,y) = (H Zij(j))-Zo,|x|+1,$-9011-
j=1
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Teorema de Cook: prova (cont.)

e Se W(z,y) for verdadeiro, estara garantido que o algoritmo 7
realiza corretamente as instrucoes contidas no programa. Ou

seja, ao executar a instrucao
¢ : se o entao (o',0,0),

o simbolo que é gravado na posicao corrente é o’ ou permanece
inalterado, a cabeca de LG se movimenta para o posicoes a di-
reita da posicao corrente ou fica na mesma posicao e a préxima
instrucao a ser executada ¢é a instrucao ¢’ ou a instrucao ¢ + 1.
Além disso, devera ser garantido que, se j é a posicao corrente
da cabeca de LG, no instante seguinte, todos os simbolos nas

demais posicoes permanecem inalterados.
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Teorema de Cook: prova (cont.)

e Se F(z,y) é verdadeiro, estard garantido que t é a iltima ins-

trucao executada pelo algoritmo m. Ou seja:

p(|z])

E(z,y) = Y Yp(al).irt-
j=1

e Pode-se mostrar que esta construcao tem complexidade dada por
O(p’(|z]) log p(|=])).

e Pode-se mostrar que F(z,y) tem resposta SIM para SAT se e
somente se x tem resposta SIM para A.

]
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Provas de N'P-completude

> Depois que Cook (1971) provou que SAT estava em N P-completo
Karp (1972) mostrou que outros 24 problemas famosos também

estavam em N P-completo.

> | Lembre-se:

Para provar que um problema A estd N P-completo é necessério:
1. Provar que A estd em NP;

2. Provar que A estd em NP-dificil: pode ser feito encontran-

do-se uma reducao polinomial de um problema B qualquer
em N P-dificil para A.
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Provas de N'P-completude: CLIQUE

> CLIQUE: dado um grafo nao-orientado G = (V, F) e um valor
inteiro k € {1,...,n}, onde n = |V|, pergunta-se: G possui uma
clique com k vértices 7

> Teorema: CLIQUE € N'P-completo.
1. CLIQUE estd NP.

2. SAT xpoyy CLIQUE

¢ Definicao: um grafo G = (V, E) é t-partido se o con-
junto de vértices pode ser particionado em ¢ subconjuntos
Vi, Vo,..., V4 tal que nao existam arestas em FE ligando

dois vértices em um mesmo subconjunto V;, ¢ € {1,... t}.
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Provas de N'P-completude: CLIQUE (cont.)

¢ Transformacao de uma instancia SAT em uma instancia CLI-

QUE:

Seja F' = (C1.Cs..... C. uma formula booleana nas variaveis
T1,...,%y. Construa o grafo c-partido G = ((Vq,Va,..., Vo), F)
tal que:

o Em um subconjunto V; existe um vértice associado a cada

variavel que aparece na clausula C; de F’;

o A aresta (a,b) estd em E se e somente se a e b estao em

subconjuntos distintos e, além disso, a e b nao representam

simultaneamente uma variavel e a sua negacao.
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Provas de N'P-completude: CLIQUE (cont.)

> O numero de vértices de G é O(c.v) enquanto o nimero de
arestas é O(c*v?). Fazendo-se k = ¢, teremos construido uma

instancia de CLIQUE em tempo polinomial no tamanho da en-

trada de SAT.

> E facil mostrar que a féormula F' é satisfeita por alguma atri-
buicao de variaveis se e somente se o grafo c-partido G tem uma

clique de tamanho c.
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Provas de NP-completude: CLIQUE (cont.)

> Exemplo da reducao: seja

P = (1 + 22 +73).(T1 + T2 + 3).(71 + T3).

O grafo correspondente a instancia de CLIQUE é dado por:
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Provas de N'P-completude: Cobertura de vértices (CV)

> Definigao: dado um grafo nao-orientado G = (V, F), diz-se que
um subconjunto de vértices U é uma cobertura se toda aresta de

E tem pelo menos uma das extremidades em U.

7

> CV: dado um grafo nao-orientado G = (V, FE) e um valor in-

teiro ¢ € {1,...,n}, onde n = |V|, pergunta-se: G possui uma

cobertura com ¢ vértices 7
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Provas de N'P-completude: CV (cont.)

> Teorema: CV € N'P-completo.
1. CV estd N'P. (Ezxercicio !)
2. CLIQUE OCpoli CV

¢ Dado um grafo nao-orientado G = (V, E) define-se o seu
grafo complementar G com o mesmo conjunto de vértices

mas tal que uma aresta estd em G se e somente se ela nao

esta em G.
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Provas de N'P-completude: CV (cont.)

¢ Transformando uma instancia CLIQUE em uma instancia CV:

Seja G = (V,FE) o grafo dado na entrada de CLIQUE e k o
tamanho da clique procurada. A instancia de CV sera o grafo
complementar G e o parametro ¢ é dado por n—k, onde n = |V|.

o A instancia de entrada de CV é construida em tempo O(n?).

¢ Pode-se mostrar que G é uma instancia SIM de CLIQUE se e
somente se G é uma instancia SIM de CV usando o seguinte
resultado:

U é uma clique de tamanho kem G < U =V — U é
uma cobertura de vértices de tamanho n — k em G.

o Portanto, G tem uma cobertura de tamanho ¢ = n — k se e

somente se G tem uma clique de tamanho k. []
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Provas de N'P-completude: Conjunto Independente (IS)

> Exercicio:

o um conjunto independente (ou estdvel) em um grafo nao-
orientado G = (V, E) é um subconjunto de vértices U para
o qual, dado um par qualquer de elementos v e v em U, a

aresta (u,v) nao estd em F.

o Problema do conjunto independente (IS): dado um grafo nao-
orientado G = (V, F) e um valor inteiro ¢ € {1,...,n}, onde
n = |V|, deseja-se saber se G possui um conjunto indepen-

dente com ¢ vértices ?

o Mostre que IS estd em N P-completo.
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Provas de N'P-completude: Conjunto Dominante (DS)

> Definigao: dado um grafo nao-orientado G = (V, E), um con-
jJunto dominante em G é um subconjunto de vértices U com a
propriedade de que, para todo vértice z € V', ou z estd em U ou

existe um vértice x em um U tal que a aresta (x, z) esta em FE.

® o

> DS: dado um grafo nao-orientado G' = (V, E') e um valor inteiro

ke{l,...,n},onden = |V|, pergunta-se: GG possui um conjunto

dominante com k vértices 7
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Provas de N'P-completude: Conjunto Dominante (cont.)

> Teorema: DS € N'P-completo.
1. DS estd N'P. (Exercicio !)
2. CV Xpoli DS

Seja G = (V, F) o grafo dado na entrada de CV e £ o tamanho
da cobertura procurada. A instancia de DS sera dada por
k = { e pelo grafo G’ = (V', E') construido a partir de G da
seguinte forma:

e Todo vértice de G também é vértice de G’.

e Para cada aresta (7,j) em E, cria-se um vértice z;; em G'.
Se Z ¢é o conjunto de vértices criados desta forma, tem-se
que V' =V U Z.

e Para cada vértice z;; cria-se as arestas (z;;,%) e (2i5,7)-
Seja E, o conjunto das arestas criadas desta forma.
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Provas de N'P-completude: Conjunto Dominante (cont.)

e O conjunto das arestas de G’ é composto pelas arestas em FE, e
pela arestas de E, ou seja, £/ = F U FE,.

e Portanto, se |V| =n e |E| = m, a instancia de entrada de DS é
obtida em O(n + m).

e Exemplo de reducao de CV para DS:
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Provas de N'P-completude: Conjunto Dominante (cont.)

> Proposicao: G é uma instancia SIM de CV se e somente se G’ é
uma instancia SIM de DS.

o Lema: Se U é um conjunto dominante de G' e |U| < n , entao
¢é possivel construir um conjunto dominante W de G’ tal que

W|=|Ule WNZ =0, ouseja, W C V.

¢ Proposicao: o conjunto W C V obtido acima é uma cobertura
de vértices para G.

e Como W é um conjunto dominante e W nao tem vértices em Z, para
cada aresta de E pelo menos uma das suas extremidades estd em W.

¢ Proposicao: se W é uma cobertura de vértices em G, W
também ¢é um conjunto dominante em G.

]
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Provas de N'P-completude: problema bindrio da mochila

> Definicao (BKP):
Sao dados: um conjunto U = {uy,us,...,u,} de n elementos,
dois valores inteiros positivos w; e ¢; (respectivamente o peso e o
custo) associados a cada elemento u; de U e dois valores inteiros

positivos W e C. Deseja-se saber se existe um subconjunto Z de

Utalque ) , c,wi<We) ,¢>C7?

> Definigao: o problema da particao (PAR):
Sao dados um conjunto finito V' = {vy,vs,...,v,} de n elemen-

tos e um valor inteiro positivo f; associado a cada elemento v;

de V. Deseja-se saber se existe um subconjunto X de V tal que

quiex fi = ZU@E V—X fi?
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Provas de N'P-completude: BKP (cont.)

> Teorema: PAR estd em N'P-completo. (conhecido !)

> Teorema: BKP estd em NP-completo:
1. BKP estda em N'P. (Ezxercicio !)
2. PAR oo BKP.

Transformando uma instancia I de PAR para uma instancia I’
de BKP:

e Faca U =V e w; = ¢; = f; para todo elemento u; de U.

Z’Uz'EX Wi

o Faca W =(C = 5
e A instancia de BKP é criada em O(n).

e / é uma instancia SIM de PAR se e somente se I’ é uma
instancia SIM de BKP.

]

Cid C. de Souza



NP-completude 67

Provas de N'P-completude: 3SAT

> Definigcao: dada uma férmula booleana F' (na forma normal
conjuntiva) onde cada clausula contém exatamente 3 literais,
deseja-se saber se é possivel fazer uma atribuicao de valores as

variaveis de modo que F' se torne verdadeira.

> Teorema: 3SAT estd em NP-completo.
1. 3SAT estd em N'P. (Exercicio !)
2. SAT XKpoli 3SAT.
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Provas de N'P-completude: 3SAT (cont.)

¢ Transformando uma instancia F' de SAT em uma instancia F3

de 3SAT:

Suponha que F' = C7.C5s. . ... C,,. Considere uma clausula C =
(x1 4+ 22+ ...+ xx) de F' com k literais.

e se k= 3, coloque C' em F3y.

e se k = 2, coloque a clausula
C'= (1 +x2+2).(x1 + 22+ 2)

em F3, criando assim mais uma variavel. E claro que uma
atribuicao de valores as variaveis ira satisfazer C se e somente

se ela satisfizer também a C'.
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Provas de N'P-completude: 3SAT (cont.)

e se k = 1, coloque a clausula
C'=(x1+y+2).(z14+7+2).(r1+y+2).(z1 +7+2)

em F3, criando assim mais duas variaveis. Pode-se mostrar que
uma atribuicao de valores as varidveis ird satisfazer C se e so-

mente se ela satisfizer também a C’.
e se k> 4, coloque a clausula:
C' = (5131 —|—562+y1>.($3—|—g1—|—y2>.($4+§2—|—y3>....
... .(ZCk;_Q + Yp_q T yk;—?,)-(wk—l + T + yk—S)

em F3, criando assim k — 3 novas variaveis.

Lema:| C é SAT se e somente se C' é SAT.
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Provas de N'P-completude: 3SAT (cont.)

Prova do Lema:

(=): existe um ¢ para o qual z; = 1. Se fizermos y; = 1 para
todoj =1,...,1 —2ey; =0 paratodoj=1—1,...,k— 3,
teremos uma atribuicao para a qual C’ é SAT.

(«<): se C" é SAT, existe uma atribuicao onde pelo menos um
x; vale 1. Caso contrario, C’ seria equivalente a

C' = (y1).(J; +v2)-(Uy + y3). . ... (Yk—a + Y£—3)-(Y—3)

que obviamente nao é SAT. [

e Portanto, se F' tem m cldusulas e n variaveis, F3 terd O(nm)

clausulas e variaveis.

e Por construcao, F' é SAT se e somente se F3 é SAT. []
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Outros problemas em N P-completo

> Caminho Hamiltoniano em Grafos Nao-Orientados:

Definicao: Um caminho hamiltoniano em um grafo nao orientado

(G é um caminho que passa uma unica vez por todos vértices de

G.

Instancia: Um grafo nao orientado G = (V, F).

Questao: G tem um caminho hamiltoniano 7
> Ciclo Hamiltoniano em Grafos Nao-Orientados:

Definicao: Um ciclo hamiltoniano em um grafo nao orientado G

é um ciclo que passa uma unica vez por todos vértices de G.

Instancia: Um grafo nao orientado G = (V, F).

Questao: G tem um ciclo hamiltoniano 7
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Outros problemas em NP-completo (cont.)

> Caixeiro Viajante: (TSP)

Definicao: Um tour em um conjunto de cidades é uma viagem

que comeca e termina em uma mesma cidade e que passa por

todas demais cidades do conjunto exatamente uma vez.

Instancia: V um conjunto de cidades, distancias d;; € Z, entre
todos os pares de cidades em V' e um inteiro positivo D.
Questao: Existe um tour das cidades em V' cuja distancia total

é menor do que D 7
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Mais provas de N'P-completude:

> Seqiienciamento com janelas de tempo (SJT): dado um
conjunto 1" de n tarefas e, para cada t € T', um prazo de inicio
r(t), uma duracao £(t) e um prazo de conclusao d(t), sendo r(t),
d(t) e £(t) inteiros nao-negativos, deseja-se saber se existe um

sequenciamento vidvel para as tarefas em 71

> Definicao: um sequenciamento vidvel é um mapeamento o :
T — Z% tal que o(t) > r(t) e o(t) + £(t) < d(t) para todo t € T
e, para todo par (¢,t") de T', o(t) +£4(t) < o(t') ouo(t')+L4(t") <
o(t).

> Exercicio: Mostre que SJT € N'P-completo.
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Mais provas de N'P-completude: 3COL

> Definicao: Uma coloracao de um grafo é uma atribuicao de
cores aos seus vértices tal que dois vértices adjacentes tenham

cores distintas.

> Um grafo ¢ k£ coloravel se é possivel colori-lo com k cores.

> Problema da 3-coloracao (3COL): dado um grafo G = (V, F),
deseja-se saber se GG pode ser colorido com 3 cores.

> Teorema: 3COL € N'P-completo.
1. 3COL estéd em NP.
2. 3SAT opon 3COL
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Mais provas de N'P-completude: 3COL (cont.)

e Estrutura central: e Estrutura da clausula:

C' = (1 + a2 + x3).
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Indo além de N'P: NP-dificil = N'P-completo ?

> Problema dos K subconjuntos mais pesados (KSMP):
dados um conjunto C' = {cy, ..., c,} de nimeros inteiros, um in-

teiro K e um inteiro L, existem subconjuntos distintos S1,..., Sk
de C' tal que Zciesj ¢; > Lparatodoj=1,...,K 7

> KSMP estéd em NP ?

> Teorema: KSMP € N'P-dificil.
e PAR oo KSMP.

e Reducao composta.

Cid C. de Souza



NP-completude 78

Indo além de NP: A classe co-NP

> Complemento de um problema A: é o problema A cujas instancias

SIM sao exatamente as instancias NAO de A e vice-versa. Exemplo:
CiH: Dado um grafo GG, G é hamiltoniano 7
CiH: Dado um grafo GG, G é nao-hamiltoniano ?
> Nao estd claro que CiH esteja em NP.
(O que seria um certificado conciso para este problema ¢)
> Outro exemplo:

AGM: Dado um grafo G = (V, E), com pesos inteiros w, para

todo e € F, existe uma arvore geradora em G com peso < W 7

AGM: Dado um grafo G = (V, E), com pesos inteiros w. para

todo e € F, toda arvore geradora em GG tem peso > W + 1 7
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Indo além de N'P: A classe co-NP(cont.)

> Teorema: Se A € P entdao A € P.

> Definicao: co-NPé a classe de todos os problemas que sao com-

plementares de problemas que estao em NP.
> Questao fundamental: coNP = NP ?

> E mais provavel que co-NP £ NP ...
Novamente, os problemas de NP-completo parecem ser a chave

da questao !
> Teorema: Se X € NP-coe X € NP entdao co-NP = NP.

> Como esta teoria pode ser usada para sugerir a existéncia ou nao

de um algoritmo eficiente para um problema 7
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Indo além de N'P: Complexidade de espaco

> Definigao: um problema tem complexidade de espago f(n) se

existir um algoritmo que, para toda instancia de tamanho n, use

O(f(n)) espaco (memdria) para resolvé-lo.

> Definicao: PSPACE é a classe dos problemas que admitem algorit-

mos deterministicos que usam espaco polinomial no tamanho da

entrada.

> Fatos:
o PcPSPACE.
o NP e PSPACE.
e co-NP € PSPACE.
> Definicao: NPSPACE é a classe dos problemas que admitem algo-

ritmos nao-deterministicos que usam espaco polinomial no ta-

manho da entrada.

Cid C. de Souza



NP-completude 81

Indo além de N'P: Complexidade de espago (cont.)

> Questao fundamental: PSPACE = NPSPACE 7
> B claro que PSPACE C NPSPACE.

> Observacao: nao-determinismo representa vantagem quando se
trata de complexidade de tempo pois o tempo nao pode ser re-
cuperado. Ja a memoria pode ser reaproveitada ...

Teorema de Savitch: Para toda funcao f : N — N

onde f(n) > logn, NSPACE(f(n)) C SPACE(f(n)?).

> Conseqiiéncia: PSPACE = NPSPACE !
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Indo além de N'P: Indecidibilidade
O problema da Parada

> Suponha que vocé concebeu uma subrotina A muito especial que
realiza a seguinte tarefa. Dado um programa P implementado
por uma codificacao < P > e uma entrada x, H retorna SIM se
< P > para com a entrada z e retorna NAO caso contrario.

Observacao: seria maravilhoso ter esta subrotina pois voce sa-
beria quando os seus programas do LABs entrariam em um laco
infinito. :)

> Usando H, posso escrever o programa [ representado a seguir
cujo objetivo € decidir se um programa P para quando a sua

propria codificacao for passada na entrada.
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Indo além de N'P: Indecidibilidade
O problema da Parada (cont.)

Programa D(< P >);
a: Se H(< P >,< P >) = SIM entao repita a;

se nao PARE.

> O que acontece se passarmos D como entrada para ele mesmo 7

Analisando:

/

para, se H(< D >,< D >) retornar NAQ,

ou seja, se D ... nao parar !
D(< D >) J
nao para, se H(< D >,< D >) retornar SIM,

ou seja, se D ... parar !

\
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Tratamento de problemas NP-dificeis: backtracking.

> Casos de aplicacao:

e Problemas cujas solucoes podem ser representadas por tuplas
(vetores) de tamanho fixo ou varidvel da forma (xq,...,x,).

e Solucionar o problema equivale a encontrar uma tupla que
otimiza uma func¢ao critério P(x1,...,x,) ou encontrar to-

das as tuplas que satisfacam P(z1,...,x,).

> Restricoes:

e Faxplicitas: especificam os dominios (finitos) das variaveis na

tupla.

o [Implicitas: relacoes entre as variaveis da tupla que especifi-

cam quais delas respondem ao problema.
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Backtracking: conceitos basicos

> Espaco de solucoes: conjunto de todas as tuplas satistazendo

as restricoes explicitas.

> Estados do problema: conjunto de todas as subseqiiéncias das

tuplas do espaco de solucoes.

> Algoritmo Forca Bruta: enumera todas tuplas do espaco de
solucoes e verifica quais delas satisfazem as restricoes implicitas.
> Algoritmo Backtracking:

e busca sistematica no espaco de estados do problema que é
organizado segundo uma estrutura de drvore, denominada

arvore de espaco de estados.

e uso de funcoes limitantes para restringir a busca na arvore.
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Backtracking: conceitos basicos (cont.)

> Métodos de exploracao do espago de estados (EE):

e nos atiwos: aqueles que ainda tém filhos a serem gerados.

e nos amadurecidos: aqueles em que todos os filhos ja foram

gerados ou nao devam ser mais expandidos de acordo com a

funcao limitante.

e no corrente: aquele que esta sendo explorado.

> Backtracking: busca no EE é feita em profundidade.

> Branch-and-Bound: durante a busca no EE a geracao de todos
os filhos do né corrente assim como o calculo da funcao limitante

em cada um deles é feita de uma vez sé (e.g., busca em largura).
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Backtracking: o algoritmo (recursivo)

BACK(k);

fim.

(* Entrada: x1,x2,...,Tr—1 (ja escolhidos). *)

(* Saida: todas as solugoOes serao impressas. *)

(* Obtém o dominio de xj e o seu tamanho. *)
(T, ¢) < Dominio(x1,x2,...,Tr—1);

Para i = 1 até ¢ faga (* testa todos valores do dominio *)

xr — T[i];
Se (z1,...,xr) satisfaz as restrigoes implicitas entao
IMPRIMA(x1,...,x); (* solucao encontrada *)

(* Verifica se busca deve prosseguir nesta subéarvore *)
Se Bi(x1,...,xr) é verdadeiro entao BACK(k + 1);

fim-para.
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Backtracking: problema da soma de subconjuntos (SOS)

> SOS: dado um conjunto S = {wy,...,w,} de n valores inteiros
positivos e um valor inteiro positivo W, existe U C {1,...,n}
tal que > , .y w; =W 7

> Exemplo: Sen =4, S = {11,13,24,7} e W = 31 tem-se U =
{1,2,4} e U = {3,4}.

> SOS é N'P-completo. (PAR opo1i SOS)

> Representacao das solucoes:
1. tupla de tamanho variavel: como no exemplo acima.

2. tupla de tamanho fixo n: x; = 1sei1 € U e z; = 0 caso

contrario.
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Backtracking: problema SOS (cont.)

> Funcoes Limitantes:
1. Bk(xl, e ,ZEk) — true < Zle wW;T; + Z?:k:—l—l w; > W.
2. Suponha que 0 < w1 < wy < ... < w,. Entao (x1,...,xx)

_ . k
nao pode levar a uma nova solucao se » ., w;T;+wr41 > W.
Logo, uma outra funcao limitante seria:

B (x1,...,2;) =true <  Bg(xi,...,Tr) = true e

k
D i Wik + Wiy < WL

> O algoritmo:
o Tuplas de tamanho n (fixo) onde todo x; estd em {0,1}.

o Hipéteses: 0 < wy <ws < ...<w, <Wed jw >W.

k—1 n ~
o Os valores s = ) /" Jwyz; er = ) ., w; sao passados

como parametro da k-ésima chamada recursiva.
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Backtracking: problema SOS (cont.)

S0S(s, k,r); (* Dominio de zj, serd sempre {0,1}. *)
xrp — 1; (* Casoxp =1. %)
Se (s +wr = W) entao

IMPRIMA (z1,...,%k,0,...,0) (* nao precisa de recursao *)
se nao

Se (s +wp + wrr1 < W) entao SO0S(s + wg, k+ 1,7 — wy);
fim-se

x «— 0; (* Caso zp, =0. ™)
Se (s+r—wp >W) e (s+ w1 <W) entao
S0S(s,k + 1,7 — wy);

fim-se
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Backtracking: problema SOS (cont.)

> Exemplo: n =6, W =30, S ={5,10,12,13,15, 18}.
> Espaco de estados completo: 2671 —1 = 127.

> Parte da arvore de espaco de estados gerada por S0S(0,1,73)

(préxima transparéncia ...)

> Legenda:
- triplas (s, k,7);

- (O sao os nos-resposta.
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Backtracking: problema SOS (cont.)

L T T 20 x2=1 x2-0
[ s3] 10358 ]

x3=0 x3=1 x3=0 x3=1 x3=0
[ 15446 | [ 17446 | | 5446 | | 10446 | | 12446 | [ 0446 |
x4=0 x4=1 x4=0 x4=0 x4=0 x4=1 x4=0
’ g | 5533 | | 10533 || 12533 || 13533 05,33
x5=1 x5:1/ \XSZO \(520
@ [ 12618 | [ 13618 |

x6=1
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Backtracking: p-coloracao de grafos (COR)

> COR: dado um grafo nao-orientado G com n vértices e repre-
sentado por sua matriz de adjacéncias A, encontrar todas as

coloracoes de G com p cores ou menos.

> Representacao das solugoes: tuplas de tamanho n (fixo) onde

x; € {0,1,...,p} representa a cor do vértice i.
> A cor zero significa que o vértice ainda nao esta colorido.
> O algoritmo inicializard a tupla com zeros.

> Funcao Limitante: recursao s6 ¢é interrompida se nao for possivel

alocar uma cor para o k-ésimo vértice.
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Backtracking: p-coloracao de grafos (COR)

Dominio(z1,...,Tk—1);
Para i = 1 até p faga podeli] = 1;
Para j =1 até k£ — 1 faca
Se (Alk,j]=1e x; #0) entao
pode[x;] < 0; (* nao pode ter cor igual a um vizinho *)
fim-para;
¢ — 0; (* Constréi o dominio *)
Para : = 1 até p faca
Se (pode[i] = 1) entao
C— 2041, T i

fim-se;

fim-para;
Retornar (7,7).
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Backtracking: p-coloracao de grafos (COR)

COR(k);
(T, ¢) « Dominio(z1, T2, ..., TE_1);
Para 1 = 1 até / faca

xg «— Til;

Se k = n entao (* todos vértices estao coloridos *)
IMPRIMA(Z1, ..., %)
se nao COR(k + 1);

fim-para.
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Backtracking: p-coloracao de grafos (COR)

> Exemplo: p = 3.
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Backtracking: p-coloracao de grafos (COR)

Exemplo de backtracking: arvore de espaco de estados

Cid C. de Souza



NP-completude

98

Tratamento de problemas N P-dificeis: branchébound

> Aplicado a problemas onde se quer otimizar uma funcao objetivo.

> Exploracao do espaco de estados: todos os filhos de um né da
arvore de espaco de estados sao gerados ao mesmo tempo.

> Estratégia do melhor limitante (best bound): préximo né a ser
explorado é indicado por uma funcao classificadora.

> Em cada né da arvore, a funcao classificadora estima o melhor
valor da funcao objetivo no subespaco das solucoes representadas

por aquele no.

> Os nés sao amadurecidos por: (1) inviabilidade (nao satisfazer

as restrigoes implicitas); (2) limitante (funcao classificadora in-

dica que 6timo nao pode ser atingido naquela subarvore) ou (3)
otimalidade (6timo da subarvore ja foi encontrado).

Cid C. de Souza




NP-completude 99

Algoritmo genérico de Branchébound

B&B(k); (* considerando problema de maximizagao *)
Nés-ativos «— {né raiz}; melhor-solugao « {}; 2z« —o0;
Enquanto (Nés-ativos nao estd vazia) faga
Escolher um né k em Nés-ativos para ramificar;
Remover k de Nés-ativos;
Gerar os filhos de k: n1,...,n4 e computar os z,, correspondentes;
(* Zn, < —oo se restrigoes implicitas nao sao satisfeitas *)
Para j = 1 até g faca
se (Zn; < z) entao amadurecer o né n;;
se nao
Se (n; representa uma solugao completa) entao
Z «— Zpn,;; melhor-solugao <« {solugao de n;};
se nao adicionar n; a lista Nés—-ativos.
fim-se
fim-para

fim-enquanto

fim.
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Branchébound: mochila binaria (BKP)

> Dados n itens com pesos positivos wq, ..., w, e valores positivos
ci,...,Cpn, encontrar um subconjunto de itens de valor maximo
e cujo peso nao exceda a capacidade da mochila dada por um
valor positivo W.

> Funcao classificadora: como estimar o valor da funcao objetivo ?
> Relaracao: posso levar qualquer fracao de um item.

> Algoritmo para o problema relaxado quando os itens estao or-
denados de forma que -+ > -2 > .. > =»,

1 — W2 — n

> Por qué funciona ¢
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Branchébound: mochila binaria (BKP)

Calcula z(W,C,k); (* fungao classificadora para BKP *)

J—k+1;

W' — W;

C' — C;

Enquanto W' # 0 faga
z; «— min{ ij/ 1}
W' —W'—w,z;;
C'"—C" +cjzy;
J—J+1

enquanto

Retornar C’;

fim

Cid C. de Souza



NP-completude 102

Branchébound: mochila binaria (BKP)

> Exemplo:

max 8xq1 + 16xo + 20x3 + 1224 + 625 + 1026 + 427
3r1 + Txo+ 93+ 624+ 325+ dxg + 227 < 17
T € {O,l},’i =1,...,n.
> Parte explorada da arvore de espaco de estados (préxima trans-
paréncia).

> Legenda: (W', C,Zz,,) onde W' é a capacidade restante na mo-

chila, C é o custo da solugao parcial correspondente ao né e z,,,

é o valor do limitante obtido pela funcao classificadora no no.
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Branchébound: problema da mochila (cont.)

Cid C. de Souza

(7,24,392)

(17,0,393)

(14,8,392)

(2) (19 (14,8,38) (17,0, 38)

(1,36,36) (7) (0,38,38) (13  (14) (2, 34,34)

L1

L2

T3

T4

)

]

7

Ordem de geracao dos nés: 0,1,16,2,15,3,4,8,5,6,7,9,11,10,12,13, 14
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Branchébound: Flowshop Scheduling (FSP)

> Dados de entrada: conjunto de n tarefas J1,..., J, cada uma
delas composta de duas subtarefas sendo que a primeira deve ser
executada na maquina 1 e a segunda na maquina 2, somente apos
encerrada a execucao da primeira. O tempo de processamento
da tarefa J; na maquina ¢ ¢ dado por ¢;;.

> Definicao: o tempo de término da tarefa J; na maquina 7 €

dado por f;;.

> Pede-se: encontrar uma seqiiéncia de execucao das subtarefas
nas maquinas de modo que a soma dos tempos de término na
maquina 2 seja minima. Ou seja, a funcao objetivo é:

min f = Z fQj.
7=1
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Branchébound: FSP (cont.)

> Resultados conhecidos para o FSP:
e a versao de decisao de FSP é N'P-completo.

e Existe um escalonamento 6timo no qual a seqiiéncia de exe-
cucao das tarefas é a mesma nas duas maquinas (permutation
schedules) e no qual nao ha tempo ocioso desnecessdrio en-

tre as tarefas.

> Exemplo: n = 3.

tij Méaquina 1 Maquina 2
Tarefa 1 2 1
Tarefa 2 3 1
Tarefa 3 2 3
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Branchébound: (FSP) (cont.)

> Permutation Schedule 6timo: f = 18

1 1 3 3 2 2 2
1 3 3 3 2

Maquina 1

Maquina 2
> QOutro Permutation Schedule: f = 21

2 2 2 3 3 1 1
2 3 3 3 1

Maquina 1

Maquina 2
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Branchébound: FSP (cont.)

> Representacao da solucao: como existe uma solucao 6tima que
é um permutation schedule, o natural seria utilizar uma tupla
(1,...,x,) de tamanho fixo onde x; é o nimero da i-ésima

tarefa da permutacao.

> Suponha que num dado né da arvore as tarefas de um sub-
conjunto M de tamanho r tenham sido escalonadas. Seja tj,
k=1,...,n, o indice da k-ésima tarefa em qualquer escalona-

mento que possa ser representado por um né na subarvore cuja

raiz é o no corrente. O custo deste escalonamento sera:

f:Zf%—FZf%-

ieM igd M

Cid C. de Souza



NP-completude 108

Branchébound: FSP (cont.)

> Como o primeiro termo da soma ja estd definido, as seguintes
funcoes classificadoras poderiam estimar o valor do outro termo:

n

S1 = E , [fl,tr T (TL —k+ 1)t1,tk T tQ,tk]v
k=r4+1
na qual assume-se que cada tarefa comeca a ser executada na
maquina 2 imediatamente apds a sua conclusao na maquina 1, e

n

S = kgl[maxw,m fro, +minti) + (n =k + 1tz

na qual assume-se que cada tarefa comeca na maquina 2 imedi-
atamente depois que a tarefa precedente termina sua execucao

na maquina 2.
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Branchébound: FSP (cont.)

> A minimizacao de S; pode ser obtida ordenando-se as tarefas na

ordem crescente dos valores de t1 4, .

> A minimizacao de Sy pode ser obtida ordenando-se as tarefas na

ordem crescente dos valores de ?2 ¢, .

> Se S7 e Sy sao os minimos acima, tem-se um limitante inferior

facilmente calculado por:

f > Z fgi + max(gl, SAQ)

e M
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Branchébound: FSP (cont.)

> Exemplo (continuagao): os valores computados para estimar f

para os trés nos filhos da raiz seriam:

18 se a tarefa 1 for escalonada primeiro;

f =14 20 se a tarefa 2 for escalonada primeiro;

| 18 se a tarefa 3 for escalonada primeiro.

> Parte da arvore de espacos gerada: proxima transparéncia.
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Branchésbound: FSP (cont.)
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Tratamento de problemas N P-dificeis: Programacao Linear

> Um problema de Programacao Linear é expresso como:

. n
min =Y, ¢
Sujeito a ijl ai;x; < by, 1=1,...,m

zx; > 0, g=1,...,n
> Ou na forma matricial por:
min 2z =cx
Sujeitoa Axr < b
r € RI

onde A é uma matriz m X n e b e ¢ sao vetores de m e n posicoes
respectivamente.
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Programacao Linear: Exemplo

Um fabricante de ligas de aluminio deseja produzir 200 T de certa liga especial
a custo minimo, satisfazendo certas restricoes quanto a composicao da mesma.
Para tanto, ha disponivel no mercado alguns tipos de sucata, com precos e com-
posicoes conhecidas. As condigoes que devem ser obedecidas pela liga e os demais

dados estao resumidos na tabela a seguir. Equacionar o problema como um PL.

sucata — 1 2 3 Liga
composicao | min(T) | max(T)
FE 0.20 0.09 0.10 —- 30
MN 0.04 0.04 0.02 — 5)
MG 0.04 0.06 — —- 3
AL 0.70 0.75 0.80 — 150
SI 0.04 0.06 0.08 5 40
Custo (Us$ / T ) 130 180 210

Disponibilidade (T) 150 150 200
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Programacao Linear: Exemplo (cont.)

> Varidgveis: x; quantidade a ser adquirida da sucata 7 em toneladas.
Assim, se d; é a quantidade disponivel da sucata j no mercado entao,

r;j <djexj>0paraj=1,2,3.

> Se c; é o custo da tonelada da sucata j entao a funcao objetivo é
3
min g CiT;.
J=1

> Sendo M; e m; respectivamente as quantidades maxima e minima do
componente ¢ na liga, e a;; a fracao de ¢ na sucata j, as seguintes

restricoes devem ser atendidas:

3 3
Z aijri < M; e Z Qi T; = Mi, Vi € {FE,MN,MG,AL,SI}

j=1 j=1

> O total a ser produzido da liga é 120 T, ou seja, > 7, z; = 120.
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Programacao Linear (cont.)

> Hipodteses da PL:

e Proporcionalidade: a contribuicao de uma variavel na funcao

objetivo e numa restricao dobra se o valor da variavel dobrar.

o Aditividade: as contribuicoes individuais das variaveis se so-

mam na funcao objetivo e nas restricoes e sao independentes.

o Divisibilidade: as variaveis podem ser divididas em qualquer

fracao.

e Determinismo dos coeficientes: todos coeficientes dos vetores

¢ e b assim como os elementos da matriz A sao dados por

constantes conhecidas.
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Programacao Linear (cont.)

> Alguns truques algébricos:

min z <= max(—z)

ar <b<—=ar+s=5b,s>0

ar > b<—ar—s=05b,5s>0
ar < b
ar > b

ar = b <—

reER<«— =2 —2",2>0,2" >0.
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Programacao Linear: Resolucao grafica

X1+x2=4 min z= -x1-2x2+3

x1+x2=12

NS (8’4)

-2X1+x2=2

2x1+x2=20
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Programacao Linear: algoritmos

> Método Simplexr: complexidade exponencial mas muito efici-

ente na pratica !

> Método dos Elipsdides (Kachian, 1979): primeiro algoritmo poli-
nomial para PL. Pouca utilizado na pratica devido a dificuldades

de implementacao !

> Métodos de Pontos Interiores (Karmarkar, 1984): algoritmo po-

linomial e bastante eficiente na pratica !
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Programacao Linear Inteira (PLI)

> Programacao Linear Inteira (PLI):

Problema PLI Puro: Problema PLI Misto:
min z =cx min z =cxr + dy
Sujeitoa Axr < b Sujeitoa Ar+ By < b
r € 4% r € RI
y € 4

> Versao de decisdo: dada uma matriz inteira A : m x n, dois ve-
tores inteiros ¢ : 1 Xxn e b : m x 1 e um valor inteiro ¢, determinar

se existe x € Z" tal que Ax < b,z > 0e cx < q.
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Programacao Linear Inteira (PLI)

> Teorema: PLI € NP.

E possivel provar que se o sistema tem solucao entao existe uma
solucao (vetor) cujo valor de cada componente € limitado polino-

mialmente pelo tamanho entrada, ou seja, existe um certificado

sucinto para PLI.

> Teorema: PLI € N'P-dificil.

Basta provar que um problema de N'P-dificil se reduz polinomial-

mente a PLI. Mas isso € equivalente a formular o problema

usando programacao linear inteira !
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Programacao Linear Inteira: formulacoes

> Exemplo 1: SAT o011 PLI

clausulas e n = 3 variaveis.

Sujeitoa z+y+z > 1, TH+y+=z
y+z > 1, z+4+7=
y+y = 1, z2+7%

x):y?Z?f)y?zE {07 ]‘}

Cid C. de Souza

verdadeiras e terao valor zero caso contrario.

>

> Instancia do SAT: F = (x+y+2).(T+y+2).(y+2Z) comm =3

> Formulacao PLI: criar 6 variaveis binarias x,vy,z,Z,y € Z que

terao valor um se as literais correspondentes na férmula F' forem

min w ==z (* qualquer fungao linear serve ! *)
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Programacao Linear Inteira: formulagoes (cont.)

> Exemplo 2: CLIQUE oy PLI
> Instancia de CLIQUE: grafo G = (V, F) com |V| =ne |E| = m.

> Formulacao PLI: para cada vértice u € V cria-se uma variavel

binaria x, que vale um se e somente se o vértice u esta na clique.
> Funcao objetivo (CLIQUE de maior tamanho): max ), .y Zu.

> Restrigoes: para cada aresta (u, v) que nao estd em E pelo menos
um dos vértices nao pode estar na clique, ou seja, x, + x, < 1.

> Logo a formulacao se reduz a:
max z =), .y Tu
Sujeito a x, +x, < 1, V(u,v) € £
r, € {0,1} VYuelV.
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Programacao Linear Inteira: formulagoes (cont.)

> Exemplo 3 (cobertura de vértices): CV oo PLIL
> Instancia de CV: grafo G = (V, F) com n vértices e m arestas.

> Formulacgao PLI: para cada u € V cria-se uma varidvel binaria

X, que vale um se e somente se o vértice u esta na cobertura.
> Funcao objetivo (cobertura de menor tamanho): min ) i Zy.

> Restrigoes: para cada aresta (u,v) de E pelo menos um dos seus
vértices extremos esta na cobertura, ou seja, x, + x, > 1.

> Logo a formulacao se reduz a:
min  z =) .y Tu
Sujeito a x, +xz, > 1, V(u,v) € E
r, € {0,1} VYuelV.
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Programacgao Linear Inteira: formulagoes (cont.)

> Exemplo 4 (3 coloragao): 3COLOR o0 PLI
> Instancia de 3COLOR: grafo G = (V, FE) com |V| =ne |E| = m.
> Formulagao PLI (varidveis):

e uma variavel binaria x,j; para cada vértice u € V e cada cor
ke {1,2,3} tal que x,r = 1 se e somente se o vértice u foi
colorido com a cor k.

e uma variavel binaria y; para toda cor k € {1,2,3} cujo valor
serd um se e somente se algum vértice receber a cor k.

> Funcao objetivo (minimizar o niimero de cores usadas):

3
min E Yk -
k=1

Cid C. de Souza



NP-completude 125

Programacao Linear Inteira: formulagoes (cont.)

> Restrigoes (3COLOR):

e Todo vértice deve receber exatamente uma cor, ou seja,

3
Yz =1YueV.
k=1

e Se um vértice recebe uma cor k, esta cor tem que ser usada:
Tuk < Y, Vu € Vik=1,2,3.
e Uma cor s6 pode ser usada se algum vértice tiver aquela cor:

e < ) Tur k=1,2,3.
ueV

e Os vértices extremos de uma aresta nao podem ter a mesma
COr:  Tyk + Top < 1,V(u,v) € E.k=1,2,3.

Cid C. de Souza



NP-completude 126

Programacgao Linear Inteira: formulagoes (cont.)

> Exemplo 5 (Scheduling com janela de tempo): SJT o<y PLI

> Instancia de SJT: um conjunto 1' de n tarefas e, para cadat € T,
um prazo de inicio r;, uma duracao ¢; e um prazo de conclusao
d¢, sendo 74, d; e ¢ inteiros nao-negativos. Decidir se existe um

sequenciamento vidvel das tarefas de T' em uma maquina.

> Variaveis naturais: para todo t € T o instante de inicio de
execucao da tarefa é dado por o;.

> Funcao objetivo: qualquer funcao linear serve, e.g., mino;.

> Restricoes envolvendo um unica tarefa:

o > 1y, VteT (inicio da tarefa)
or+ 0 < dy,, VteT (fim da tarefa)
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Programacao Linear Inteira: JST (cont.)

> Variaveis bindarias: para poder representar corretamente a relacao
entre os tempos de inicio de duas tarefas t e t’ em T' é necessario
que se saiba qual delas ira ser executada antes.

1,se t antecede t’ ,
Y = , para todo par {t,t'} € T.
0, caso contrario

> Restricoes envolvendo pares de tarefas:

Y +yve = 1, v{t,t'} €T
ot + 4 < ov+ (1 —yw)M, V{L,t'} €T
o+l < o+ Yy M, vit,t'} €T

onde M ¢é um valor suficientemente grande. Por exemplo, M
poderia ser max;cr{d;} — mingep{r:}.
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Programacao Linear Inteira: formulagoes (cont.)

> Exemplo 5 (Problema de Transporte): uma grande empresa de
consultoria possui m escritérios e n clientes espalhados em todo
Brasil. No escritorio ¢ estao baseados a; consultores e cada cli-
ente j, para j = 1,...,n, contratou b; consultores. O custo de

deslocar um consultor do escritorio ¢ para o cliente j € c;;.

Equacionar este problema como um PLI.

> Varidveis: para todo par (escritorio ¢, cliente j), define-se a

variavel inteira x;; que representa o namero de consultores que

serao deslocados do escritério ¢ para o cliente j.
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Programacgao Linear Inteira: formulagoes (cont.)

> A formulacao do problema como um PLI é dada por:

m mn
min z:g E CijTij

i=1 j=1

n
Sujeito a inj < a;, 1=1,...,m

J=1
m
E Lig — bj, jZl,...,TL
1=1
ri; € 4%, 1=1,...,m e

> QObservacao: este problema pode ser resolvido em tempo polino-

mial !

Cid C. de Souza



NP-completude 130

Programacgao Linear Inteira: formulagoes (cont.)

> Exemplo 6 (Problema de Localizacao de Facilidades Nao Capaci-
tado (UFL)): Dado um conjunto N = {1,...,n} de locais potenciais
para instalagdo de depdsitos e um conjunto M = {1,...,m} de clien-
tes, suponha que f; seja o custo de instalar o depdsito em j e que c¢;;
seja o custo de transportar toda demanda de mercadorias do depdsito
7 para o cliente ¢. Decidir quais depésitos instalar e que fracao da

demanda de cada cliente deve ser atendida por cada depodsito.

> Variaveis:

1, se for instalado um depédsito em j
Y; =

0, caso contrario
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Programacgao Linear Inteira: formulagoes (cont.)

> Variaveis (cont.):

z;; € 0,1] : fragao da demanda do cliente ¢ atendida

pelo depdsito j.
> Restricoes:

e satisfacao da demanda: Z:U,L-j =1,V e M.

JEN
e uso do deposito j: ZZCU’ <my;,VjeN.
icM
> Funcao objetivo: min z = Z Zcijxij -+ ijyj.
i€M jEN JEN
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Programacgao Linear Inteira: formulagoes (cont.)

> Exemplo 7 (Problema do planejamento da producao capacitado
(CLS)): decidir as quantidades a produzir de um certo produto
em um horizonte de planejamento de n periodos de tempo. Os
dados de entrada sao:

fi: custo fixo de producao no periodo ¢;

p¢: custo unitario de producao no periodo t;
h;: custo unitario de estocagem no periodo ;
d;: demanda no periodo t;

C}: a capacidade de producao no periodo ¢;

S0, Sn: 0s estoques inicial e final do produto.
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Programacgao Linear Inteira: formulagoes (cont.)

> Um modelo grafico:

producao

N
estoque e estoque {3 é é é

demanda

> Variaveis:
x+: quantidade produzida no periodo t;
s¢: estoque no periodo ¢;

1, se for decidido produzir no periodo t;
Yt -

0, caso contrario.
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Programacgao Linear Inteira: formulagoes (cont.)

> Formulacao:
min

Sujeito a

Cid C. de Souza

2= 1 (pewe + hese + frye)

St_1+x; = di+s;, parat=1,...,n (1)
;. <  Chyy, parat=1,....,.n (2)

st > 0,xy > 0,parat=1,...,n,

y, € {0,1}, parat=1,...,n.

onde (1) representa a conservacao de fluxo no periodo t e (2)

restringe a producao no periodo t a C; ou a zero dependendo se

a decisao foi de produzir ou nao naquele periodo.
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Prog. Linear Inteira: branchébound

> Funcao classificadora: usar a relaxacao linear, ou seja, resolver

o problema como se todas as variaveis fossem reais.
> Explorar o né6 com melhor limitante (best bound).
> No caso de variaveis binarias, substituir x € {0,1} por 0 < x < 1.

> Diwisao do espaco de solucoes: mais comum € usar a regra da
variavel “mais fracionaria”, onde dada a solucao 6tima z* da
relaxacao linear, encontra-se a variavel x cujo maximo das di-
ferencas (x — |z*|) e ([z*| — z) seja 0 mais préximo de 0.5 e
cria-se dois PLIs a partir do PLI corrente acrescentando em um

deles a restricao x < [2*| e no outro a restricao x > [z*].
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Prog. Linear Inteira: branchébound(exemplo)

L2

2x1 + 6x5 < 15

PLO:
max 2x1 + 3x2
2x1 + 6x9 < 15
2x1 — 2x9 < 3
z1 2 0,z2 20
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Prog. Linear Inteira: branchébound(exemplo)

A
x2 ~
221 + 629 < 15

2x1 — 2x9 < 3

-
Ll

4? ®
0 1 xq

PL1 = PLO+ {z2 < 1}, (21 = 8)
PL2 = PLO + {z2 > 2}, (22 =9)
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Prog. Linear Inteira: branchébound(exemplo)

A /
x2 ~
221 + 629 < 15
\Nﬁ) ~
@

2

2x1 — 2x9 < 3

4? @ -
0 1 T1

PL3 = PL2+ {z1 <1}, (23 = 8.5)
PL4 = PL2+ {x1 > 2}, (invidvel)
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Prog. Linear Inteira: branchébound(exemplo)

x2 : N /
221 + 629 < 15

2

2x1 — 2x9 < 3

4? @ -
0 1 T1

PL5 = PL3 + {z2 < 2}, (25 = 8)
PL6 = PL3 + {x2 > 3}, (inviavel)

Cid C. de Souza



NP-completude 140

Prog. Linear Inteira: branchébound(exemplo)

PLO
] =3
xog = 3/2
z = 10.5
o <1 YQ > 2
PL1 PL2
x1 = 5/2 x1 =3/2
o =1 Ty = 2
z =8 z =9
z1 <1 r1 > 2
PL3 PL4
vy =1 )
xog = 13/6 INVIAVEL
z = 8.5
ry < 2 g = 3
PL5 PL6
zy =1 )
mg = 2 INVIAVEL
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Tratamento de problemas NP-dificeis: Heuristicas

> Heuristicas sao algoritmos que geram solucoes viaveis para quais
nao se pode dar garantias de qualidade. Ou seja, nao se sabe o

quao distante a solugao gerada estd de uma solugao 6tima (5% 7,
10% 7, 50% 7, 100% 7, ...).

> Tipos de heuristicas:

e construtivas: normalmente adotam estratégias gulosas para
construir as solucoes. Tipicamente sao aplicadas a problemas

onde ¢ facil obter uma solucao viavel.

e de busca local: partem de uma solucao inicial e, através de

transformacoes bem definidas, visitam outras solucoes até

atingir um critério de parada pré-definido.
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Heuristicas Construtivas (TSP)

> Exemplo 1: TSP em um grafo nao orientado completo.

Vizinho-Mais-Préximo(n,d)  (* d: matriz de distancias *)
Para i = 1 até n faga visitado[i] < Falso ;
visitado[1] « Verdadeiro;
ciclo « {}, comp <+ 0 e k « 1;
Para: =1 até n — 1 faca
j* «— argmin{d|k, j] : visitado[j] = Falso};
visitado[j*| < Verdadeiro ;
ciclo < cicloU {(k,j*)}; = comp « comp + d[k, j*];
k—Jj%;
fim-para
ciclo « cicloU{(k,1)};  comp « comp + d[k, 1];
Retorne comp.

> Complexidade: O(n?)
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Heuristicas Construtivas (TSP)

> Exemplo 2: heuristica para o TSP = algoritmo de Kruskal para AGM.

TSP-Guloso(n,d)  (* d: matriz de distancias *)
L « lista das arestas ordenadas crecentemente pelo valor de d;
Para i = 1 até n faga grauli] < 0; componente[i] =i fim-para
k «— O; ciclo «— {}; comp «— O;
Enquanto k # n faca
(u,v) <« Remove-primeiro(L);
Se (graulu] <1 e grau[v] < 1 e componente(u) # componente(v))
ou (graulu| = graulv] =1 e k=n — 1) entao
ciclo « ciclo U {(u,v)}; comp <« comp + d[u, v|;
Unir-componentes(u, v);
graufu] ++;  graufv] ++; k4 +;
fim-se
fim-enquanto
Retorne comp.

> Complexidade: O(n?logn) (usar compressdo de caminhos para unido de

conjuntos disjuntos).
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Heuristicas Construtivas (TSP)

Aplicacao das heuristicas para o TSP: Vizinho—-Mais-Préximo
9 2 8 12 11 7 |[|"™
9 — 7 19 10 32 Q@
g 2 7 — 29 18 6 2 O—20
8 19 29 — 24 , .
(W——CG—
12 10 18 24 — 19 2 00
| 11 32 6 3 19 — 4 @2@6@3@
5 @ 2 @ 6@ 3 @ 19 @
6 1 2 @ 6@ 3 @ 19 \2/ 10 5
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TSP-GULQOSO

Cid C. de Souza

Heuristicas Construtivas (TSP)

Iteracao

9,10, 11,12

13

@@

Aresta (2,3) rejeitada (grau de 3)

ONC

Aresta (1,4) rejeitada (subciclo)

@3/\6/\2

(2

> (2

3 —~ 6 —~ 2
(O—(o—

N

10@

Rejeitaas arestas (1,6), (1,5), (3,5), (2,4) e (5,6) (subciclos)

10

3 ~ 6 ~ 2

> (2)
(2)

5
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Cid C. de Souza

Heuristicas Construtivas (Mochila)

> Exemplo 2: Problema da Mochila.

Mochila-guloso(c, w, W)
Ordenar itens segundo a razao —-;

K

(* assuma que —L > =2 > > fn X
w1, — w9 — — wnp
W—W; S—{}
Para i1 = 1 até n faca
Se w; < W entao

W — W — Wy,
S — Su{i};
fim-se
fim-para
Retorne S.

> Complexidade: O(nlogn).
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Heuristicas Construtivas (Mochila)

> Aplicacao da heuristica Mochila-guloso.

8xr1 + 16xs + 20x3 + 1224 + 625 + 1026 + 4227

maximize
Sujeito a  3x1 + Tx2 + 9x3+ 624 + 35 + dxe + 2207 < 17,
r € B,
~ . 8 16 20 12 6 10 4
Observagdo: 3> 2 > 5 > &= >35> % >3

> Solugao gulosa: S = {1,2,4}, custo = 36.

> Solucao 6tima: S = {1,2,6,7}, custo = 38.
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Heuristicas Construtivas

> Solucoes gulosas podem ser arbitrariamente ruins !

> Mochila-guloso é arbitrariamente ruim.

> Instancia: W =mn, ¢; = 3/n, w; =2/ne, paratodoi=2,...,n,
ci=n—(1/n)ew;, =n—(1/n).
Observagao: - > =2 = ... = -,
1 w2 Wn

> Solugao gulosa: S = {1}, custo = 3/n.

> Solugao 6tima: S = {2}, custo =n — (1/n).
3/n) _ _

> lim,, oo —/m = V-

Ou seja, aumentando o valor de n nesta instancia, a solucao

gulosa pode se afastar tanto quanto eu quiser da solucao 6tima !
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Heuristicas Construtivas

> Vizinho-Mais-Préximo para o TSP é arbitrariamente ruim.

> Instancia: matriz simétrica de distancias d onde, para ¢ < j, tem-se:

( : :
n?, set=n—1ej=n,

dli,jl=141 1, sej=1+1,

| 2, caso contrario.
> Solucdo gulosa: ciclo = {1,2,...,n —1,n} e comp = n? + n.
> Solugao 6tima: ciclo = {1,2,...,n—3,n,n—2,n—1} e comp = n+ 3.
: +3 _
> limy, oo 7?2—+n = 0.

Novamente, aumentando o valor de n nesta instancia, a solucao gulosa

pode se afastar tanto quanto eu quiser da solucao 6tima !
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Heuristicas de Busca Local

> Como nos algoritmos de branchébound e backtracking, as solucoes

sao representadas por tuplas.

> Sendo F o conjunto de todas as possiveis tuplas e t € F, a vizi-
nhanc¢a da solugao t, N(t), é o subconjunto de tuplas de F que
podem ser obtidas ao se realizar um conjunto de transformacoes
pré-determinadas sobre t.

> Complexidade da vizinhanca: nimero de tuplas na vizinhanca.

> Exemplo 1:
A tupla é um vetor binario de tamanho n.

Ni(t): conjunto de todas as tuplas obtidas de ¢ “flipando” uma

de suas componentes.

Complexidade: O(n).
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Heuristicas de Busca Local

> Exemplo 2:
A tupla é um vetor representando uma permutacao de {1,...,n}.

N(t): conjunto de todas as tuplas obtidas trocando-se as posigoes

de dois elementos da permutacao.
Complexidade: ©(n?).
> Algoritmo de busca local (problema de minimizacao):
e Encontrar uma solucao inicial ¢.
e Encontrar ' em N(¢) com menor custo.

e Se o custo det’ é menor que o custo de ¢, fazer t’ < t e repetir

0 passo anterior. Se nao, retorne t e pare.
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Heuristicas de Busca Local (TSP)

> Heuristica da 2-troca para o TSP (Lin e Kernigham).
> Ciclo representado por uma permutacao dos n vértices.

> Vizinhanca: substituir pares de arestas.

X

> Complexidade: O(n?).
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Heuristicas de Busca Local (TSP)

custo = 52 custo=46

custo = 54

> Tuplas: vetor de permutacoes de 1 até n.
> Vizinhanca: inverte seqiiéncia entre posigoes i € 7 (mod n).

> No exemplo:

(1,3,6,4,5,2,1) = (1,3,6,4,2,5,1) = (1,4,6,3,2,5,1)
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Heuristicas de Busca Local (Particao de Grafos)

> Entrada: grafo nao orientado G = (V, E), com |V | = 2n, e custos

c¢;; para toda aresta (i,j) € E.

> Saida: um subconjunto V' C V', com |V’| = n e que minimize o
valor de ) .\, > J & V'cij.

> Solucao representada por um vetor a de 2n com os valores de 1
até 2n. Nas n primeiras posi¢oes estao os vértices de V'’ e nas n

seguintes os vértices de V.

> Vizinhanca: todas as trocas possiveis de pares de vértices (alt], a|j]),
ondel <i<ne(n+1)<j<2n.

> Complexidade: ©(n?).
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Heuristicas de Busca Local (Partigao de Grafos)
> Exemplo: grafo completo com 6 vértices (Kg).
-9 8 12 11 ]
9 - 19 10 32
2 7 — 29 18 Solucao inicial:
C =
8 19 29 — 24 a={1,4,6,2,3,5}.
12 10 18 24 — 19
11 32 6 3 19 —
e vizinhos (1,2) (1,3) (1,5) (4,2) (4,3) (4,5) (6,2) (6,3) (6,5)
ganho —29 —-12 -7 —66 —15 —40 —22 —43  —32
e Nova solugao: a = {1,2,6,4,3,5}.
e vizinhos (1,4) (1,3) (1,5) (2,4) (2,3) (2,5) (6,4) (6,3) (6,5)
ganho 37 34 23 66 51 26 44 59 54

e Otimo Local !
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Heuristicas de Busca Local

> Pode ser vantajoso que a busca local passe por solugoes inviaveis !

> Nesses casos a funcao objetivo é composta de duas parcelas:

9(.) = f() + ahl(.),

onde f é funcao original, A é uma funcao que mede quao inviavel
é a solucao e a ¢ um fator de penalizacao.

> Exemplo: no problema da particao de grafos, considere a vizi-

nhanca onde s6 um vértice muda de V'’ para V'’ ou vice-versa.

> Penalizar as solucoes inviaveis usando o > 0 grande e definindo:
h(V', V) = [V = [V7]|%.

> Se acabar em uma solucao inviavel, aplicar um algoritmo guloso
que rapidamente restaura a viabilidade.
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Heuristicas de Busca Local

> Busca local retorna solucao que é 6timo local.

A

oOo-d4wnwcCcon

X0
X1

X2
X3

SOLUCOES

> Escapando de 6timos locais: mover para melhor vizinho mesmo

se o custo for pior.

> Metaeuristicas: Busca Tabu, Simulated Annealing, Algoritmos

genéticos,etc.
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Heuristicas de Busca Local (Busca Tabu)

> Inserir na busca local uma lista de movimentos tabu que im-

pedem, por algumas iteracoes, que um determinado movimento
seja realizado.

Objetivo: evitar que uma solucao seja revisitada.

Exemplo: no caso da equiparticao de grafos, pode-se impedir que

a troca de dois vértices por t iteracoes.

> Repetir a busca local basica por « iteracoes ou se nenhuma me-

lhora foi obtida nas ultimas (3 iteracoes.

> Os parametros a e 8 sao fixados a priori.

> Parametros a ajustar: tamanho da lista tabu ¢, a e .
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Heuristicas de Busca Local (Simulated Annealing)

> Baseado na equivaléncia entre o processo fisico de formacao de cristais

e a otimizacao de um problema combinatdrio 11.

Solucao de 11 = Estado da matéria

Custo da Solucao = Energia do Estado

Observacgao: cristal é um estado fisico de energia minima !

> Obtencao de cristais (Fisica): colocar matéria em alta temperatura
e resfrid-la lentamente. No inicio, com temperatura alta, a matéria
pode mudar para estados de mais alta ou mais baixa energia. O

processo é cadtico !

No final, com temperatura baixa, praticamente sé é possivel passar
de um estado para outro que tenha energia menor. Esse processo se

encerra quando o sistema esta “congelado”, ou seja, foi atingido um

estado de minimo local de energia.
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Heuristicas de Busca Local (Simulated Annealing)

> Para simular esse processo, o algoritmo de busca local passa de uma
solucao para outra na sua vizinhanca com uma probabilidade que é
maior para as solucoes de menor custo e que, apés um numero elevado
de iteracoes, tende a zero para as solucoes que provoquem aumento

de custo.

> O comportamento do algoritmo assemelha-se aquele de uma busca

aleatéria no inicio e aquele de uma busca local deterministica no final.

> Parametros a serem ajustados: A temperatura inicial do processo
(Tv); a taxa de resfriamento (a € (0, 1)), o nimero maximo de iteracoes

(L) e a medida de “congelamento” (ntmero de iteragoes sem melho-

ria).

Cid C. de Souza



NP-completude

161

Heuristicas de Busca Local (Simulated Annealing)

Simulated-Annealing  (* problema de minimizacao *)
T «— To; S* «— S, custo® « custo(S);
S <« Gera-Solucao-Inicial; congelado < Falso;

Enquanto NOT(congelado) faga
Para: =1 até L faga
S’ « Escolha-Vizinho-Aleatorio(S);
0 < custo(S’) — custo(S);
Se 6 <0 entao S «— S’
se nao
Fazer S «— S’ com probabilidade e (8/T).
Se custo(S) < custo(S*) entao
S* «— S e custo(S*) « custo(S);
fim-se
fim-para
T «— oT; congelado «— (7" < TEMPERATURA-MINIMA);
fim-enquanto

Retornar S*.
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Tratamento de problemas NP-dificeis: Aproximacoes

> Algoritmos aproximados encontram uma solucao com garantia

de qualidade em tempo polinomial.

> Nomenclatura:

P problema N P-dificil
H algoritmo aproximado
I instancia de P

2*(I) | valor 6timo da instancia [

2 (I) | valor da solucdo obtida por H para a instancia I

> Aproximacao absoluta: para algum k € Z. tem-se que

|2*(I) — 2" (I)| < k, para todo I.
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Aproximacao Absoluta

> Exemplo 1: alocacao de arquivos em discos (MFA).

Dados n arquivos de tamanhos {¢1,...,¢,} e dois discos de capaci-
dade L, qual o maior numero de arquivos que podem ser armazenados

nos discos 7
> Teorema: MFA € N'P-completo. (Exercicio)

> Algoritmo: supor que /1 <l < ... < /{,.

Aprox-MFA(n, ¢);
L' —L; j«1;
Enquanto L’ > ¢; facga
L' — L' —4¢j; Colocar(j,1); j+ +;
fim-enquanto;
L'+ L;
Enquanto L’ > ¢; facga
L' — L' —4¢;; Colocar(j,2); j+ +;

fim-enquanto;

Retornar j5 — 1.
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Aproximacao Absoluta

Teorema: |2*(I) — 22 ()] < 1.

Prova: Seja p o numero de arquivos que o algoritmo Aprox-MFA
consegue armazenar em um grande disco com capacidade 2L. Além
disso, seja j = argmax{d 7_, ¢; < L} <p.

L. p>z"(I); (a)
2. P 4, < 2L; (b)
3. ZZ _i !t _i12ti < L, devido a (b) e & definigao de j

que 1mphca que Z‘Z;Ll ¢; > L. (c)

(c) (a)A(c)
— () >p-1 = 2(I)>2*() - 1. ]
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Aproximacao Absoluta

> Exemplo 2: coloracao de grafos planares (CGP).

> Resultados conhecidos:
o CGP € N'P-completo.
o Todo grafo planar tem pelo menos um vértice de grau menor que 6.

o Um grafo € bipartido se e somente se ele nao tem ciclos impares.

6-cores(G); (*G=(V,E) ™)

Se |V| = 0 entao Retornar O;

Se |E| = 0 entao Retornar 1;

Se G é bipartido entao Retornar 2;

se nao
Seja v um vértice de V satisfazendo grau(v) < 5;
G' — G —wv; k<« 6-cores(G’);
Seja x € {1,2,3,4,5,6} uma cor diferente daquela dos vizinhos de v;
cor[v] «— z; Retornar k;

fim-se
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Aproximacao Absoluta

> Teorema: |z*(I)— 22 (I)] < 3.
Prova: Se |V| = 0, |E| = 0 ou o grafo é bipartido entao a
coloracao feita por 6-cores é 6tima e o resultado é imediato.

Caso contrario, G tem pelo menos um ciclo impar. Logo qual-
quer coloragao precisara de pelo menos trés cores. (justifique !)

Como o nuimero de cores usadas por 6-cores é < 6 e a solucao
otima requer pelo menos 3 cores, tem-se que

2*(I) = 2" ()] < 13- 6] = 3.

> Observacoes:

o Todo grafo planar admite uma 4-coloracao.

o Sao poucos problemas que tem aproximacao absoluta.
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Aproximacao Absoluta x Questao P = NP

> Teorema: Nao existe uma aproximacao absoluta para CLIQUE
com complexidade polinomial a menos que P = NP.

Prova: Suponha que P # NP e que existe um algoritmo poli-
nomial H para CLIQUE tal que |2*(I) — zH(I)| < k € Z,.

Seja G**1 o grafo composto de k + 1 cépias de G mais todas as
arestas ligando pares de vértices em diferentes copias.

Observacao: se « é o tamanho da maior clique de G entao a
maior clique de G*¥*! tem a(k + 1) vértices.
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Aproximacao Absoluta x Questao P = NP

> Prova: (cont.)

Executando-se H para G**! tem-se que

2GR — ZH(GFY) <k = 27(GFTY) > (B + 1)2%(G) — k.
Se C é a clique encontrada por H em G*t1 existe uma cépia de
Gtal que ' =V NCell'|>|C|/(k+1). Logo

(k+1)24(G) -k k
k1 =26 — 177

'] =

Portanto, |C’| > z*(G), ou seja C’ é uma clique méaxima de G.

Absurdo ! []
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a-Aproximacao

(1)
z*(1)

o P ¢é um problema de minimizacao e <a VI,

ou

o P é um problema de maximizacao e

Observacao: a ¢ sempre maior ou igual a 1.

blema P se

| < «, para todo I.

Cid C. de Souza

> Um algoritmo H para um problema P ¢é uma a-aproximacao se

> Um algoritmo H é uma «-aproximacao relativa para um pro-
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a-Aproximacao

> Exemplo 1: Cobertura minima de vértices (CV).

> Definicoes: emparelhamento em grafos.

MAXIMAL MAXIMO

> Algoritmo:

CV-2-Aprox(G); (*G=(V,E)*)
C —{};

Construir um emparelhamento maximal M™ em G;

Para todo (u,v) € M* faga C «— C'U {u,v};
Retornar C.
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a-Aproximacgao

27 (1)

> Teorema:

Prova:

Parte I: C' é uma cobertura de vértices pois, se existisse uma

~

aresta (u,v) nao coberta entao M™* nao seria maximal.

Parte II: |C| < 22*(1).

Se C' e M’ sao respectivamente uma cobertura e um emparelha-
mento qualquer de G entao |C’'| > |M’|. Logo:
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a-Aproximacao

> Exemplo 2: bin packing unidimensional.

Dados n arquivos de tamanhos {t1,...,t,} e disketes de capacidade

de armazenamento C, qual o menor nimero de disketes necessarios

para fazer o backup de todos os arquivos 7

Observacao: supor que t; < C para todo:=1,...,n.

> Algoritmo basico:

Bin-Aprox(t,n,C);

Preprocessamento(t,n);  Disketes-em-uso «— {}; &k <« 0;

Para ¢ = 1 até n faca
j < Escolher-diskette(Disketes-em-uso,i);
Se j = 0 entao (* arquivo nao cabe nos disketes em uso *)

k + +; Disketes-em-uso < Disketes-em-uso U {k}; j « k;

fim-se
Armazenar(i, j);

fim-para

Retornar k.
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a-Aproximacao

> Descricao dos procedimentos do algoritmo Bin-Aprox:

e Preprocessamento: retorna uma nova permutacao dos ar-

quivos.

e Escolher-diskete: retorna o numero do diskete em uso
onde serda armazenado o arquivo ¢ ou zero caso Nao e€ncon-
tre diskete com capacidade residual de armazenamento sufi-

ciente.

e Armazenar: registra que o arquivo ¢ sera alocado ao j-ésimo

diskete, atualizando a sua capacidade residual de armazena-

mento.
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a-Aproximacao

> Estratégias alternativas:

o First Fit (FF): Preprocessamento mantém ordem dos ar-
quivos de entrada e Escolher-diskete procura o diskete em
uso de menor indice aonde cabe o arquivo corrente.

o Best Fit (BF): Preprocessamento mantém ordem dos arqui-
vos de entrada e Escolher-diskete procura o diskete em uso
de menor capacidade residual de armazenamento aonde cabe
O arquivo corrente.

o First Fit Decrease (FFD): variante do algoritmo FF onde o
Preprocessamento ordena os arquivos em ordem decrescente
de tamanho.

o Best Fit Decrease (BFD): variante do algoritmo BF onde o
Preprocessamento ordena os arquivos em ordem decrescente

de tamanho.
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a-Aproximacao

> Exemplo de aplicacao dos algoritmos para bin packing:

C = 10, n = 6, t = {51,62,33,74,55,46} (nota(;éo: ’ij — tj = Z)

- 4 6 55 33
7.4 74
5 1 6_2 % 55 51 6.2 — 46
FF BF
33 46 -

FFD = BFD = OTIMO
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a-Aproximacao

> Teorema: FF é um algoritmo 2-aproximado para bin packing.

Prova: seja b o valor retornado por FF e b* o valor 6étimo.

Suponha que os disketes estao ordenados decrescentemente pela
sua capacidade residual. Note que a capacidade residual dos b—1
primeiros disketes da solucao de FF é < (/2. Caso contrario,
se dois disketes tivessem capacidade residual > C'/2 os seus ar-
quivos teriam sido armazenados em um tunico diskete. Como o
total armazenado no diskete b é maior que a capacidade residual

dos demais disketes, tem-se
& C

Como b* > [%} > %, a equacao acima implica que b* > = b. [

N
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a-Aproximacgao

> Teorema: para toda instancia I do bin packing tem-se que
17 11
zxx(l)gl—oz*(f)+2 c sz(I)ggz*(I)JrZ

onde zx € {FF, BF}.

> Exemplo 3: 2-aproximacao para o TSP-métrico, ou seja, quando
as distancias obedecem a desigualdade triangular.

TSP-Aprox((G); (* G = (V,FE) e completo *)
Construir 7', uma arvore geradora minima de Gj;
Construir o grafo C duplicando-se todas as arestas de T
Enquanto houver vértices de grau > 2 em C' faca
v «— vértice de grau > 2;

Encontre z e y distintos com (z,v) e (y,v) em C;

Faga C — (CU (z,y)) — {(=,v), (y,v)}; (+)
fim-enquanto
Retorne C;|
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a-Aproximacao

> Teorema: TSP-Aprox é uma 2-aproximacao para o T'SP-métrico.
Prova: se z* é o custo minimo de um ciclo hamiltoniano em G,
custo(T) < z* = 2 custo(T) < 2z,

Por outro lado, devido aos custos obedecerem a desigualdade
triangular, o comando (4) s6 pode diminuir o custo de C ao

longo das iteracoes. Logo

custo(C) < 2 custo(T') < 2z*. ]
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a-Aproximacao x Questao P = NP

> Teorema: Nao existe uma a-aproximagao para TSP (genérico)
com complexidade polinomial a menos que P = N'P.

Prova: Suponha que P # NP e que existe um algoritmo poli-

(T
z*((I)) S Q< Z_|_.

Seja G o grafo dado como entrada do problema de decisao do

nomial H tal que

ciclo hamiltoniano (HAM). Construa o grafo G’ completando
com as arestas que faltam. Atribua custo um as arestas originais

e custo an aquelas que foram inseridas no passo anterior.

Se G tem um ciclo hamiltoniano, entao o valor 6timo do TSP é
2*(G) = n. Como H é a-aproximado para o TSP

2(G)

< H(@) < an.
(@) <a=z"(G)<an
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a-Aproximacao x Questao P = NP

> Prova (cont.):

Assim, quando GG tem um ciclo hamiltoniano, o ciclo encontrado

por H para o TSP s6 tera arestas originais de G !

Por outro lado, se G nao tem ciclo hamiltoniano, z(G) > 1 +

an.

Portanto, G tem um ciclo hamiltoniano se somente se 2z (G) <

a n, ou seja, H resolve HAM em tempo polinomial.

> Absurdo, j4 que, por hipétese, P # NP. O]
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