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Problemas e seus algoritmos Problemas do nosso interesse

@ Problemas que n3o admitem solugdo computacional nado sio
@ Neste curso estudamos problemas que admitem uma solugao de interesse deste curso.
computacional; isto é, um programa de computador que tome
como entrada qualquer instancia do problema e produza
sempre uma resposta correta para aquela instancia.

@ Decidir quais problemas (obviamente de uma certa natureza)
tém solugdo computacional é, por seu lado, um problema
muito dificil, para o qual n3o se conhece uma solucio

@ Tais programas evoluem do projeto e verificacdo da corretude computacional ;-)
de um algoritmo, que é posteriormente codificado em alguma

! ) @ Dentre aqueles problemas que admitem solucao
linguagem, compilado, carregado e executado em um

computacional hd aqueles que sdo mais ou menos dificeis. O
computador. estudo dessas classes de dificuldade de problemas é iniciado
na disciplina MC538.
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Propriedades de algoritmos Propriedades de algoritmos

Em MC438/448 estamos interessados na corretude (como) e
complexidade (quantidade de recursos) dos algoritmos que
produzem respostas exatas. Mais especificamente, estudaremos

@ Pode haver vérios algoritmos para o mesmo problema, que ..
técnicas para

diferem entre si

o na forma de atacar o problema (como); @ o projeto e verificagdo de corretude de algoritmos para um
o na quantidade de recursos utilizados (quanto tempo ou dado problema; e
meméria); e @ técnicas para avaliar a quantidade de recursos utilizados por

@ na qualidade da resposta (exata, aproximada, ou com uma

" um algoritmo, permitindo compara-lo a outros algoritmos para
dada probabilidade de estar correta). & P P & P

o mesmo problema, de forma mais ou menos independente do
computador em que venham a ser implementados.

Vejamos a seguir alguns exemplos das idéias que exploraremos ao
longo deste curso.
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Vamos resolver alguns problemas? Vamos resolver alguns problemas?

rdenaca lemen m conjunto:
Busca de um elemento em um vetor: Ordenacdo dos elementos de um conjunto

L S @ Problema: Ordenar n valores comparaveis.
@ Problema Dado um vetor v de n inteiros e um inteiro x, P

determinar se x estd no vetor. @ Algoritmo: Selecionar sucessivamente o menor elemento e

. _ . retornd-lo, retirando-o do conjunto.
@ Algoritmo: Procure em todas as posi¢oes do vetor até ' )

encontrar i tal que v[i] = x. Este problema é “fdcil”, tem um algoritmo simples e de
complexidade proporcional ao quadrado do niimero de elementos n
do vetor. Dizemos que a complexidade é ©(n?).

Existem algoritmos mais sofisticados, e de complexidade menor que
este, como o Mergesort, cuja complexidade é ©(nlog n).

Este problema é “facil”, tem um algoritmo simples e de
complexidade proporcional ao niimero de elementos n do vetor.
Dizemos que a complexidade é (©(n)).
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Vamos resolver alguns problemas? Vamos resolver alguns problemas?

Atribuicao de professores a disciplinas:
i . Problema do Caixeiro Viajante:
@ Problema: Dados um conjunto de n professores, um conjunto

de n disciplinas e as listas de disciplinas que cada professor
pode ministrar, determinar se existe uma atribuicdo de
disciplinas a professores de forma que cada professor ministre
exatamente uma disciplina.

@ Problema: Dadas n cidades e as distancias entre elas,
determinar a seqiiéncia em que as cidades (todas) devem ser
visitadas de forma que a distancia total percorrida seja
minima.

@ Algoritmo: Calcular a distancia total de cada percurso e

@ Algoritmo: Tentar atribuir professores as disciplinas de todas
escolher o menor.

as formas possiveis até encontrar uma que resolva o problema.

Esse algoritmo simples tem complexidade muito grande, fatorial no O algoritmo simples mencionado possui complexidade alta, fatorial
no niimero de cidades(©(n!)).

ndmero de professores (©(n!) no pior caso). 3
Existe ainda um algoritmo mais rapido, polinomial (de N3o se conhece algoritmo polinomial para este problema. E um

complexidade ©(n®), para ¢ uma constante inteira); no entanto, o problema NP-completo, um problema “dificil”.
algoritmo polinomial ndo é tdo simples.
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Vamos resolver alguns problemas? Desiderata

Problema da Parada: @ Esta disciplina tem por objetivo discutir conceitos basicos

@ Problema: Dado um programa qualquer P e uma entrada E sobre andlise e complexidade de algoritmos como parte do
do programa, determinar se o programa P para quando aprendizado de longo prazo para resolugdo e classificagdo de
alimentado com a entrada E. problemas computacionais.

@ Algoritmo: 77777777, @ Ao longo deste curso, restringiremos nosso estudo aos

, . . ., , roblemas que possuem algoritmos polinomiais.
Este é um problema indecidivel, ou seja, é possivel demonstrar P que p & P

matematicamente que n3o existe uma solucdo computacional para
ele (dentro do nosso conceito do que seja um computador).

@ Ao final do curso, os alunos devem ser capazes de projetar
algoritmos, provar sua corretude e analisar sua complexidade.
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Técnicas de Projeto de Algoritmos Algoritmos para Problemas Classicos

@ Inducdo. . - -
¢ @ Algoritmos de ordenac3o e estatisticas de ordem.
@ Divisdo e Conquista. o Algoritmos para problemas em grafos:
@ Programacao Dinamica. o Buscas em grafos (largura e profundidade)
o Guloso. ° Arvo.re geradlor.a minima
. o Caminhos minimos
@ Busca Exaustiva.
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Nocoes Preliminares Nocoes Preliminares

@ Como representar um algoritmo?
o Pseudo-cédigo (abstrato, independe de implementa¢3o).

@ O que é um algoritmo correto? o
Entrada: Vetor A de n inteiros.

Saida: Vetor A ordenado.
Ordenacdo(A, n)
para j < 2 até n faca

o Aquele que pdra para toda instancia do problema, retornando
uma solugdo correta.

@ O que é analisar um algoritmo?
o Predizer a quantidade de recursos utilizados (meméria, tempo

de execug¢do, niimero de processadores, acessos a disco, etc). valor — A[j]
o Na maioria dos casos estaremos interessados em avaliar o /* Insere A[j] na seqiiéncia ordenada A[l..j — 1] */
tempo de execu¢do gasto pelo algoritmo. [—j—1
@ Contaremos o nimero de operacBes efetuadas. enquanto i > 0 e A[/] > valor faca
Ali +1] — Ai]
f—i—-1

Ali + 1] < valor
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Modelo Computacional Pior Caso e Notacdo Assintética

@ A andlise de um algoritmo depende do modelo computacional

subjacente. - . e A
d @ O tempo de execucdo de um algoritmo depende da instincia.

@ O modelo computacional define quais sdo os recursos Faremos andlises de pior caso

disponiveis e quanto custam. . . ,
@ A complexidade dos algoritmos serd expressa como uma

@ Queremos analisar algoritmos de forma genérica, independente funcdo do tamanho da entrada, j& que isso espelha, de alguma

de implementacdo. forma, qudo “inteligente” é o algoritmo.

@ Utilizaremos o modelo abstrato RAM: @ Basta compararmos a ordem de grandeza das fun¢des de

o Simula maquinas convencionais. . . L ~ o
S 4 complexidade. Para isso utilizaremos a notagdo assintdtica.

@ Um Unico processador que executa instru¢les seqliencialmente.
o Somas, subtracSes, multiplicacdes, divisdes, comparacdes e
atribuicdes sdo feitas em tempo constante.
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Notacdo Assintdtica

@ Vamos expressar complexidade através de fungdes em
varidveis que descrevam o tamanho de instancias do problema.
Exemplos:
@ Problemas de aritmética de precisdo arbitraria: nimero de bits
(ou bytes) dos inteiros.
Crescimento de fungdes ) @ Problemas em grafos: nimero de vértices e/ou arestas
o Problemas de ordenac3o de vetores: tamanho do vetor.
o Busca em textos: nimero de caracteres do texto ou padrao de
busca.

@ Vamos supor que funcdes que expressam complexidade s3o
sempre positivas, jd que estamos medindo nimero de
operacoes.
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Comparacao de Funcoes

@ Vamos comparar fungdes assintoticamente, ou seja, para
valores grandes, desprezando constantes multiplicativas e
termos de menor ordem.

n =100 n = 1000 n=10*] n=10°% | n=10°
log n 2 3 4 6 9
n 100 1000 10% 10° 10°
nlogn 200 3000 4.10* | 6-10° | 9-10°
n? 10* 10° 108 1012 1018
100n% +15n || 1,0015-10° | 1,00015-10% | ~ 101 | ~ 10 | ~10%°
2" ~1,26-10% | ~ 1,07 - 1051 ? ? ?
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Classe O

O(g(n)) = {f(n): existem constantes positivas c e ng tais que
0 < f(n) < cg(n), para todo n > np}.

Informalmente, dizemos que, se f(n) € O(g(n)), entdo f(n) cresce
no maximo t3o rapidamente quanto g(n).

i A\

in? —3n€ O(n?)
Valores de ¢ e ng que satisfazem a defini¢do sdo

c=—-en=1"1.

£
2
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O(g(n)) = {f(n): existem constantes positivas c e ng tais que
0 < f(n) < cg(n), para todo n > ng}.

Informalmente, dizemos que, se f(n) € O(g(n)), entdo f(n) cresce
no méximo tdo rapidamente quanto g(n).

cg

tempo

n tamanho
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Q(g(n)) ={f(n): existem constantes positivas c e ng tais que
0 < cg(n) < f(n), para todo n > np}.

Informalmente, dizemos que, se f(n) € Q(g(n)), entdo f(n) cresce
no minimo t3o lentamente quanto g(n).

tempo

t
n tamanho
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Classe Q2

Q(g(n)) ={f(n): existem constantes positivas c e ng tais que
0 < cg(n) < f(n), para todo n > np}.

Informalmente, dizemos que, se f(n) € Q(g(n)), entdo f(n) cresce
no minimo t3o lentamente quanto g(n).

i A\

In? —3ne Q(n?)
Valores de ¢ e ng que satisfazem a definicdo sdo
1

c:ﬁen():?.
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Classe ©

| | k

©(g(n)) = {f(n) : existem constantes positivas c1, ¢ e ng
tais que 0 < c1g(n) < f(n) < cog(n),

para todo n > ng}.

Informalmente, dizemos que, se f(n) € ©(g(n)), entdo f(n) cresce
t3o rapidamente quanto g(n).

i A\

in? —3n€ ©(n?)
Valores de c¢1, ¢ e ng que satisfazem a defini¢cdo sdo

aa=—,0==-¢en=1.
14 2
v,
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©(g(n)) = {f(n): existem constantes positivas c1, ¢ € np
tais que 0 < c1g(n) < f(n) < cog(n),
para todo n > ng}.

Informalmente, dizemos que, se f(n) € ©(g(n)), entdo f(n) cresce
tao rapidamente quanto g(n).

tamanho
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Classe o

o(g(n)) = {f(n): para toda constante positiva c, existe uma
constante ng > 0 tal que 0 < f(n) < cg(n),
para todo n > ng}.

Informalmente, dizemos que, se f(n) € o(g(n)), entdo f(n) cresce
mais lentamente que g(n).

i A\

1000n2 € o(n%)
Para todo valor de ¢, um ng que satisfaz a definicdo é

{1000}
no=|—|+1.
C
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Classe w

para toda constante positiva ¢, existe uma
constante ng > 0 tal que 0 < cg(n) < f(n),

para todo n > ng.}

Informalmente, dizemos que, se f(n) € w(g(n)), entdo f(n) cresce

mais rapidamente que g(n).

1 .2
Toooll- € w(n)

Para todo valor de ¢, um ng que satisfaz a definicdo é

no = [1000c] + 1.
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Propriedades das Classes

Transitividade:
Se f(n) € O(g(n))
Se f(n) € Q(g(n)) e g(n) € Q(h(n)

)
)
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e g(n) € O(h(n)), entdo f(n) € O(h(n)).

entdo f(n) € Q(h(n)).
entdo f(n) € ©(h(n)).

Se f(n) € o(g(n)) e g(n) € o(h(n)), entdo f(n) € o(h(n)).
Se f(n) € w(g(n)) e g(n) € w(h(n)), entdo f(n) € w(h(n)).

(n)
Se f(n) € ©(g(n)) e g(n) € ©(h(n)
: |
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Definicoes equivalentes

f(n) € o(g(n)) se lim %’3) —0.

f(m) € O(g(n)) se lim_ g(f,)f;)oo
f(n) € ©(g(n)) se 0 < nl%)gm <o
f(n) € Q(g(n) se lim f((,',’)) > 0.

fln) € w(g(n)) se fim s = o0
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Propriedades das Classes

Reflexividade:

f(n) € O(f(n)).

f(n) € Q(f(n)).

f(n) € ©(f(n)).

Simetria:

f(n) € ©(g(n)) se, e somente se, g(n) € O(f(n)).
Simetria Transposta:

f(n) € O(g(n)) se, e somente se, g(n) € Q(f(n)).
f(n) € o(g(n)) se, e somente se, g(n) € w(f(n)).
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A demonstracio direta de uma implicacdo p = g é uma sequéncia
de passos l6gicos (implicagdes):

Quais as relagdes de comparagdo assintética das fungdes:

@27
@ logn p=p1=p2=- = pn=4q,
on que resultam, por transitividade, na implicacdo desejada.
@ nlogn Cada passo da demonstra¢do é um axioma ou um teorema
° n? demonstrado previamente.
@ 100n? + 15n
e 2" k
: )
Provar que > ;" ; 2i — 1 = k*.

Demonstracao pela Contrapositiva Demonstracao por Contradicao

A Demonstracdo por contradicdo envolve supor absurdamente que
a afirmacg3do a ser demonstrada é falsa e obter, através de
implica¢Ges validas, uma conclusdo contraditdria.

A contradic3o obtida implica que a hipdtese absurda € falsa e,
portanto, a afirmacgdo é de fato verdadeira.

No caso de uma implicacdo p = q, equivalente a —-pV g, a
negacio é p A —q.

A contrapositiva de p = q é ~q = —p.

A contrapositiva é equivalente a implica¢do original. A veracidade
de —q = —p implica a veracidade de p = q, e vice-versa.

A técnica € (til quando é mais facil demonstrar a contrapositiva
que a implicagdo original.

Para demonstrarmos a contrapositiva de uma implicagdo, podemos
utilizar qualquer técnica de demonstragao.

Dados os inteiros positivos n e n+ 1, provar que o maior inteiro

Provar que se 2 | 3m, entéo 2 | m. > 5
que divide ambos ne n+1 é 1.

Cid Carvalho de Souza e Candida Nunes da Silva MC448 — Anilise de Algoritmos | Cid Carvalho de Souza e Candida Nunes da Silva MC448 — Anilise de Algoritmos |



Demonstracao por Casos Demonstracao por Inducao

Na Demonstracdo por Inducdo, queremos demonstrar a validade de
P(n), uma propriedade P com um pardmetro natural n associado,

Na Demonstragao por Casos, particionamos o universo de para todo valor de n.
possibilidades em um conjunto finito de casos e demonstramos a H4 um nidmero infinito de casos a serem considerados, um para
veracidade da implicagdo para cada caso. cada valor de n. Demonstramos os infinitos casos de uma sé vez:

Para demonstrar cada caso individual, qualquer técnica de

demonstracio pode ser utilizada. o Base da Indugdo: Demonstramos P(1).

@ Hipétese de Indugdo: Supomos que P(n) é verdadeiro.

@ Passo de Indugdo: Provamos que P(n+ 1) é verdadeiro, a
partir da hipdtese de indugdo.

Provar que a soma de dois inteiros x e y de mesma paridade é

sempre par.

Provar que Zf'(:l 2i — 1 = k2, agora por induc3o.
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Inducao Fraca x Inducao Forte

A indugdo forte difere da inducdo fraca (ou simples) apenas na
suposicao da hipdtese.

No caso da inducdo forte, devemos supor que a propriedade vale
para todos os casos anteriores, ndo somente para o anterior, ou
seja:

o Base da Inducdo: Demonstramos P(1).
Inducdo matemadtica )

o Hipétese de Inducao Forte: Supomos que P(k) é
verdadeiro, para todo k < n.

o Passo de Inducdo: Provamos que P(n+ 1) é verdadeiro, a
partir da hipdtese de inducdo.

Prove que todo inteiro n pode ser escrito como a soma de
diferentes poténcias de 2.
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Exemplo 1 Exemplo 1 (cont.)

@ A hipétese de inducao é: Suponha que, para um valor
qualquer de n > 1, x"~1 — 1 seja divisivel por x — 1 para

Demonstre que, para todos os nlimeros naturais x e n, x" — 1 é todos os naturais x.

divisivel por x — 1. @ O passo de inducao é: Supondo a h.i., vamos mostrar x" — 1
é divisivel por x — 1, para todos os naturais x.

Demonstracao: Primeiro reescrevemos x"” — 1 como

@ A base da inducao é, naturalmente, o caso n = 1. Temos
que x" —1 = x — 1, que é obviamente divisivel por x — 1. Isso
encerra a demonstrag¢do da base da indug3o.

x"—1=x(x""1-1)+ (x —1).

Pela h.i., x"1 — 1 é divisivel por x — 1. Portanto, o lado
direito da equacgdo acima é, de fato, divisivel por x — 1.

A demonstracdo por inducdo estd completa. |
Exemplo 2 Exemplo 2 (cont.)
Demonstre que a equacio @ A hipétese de inducdo é: Suponha que a equacdo valha para
um valor de n qualquer, n > 1.
n
2(3 +5)=2 i <= B Gy @ O passo de indugao é: Supondo a h.i., vamos mostrar que a
= equacdo vale para o valor n+ 1. O caminho é simples:
vale para todo inteiro n > 1. atl ) n )
> B+5) = > (3+5)+(3+5(n+1))
i=1 i=1

Demonstracao:
¢ = 25m+55n+ (3+5(n+1)) (pela h.i)

= 25n°+55n+5n+8

1 = 25n°+5n+25+55n+55

345i))=8=25x1?+55x1.
;( +50) XA X — 25(n+1)2+5.5(n+1).

@ A base da inducao é, naturalmente, o caso n = 1. Temos

Portanto, a somatdria tem o valor previsto pela férmula

- A dltima linha da dedug¢do mostra que a férmula vale para n+ 1.
fechada, demonstrando que a equac3o vale para n = 1.

A demonstracao por inducao esta completa. |
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Exemplo 3

Demonstre que a inequagdo
(1+x)">1+ nx

vale para todo natural n e real x tal que (1 + x) > 0.

Demonstracao:

@ A base da inducao é, novamente, n = 1. Nesse caso ambos
os lados da inequagdo sdo iguais a 1 + x, mostrando a sua
validade. Isto encerra a prova do caso base.
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Exemplo 4

Demonstre que o nimero T, de regides no plano criadas por n
retas em posicio geral, isto é, duas a duas concorrentes e ndo mais
que duas concorrentes no mesmo ponto, é igual a

n(n+1) N

T, = >

1.

Cid Carvalho de Souza e Candida Nunes da Silva MC448 — Anilise de Algoritmos |

Exemplo 3 (cont.)

@ A hipétese de inducido é: Suponha que a inequacdo valha
para um valor qualquer de n > 1; isto €, que
(14 x)" > 1+ nx, para todo real x tal que (1 + x) > 0.

@ O passo de inducdo é: Supondo a h.i., vamos mostrar que a
inequagio vale para o valor n+ 1, isto €, que
(14 x)"1 > 1+ (n+ 1)x, para todo x tal que (1+ x) > 0.
Novamente, a dedugdo é simples:

(L+x)" = (14+x)"(1+x)
> (14 nx)(1+x) (pela h.i. e (1+x) >0)
= 14 (n+1)x+ nx?
> 1+ (n+1)x. (ja que nx? > 0)

A dltima linha mostra que a inequagao vale para n+ 1, encerrando
a demonstragdo. [ ]
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Exemplo 4 (cont.)

Antes de prosseguirmos com a demonstracio vejamos exemplos de
um conjunto de retas que estd em posicao geral e outro que nao
esta.

X

Em posicao geral N3o estdo em posicio geral
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Exemplo 4 (cont.) Exemplo 4 (cont.)

@ A hipétese de inducao é: Suponha que
Demonstracao: A idéia que queremos explorar para o passo de To = (n(n+1)/2) + 1 para um valor qualquer de n > 1.
inducdo é a seguinte: supondo que T, vale para um valor qualquer
de n, adicionar uma nova reta em posi¢cdo geral e tentar assim
obter a validade de T,41.

@ O passo de inducdo é: Supondo a h.i., vamos mostrar que
para n+ 1 retas em posicdo geral vale

(n+1)(n+2) .

@ A base da inducao é, naturalmente, n = 1. Uma reta Tpi1 = 1
n - .
2

sozinha divide o plano em duas regides. De fato,

Considere um conjunto L de n+ 1 retas em posicdo geral no
plano e seja / uma dessas retas. Entdo, as retas do conjunto
L’ =L\ {/} obedecem 3 hipétese de inducdo e, portanto, o
nimero de regides distintas do plano definidas por elas é
(n(n+1))/2+ 1.

T1=(1x2)/2+1=2.

Isto conclui a prova para n = 1.
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Exemplo 4 (cont.) Exemplo 5

@ Além disso, / intersecta as outras n retas em n pontos
distintos. O que significa que, saindo de uma ponta de / no E—
infinito e apds cruzar as n retas de L', a reta / terd cruzado Definicao:

n+ 1 regides, dividindo cada uma destas em duas outras. Um conjunto de n retas em posicGes arbitrarias no plano define
regides convexas cujas bordas sdo segmentos das n retas. Duas

@ Assim, podemos escrever que e - :
dessas regiGes sdo adjacentes se as suas bordas se intersectam em

Tov1 = Tad+n+1 algum segmento de reta nao trivial, isto é contendo mais que um
n(n+1) _ ponto. Uma k-coloragdo dessas regides é uma atribuicdo de uma
= 5 1+n+1 (pelah.i) de k cores a cada uma das regides, de forma que regides
nat1)(n4?2 adjacentes recebam cores distintas.
_ ()0t
2
Isso conclui a demonstragao. |
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Exemplo 5 (cont.) Exemplo 5 (cont.)

Veja exemplos dessas defini¢Ges:

L A

Demonstre que para todo n > 1, existe uma 2-colorac3o das
regides formadas por n retas em posicdo arbitraria no plano.

Demonstracao:

@ A base da inducao é, naturalmente, n = 1. Uma reta
sozinha divide o plano em duas regides. Atribuindo-se cores
diferentes a essas regides obtemos o resultado desejado.

Isto conclui a prova para n = 1.

As regides convexas Uma 2-coloragdo do plano
Exemplo 5 (cont.) Exemplo 6

@ A hipétese de inducdo é: Suponha que exista uma Vejamos agora um exemplo onde a indugdo é aplicada de forma
2-coloracdo das regides formadas por n retas no plano, para um pouco diferente.
um inteiro qualquer n > 1.

@ O passo de indugao é: Supondo a h.i., vamos exibir uma Demonstre que a série S, definida abaixo obedece a
2-coloragdo para as regides formadas por n + 1 retas em L1 1 .
posicao arbitrdria. S, =444 +—<1

y _ o "2 4 8 am

A demonstracdo do passo consiste em observar que a adicdo
de uma nova reta / divide cada regido atravessada por / em para todo inteiro n > 1.
duas, e definir a nova 2-coloracdo da seguinte forma: as
regides em um lado de / mantém a cor herdada da hipétese de Demonstracdo: A base € n =1, para a qual a inequacao se reduz
. ~ . N 1 . .
induc3o; as regides no outro lado de / tém suas cores trocadas. a 53 <1, obviamente verdadeira.

Para a hipétese de indugdo, supomos que S, < 1 para um valor

Vocé é capaz de demonstrar que a 2-coloracdo obtida nesse
P q 7 qualquer de n > 1. Vamos mostrar que Sp41 < 1.

processo obedece a definicdo 7
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Exemplo 6 (cont.) Exemplo 7

L 1 Veremos a seguir um exemplo da aplicagcdo de indugao em Teoria
Pela definicdo de Sp,, temos S;41 = Sp + 571 dos Grafos

Pela hipétese de inducdo, S, < 1. Entretanto, nada podemos dizer
acerca de S,11 em conseqiiéncia da hipétese, ja que ndo ha nada
que impe¢a que Sp41 > 1.

A idéia aqui é manipular S,+1 um pouco mais:

Definicao:
Um grafo planar é um grafo que pode ser desenhado no plano sem
que suas arestas se cruzem. Um grafo plano é um desenho de

Spi1 = 1 + l + l + 1 grafo planar no plano, sem cruzamento de arestas (ha intimeros
m 2 4 8 2n+1 desenhos possiveis). Veja um exemplo de um grafo planar e um
_1 1yl 1 desenho possivel dele no plano.
= S5t5l3ttton
1 1
< —4+=-x1 la h
5T 5 (pela h.i.)
= 1L
Isto conclui a demonstracao. ]
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Exemplo 7 (cont.) Exemplo 7 (cont.)

Definicao @ Ha varias possibilidades para se fazer indugcdo neste caso. No
@ Um grafo plano define um conjunto F de faces no plano, que livro de U. Manber encontra-se uma inducdo em duas
sao as regides continuas maximais do desenho, livre de varidveis, a chamada inducdo dupla, primeiro em v depois em
segmentos de retas ou pontos. f. Além disso, 15 a Férmula de Euler estd descrita
@ Os componentes de um grafo sdo seus subgrafos maximais diferentemente, sem especificar o nlimero de componentes.
para os quais existe um caminho entre quaisquer dois de seus Isso torna a indu¢do um pouco mais complicada.
vértices. @ Nossa formula¢do é mais geral simplificando a demonstracio.
@ Dado um grafo plano G, com v vértices, e arestas, f faces e ¢ Esse um fenémeno comum em matematica: formulacdes mais
componentes, a Férmula de Euler (F.E.) é a equacdo poderosas quase sempre resultam em demonstra¢des mais
simples.
v=eri=lae y @ Vamos demonstrar a F.E. por inducdo em e, o nimero de

arestas do grafo plano G.
Queremos demonstrar a Férmula de Euler por inducdo.
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Exemplo 7 (cont.) Exemplo 7 (cont.)

Demonstracao: @ No caso em que houve a criagdo de novo componente, temos

@ Abase dainducdoée=0. Temosf =lec=ve
v—e+f = VvV —(e+1)+f
v—e+tf=v+l=1+c = 14 —1 (pelah.i)

/
= C

como desejado. Isso demonstra a base.
= 1l4c

@ A hipdtese de inducdo é: Suponha que a F.E. valha para todo

grafo com e — 1 arestas, para um inteiro e > 0 qualquer. o Caso contrario obtemos

@ Seja G um grafo plano com e arestas, v vértices, f faces e ¢
componentes. Seja a uma aresta qualquer de G. A remocdo v—e+f = vV —(+1)+(f+1)

de a de G cria um novo grafo plano G’ com v/ = v vértices e = Vv —e+f
I 1 / .
e=e ~1 arestas, f' faces e ¢ c~omponentes. — 14 ¢ (pelah.i)
A remocdo de a de G pode ou n3o ter desconectado um 14
= c.
componente de G. Caso tenha, ¢’ =c+1e f' = f (por
que?). Caso contrdrio, teremos ¢’ = ce f' = f —1 (por que?).
Em ambos casos obtemos o resultado desejado. |

Exercicios Exemplo 8

Este é um exemplo de indugdo forte. Antes algumas defini¢Ges:

© Demonstre que @ Seja G um grafo n3o-orientado. O grau de um vértice v de G
. n(n+1) é o niimero de arestas incidentes a v, onde lagos (arestas
Z' - 2 cujos extremos coincidem) sdo contados duas vezes.
i=1

@ Um vértice é impar (par) se o seu grau é impar (par).

O ndmero de vértices impares em um grafo é sempre par (por
© Demonstre que um nimero natural é divisivel por 3 se e qué 7).

somente se a soma de seus digitos é divisivel por 3.

para todo n > 1.
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Exemplo 8 (cont.) Exemplo 8 (cont.)

Teorema:

Dois caminhos em G s3o aresta-disjuntos se n3o tém arestas em

comum. Veja exemplos de caminhos aresta-disjuntos em um grafo: Seja G um grafo (ndo-orientado) conexo e | o conjunto de vértices

impares de G. Ent3o é possivel particionar os vértices de | em
|l|/2 pares e encontrar caminhos aresta-disjuntos cujos extremos
sdo os Vértices de cada par.

O)
Demonstragcao: A demonstracdo é por inducdo no niimero de
arestas de G. Seja e esse nlimero.
@ A base da indugdo é o caso e = 1. Nesse caso |/| =0 ou
—0 4 |I| = 2 e o teorema é vilido trivialmente. (E possivel usar a

base e = 0, como o resto da demonstracdo deixara claro.)
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Exemplo 8 (cont.) Exemplo 8 (cont.)

@ A hipétese de indugdo (forte) é: Dado um inteiro e > 0
qualquer, suponha que para todos os grafos conexos com
menos que e arestas valha o resultado do enunciado do
teorema.

o E possivel consertar a situagdo mudando a hipdtese para:
Dado um inteiro e > 0 qualquer, suponha que para todos os
grafos com menos que e arestas valha o resultado do
enunciado do teorema

Vamos mostrar que o resultado vale para todo grafo conexo

Veja que removemos a restricdo de conexidade, fortalecendo a
com e arestas.

. hipétese.
@ Seja entdo G um grafo qualquer com e arestas. Se | = () n3o

ha nada que provar. Caso contrario existem pelo menos dois
vértices u, v em /. Como G é conexo, existe um caminho 7w
em G cujos extremos s3o u, v.

@ Com essa nova hipétese, a demonstracdo é a mesma até este
ponto, com a ressalva de que ™ é um caminho com extremos
em um mesmo componente de G. Mas agora podemos aplicar

o _ , a h.i. a G- os caminhos de G’ e 7 s3o todos aresta-disjuntos
@ Seja G’ o grafo obtido removendo-se de G as arestas de 7. G e formam o conjunto de caminhos desejados para G. m

tem menos que e arestas e menos dois vértices impares. . . A
Exercicio: Vocé consegue demonstrar esse mesmo teorema

: ; : / / . ~
° Er.nbora seja tentador apllcar.a hi.a G ,.nada garante que G usando inducio fraca ?
seja conexo. Se ndo for, a h.i. n3o se aplica.
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Exemplo 9 Exemplo 9 (cont.)

Teorema:

. . - . . Se x1,x2,...,x, sdo todos niimeros reais positivos, entdo
Este é um exemplo de inducao reversa, cujo principio pode ser

enunciado da seguinte forma:

X1 +Xo+ ...+ Xp

1
X1X2 ... Xp)n <
(12 n)"_ =

Se a proposicdo P vale para um subconjunto infinito dos niimeros
naturais, e se € possivel mostrar que a validade de P para um valor
qualquer de n implica na validade para n — 1, entdo P vale para
todos os niimeros naturais.

Demonstracao: Em dois passos:

© Vamos mostrar que a inequacdo vale para todos os valores de

R ; ) . ) ~ N . , _ nk . .
Vocé consegue ver por que esse é um processo indutivo igualmente n que sdo poténcias 2, isto € n = 2%, para k inteiro > 0.

legitimo ? Faremos esse passo por inducdo simples em k. Esse é o
conjunto infinito de valores da induc3do reversa.
@ Mostraremos que se a inequacdo é verdadeira para um valor
qualquer de n > 1, entdo é verdadeira para n — 1.

Exemplo 9 (cont.) Exemplo 9 (cont.)

@ Se n =20 =1, ent3o o teorema vale trivialmente. (h.i.) Vamos supor agora que a inequac3o vale para n = 2%, para
k um inteiro qualquer > 0.

@ Se n=2! =2, ainequacio também é valida ja que : s ] B
Considere 2n = 25*1 e reescreva o lado esquerdo da inequacio

X1 + x
Vxx < 1+ como
2
i \/ 1 1
pode ser verificada tomando-se o quadrado dos dois lados. (xaxa...x2n)2 =/ (x1x2. . Xn) 7 (Xn1Xn42 - - X2n) 7.
1 1
vxaixe < (x1+x)/2 & Tome y1 = (x1x2...Xn)" € y2 = (Xp41Xnt2 - . - X2n) 7. Portanto
xaxa < (0 +2ax+x3)/4 <
2 < x24x2 1 n+y
xxe S XX e (x1x2...x20)% = \/y1y2 < 5
0 < )<12—2X1x2—|—x22 &
0 < (x1—x)? pelo caso n = 2 ja4 demonstrado.
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Exemplo 9 (cont.) Exemplo 9 (cont.)

Vamos agora utilizar o principio de indug3o reversa. Suponha que
o resultado vale para um valor qualquer de n > 1 e vamos mostrar

Além disso, podemos aplicar a h.i. a y; e y», obtendo que vale para n — 1.

D n—1 nimer itivos X1, X2, ..., Xp— fin
y<X1+X2+~-~+Xn ados tmeros positivos x1, X2, ..., x,_1, defina
1> )

n Z._X1+X2—|—...—|-X,,_1
v <Xn+1+Xn+2+-~-+X2n n—1
IS .
n
Por h.i., o teorema aplica-se a x1, x0,...,Xp_1,2z. Portanto

Substituindo esses dois valores na inequacdo acima obtemos o

resultado desejado para 2n. X1+Xx+...+Xp_1+2

1
(axa...xp—12)n <
n
= Z.
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Exemplo 9 (cont.) Algumas armadilhas - reducao x expansao

@ A demonstracao do passo da indugdo simples supde a

Entao C . ,
1 proposicao vélida para um n — 1 qualquer e mostra que é
(x1x2...xp—12)n < z. .
valida para n.
. A . n )
Elevando ambos os lados a poténcia 727 obtemos @ Portanto, devemos sempre partir de um caso geral n e

n

(xax2...xp—12)"

. reduzi-lo ao caso n — 1. As vezes porém, parece mais facil
-1 <zl pensar no caso n — 1 e expandi-lo para o caso geral n.

@ O perigo do procedimento de expansdo é que ele n3o seja
1

Finalmente, multiplicando por z~ "1 ambos os lados, obtemos suficientemente geral, de forma que obtenhamos a implicac3o,
a partir do caso n — 1, para um caso geral n.

1 X1 +X2+ ...+ Xp-1 n
(xax2...xp—1)" 1 < z= p— , @ As conseqliéncias de um lapso como esse podem ser a
obtenc3o de uma estrutura de tamanho n fora da hipétese de
0 que prova a assercao para n — 1, encerrando a demonstracdo. W inducdo, ou a a prova da proposicao para casos particulares de

estruturas de tamanho n e n3o todos, como se espera.
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Algumas armadilhas - reducdo x expansao Algumas armadilhas - outros passos mal dados

Por exemplo, se na demonstracdo da Férmula de Euler tivéssemos O que ha de errado com a demonstracdo da seguinte proposicio,
optado por adicionar uma aresta a = (/,j) a um grafo plano de claramente falsa 7
e — 1 arestas, deveriamos:

Proposicao:

® garantir que /, j estivessem na mesma face; e Considere n retas no plano, concorrentes duas a duas. Entdo existe

@ considerar os casos em que i, j estivessem em componentes um ponto comum a todas as n retas.
iguais e diferentes.

.. ., Demonstracao:
Caso contrario, ou produziriamos um cruzamento de arestas, ou
provariamos o teorema para uma subclasse de grafos planos @ A base da inducdo é o caso n = 1, claramente verdadeiro.
apenas. @ Para o caso n = 2, também ¢é facil ver que a proposicdo é
. - verdadeira.
Mesmo com cuidados extras, a sensa¢ao de estar esquecendo
algum caso é maior na expansdo do que na reducdo, naturalmente, @ Considere a proposicdo valida para n — 1 qualquer, n> 2, e
por estarmos aumentando o nosso universo de possibilidades. considere n retas no plano concorrentes duas a duas.
Algumas armadilhas - outros passos mal dados Invariantes de laco e inducao matematica
Pela h.i., todo subconjunto de n — 1 das n retas tém um ponto em Definicao:
comum. Sejam 51, S, dois desses subconjuntos, distintos entre si. Um invariante de um lago de um algoritmo é uma propriedade que
A intersecio S; NS, tem n — 2 retas; portanto, o ponto em é satisfeita pelas varidveis do algoritmo independente de qual
comum as retas de S; tem que ser igual ao ponto comum 3s retas iteracdo do laco tenha sido executada por dltimo.
de S, ja que, caso contrério, duas retas distintas de S; N S, se
tocariam em mais que um ponto, o que n3o é possivel. @ Usados em provas de corretude de algoritmos
Portanto, a assercdo vale para n, completando a demonstrac3do. @ Tipicamente um algoritmo é composto de varios lacos
Certo ? executados em seqliéncia

@ Para cada lago pode-se obter um invariante que, uma vez

: - provado, garanta o funcionamento correto daquela parte
O passo de induc3o vale para todos os n > 2, exceto para n =3 especifica do algoritmo

pois, nesse caso, S; N Sy tem apenas uma reta. Como a validade
da asser¢ao para m > 2 qualquer depende da sua validade para
cada valorde n=2,3,...,m—1, a falha em n = 3 implica em
falha para todos os m > 3.

@ A corretude do algoritmo como um todo fica provada se for
provado que os invariantes de todos os lacos est3o corretos

@ O dificil é encontrar o invariante que leva a prova da
corretude do algoritmo
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Invariantes de laco e indu¢cdo matematica Invariantes de laco e indugcdo matematica

Um exemplo:

Usando invariante de lagos, provamos a corretude de um algoritmo
que converte um nimero inteiro para a sua representacdo binaria.

Invariante:

Ao entrar no laco 47, o inteiro m representado pelo subvetor
b[0... k] é tal que n = t.2k*1 4 m.

Converte_Bindrio(n) Demonstragdo: seja j = k + 1 (j =# execugdes da linha 4)

1 > na saida, b contém a representagao binaria de n Deseja-se provar por inducao em j que n = t.2/ + m.

; /t<: n—1 Base da inducdo: j.: 0. Trivial, pois antejs de fazer o laco,
4 enquant,o £ 0 faca m = 0 (subvetor vazio de b) e n =t pela linha 2.

5 k — k+1: Hipédtese de indugdo: no inicio da execu¢do da linha 4 na j*
6 blk] — t mod 2; iter.ag:éo, tginl—se_ que n = t(j).2/ + m(j), sendo

7 t <« tdiv 2; m(j) = Z{':o 2".b[i].

8 retornar b. )

Invariantes de laco e indugao matematica

Passo de inducao: antes da execucdo da linha 4 na (j + 1)
iteragdo, deve valer que n = t(j 4+ 1).27*1 4+ m(j + 1), com
m(j) = >4_, 2" b[i].
Pelas linhas 6 e 7, respectivamente, tem-se que:
t(j+1) = t(j) div 2 e m(j + 1) = [t(j) mod 2].27 + m(j)).
Caso t(j) = 2p (par):

t(+1). 2+ m(+1) = p2t + m(j) = 2p.2 + m()j)

=t(j)-2 + m(j)=n (HI)

Recorréncias }

Caso t(j) =2p+ 1 (impar):

t(+1). 2"+ m(+1) =p2T +m(j)+2 = (2p+1).2 + m())
=t()2 +m()=n (H) W

O algoritmo esta correto pois, ao término do laco, t = 0 e passa-se da
linha 4 direto para a linha 8. Pelo invariante, neste momento n = m.
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Resolucdo de Recorréncias

@ Por que resolver recorréncias ?

@ Relagbes de recorréncia expressam a complexidade de
algoritmos recursivos como, por exemplo, os algoritmos de
divisdo e conquista.

@ E preciso saber resolver as recorréncias para que possamos
efetivamente determinar a complexidade dos algoritmos
recursivos.

@ Existem alguns métodos para a resolu¢do de recorréncias:
método iterativo, arvore de recorréncia e método da
substituicdo.

@ Resolvendo algumas recorréncias:

o T(n)=2T(4)+1, T(1)=1.
o T(n)=2T(5)+n* T(1)=1.
o T(n)=2T(5)+n T(1)=1

Cid Carvalho de Souza e Candida Nunes da Silva MC448 — Anilise de Algoritmos |

Resolucao de Recorréncias de Divisdo e Conquista

Expandindo a férmula anterior para T(n) temos:
T(n) = aT(n/b)+ cn*
= a(aT(n/b?) + c(n/b)*) + cn*
= a(a(aT(n/b%) + c(n/b?)*) + c(n/b)¥) + cn*

= a(a(---aT(n/b™) + c(n/b™ HK) +--.) 4+ cnk
= a(a(---aT(1) 4+ cb¥) + cb®) +---) + cb™.
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Resolucao de Recorréncias de Divisao e Conquista

@ Existe uma férmula geral para resultado de recorréncias ?

@ Expressao geral de recorréncia de um algoritmo de divisao e
conquista:

T(n) = aT(n/b) + f(n),

onde a representa o ndmero e n/b o tamanho dos
subproblemas obtidos na divisdo, e f(n) é a fun¢do que da a
complexidade das etapas de divisdo e de conquista.

@ Vamos resolver essa recorréncia para termos uma férmula

geral para o resultado de recorréncias de divisdo e conquista.

@ Simplificando a demonstragdo: supor que f(n) = cn” e

n=b".
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Resolucao de Recorréncias de Divisdao e Conquista

Supondo T (1) = ¢, concluimos que:

T(”) = ca”+ ca™ 1pk + cam2p2k 4+t ch™k

m

— CZ am—ibik

i=0

m

ca™ Z(bk/a)i.

i=0

Para finalizar a resolucdo da recorréncia, temos trés casos a
considerar: a > bk, a= b¥ e a < b¥.
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Resolucao de Recorréncias de Divisao e Conquista Resolucao de Recorréncias de Divisao e Conquista

Caso 1: a > b¥ Caso 2: a = b¥
7. m k i k _ m k i
@ Neste caso, o somatério > " ,(b"/a)" converge para uma @ como b*/a=1, Y " (b*/a) = m+1.

constante. @ dai, temos que T(n) € ©(a™m).
. m ~

@ daf temos que T(n) € ©(a™). @ como m=logy,nea= b¥, ent3o
@ como n = b, entdo m = log, n e, a™m = n'°8 2 log, n = nk logy, n,

@ como a'°8 " = %8s 2 concluimos que @ o que nos leva a conclusdo de que

T(n) € ©(n'"8?), T(n) € ©(n*log n).

Resolucao de Recorréncias de Divisdo e Conquista Resolucao de Recorréncias de Divisdao e Conquista
. k
Demonstramos entdo o seguinte Teorema:

@ Neste caso, a série ndo converge quando m — oo, mas

’ . Teorema (Teorema 3.4 do Manber)
pode-se calcular sua soma para um nidmero finito de termos.

Dada uma relacdo de recorréncia da forma T(n) = aT(n/b) + cnk,
T(n) = mi(bk/ )i _oom (bk/a)m+1_1 ondea,beN,a>1,b>2ec, kcRT,
n) = ca 3 a) =ca a1
= O(n'°8»2),  se a > bk
@ desprezando as constantes na dltima linha da expressdo acima T(n) € { ©(nklogn), sea= bk
k m+1__
e sabendo que a™ (%) € O(b™) e b™ =n, ... o(n), se 2 < b¥

@ concluimos que

T(n) € ©(n"). ,
(n) (n") E possivel generalizar esse Teorema para os casos em que f(n) ndo

é um polinémio.
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Resolucao de Recorréncias de Divisao e Conquista

Teorema (Teorema Master (CLRS))

Sejam a > 1 e b > 2 constantes, seja f(n) uma fungdo e seja T(n)
definida para os inteiros ndo-negativos pela relacdo de recorréncia

T(n) = aT(n/b) + f(n).

Entdo T(n) pode ser limitada assintoticamente da seguinte
maneira:

Q Se f(n) € O(n'°®53=¢) para alguma constante ¢ > 0, entdo
T(n) € ©(n'es?)

Q Se f(n) € ©(n'°8v2), entdo T(n) € ©(n'°8s2 log n)

Q Se f(n) € Q(n'°853+), para algum ¢ > 0 e se
af(n/b) < cf(n), para alguma constante ¢ < 1 e para n
suficientemente grande, entdo T(n) € ©(f(n))
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Método da substituicao para resolver recorréncias

O método da substituicdo envolve dois passos:

© “Adivinhar” uma forma de solu¢3o, ou seja, uma funcio g(n)
tal que T(n) € O(g(n)), onde ¢ € {©,0,0};

© Usar indugdo matematica para encontrar as constantes
requeridas pela definicdo de { e provar o resultado previsto.

Exemplo: resolver T(n) =2T(|5]) + n.
@ Chute: T(n) € O(nlogn)
@ Problemas com as condi¢des de contorno: Ese T(1) =17

@ Conclusao: muitas vezes a dificuldade de provar a hipétese
indutiva para uma condicdo de contorno especifica pode ser
facilmente contornada tirando proveito da flexibilidade das
definicGes da notacdo assintdtica !
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Mais Exemplos de Recorréncias

Exemplos onde o Teorema Master se aplica (e f(n) # cn®):
@ Caso 1: T(n)=4T(n/2)+ nlogn, T(1) =0.
@ Caso 2: T(n)=2T(n/2)+ (n+ logn), T(1) =0.
@ Caso 3: T(n)= T(n/2)+ nlogn, T(1) =0.

Exemplos onde o Teorema Master nao se aplica:

@ T(n)=T(n—1)+n; T(1)=1.

@ T(n)=T(n—a)+ T(a)+n; T(b)=1.
(paraa>1, b < a, ae b inteiros)

o T(n)=T(an)+ T((1 —a)n)+n; T(1)=1.
(para 0 < < 1)

@ T(n)=T(n—1)+logn; T(1) =1

@ T(n)=2T(5) +nlogn; T(1)=1.
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Método da substituicao para resolver recorréncias

Como fazer bons chutes ?

@ Recorréncias parecidas devem ter solucdes parecidas ...
Exercicio: mostre que
T(n)=2T(|5] +17) +n < O(nlogn).

@ Fazer aproximagdes sucessivas dos limitantes inferiores e
superiores de T(n).
Exemplo: para T(n) =2T([5])+ n, podiamos ter comegado
provando que T(n) € Q(n) e T(n) € O(n?) e, em seguida,
tentar apertar os limitantes por um fator de log n.

@ Combinar os métodos anteriores com o uso do Master:
Exemplo: o Master ndo se aplica a recorréncia
T(n) =2T(3) + nlog n mas, eu posso dizer que
T'(n) < T(n) < T"(n) para T'(n) =2T'(3)+ne
T"(n)=2T"(5) + n?.
Agora resolvo T'(n) e T"(n) pelo Master e aplico o método
de aproximacdes sucessivas.
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Método da substituicdo para resolver recorréncias Método da substituicdo para resolver recorréncias

Algumas sutilezas ...

Resolvendo T(n) = T([5])+ T([5]) + 1 por substituicdo.
Chute: T(n) € O(n), ou seja, T(n) < cn para uma escolha
apropriada de c.

Cuidado com as armadilhas da notacdo assintética ...
Encontre o erro na prova abaixo:
T(n)=2T(|5])+n.

T(n) < CLgJ + Cfg] +1=cn+1, Chute: T(n) < cn, para algum ¢ > 0, i.e., T(n) € O(n).
T(n) <2(c|3])+n<cn+ne O(nill

Cuidado ! N&o era isso que eu queria ! o
Troca de varidveis: T(n) =2T(|/n]) + log n.

Faca m=logn (i.e., n=2M): T(2")=2T(2"?)+m ...
Faga S(m)=T(2™) ....

Truque: que tal tentar encontrar duas constantes positivas ¢ € b
tal que T(n) <cn—»b7

Mas cn — b < c¢n, ou seja, restringimos mais a nossa hipétese e a
prova deu certo. N3o é contra-intuitivo ?

Sera que eu aprendi inducao ?

Recorréncias com histéria completa Recorréncias com histéria completa

o Exemplo 2: T(n)=(n—1)+ %27;11 T(i), paran>2e
T(1)=0.
(recorréncia (til para a prova do caso médio do QUICKSORT)

Definicao:

Uma recorréncia T com histéria completa é aquela onde o valor
de T(n) depende de todos valores de T (k) para k < n.

@ Resolvendo: escreve expressdo para T(n+ 1), multiplica por
n+ 1 e subtrai do resultado a expressdo de T(n) multiplicada

o Exemplo 1: T(n)=c+ 7" T(i)paran>2e T(1) =d,
por n.

sendo ¢ e d duas constantes distintas.
. . @ Apds cancelamento de termos, chega-se a:
@ Como resolver ? Escrever a expressdo para T(n+ 1), subtrair

T(n) cancelando termos, etc. T(n+1) = n+2 T(n) + 2n < n+2 T(n) +2
@ Chega-se a T(n+1) — T(n) = T(n) e, portanto, n+1 n+17 n+1
T(n+1)=2T(n)ou: T(n+1)= T(1)2".

@ Expandindo por i iteragGes, chega-se a:

@ Vamos provar este tltimo resultado por indugdo 7

o Que facil !l porém T(2)=c+ T(1) #2T(1) ! _

@ Oh, ndo ! Estd tudo errado ! O que aconteceu 7 T(n+1)< n+2 T(n— 1) +2(n+2)§l: 1 '
@ Serd que eu aprendi inducao ? n+1l—i =" +2—J
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Recorréncias com histéria completa

@ lterando-se n — 1 vezes e usando o fato de T(1) ser nulo,
chega-se a:

T(n+1)§2(n+2)[#+ Ly +3]

n+2 n+1 73
, . . Indugdo matematica no projeto de algoritmos )
@ Se H(n+ 2) é o valor da série harmdnica calculada para
n—+ 2, tem-se:
T(n+1)<2(n+2)(H(n+2)—1.5)
o Logo, T(n) € O(nlogn)
Por qué ?

Projeto de algoritmos por inducao Projeto de algoritmos por indugao

@ A seguir, usaremos a técnica de indu¢do para desenvolver

> Este processo indutivo resulta em algoritmos recursivos, em que:
algoritmos para certos problemas.

@ a base da indugdo corresponde a resolugdo dos casos base da

o . ~ . . [ :
Isto é, a formulagdo do algoritmo vai ser analoga ao recurs3o;

desenvolvimento de uma demonstra¢do por indugdo. L o . .
@ a aplicacdo da hipdtese de indugdo corresponde a uma ou

@ Assim, para resolver o problema P falamos do projeto de um . .
mais chamadas recursivas; e

algoritmo em dois passos:

© Exibir a resolucio de uma ou mais instancias pequenas de P @ o passo da indugdo corresponde ao processo de obten¢do da
(casos base); resposta para o caso geral a partir daquelas retornadas pelas
@ Exibir como a solugdo de toda instincia de P pode ser obtida chamadas recursivas.

a partir da solucdo de uma ou mais instancias menores de P.
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Projeto de algoritmos por inducao Exemplo 1 - Calculo de polinémios

Problema:

Dada uma seqtiéncia de ndmeros reais a,,an—1,-..,a1,ag, € um

. . Lo . numero real x, calcular o valor linémi
@ Um beneficio imediato é que o uso (correto) da técnica nos da e [ 5, CVEIEr © Ve ¢ eingin o

uma prova da corretude do algoritmo. _
P _ _ g Pn(x) = anx" + ap_1x" Ly 4 aix+ ao.
@ A complexidade do algoritmo resultante é expressa numa

recorréncia.

@ Freglientemente o algoritmo é eficiente, embora existam

exemplos simples em que isso ndo acontece. Primeira solucéo indutiva:
@ Iniciaremos com dois exemplos que usam inducdo fraca: @ Caso base: n=0. A solugdo ¢ ap.
@ célculo do valor de polinémios e @ Suponha que para um dado n saibamos calcular o valor de

@ obtencdo de subgrafos maximais com restricBes de grau.

1

Pn_l(X) =a,_1 X" +...+a1x+ ap.

Ent3o, para calcular P,(x), basta calcular x", multiplicar o
resultado por a, e somar o valor obtido com P,_1(x).
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Exemplo 1 - Solucdo 1 - Algoritmo Exemplo 1 - Solugdo 1 - Complexidade

Chamando de T(n) o ndmero de operagdes aritméticas realizadas

. S— pelo algoritmo, temos a seguinte recorréncia para T(n):
CalculoPolindmio(A,x) \

> Entrada: Coeficientes A= a,,an_1,..., ai, ag e real x. T(n) = { 0, n=20

t> Saida: O valor de P,(x). | T(n—1)+ n multiplicagdes + 1 adigdo, n > 0.

1. se n=0entdo P «— a .

) sendo N3o é dificil ver que

3 A,<—an,1,...,al,ao n

4. P" « CélculoPolindmio(A’, x) T(n) = > (i multiplicaces + 1 adicso)

5. xn 1 i=1

6 para i — 1 até n faca xn «— xn * x = (n+1)n/2 multiplicagdes + n adices.

7 P—P + ap * XN

8 retorne(P) Nota: o nimero de multiplicacGes pode ser diminuido calculando
x™ com o algoritmo de exponenciagdo rapida que veremos mais
tarde.

Cid Carvalho de Souza e Candida Nunes da Silva MC448 — Anilise de Algoritmos | Cid Carvalho de Souza e Candida Nunes da Silva MC448 — Anilise de Algoritmos |



Segunda solu¢ao indutiva Exemplo 1 - Solugdo 2 - Algoritmo

@ Desperdicio cometido na primeira solugdo: re-célculo de
poténcias de x.

CalculoPolindmio(A,x)

@ Alternativa: eliminar essa computa¢ao desnecessaria trazendo

o célculo de x"~1 para dentro da hipétese de inducio. > Entrada: Coeficientes A= a,,an-1,. ., a1, a e real x.
> Saida: O valor de P,(x) e o valor de x".
Hipétese de inducao reforcada: 1 se n=0entdo P — ag; xn — 1
Suponha que para um dado n saibamos calcular n3o sé o valor de 2 senao
P,_1(x) = ap_1x""1 4 ...+ a;x + agp mas também o valor de x" . 3. A —a,_1,...,a1,a
4. P',x" « CalculoPolindmio(A’, x)
® Entdo, no passo de indu¢do, primeiro calculamos x" 5 XN — X% X
multiplicando x por x"~1, conforme exigido na hipStese. Em 6 P« P +a,*xn
seguida, calculamos P,(x) multiplicando x" por a, e somando 7. retorne(P, xn)

o valor obtido com Pp,_1(x).

o Note que para o caso base n =0, a solugdo agora é (aop, 1).

| | |
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Exemplo 1 - Solucdo 2 - Complexidade Terceira solugao indutiva
Novamente, se T(n) é o nimero de operagdes aritméticas @ A escolha de considerar o polinémio P,_1(x) na hipStese de
realizadas pelo algoritmo, T(n) é dado por: inducdo ndo € a (inica possivel.

@ Podemos reforcar ainda mais a h.i. e ter um ganho de

0, n=20 complexidade:

T(n) = { T(n— 1)+ 2 multiplicagdes + 1 adi¢do, n > 0.

Hipodtese de inducao mais reforcada:

A solugdo da recorréncia ¢ Suponha que para um dado n > 0 saibamos calcular o valor do
n polindmio P! (x) = a,x""1 + a,_1x""2...+ a;. Entdo
T(n) = > (2 multiplicacdes + 1 adic&o) Pn(x) = xP}_1(x) + ao.
i=1
= 2n multiplicagdes + n adigoes. @ Note que, basta uma multiplicacdo e uma adicdo para

obtermos Pp(x) a partir de P/_(x).

@ O caso base ¢é trivial pois, para n = 0, a solucdo é ag.
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Exemplo 1 - Solucdo 3 - Algoritmo Exemplo 1 - Solugdo 3 - Complexidade

Temos que T(n) é dado por

CalculoPolindmio(A,x) w T(n) = { 0, n=0

> Entrada: Coeficientes A = Any dn—1s-- -, di1, dg € real x. T(n — ]_) + 1 mu|tip|icag§o + 1 adigéo7 n>0.
> Saida: O valor de P,(x).
1. sen=0entio P — a A solugdo é
2. sendo n
!
3. A/ —anan-1,--,a T(n) = E (1 multiplicacdo + 1 adi¢3o)
4. P’ «— CalculoPolindmio(A', x) P
’
5 P—xxP +ag = n multiplicacdes + n adicdes.
6. retorne(P)
Essa forma de calcular P,(x) é chamada de regra de Horner.

Projeto por indugdo - Exemplo 2 Exemplo 2 - Subgrafos Maximais

Subgrafos Maximais

Formulagao do problema usando grafos:

Dado um grafo simples G (ndo-orientado) com n vértices e um
inteiro k < n, encontrar em G um subgrafo induzido H com o
ndmero maximo de vértices, tal que o grau de cada vértice de H
seja > k. Se um tal subgrafo H nio existir, o algoritmo deve
identificar esse fato.

@ Suponha que vocé esteja planejando uma festa onde queira
maximizar as interages entre as pessoas. Uma festa animada,
mas sem recursos ilicitos para aumentar a animacgao.

@ Uma das maneiras de conseguir isso é fazer uma lista dos
possiveis convidados e, para cada um desses, a lista dos ——
convidados com quem ele(a) interagiria durante a festa.
Se H é um subgrafo induzido de um grafo G, uma aresta de G
estd em H se, e somente se, tem ambos os seus extremos em H.
Um subgrafo qualquer G’ de G é maximal com relacio a uma

propriedade P se G’ satisfizer P e n3o existir em G outro subgrafo
préprio que contenha G’ e satisfaca P.

@ Em seguida, é sé localizar o maior subgrupo de convidados
que interagiriam com, no minimo, digamos, k outros
convidados dentro do subgrupo.
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Exemplo 2 (cont.) Exemplo 2 - Indugdo

Usando o método indutivo:

Hipédtese de inducao:

@ Exemplo de um subgrafo que é induzido e de outro subgrafo
que n3o é induzido em um grafo G: Dados um grafo G e um inteiro n qualquer, sabemos como

encontrar subgrafos maximais H de G com grau minimo > k,
desde que G tenha menos que n vértices.

@ Como exemplo de subgrafos maximais (propriedade relativa a
continéncia) que ndo sdo maximos (propriedade relativa ao
tamanho) em um grafo G, veja definicdo de clique em grafos. Caso base: o primeiro valor de n para o qual faz sentido

buscarmos tais subgrafos H é n = k + 1, caso contrério ndo ha

. . . . como satisfazer a restricdo de grau minimo.
@ No nosso exemplo, o conceito de maximal é equivalente ao de 7

mdximo (ndmero de vértices). Assim, quando n = k + 1, a Unica forma de existir em G um
Vocé pode provar esta afirmativa ? subgrafo induzido com grau minimo k é que todos os vértices
tenham grau igual a k.

Se isso ocorrer, a resposta é H = G; caso contrario H = ().
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Exemplo 2 - Indugdo (cont.) Exemplo 2 - Algoritmo

@ Seja entdo G um grafo com n vértices e k > 0 um inteiro tal SubgrafoMaximal(G, k)
que n > k + 1.

> Entrada: Grafo G com n vértices e um inteiro k > 0.
> Saida: Subgrafo induzido H de G com grau minimo k.
) 1. se(n<k+1)entdo H—0
@ Caso contrério, seja v um vértice com grau < k. E facil ver 2. sendo se todo vértice de G tem grau > k
que nenhum subgrafo que é solugdo para o problema contera 3 entio H— G
v. Assim, v pode ser removido e a hipdtese de inducdo 4. senio
5
6
7

@ Se todos os vértices de G tém grau > k n3o ha nada mais a
fazer. Retorne H = G e fim.

aplicada ao grafo resultante G'. seja v um vértice de G com grau < k

H — SubgrafoMaximal(G — v, k)
retorne(H)

@ Seja H’' o subgrafo retornado pela aplicacdo da h.i. em G'.
Entdo H' também é resposta para G. |
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Projeto por inducio - Exemplo 3 Exemplo 3 (cont.)
Fatores de balanceamento em arvores binarias

Problema:

Dada uma drvore bindria A com n nds, calcular os fatores de

Definicao: balanceamento de cada né de A.
Arvores bindrias balanceadas s3o estruturas de dados que
minimizam o tempo de busca de informacdes nela armazenadas. A @ Vamos projetar o algoritmo indutivamente.

idéia é que, para todo né v da arvore, o fator de balanceamento
(f.b.) de v, isto é, a diferenca entre a altura da subdrvore esquerda
e a altura da subarvore direita de v n3o desvie muito de zero.

Hipédtese de inducao:

Para um valor de n > 0 qualquer, sabemos como calcular fatores
de balanceamento de drvores com menos que n nds.

@ Arvores AVL sdo um exemplo de adrvores bindrias balanceadas, @ Caso base: quando n = 0, convencionamos que o f.b. é igual
em que o f.b. de cada né é —1,0 ou +1 a zero.
@ Veja um exemplo de uma &rvore bindria e os f.b.s de seus nds. @ Vamos mostrar agora como usar a hipétese para calcular f.b.s

de uma arvore A com exatamente n nds.

Exemplo 3 - indugdo (cont.) Exemplo 3 - indugdo (cont.)

@ Novamente, o caso base n = 0 é facil. O f.b. e a altura sdo
ambos iguais a zero.
A idéia é aplicar a h.i. as subdrvores esquerda e direita da raiz e, °

Seja A uma drvore bindria com n nés, para um n >0
em seguida, calcular o f.b. da raiz.

qualquer.
Dificuldade: o f.b. da raiz depende das alturas das subdrvores

Sejam (fe, he) e (f4, hg) os f.b.s e alturas das sub&rvores
esquerda e direita e ndo dos seus f.b.s.

esquerda (A.) e direita (Ay) de A que, por h.i., sabemos
Conclusdo: é necessario uma h.i. mais forte ! como calcular.

Ent3o, o f.b. da raiz de A é he — hy e a altura da arvore é
max(he, hg) + 1.

Isto completa o calculo dos f.b.s e da altura de A. |

Nova hipétese de inducao:

Para um valor de n > 0 qualquer, sabemos como calcular fatores
de balanceamento e alturas de drvores com menos que n nos.

De novo, o fortalecimento da hipétese tornou a resolucao do
problema mais facil.
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Exemplo 3 - Algoritmo Exemplo 3 - Complexidade

@ Seja T(n) o nimero de operagdes executadas pelo algoritmo

FatorAltura (A) \ para calcular os f.b.s e a altura de uma arvore A de n nés.
> Entrada: Uma arvore binaria A com n > 0 nés Ent3o
> Saida: A arvore A os f.b.s nos seus nds e a altura de A a n=0
= 3 T . ) -
1 serl 0 entao h«— 0 (n) { T(ne) + T(ng) + 2, n>0,
2. senao
3 seja r a raizde A onde:
3 he «— FatorAltura(A.) @ ne, Ng s3o os nimeros de nds das subdrvores esquerda e direita;
4. hyq < FatorAltura(Ay) @ ¢1 é uma constante que denota o tempo (constante) para a
5 > armazena o f.b. na raiz em r.f execucdo dos comandos de atribuicdo do caso base; e
6 r.f «— he — hy @ ¢ é outra constante que denota o tempo para a execu¢do das
7 h — max(he, hq) + 1 operagdes aritméticas e atribui¢cdes do caso geral.
K
8. retorne(h) @ Em vez de escrever ¢; e ¢ poderiamos ter usado a notagdo
o(1).
Exemplo 3 - Complexidade Projeto por Inducdo - Exemplo 4: o problema da

celebridade

O pior caso da recorréncia parece ser quando, ao longo da

recursdo, um de ne, ng € sempre igual a zero (e o outro € sempre Num conjunto S de n pessoas, uma celebridade é alguém que é

igual a n—1). conhecido por todas as pessoas de S mas que n3o conhece
Chega-se entdo a: ninguém. Isso implica que pode existir somente uma celebridade
em S
n
T(n) = Y(e + ) = e + ) € O(n) Probloma:

i=1

Dado um conjunto de n pessoas e uma matriz M n x n onde
M]Ji,j] =1 se a pessoa i conhece a pessoa j e M[i, ] =0 caso
contrdrio, encontrar (se existir) uma celebridade no conjunto.
Isto é, determinar um k tal que todos os elementos da coluna k

Ha algum ganho em complexidade quando ambos ne e ng sao (exceto M[k, k]) de M s&o 1s e todos os elementos da linha k
aproximadamente n/2 ao longo da recurs3o ? (exceto M[k, k]) sdo Os.
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Exemplo 4 - Inducio Exemplo 4 - Indugdo (cont.)

Existe uma solugdo simples mas laboriosa: Para cada i/, verifique
todos os outros elementos da linha 7/ e da coluna /. O custo dessa

solucdo & 2n(n — 1). Tome entdo um conjunto S = {1,2,...,n},n > 2, de pessoas ¢ a

matriz M correspondente. Considere o conjunto S’ = S\ {n};

Um argumento indutivo que parece ser mais eficiente é o seguinte: H4 dois casos possiveis:

@ Se n =1, podemos considerar que o tnico elemento € uma © Existe uma celebridade em S’, digamos a pessoa k; entdo, k é

celebridade. celebridade em S se, e somente se, M[n, k] =1 e M[k,n] = 0.

@ Outra opcdo seria considerarmos o caso base como n =2, o
primeiro caso interessante. A solucdo é simples: existe uma
celebridade se, e somente se, M[1,2] & M[2,1] = 1. Mais uma
comparagdo define a celebridade: se M[1,2] =0, entdo a
celebridade é a pessoa 1; sendo, é a pessoa 2.

@ Se k nio for celebridade em S ou n3o existir celebridade em
S’, ent3o a pessoa n é celebridade em S se M[n,j]=0e
M[j, n] = 1,¥j < n; caso contrario ndo hd celebridade em S.

Essa primeira tentativa, infelizmente, também conduz a um
Hipétese de Inducio: algoritmo quadrético. (Por qué ?)

Para um n qualquer, n > 2, sabemos encontrar uma celebridade
num conjunto de n — 1 pessoas.
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Exemplo 4 - Segunda tentativa Exemplo 4 - Segunda tentativa

A segunda tentativa baseia-se em um fato muito simples: Tome ent3o um conjunto arbitrdrio de n > 2 pessoas e a matriz M
correspondente.

Dadas duas pessoas i e j, € possivel determinar se uma delas nao

é uma celebridade com apenas uma comparagio: se M[i, j] =1,

entdo i n3o € celebridade; caso contrario j ndo € celebridade.

Sejam i e j quaisquer duas pessoas e suponha que, usando o
argumento acima, determinemos que j ndo é celebridade.

Seja S’ = S\ {j} e considere os dois casos possiveis:

Vamos usar esse argumento aplicando a hipétese de inducdo sobre © Existe uma celebridade em S’, digamos a pessoa k. Se
o conjunto de n — 1 pessoas obtidas removendo dentre as n uma M[j, k] =1 e Mk, j] =0, entdo k é celebridade em S; caso
pessoa que sabemos n3o ser celebridade. contrdrio ndo hd uma celebridade em S.
@ O caso base e a hipétese de induc3o s3o os mesmos que © N3io existe uma celebridade em S’; ent3o n3o existe uma
anteriormente. celebridade em S.
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Exemplo 4 - Algoritmo Exemplo 4 - Complexidade

Celebridade(S, M) O algoritmo resultante tem complexidade linear em n.

> Entrada: SN de pessoas S={12....n} A recorréncia T(n) para o niimero de operacdes executadas pelo
M, a matriz que define quem conhece quem em S. algoritmo é:

> Saida: Um inteiro k < n que é celebridade em S ou kK =0

1. se|S| =1 entdo k < elemento em S T(n) = { o(1), n=1
2. sendo T(n—1)+0©6(1), n>1
3. sejam i, j quaisquer duas pessoas em S

4. se M[i,j] =1 entdo s < / sendo s « j A solugdo desta recorréncia é

5. S — S5\ {s} .

6. k «— Celebridade(S’, M) _ _

7. se k > 0 entao 21:9(1) = n6(1) = O(n).

8.

se (M[s, k] # 1) ou (M[k,s] # 0) entdo k — 0
9. retorne(k)
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Projeto por inducao - Exemplo 5 Exemplo 5 - Inducao

Maxima subseqiiéncia consecutiva (m.s.c)

Um dos problemas corriqueiros na drea de processamento de Como antes, vamos examinar o que podemos obter de uma
imagens é a busca de trechos de pontos (pixels) contiguos cuja hipétese de inducéo simples:
soma de pesos seja maximo. A funcdo peso varia com a aplicac3o.

Hipétese de Inducao simples:

Problema: (versdo simplificada) Para um n qualquer, sabemos calcular a m.s.c. de seqiiéncias cujo
Dada uma seqiiéncia X = x1,x2, . .., X, de nimeros inteiros (no comprimento seja menor que n.
necessariamente positivos), encontrar uma subseqiiéncia
consecutiva Y = x;, Xj41,...,% de X, onde 1 < i,j < n, cuja ® Seja entdo X = x1,x2,...,X, Uma seqiiéncia qualquer de
soma seja maxima dentre todas as subseqiiéncias consecutivas. comprimento n > 1.
o Considere a seqiiéncia X’ obtida removendo-se de X o niimero
Xp-

X =[3,0,—1,2,4,—1,2,—2]. Resp: Y = [3,0,~1,2,4,—1,2] ° Seja. Y’ = X, Xi41,...,Xj a ms.c. de X/, obtida aplicando-se

X =[-1,-2,0]. Resp: Y = [0] ah.i

X =[-3,-1]. Resp: Y= ]
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Exemplo 5 - Indugdo Exemplo 5 - Indugdo

@ A hipdtese de indugcdo nos permite resolver todos os casos
anteriores, exceto o ultimo.
N3o ha informacao suficiente na h.i. para permitir a resolugdo
deste caso.

Ha trés casos a examinar:

O Y = | Nestecaso, Y =x,sex,>00uY =[ ]se
Xn < 0. O que falta na h.i. ?
© j = n—1. Como no caso anterior, temos Y = Y’||x, se

% >00uY = Y se x, < 0. @ E evidente que, quando

© j < n—1. Aqui h3 dois subcasos a considerar: Y = Xpy Xkt 1y - - - > Xn—1, Xny
@ Y’/ também é m.s.c. de X; isto é, Y = Y'.
@ Y’ ndo é a ms.c. de X. Isto significa que x, € parte da m.s.c. ent30 Xk, Xk11,- - -, Xn—1 € um sufixo de X’ de maximo valor
Y de X, que é, portanto, da forma Xk, Xk+1, - - ., Xn—1, Xn, para entre os sufixos de X'.

algum k< n—1. . . .
@ Assim, se conhecermos o sufixo maximo (em valor) de X',

além da m.s.c., teremos resolvido o problema completamente

para X.
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Exemplo 5 - Indugdo Exemplo 5 - Algoritmo

— . - >> Entrada: Uma seqiiéncia X = [x, x2, . . ., Xn] de ndmeros reais.
Hipétese de inducéo reforcada: > Saida: Inteiros i, j, k e reais MaxSeq, MaxSuf tais que:
Para um n qualquer, sabemos calcular a m.s.c. e o sufixo maximo — Xj, X s30 o primeiro e dltimo elementos da m.s.c. de X,
de seqiiéncias cujo comprimento seja menor que n. cujo valor é MaxSeq; e

— X, é o primeiro elemento do sufixo maximo de X, cujo

E clara desta discussdo também, a base da inducdo: paran=1, a valor é MaxSuf.
m.s.c. de X = x3 é x3 caso x; > 0, e a seqliéncia vazia caso — O valor j = 0 significa que X é composta de negativos
contrario. somente. Neste caso, convencionamos MaxSeq = 0.

— O valor k = 0 significa que o maximo sufixo de X tem
soma negativa. Neste caso, MaxSuf = 0.
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Exemplo 5 - Algoritmo (cont.)

MSC(X, n): (cont.)

1. sen=1

2. entao

3. se x3 <0

4, entao /,j, k — 0; MaxSeq, MaxSuf «— 0
5. senao i, j, k «— 1; MaxSeq, MaxSuf «— xi
6. senao

7. i,j, k, MaxSeq, MaxSuf «— MSC(X — x,)

8. se k=0entao k — n

9. MaxSuf «— MaxSuf + x,

10. se MaxSuf > MaxSeq

11. entdao i — k;j < n; MaxSeq «— MaxSuf
12. senao se MaxSuf < 0 entao MaxSuf «— 0; k — 0
13.  retorne(i,j, k, MaxSeq, MaxSuf)
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Projeto por inducao - Erros comuns

Os erros discutidos nas provas por inducdo, naturalmente,
traduzem-se em erros no projeto de um algoritmo por indugdo.

Problema: Dado um grafo conexo G, verificar se G € bipartido ou
ndo. Caso seja, retornar a particdo dos vértices.

Definicao:

Um grafo é bipartido se seu conjunto de vértices pode ser
particionado em dois conjuntos, de forma que toda aresta de G
tenha extremos em conjuntos diferentes. Se G é conexo e
bipartido, entdo a particdo € Unica.
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Exemplo 5 - Complexidade

A complexidade T(n) de MSC é simples de ser calculada.

Como no dltimo exemplo,

[ o), n=1
T(n) = { T(n—1)+0©6(1), n>1

A solucdo desta recorréncia é

> (1) = ne(1) = ©(n).
1

Reforcar a hipotese de inducao: preciso lembrar disso ... )
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T

Projeto por inducao - Erros comuns

O que h3 de errado com o (esboco de um) algoritmo recursivo ’
mostrado abaixo ?

@ Sejam G um grafo conexo, v um vértice de G e considere o
grafo G' = G — {v}.

@ Se G’ n3o for bipartido, entdo G também n3o é. Caso
contrério, sejam A e B os dois conjuntos da particio de G’
obtidos recursivamente.

@ Considere agora o vértice v e sua relagdo com os vértices de A
e B.

@ Se v tiver um vizinho em A e outro em B, entdo G ndo é
bipartido (j& que a partic3o, se existir, deve ser lnica).

@ Caso contrdrio, adicione v a A ou B, o conjunto no qual v
nao tem vizinhos. A particdo estd completa.
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Projeto de Algoritmos por Divisdo e Conquista

@ Dividir para conquistar: uma tatica de guerra aplicada ao
projeto de algoritmos.

@ Um algoritmo de divisdo e conquista é aquele que resolve o
problema desejado combinando as solugBes parciais de (um ou
mais) subproblemas, obtidas recursivamente.

z

Divisdo e Conquista ] @ E mais um paradigma de projeto de algoritmos baseado no
principio da induc3o.

@ Informalmente, podemos dizer que o paradigma incremental
representa o projeto de algoritmos por inducdo fraca,
enquanto o paradigma de divisao e conquista representa o
projeto por inducao forte.

o E natural, portanto, demonstrar a corretude de algoritmos de
divisdo e conquista por inducg3o.
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Algoritmo Genérico Projeto por Divisao e Conquista - Exemplo 1

Exponenciacao

DivisaoConquista(x)

> Entrada: A instancia x Problema:
> Saida: Solucdo y do problema em questdo para x Calcular a", para todo real a e inteiro n > 0.
1. se x é suficientemente pequeno entao
B> Solucao(x) algoritmo para pequenas instancias Primeira solucdo, por inducao fraca:
2. retorne Solucao(x) o Caso base: n—0: 20 = 1.
3. senao . . ~ .
& divisio @ Hipdtese de inducdo: Suponha que, para qualquer inteiro
. A n>0 e real a, sei calcular a"~1.
4, decomponha x em instadncias menores xi, X, « - - , Xk . - )
5. para i de 1 até k faca y; := DivisaoConquista(x;) @ Passo da inducdo: Queremos provar que conseguimos
[> conquista calcular a", para n > 0. Por hipdtese de indu¢io, sei calcular
n—1 = n HH n—1
6. combine as solucdes y; para obter a solucio y de x. a"~". Entdo, calculo a” multiplicando a"~" por a.
7. retorne(y)
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Exemplo 1 - Solugdo 1 - Algoritmo Exemplo 1 - Solugdo 1 - Complexidade

Seja T(n) o nimero de operagdes executadas pelo algoritmo para
calcular a".

Ent3o a relagcdo de recorréncia deste algoritmo é:
Exponenciacao(a, n) ‘

> Entrada: A base a e o expoente n. T(n) = { 1, n=20
> Saida: O valor de a". T(n—1)4+ ¢, n>0,
1. se n=0 entao q ¢ i ¢ ¢ ( tante)
onde ¢ e ¢p representam, respectivamente, o tempo (constante
2 retorne(1) {caso base} 1 € 2 represen” P e o temp
~ executado na atribuicdo da base e multiplicagdo do passo.
3. senao
4 an’ := Exponenciacao(a, n — 1) Neste caso, ndo é dificil ver que
* - 9
5 an:=an' xa n
6. retorne(an) T(n)=c+ E @ = ¢y + ncy = O(n).
i=1
Este algoritmo é linear no tamanho da entrada ? )

Exemplo 1 - Solucdo 2 - Divisao e Conquista Exemplo 1 - Solu¢do 2 - Algoritmo

Vamos agora projetar um algoritmo para o problema usando

mduc;a_o forte de forma a obter um algoritmo de divisdo e ExponenciacaoDC(a, n) |
conquista.

> Entrada: A base a e o expoente n.

Segunda solucdo, por inducdo forte: > Cafike © vl cla s
@ Caso base: n=0; 3% =1. 1. se n=0 entao
o Hipdtese de inducao: Suponha que, para qualquer inteiro 2. retorne(1) {caso base}
n> 0 e real a, sei calcular a*, para todo k < n. 3 senao
> divisdo

@ Passo da inducdo: Queremos provar que conseguimos
calcular a”, para n > 0. Por hipétese de inducido sei calcular

>

an’ := ExponenciacaoDC(a, n div 2)
> conquista
5 an = an' x an’
12 2 . 6. se (n mod 2) =1
an_ (a : ) ’ s€ I par, 7. an:=anxa
8

= 2
a- (aLiJ) , se n impar. retorne(an)

n ~ .
aLzJ. Entdo, calculo a” da seguinte forma:
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Exemplo 1 - Solucdo 2 - Complexidade Projeto por Divisdo e Conquista - Exemplo 2

Busca Binaria

Problema:

Dado um vetor ordenado A com n nimeros reais e um real x,
determinar a posi¢do 1 < i < n tal que A[i] = x, ou que n3o existe
tal /.

@ Seja T(n) o nimero de operagdes executadas pelo algoritmo
de divisdo e conquista para calcular a".

@ Ent3o a relagdo de recorréncia deste algoritmo é:

@ O projeto de um algoritmo para este problema usando inducdo
T(n) = { o n n=0 simples, nos leva a um algoritmo incremental de complexidade
T((g)+ e n>o0 s p 2 indugs
e pior caso ©(n). Pense em como seria a indugdo !
@ Se utilizarmos indug3do forte para projetar o algoritmo,
@ Nio ¢ dificil ver que T(n) € ©(logn). Por qué? podemos obter um algoritmo de divisdo e conquista que nos
leva ao algoritmo de busca bindria. Pense na inducdo !
@ Como o vetor estd ordenado, conseguimos determinar, com
apenas uma comparac¢do, que metade das posi¢es do vetor
nao pode conter o valor x.
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Exemplo 2 - Algoritmo Exemplo 2 - Complexidade

BuscaBinaria(A, e, d, x) @ O ndmero de operagdes T(n) executadas na busca bindria no
> Entrada: Vetor A, delimitadores e e d do subvetor e x. pior caso é:
> Saida: indice 1 </ < n tal que A[i] = x ou i = 0. . )
1. se e = d entao se Ale] = x entao retorne(e = L n=
2. sendo retorne(([))] © o) { T([2]) + e n>1,
i senia:0: e i o Nio é dificil ver que T(n) € ©(logn). Por qué?
5. se A[i] = x retorne(/) @ O algoritmo de busca bindria (divis3o e conquista) tem
6. sendao se A[i] > x complexidade de pior caso ©(log n), que é assintoticamente
7. i := BuscaBinaria(A, e,i — 1, x) melhor que o algoritmo de busca linear (incremental).
8. sendo {A[/] < x} @ E se o vetor n3o estivesse ordenado, qual paradigma nos
9. i := BuscaBinaria(A, i +1,d, x) levaria a um algoritmo assintoticamente melhor ?
10. retorne(/)
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Projeto por Divisao e Conquista - Exemplo 3 - Médximo e Exemplo 3 - Complexidade

Minimo

@ Qual o ndmero de comparacdes T(n) efetuado por este

Problema: .
. . . . . algoritmo?
Dado um conjunto S de n > 2 nidmeros reais, determinar o maior e
o menor elemento de S. T(n) 1, n=2
n)y=
_ T(3D+T(3D+2 n>2,
@ Um algoritmo incremental para esse problema faz 2n — 3
comparagGes: fazemos uma comparagdo no caso base e duas @ Supondo que n é uma poténcia de 2, temos:
no passo.
, . R . . 1 n=2
@ Serd que um algoritmo de divisdo e conquista seria melhor ? T(n) = ’
(n) 2T(5)+2, n>2,

@ Um possivel algoritmo de divisdo e conquista seria:

o Divida S em dois subconjuntos de mesmo tamanho S; e S, e
solucione os subproblemas.

o O maximo de S é o maximo dos maximos de S; e S, e 0
minimo de S é o minimo dos minimos de 5; e S,.

@ Neste caso, podemos provar que T(n) = %n — 2 usando o
método da substitui¢do (indugdo !).
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Exemplo 3 - Complexidade Exemplo 3 - Complexidade

o Caso Base: T(2)=1=3-2.
o Hipétese de Inducdo: Suponha, para n =21 k > 2, que

_ 3 . . . . -
T(n)=3n-2. @ Assintoticamente, os dois algoritmos para este problema sio
@ Passo de Inducdo: Queremos provar para n = 2%, k > 2, equivalentes, ambos ©(n).
3 . - . .
que T(n) = 3n—2. @ No entanto, o algoritmo de divisao e conquista permite que

menos comparacdes sejam feitas. A estrutura hierdrquica de
comparagdes no retorno da recursdo evita comparagdes
desnecessarias.

T(n) = 2T(5)+2
= %(%n —2)+2 (por h. i)
= 5n—2

@ E possivel provar que T(n) = %n — 2 quando n n3o é poténcia
de 27
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O Problema da Ordenacao

Problema:
Ordenar um conjunto de n > 1 inteiros.

@ Podemos projetar por indugdo diversos algoritmos para o

OIFRITRED J problema da ordenac3o.
o Na verdade, todos os algoritmos bdsicos de ordenagao surgem
de projetos por inducdo sutilmente diferentes.
@ Comecaremos usando inducdo simples no projeto do algoritmo
de ordenacao.
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Projeto por Indugdo Simples Insertion Sort - Pseudo-cédigo - Versao Recursiva

Hipoétese de Inducao Simples:

Ordenacaolnsercao(A, n)

Sabemos ordenar um conjunto de n — 1 > 1 inteiros.

> Entrada: Vetor A de n nimeros inteiros.
o Caso base: n=1. Um conjunto de um (inico elemento est3 I Saida: Vetor A ordenado.
ordenado. ; SE gi 2 fa(;al A .
o Passo da Inducao (Primeira Alternativa): Seja S um 3 Vr._elj:[cna]o nsercao(A, n — 1)
conjunto de n > 2 inteiros e x um elemento qualquer de S. 4 . o1
Por hipétese de inducdo, sabemos ordenar o conjunto S — x, 5' {aﬁquanto (> 0) e (Alj] > v) faga
basta ent3o inserir x na posic3o correta para obtermos S 6. Al +1] = Al
ordenado. 7 Fomf 1
@ Esta inducdo da origem ao algoritmo incremental Insertion 8 Alj+1]:=v

Sort.
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Insertion Sort - Pseudo-cédigo - Versao lterativa Insertion Sort - Analise de Complexidade

@ E facil eliminar o uso de recursdo simulando-a com um laco.

@ Quantas comparacdes e quantas trocas o algoritmo Insertion

Ordenacaolnsercao(A) \ Sort executa no pior caso ?

> Entrada: Vetor A de n nimeros inteiros. @ Tanto o niimero de comparagdes quanto o de trocas é dado
> Saida: Vetor A ordenado. pela recorréncia:
1. parai:=2 até n faca
2 vi= A[/] T(n) = 0, n=1
3. Ji=i-1 |l T(h—=1V+n, n>1,
4. enquanto (j > 0) e (A[j] > v) faca
5 Alj + 1] == A[j] @ Portanto, 9(n2) comparacoes e trocas s3o executadas no pior
6 _/ :_] -1 Caso.
7 Aj+1]:=v
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Projeto por Indugdo Simples - Segunda Alternativa Selection Sort - Pseudo-cédigo - Recursiva

Hipoétese de Inducao Simples:

Sabemos ordenar um conjunto de n — 1 > 1 inteiros. OrdenacaoSelecao(A, /. n) ‘

> Entrada: Vetor A de n nimeros inteiros e os indices de
inicio e término da sequiéncia a ser ordenada.
> Saida: Vetor A ordenado.
1. se i< nfaga
min =i
para j := i+ 1 até n faca
se A[j] < A[min] entdo min :=j

o Caso base: n = 1. Um conjunto de um unico elemento estd
ordenado.

o Passo da Inducdo (Segunda Alternativa): Seja S um
conjunto de n > 2 inteiros e x o menor elemento de S. Ent3o
Xx certamente é o primeiro elemento da sequiéncia ordenada de
S e basta ordenarmos os demais elementos de S. Por hipétese

t:=Almi
de inducdo, sabemos ordenar o conjunto S — x e assim ; [fnm] ’
A[min] := A[i]
obtemos S ordenado. All] = t

©NOo kWD

@ Esta indugdo dd origem ao algoritmo incremental Selection
Sort.

OrdenacaoSelecao(A, i + 1, n)
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Selection Sort - Pseudo-cédigo - Versdo lterativa Selection Sort - Andlise de Complexidade

@ Novamente, é facil eliminar o uso de recursio simulando-a
com um laco.

@ Quantas comparagbes e quantas trocas o algoritmo Selection

OrdenacaoSelecao(A) | Sort executa no pior caso ?

> Entrada: Vetor A de n nimeros inteiros. @ O nilimero de comparagdes é dado pela recorréncia:

> Saida: Vetor A ordenado.

1 para_/::l'aten—lfat;a —_— 0, n=1

2 min =i n T(n—1)4+n, n>1,

3. para j := i+ 1 até n faca

4. se A[j] < A[min] entdo min := j @ Portanto, ©(n?) comparagdes sdo executadas no pior caso.
5 t := A[min]

6 A[min] := A[i]

7 Alill =t
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Selection Sort - Andlise de Complexidade - Cont. Projeto por Indugdo Simples - Terceira Alternativa

@ Ainda ha uma terceira alternativa para o passo da induc3o.

@ J4 o nlimero de trocas é dado pela recorréncia: o Passo da Inducdo (Terceira Alternativa): Seja S um
conjunto de n > 2 inteiros e x 0 maior elemento de S. Entdo
0, n=1 x certamente € o (ltimo elemento da seqiiéncia ordenada de S
T(n) { T(n—1)+1, n>1, e basta ordenarmos os demais elementos de S. Por hipdtese

de inducdo, sabemos ordenar o conjunto S — x e assim

@ Portanto, ©(n) trocas sdo executadas no pior caso. obtemos S ordenado.

@ Apesar dos algoritmos Insertion Sort e Selection Sort terem a
mesma complexidade assintdtica, em situacoes onde a
operacdo de troca é muito custosa, é preferivel utilizar
Selection Sort.

@ Em principio, esta indugao da origem a uma variacdo do
algoritmo Selection Sort.

@ No entanto, se implementamos de uma forma diferente a
selecdo e o posicionamento do maior elemento, obteremos o
algoritmo Bubble Sort.
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Bubble Sort - Pseudo-cédigo - Versdo lterativa Bubble Sort - Analise de Complexidade

@ Quantas comparagdes e quantas trocas o algoritmo Bubble

BubbleSort(A) Sort executa no pior caso ?

> Entrada: Vetor A de n nimeros inteiros. @ O nidmero de comparacoes e de trocas é dado pela recorréncia:
> Saida: Vetor A ordenado.

1. para i := n decrescendo até 1 faca 0, n=1

2 para j := 2 até / faca T(n) = { T(hn—1)+n, n>1,

3 se A[j — 1] > A[j] entdo

4 ti=Afj - 1] @ Portanto, ©(n?) comparagdes e trocas sio executadas no pior
5 Alj — 1] := A[j] €aso.

6 Al =t @ Ou seja, algoritmo Bubble Sort executa mais trocas que o

algoritmo Selection Sort !
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Projeto por Inducdo Forte Projeto por Inducdo Forte

@ Também podemos usar indugdo forte para projetar algoritmos
para o problema da ordenag3o. @ Esta inducdo da origem ao algoritmo de divisdo e conquista
Mergesort.

Hipotese de Inducao Forte:

Sabemos ordenar um conjunto de 1 < k < 7 inteiros @ Na implementacdo do algoritmo, o conjunto S é um vetor de

tamanho n.
o Caso base: n=1. Um conjunto de um tnico elemento estd @ A operagdo de divisdo é imediata, o vetor é dividido em dois
ordenado. vetores com metade do tamanho do original, que sao
o Passo da Inducado (Primeira Alternativa): Seja S um ordenados recursivamente.
conjunto de n > 2 inteiros. Podemos particionar S em dois o O trabalho do algoritmo estd concentrado na conquista: a
conjuntos, S1 e S, de tamanhos [n/2] e [n/2]. Como n > 2, intercalagdo dos dois subvetores ordenados.

ambos S; e S, possuem menos de n elementos. Por hipétese
de inducdo, sabemos ordenar os conjuntos S; e S». Podemos
entdo obter S ordenado intercalando os conjuntos ordenados
51 (5] 52.

@ Para simplificar a implementac3o da operacdo de intercalacdo
e garantir sua complexidade linear, usamos um vetor auxiliar.
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Mergesort - Pseudo-cédigo

Ordenacaolntercalacao(A, e, d) ‘

> Entrada: Vetor A de n nimeros inteirosos indices e e d
que delimitam inicio e fim do subvetor a ser ordenado.

> Saida: Subvetor de A de e a d ordenado.

0l. se d > e entdo

02. m:=(e+d) div 2

03. Ordenacaolntercalacao(A, e, m)

04. Ordenacaolntercalacao(A, m + 1, d)
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Mergesort - Analise de Complexidade

@ Quantas comparagles e quantas trocas o algoritmo Mergesort
executa no pior caso ?

@ A etapa de intercalagdo tem complexidade ©(n), logo, o
nimero de comparagdes e de trocas é dado pela recorréncia:

0, n=1
T ={ Sgp rghen oot
@ Portanto, ©(nlog n) comparagdes e trocas sio executadas no
pior caso.
o Ou seja, algoritmo Mergesort é assintoticamente mais
eficiente que todos os anteriores.
@ Em contrapartida, o algoritmo Mergesort usa o dobro de

memdria. Ainda assim, assintoticamente o gasto de memdria
é equivalente ao dos demais algoritmos.
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Mergesort - Pseudo-cédigo (cont.)

Ordenacaolntercalacao(A, e, d):cont.

> Copia o trecho de e a m para B.
05. para i de e até m faca
06. BJi] := Alf]
> Copia o trecho de m a d para B em ordem reversa.
07. para j de m+ 1 até d faca
08. Bld+ m+1—j] = A[j]
09. i=ej:=d
10. para k de e até d faca

11. se B[i] < BJj] entdo
12. AlK] := BJi]

13. Ii=i+1

14. senao

15. Alk] := Blj]

16. ji=j—1

v
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Mergesort - Analise de Complexidade

@ E possivel fazer a intercalagdo dos subvetores ordenados sem
o uso de vetor auxiliar 7

@ Sim! Basta deslocarmos os elementos de um dos subvetores,
quando necessério, para dar lugar ao minimo dos dois
subvetores.

@ No entanto, a etapa de intercalacdo passa a ter complexidade
©(n?), resultando na seguinte recorréncia:

T(n) = 0, n=1
LTS+ TS+ % n>1,
@ Ou seja, a complexidade do Mergesort passa a ser ©(n?) !

@ Como era de se esperar, a eficiéncia da etapa de intercalacio
é crucial para a eficiéncia do Mergesort.
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Projeto por Inducao Forte - Segunda Alternativa Projeto por Inducao Forte

@ Esta indugdo da origem ao algoritmo de divisdo e conquista
Quicksort.

@ Na implementac¢do do algoritmo, o conjunto S é um vetor de
tamanho n novamente.

Hipotese de Inducao Forte:

Sabemos ordenar um conjunto de 1 < k < n inteiros.

@ Caso base: n=1. Um conjunto de um tinico elemento est3 @ Em contraste ao Mergesort, no Quicksort é a operagdo de
ordenado. divisdo que é a operagao mais custosa: depois de escolhemos
o pivot, temos que separar os elementos do vetor maiores que

o Passo da Indugdo (Segunda Alternativa): Seja S um ; >
o pivot dos menores que o pivot.

conjunto de n > 2 inteiros e x um elemento qualquer de S.
Sejam S; e S; os subconjuntos de S — x dos elementos
menores ou iguais a X e maiores que X, respectivamente.
Ambos S; e S, possuem menos de n elementos. Por hipdtese
de inducdo, sabemos ordenar os conjuntos S; e S». Podemos

obter S ordenado concatenando S; ordenado, x e S, par de elementos de lugar quando encontrado.
ordenado. @ Apds essa etapa basta ordenarmos os dois trechos do vetor

recursivamente para obtermos o vetor ordenado, ou seja, a
conquista é imediata.
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o Conseguimos fazer essa divisdo com ©(n) operacdes: basta
varrer o vetor com dois apontadores, um varrendo da direita
para a esquerda e outro da esquerda para a direita, em busca
de elementos situados na parte errada do vetor, e trocar um

Quicksort - Pseudo-cédigo Quicksort - Pseudo-cédigo (cont.)

Quicksort(A, e, d): cont.

Quicksort(A, e, d) 05. repita ) .

. — — 06. repita i :=/ + 1 até que A[i] > v
> Entl.'ac.la: V.etor. A dg nimeros inteiros e os indices e e d 07. repita j = j — 1 até que A[j] < vou j=e
que delimitam inicio e fim do subvetor a ser ordenado. 08. t = A[i]
> Saida: Subvetoi de A de e a d ordenado. 09. Ali] == Alj]

0l. sed>e entao. 10. Alj] =t
> escolhe o pivot 11. atéque j<i
02.  v:=Ald] 12. Al = Ali]
03. i=e-1 13. A[i] := Ald]
04. Jji=d 14. Ald]:=t
15. Quicksort(A, e, i —1)
16. Quicksort(A, i+ 1,d)

Cid Carvalho de Souza e Candida Nunes da Silva MC448 — Anilise de Algoritmos | Cid Carvalho de Souza e Candida Nunes da Silva MC448 — Anilise de Algoritmos |



Quicksort - Analise de Complexidade Quicksort - Analise de Complexidade

@ Quantas comparagdes e quantas trocas o algoritmo Quicksort
executa no pior caso ?

o Certamente a operagdo de divisio tem complexidade ©(n), @ Entdo, o algoritmo Quicksort é assintoticamente menos
mas o tamanho dos dois subproblemas depende do pivot eficiente que o Mergesort no pior caso.
escolhido. @ Veremos a seguir que, no caso médio, o Quicksort efetua
@ No pior caso, cada divisdo sucessiva do Quicksort separa um ©(nlog n) comparagdes e trocas.
dnico elemento dos demais, recaindo na recorréncia: @ Assim, na pratica, o Quicksort é bastante eficiente, com uma
vantagem adicional em relacdo ao Mergesort: é in place, isto
0, n=1 é, ndo utiliza um vetor auxiliar.
T(n) =
T(n—1)+n, n>1,

@ Portanto, ©(n?) comparagdes e trocas sio executadas no pior

Caso.
Quicksort - Analise de Caso Médio Quicksort - Analise de Caso Médio

@ Considere que i é o indice da posicdo do pivot escolhido no
vetor ordenado.

@ Supondo que qualquer elemento do vetor tem igual @ Assim, no caso médio, o nimero de operacdes efetuadas pelo
probabilidade de ser escolhido como o pivot, entdo, na média, Quicksort é dado pela recorréncia:
o tamanho dos subproblemas resolvidos em cada divisdo
sucessiva sera: T(n) = { (2), L n=0oun=1
Y i T(i)+n=1, n>2,

1~ . :
" Z(T(’ —1)+ T(n—1i)), paran>2 @ Esta é uma recorréncia de histéria completa conhecida !
i=1 Sabemos que T(n) € ©(nlog n).
@ Ndo é dificil ver que: @ Portanto, na média, o algoritmo Quicksort executa ©(nlog n)
trocas e comparagoes.

NT(i-1)=> T(n-i)= i T(i), supondo T(0) =0
i=1 i=1 i=1
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@ O projeto por indugdo que leva ao Heapsort é essencialmente
o mesmo do Selection Sort: selecionamos e posicionamos o
maior (ou menor) elemento do conjunto e ento aplicamos a
hipétese de inducdo para ordenar os elementos restantes.

@ Na simulagdo da arvore bindria completa com um vetor,
definimos que o né i tem como filhos esquerdo e direito os
ndés 2i e 2i +1 e como pai o né |i/2].

@ Uma arvore com estrutura de heap é aquela em que, para
toda subdrvore, o né raiz é maior ou igual (ou menor ou igual)
as raizes das subdarvores direita e esquerda.

@ A diferenca importante é que no Heapsort utilizamos a
estrutura de dados heap para selecionar o maior (ou menor)

elemento eficientemente. ) . i
@ Assim, o maior (ou menor) elemento do heap estd sempre

@ Um heap é um vetor que simula uma arvore binaria completa, localizado no topo, na primeira posicio do vetor

a menos, talvez, do dltimo nivel, com estrutura de heap.
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Heapsort - O Algoritmo Heapsort - Pseudo-cédigo

@ Ent3o, o uso da estrutura heap permite que:

o O elemento méximo do conjunto seja determinado e Heapsort(A) |

corretamente posicionado no vetor em tempo constante, > Entrada: Vetor A de n nimeros inteiros.
trocando o primeiro elemento do heap com o ultimo. > Saida: Vetor A ordenado.
° dO_tre;hodreitante dto \ietorjd(;mdlce 1|tao Zﬂl)' que p,ode ter 1. ConstroiHeap(A, n)
eixado de ter a estrutura de heap, volte a té-la com nimero 2. para tamanho de n decrescendo até 2 faca

de trocas de elementos proporcional a altura da arvore. o
> troca elemento do topo do heap com o ultimo

o O algoritmo Heapsort consiste entdo da constru¢do de um 3. t := A[tamanho]; A[tamanho] := A[1]; A[1] ;= t
heap com os elementos a serem ordenados, seguida de D> rearranja A para ter estrutura de heap
sucessivas trocas do primeiro com o lltimo elemento e 4. AjustaHeap(A, 1, tamanho)

rearranjos do heap.
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Heapsort - Rearranjo - Pseudo-cédigo Heapsort - Analise de Complexidade

AjustaHeap(A, i, n)

@ Quantas comparacbes e quantas trocas s3o executadas no pior
> Entrada: Vetor A de n nimeros inteiros com estrutura caso na etapa de ordenac3o do algoritmo Heapsort ?

de heap, exceto, talvez, pela subarvore de raiz i.
> Saida: Vetor A com estrutura de heap.

1. se 2i < neAJ2i] > Al

@ A selec3o e posicionamento do elemento maximo é feita em
tempo constante.

@ No pior caso, a fungdo AjustaHeap efetua ©(h) comparagdes

2. entdo maximo := 2i sendao maximo := i i} g

3. se2i+1<neA[2i+1] > Almaximo] e trocas, onde h é a altura do heap que contém os elementos
4. entao maximo :=2i + 1 que resta ordenar.

5. se maximo # i entdo @ Como o heap representa uma &rvore bindria completa, entdo
6. t := A[lmaximo]; Almaximo] := A[i]; A[i] .=t h € ©(logi), onde i é o nimero de elementos do heap.

7. AjustaHeap(A, maximo, n)

Heapsort - Andlise de Complexidade Heapsort - Construcdo do Heap - Top-down

@ Logo, a complexidade da etapa de ordenacdo do Heapsort é:

n n
Z logi < Z log n = nlog n. @ Mas, como construimos o heap 7
=1 =1 @ Se o trecho de 1 a i do vetor tem estrutura de heap, é facil
adicionar a folha / + 1 ao heap e em seguida rearranji-lo,

@ Portanto, na etapa de ordenagdo do Heapsort sio efetuadas k -
garantindo que o trecho de 1 a / 4+ 1 tem estrutura de heap.

O(nlog n) comparacdes e trocas no pior caso.

o Na verdade 327, logi € ©(nlog n), conforme visto em @ Esta é a abordagem top-down para construcdo do heap.

exercicio de lista !

@ No entanto, também temos que computar a complexidade de
construcdo do heap.
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Construcao do Heap - Top-down - Pseudo-cddigo Construcao do Heap - Top-down - Complexidade

@ Quantas comparacbes e quantas trocas s3o executadas no pior
caso na construcdo do heap pela abordagem top-down 7

ConstroiHeap(A, n)

. S @ O rearranj heap na iterag3do i ef h) comparac¢d
> Entrada: Vetor A de n nimeros inteiros. O rearra JO.dO eap na ite a/c;ao etetua @( ) comparacBes e
. trocas no pior caso, onde h é a altura da arvore representada
> Saida: Vetor A com estrutura de heap. lo trecho do h delai L h € O(log i)
. , elo trecho do heap de 1 a i. Logo, og ).
1. para/de 2 até n faca P P & g
2 v = Al @ Portanto, o nlimero de comparagdes e trocas efetuadas
%) ji=i construg¢do do heap por esta abordagem é:
4. enquanto j > 1 e A[j div 2] < v faca n
5. Alj] == Alj div 2] Z logi € ©(nlog n).
6. ji=jdiv?2 i1
7. Al =v ~ _
@ Ent3o, o algoritmo Heapsort efetua ao todo ©(nlog n)
comparacoes e trocas no pior caso.

Heapsort - Construcdo do Heap - Bottom-up Construcao do Heap - Bottom-up - Pseudo-cédigo

@ E possivel construir o heap de forma mais eficiente.

@ Suponha que o trecho de i a n do vetor é tal que, para todo j,
i <j < n, a subdrvore de raiz j representada por esse trecho ConstroiHeap(A, n)
do vetor tem estrutura de heap.

> Entrada: Vetor A de n nimeros inteiros.

@ Note que, em particular, o trecho de [n/2] + 1 a n do vetor > Saida: Vetor A com estrutura de heap.
satisfaz a propriedade, pois inclui apenas folhas da arvore 1. para i de n div 2 decrescendo até 1 faca
bindria de n elementos. 2. AjustaHeap(A, i, n)

@ Podemos ent3o executar AjustaHeap(A, i — 1, n), garantindo
assim que o trecho de i — 1 a n satisfaz a propriedade.

@ Esta é a abordagem bottom-up para construcao do heap.
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Construcao do Heap - Bottom-up - Complexidade Construcao do Heap - Bottom-up - Complexidade

@ A expressdo de T(h) é dada pela recorréncia:
@ Quantas comparagbes e quantas trocas sdo executadas no pior
caso na construcdo do heap pela abordagem bottom-up ? T(h) = 0, h=0
. . . ~ 2T(h—1)+h, h>1,
@ O rearranjo do heap na iteracio i efetua ©(h) comparacdes e

trocas no pior caso, onde h é a altura da subarvore de raiz i. o E possivel provar (por inducio) que T(h) = 271 — (h+ 2).

@ Entdo, T(logn) € ©(n) e a abordagem bottom-up para
construcdo do heap apenas efetua ©(n) comparagdes e trocas
no pior caso.

@ Seja T(h) a soma das alturas de todos os nés de uma arvore
bindria completa de altura h.

@ O ndmero de operacdes efetuadas na construcdo do heap pela

-up é T(I ) . . . . .
abordagem bottom-up ¢é T(log n) @ Ainda assim, a complexidade do Heapsort no pior caso é

O(nlogn).
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O problema da Ordenacao - Cota Inferior O problema da Ordenacao - Cota Inferior

@ Estudamos diversos algoritmos para o problema da ordenagdo.

@ Todos eles tém algo em comum: usam somente comparagdes @ Serd que é possivel projetar um algoritmo de ordenacdo
entre dois elementos do conjunto a ser ordenado para definir a baseado em comparacdes ainda mais eficiente ?
posicdo relativa desses elementos. @ Veremos a seguir que n3o

@ Isto é o resultca.do da comparagdo de. Xj com Xj, | 7%1' define @ E possivel provar que qualquer algoritmo que ordena n
se x; serd posicionado antes ou depois de x; no conjunto elementos baseado apenas em comparacdes de elementos
ordenado. efetua no minimo Q(nlog n) comparagdes no pior caso.

@ Todos os flgorltmos d3o uma cota Sl.JpeI’IOI’ para o niimero de @ Para demonstrar esse fato, vamos representar os algoritmos de
comparagoes efetuadas por um algoritmo que resolva o ordenacdo em um modelo computacional abstrato,
problema da ordenagdo. denominado 4rvore (bindria) de decisio.

@ A menor cota superior é dada pelos algoritmos Mergesort e o
Heapsort, que efetuam ©(nlog n) comparacdes no pior caso.
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Arvores de Decisao - Modelo Abstrato Arvores de Decisao para o Problema da Ordenacido

@ Considere a seguinte definicdo alternativa do problema da
ordenagdo:
@ Os nés internos de uma arvore de decisdo representam
comparagoes feitas pelo algoritmo.

Problema da Ordenacao:

Dado um conjunto de n inteiros xi, X2, . . ., Xp, encontre uma

@ As subdrvores de cada né interno representam possibilidades permutacio p dos indices 1 < i < n tal que

de continuidade das a¢des do algoritmo apds a comparacido. Xp(1) < Xp(2) < -+« < Xp(n).

@ No caso das arvores binarias de decisdo, cada né possui

a

apenas duas subdrvores. Tipicamente, as duas subarvores o E possivel representar um algoritmo para o problema da
representam os caminhos a serem seguidos conforme o ordenagdo através de uma arvore de decisao da seguinte
resultado (verdadeiro ou falso) da compara¢do efetuada. forma:

@ As folhas s3o as respostas possiveis do algoritmo apds as o Os nds internos representam comparacdes entre dois elementos
decisdes tomadas ao longo dos caminhos da raiz até as folhas. do conjunto, digamos x; < Xx;.

@ As ramificacOes representam os possiveis resultados da
comparagdo: verdadeiro se x; < x;, ou falso se x; > x;.

o As folhas representam possiveis solu¢Ges: as diferentes
permuta¢des dos n indices.
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Arvores de Decisao para o Problema da Ordenagao Arvores de Decisao para o Problema da Ordenagao
Veja a arvore de decisdo que representa o comportamento do @ Ao representarmos um algoritmo de ordenagdo qualquer
Insertion Sort para um conjunto de 3 elementos: baseado em comparagdes por uma arvore bindria de decis3o,
todas as permutacdes de n elementos devem ser possiveis

solucdes.

@ Assim, a arvore bindria de decisao deve ter pelo menos n!
folhas, podendo ter mais (nada impede que duas seqiiéncias
distintas de decisGes terminem no mesmo resultado).

@ O caminho mais longo da raiz a uma folha representa o pior
caso de execug¢do do algoritmo.

@ A altura minima de uma arvore binaria de decisao com pelo

menos n! folhas d4 o nimero minimo de comparacdes que o
1,3,2 3,1,2 2,3,1 3,2,1 . - -
G D G D G D G D melhor algoritmo de ordenacdo baseado em comparacdes deve
efetuar.
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A Cota Inferior Observacoes finais

@ Qual a altura minima, em funcdo de n, de uma 4rvore bindria
de decisdo com pelo menos n! folhas ?

@ Uma arvore binaria de decisdo T com altura h tem, no
maximo, 2" folhas.

@ Portanto, se T tem pelo menos n! folhas, n! < 2" ou seja, @ Provamos entdo que Q(nlogn) é uma cota inferior para o
h > logy n!. problema da ordenacao.
@ Mas, @ Portanto, os algoritmos Mergesort e Heapsort s3o algoritmos
logon! = Y7 logi Stimos.
> Yinj21logi
> Yliltns2] logn/2
> (n/2—1)logn/2

n/2logn—n/2 —logn+1
n/4logn, para n > 16.

Y

@ Entdo, h € Q(nlogn).
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Algoritmos lineares para ordenagao

Os seguintes algoritmos de ordenagdo tém complexidade O(n),
onde n é o tamanho do vetor A a ser ordenado:

@ Counting Sort: Elementos s3o nimeros inteiros “pequenos’;

Ordenacio em Tempo Linear J mais precisamente, inteiros x onde x € O(n).

@ Radix Sort: Elementos s3o niimeros inteiros de comprimento
maximo constante, isto é, independente de n.

@ Bucket Sort: Elementos s3o nimeros reais uniformemente
distribuidos no intervalo [0..1).
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@ Considere o problema de ordenar um vetor A de n inteiros

quando é sabido que todos os inteiros estao no intervalo entre CountingSort(A, k) ‘
1 e k, ou seja, k € O(n). > Entrada: - Vetor A de tamanho ne um inteiro k, o valor

do maior inteiro em A.
> Saida: Os elementos do vetor A em ordem crescente.
1. parai:=1 até k faca C[i] =0

@ Podemos ordenar o vetor simplesmente contando, para cada
inteiro / no vetor, quantos elementos do vetor sio menores

ue i.
g _ _ 2. paraj:=1 até nfaca C[A[j]] := C[A[]]] +1
o E exatamer.1te olque faz o algoritmo Counting Sort, em tempo 3. parai:=2até k faca C[i] := C[i] + C[i — 1]
O(n + k), isto € O(n). 4. paraj:=n até 1 faca
@ O algoritmo usa dois vetores auxiliares: 5. BICIAL]]] := Alj]
@ C de tamanho k que guarda em C[i] o niimero de ocorréncias 6. CIALj]] == CIA[]]] - 1
de elementos < / em A. B 7 retorne(B)
@ B de tamanho n onde se constréi o vetor ordenado.

Counting Sort - Complexidade Algoritmos in-place e estaveis

@ Algoritmos de ordenagdo podem ser ou ndo in-place ou
estdveis.

14

Qual a complexidade do algoritmo Counting Sort ?

©

O algoritmo n3o faz comparagdes entre elementos de A. . g (. .
@ Um algoritmo de ordenac3o é in-place se a memdria adicional

requerida é independente do tamanho do vetor que estd sendo
ordenado.

©

Sua complexidade deve ser medida em fun¢do do nimero das
outras operagdes, aritméticas, atribui¢des, etc.

@ Claramente, o nimero de tais operagdes é uma fungdo em
O(n + k), ja que temos dois lagos simples com n itera¢des e
dois com k iteragoes.

@ Exemplos: o Quicksort e o Heapsort s3o métodos de
ordenacdo in-place, ja o Mergesort e o Counting Sort n3o.

@ Um método de ordenacao é estavel se elementos iguais
ocorrem no vetor ordenado na mesma ordem em que sdo
passados na entrada.

@ Assim, quando k € O(n), este algoritmo tem complexidade

O(n).

@ Exemplos: o Counting Sort e o Quicksort sdo exemplos de

Algo de errado com o limite inferior de Q(nlog n) para ordenacdo ?J métodos estdveis (desde que certos cuidados sejam tomados
na implementacdo). O Heapsort n3o é.
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O Radix Sort

@ Considere agora o problema de ordenar um vetor A de n
inteiros quando é sabido que todos os inteiros podem ser
representados com apenas d digitos, onde d é uma constante.

@ Por exemplo, os elementos de A podem ser CEPs, ou seja,
inteiros de 8 digitos.

@ Poderiamos ordenar os elementos do vetor digito a digito da
seguinte forma:

o Separamos os elementos do vetor em grupos que compartilham
o mesmo digito mais significativo.

@ Em seguida, ordenamos os elementos em cada grupo pelo
mesmo método, levando em considera¢do apenas os d — 1
digitos menos significativos.

@ Esse método funciona, mas requer o uso de bastante memdria
adicional para a organiza¢io dos grupos e subgrupos.
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O Radix Sort

Suponha que os elementos do vetor A a ser ordenado sejam
nimeros inteiros de até d digitos. O Radix Sort é simplesmente:

RadixSort(A, d)

1. parai:=1 até d faca
2. ordene os elementos de A pelo i-ésimo digito
usando um método estavel
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O Radix Sort

@ Podemos evitar o uso excessivo de memdéria adicional ainda
utilizando a idéia de ordenar os nimeros digito a digito: basta
comegar pelo digito menos significativo.

@ E isso que faz o algoritmo Radix Sort.

@ Para que o algoritmo Radix Sort funcione corretamente, é
necessario utilizar um método de ordenagdo estdvel para a
ordenagdo segundo cada digito individualmente.

@ Para isso podemos usar, por exemplo, o Counting Sort.
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O Radix Sort - Exemplo

329 720 720 329
457 355 329 355
657 436 436 436
839 457 839 457
436 657 355 657
720 329 457 720
355 839 657 839
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O Radix Sort - Corretude O Radix Sort - Complexidade

O seguinte argumento indutivo garante a corretude do algoritmo:

©

@ Sabemos, por hipétese de inducdo, que os niimeros estdo Qual é a complexidade do Radix Sort ?

ordenados com relagdo aos i — 1 digitos menos significativos. o Depende da complexidade do algoritmo estavel usado para
@ Agora vamos argumentar que ao ordenarmos os nlimeros com ordenar cada digito dos elementos.

relagdo ao i-ésimo digito menos significativo via um algoritmo @ Se essa complexidade estiver em ©(f(n)), obtemos uma

estdvel, obtemos os niimeros ordenados com relagdo aos i complexidade total de ©(d f(n)) para o Radix Sort.

digitos menos significativos. @ Como supomos d constante, a complexidade reduz-se para
@ Para dois nimeros com o i-ésimo digito distintos, o de menor O(f(n)).

valor no digito i certamente estard antes do de maior valor no o Se o algoritmo estavel for, por exemplo, o Counting Sort,

digito /. obtemos a complexidade ©(n + k).
@ Se ambos possuem o i-ésimo digito igual, entdo a ordem dos
dois também estara correta pois utilizamos um método de

ordenacdo estavel e, por hipdtese de inducdo, os dois

(4

Supondo k € O(n), resulta numa complexidade linear em n.

y . . imite inferi 3o ?
elementos ja estavam ordenados segundo os i — 1 digitos = @ limlite Intstier de Walez ) pars edamagio J
menos significativos.
O Radix Sort - Complexidade O Radix Sort - Complexidade

@ A vantagem de se usar o Radix Sort fica evidente quando
interpretamos os digitos de forma mais geral que simplesmente

@ Em contraste, um algoritmo por comparacao como o . C g . s e
g P para¢ 0..9, embora seja esse o significado literal de “digitos”.

MergeSort teria complexidade nlog n.
@ Tomemos o seguinte exemplo: suponha que desejemos

ordenar um conjunto de 22° nimeros de 64 bits. Ento, o
MergeSort faria cerca de 20 x 220 comparacdes e usaria um
vetor auxiliar de tamanho 2.

@ Assim, o Radix Sort é mais vantajoso que o MergeSort quando
d < log n, ou seja, o nimero de digitos for menor que log n.

@ Se considerarmos que n também é um limite superior para o
maior valor a ser ordenado, entdo O(logn) é uma estimativa

para o tamanho, em digitos, desse nimero @ Se interpretarmos cada niimero do conjunto como tendo 4

digitos em base 216 & usarmos o Radix Sort com o Counting
Sort como método estavel, a complexidade de tempo seria da
ordem de 4(22° + 216) operacdes, uma reducio substancial.
Mas, note que utilizamos dois vetores auxiliares, um de
tamanho 216 e outro de tamanho 220,

@ lIsso significa que ndo ha diferenca significativa entre o
desempenho do MergeSort e do Radix Sort?
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O Radix Sort - Complexidade O Bucket Sort

@ Assim como o Counting Sort, supbe que os n elementos a

@ O nome Radix Sort vem da base (em inglés radix) em que serem ordenados tém uma natureza peculiar. Neste caso, os
intepretamos os digitos. elementos estdo distribuidos uniformemente no intervalo

@ Veja que se o uso de memédria auxiliar for muito limitado, semi-aberto [0,1).
ent3o o melhor mesmo é usar um algoritmo de ordenagio por @ A idéia € dividir o intervalo [0, 1) em n segmentos de mesmo
comparacio in-place. tamanho (buckets) e distribuir os n elementos nos seus

respectivos segmentos. Como os elementos estdo distribuidos
uniformemente, espera-se que o niimero de elementos seja
aproximadamente o mesmo em todos os segmentos.

@ Note que é possivel usar o Radix Sort para ordenar outros
tipos de elementos, como datas, palavras em ordem
lexicografica e qualquer outro tipo que possa ser visto como
uma d-upla ordenada de itens comparaveis. @ Em seguida, os elementos de cada segmento sdo ordenados

por um método qualquer. Finalmente, os segmentos
ordenados sao concatenados em ordem crescente.
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O Bucket Sort - Cédigo Bucket Sort - Exemplo

1 .78 0
2 |17 1].12,.17
BucketSort(A) 3 .39 2| .21,.23,.26
1. n:= comprimento de A 4 | .26 31.39
2. para j:=1 até n faca A— 51.72 B— 4
3. insira A[/] na lista ligada B[|nA[i]]] 6 |.94 5
4. parai:=0 até n—1 faca 7 1.21 6| .68
5. ordene a lista B[i] com Insertion Sort 8 |.12 71.72,.78
6. Concatene as listas B[0], B[1], ..., B[n — 1] nessa ordem. 9 .23 8
10| .68 9|.94
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O Bucket Sort - Corretude O Bucket Sort - Complexidade

e E claro que o pior caso do Bucket Sort é quadratico,
supondo-se que as ordenacdes dos segmentos seja feita com

@ A corr Igoritm n f lementos x - . ~
corretude do algoritmo depende do fato de que elementos ordenacio por inserco.

ey de A x <y, ou terminem no mesmo segmento ou sejam
destinados a segmentos diferentes B[i] e B[],
respectivamente, onde i/ < j.

@ Entretanto, o tempo esperado é linear.
Intuitivamente, a idéia da demonstracdo é que, como os n
elementos estdo distribuidos uniformemente no intervalo
[0,1), entdo o tamanho esperado das listas também é
uniforme, em ©(1).

@ A primeira possibilidade implica que x aparecerd antes de y
na concatenac¢3o final, ja que cada segmento é ordenado.

o Na segunda hipdtese, temos que, se x < y, entdo

. . L D @ Portanto as ordena¢des das n listas BJ[i] leva tempo total
i=|nx] <|ny]=j. Como i#j, temos i< j.

esperado em ©(n).

@ Os detalhes podem ser vistos no livro de Cormen, Leiserson e

Rivest.
Cid Carvalho de Souza e Candida Nunes da Silva MC448 — Anilise de Algoritmos | Cid Carvalho de Souza e Candida Nunes da Silva MC448 — Anilise de Algoritmos |

Estatisticas de Ordem (Problema da Selegdo)

@ Estamos interessados em resolver o Problema da Selecao:
Dado um conjunto A de n niimeros reais e um inteiro k,
determinar qual é o k-ésimo menor elemento de A.

@ A determinagao do elemento minimo, elemento maximo e

mediana de um conjunto sdo casos particulares do problema
da selecdo, onde k =1, k = ne k = [§], respectivamente.

Estatisticas de Ordem }

@ Um algoritmo para o problema da selecdo deve de alguma
forma obter informac3o, ainda que parcial, sobre a ordem dos
elementos do conjunto.
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Problema da Selecdo - Primeira Solucdo

@ Um primeiro algoritmo para o problema da selecdo pode ser
ordenar os n elementos do conjunto A e retornar o elemento
situado na posicdo k apds a ordenacdo.

@ A complexidade de pior caso desse algoritmo é dada pela
complexidade de pior caso do algoritmo de ordenagdo
utilizado, portanto Q(nlog n).

@ Se utilizarmos o Mergesort ou Heapsort para a ordenacio,
teremos um algoritmo O(nlog n) para o problema.

@ Serd que é necessario ordenar todos os elementos 7

@ Para determinarmos o maximo e o minimo n3o é necessario
ordenar os elementos, pois existe um algoritmo O(n) no pior
caso.

Serd que existe algoritmo O(n) para k qualquer ? J
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Segunda Solucao - Pseudo-cédigo

Selecdo(A, e, d, k)

> Entrada: vetor A de niimeros reais, os indices e e d que
delimitam inicio e fim do subvetor onde serd feita a selecdo e k, o
indice do elemento procurado no vetor ordenado.
> Saida: o k-ésimo menor elemento do vetor A.
1. se d > e entao
> O indice i d4 a posicdo do pivot no vetor ordenado
i < PARTIGAQ(A, e, d);
se i = k entao retorne(A[/])
senao se i > k
entdo faca Selecio(A, e, i — 1, k)

Problema da Selecdo - Segunda Solucdo

@ Podemos utilizar a idéia do Quicksort de particionar os
elementos em dois conjuntos com relagdo a um elemento
pivot.

@ Assim, determinamos a posi¢cdo i do pivot no conjunto
ordenado e o elemento procurado (k-ésimo menor) podera
estar em apenas um dos dois subconjuntos.

@ Seguindo essa idéia podemos projetar um algoritmo de divisdo
e conquista para o problema da selegdo:

o Se i = k, o pivot é o elemento procurado.

o Se i > k, ent3o o elemento procurado estd no subconjunto dos
elementos menores ou iguais ao pivot;

o Se i < k, entdo o elemento procurado estd no subconjunto dos
elementos maiores ou iguais ao pivot;
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SRCIRSNCORID

sendo faca Selecdo(A,i+1,d,k — i)
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Particao(A, e, d)

> Entrada: vetor A de nimeros reais, os indices e e d que
delimitam inicio e fim do subvetor onde serd feita a particdo.
>> Saida: indice i da posicdo do elemento v := A[d] do vetor de
entrada quando o subvetor Ale, d] estiver ordenado. Elementos em
Ale, i — 1] serdo menores que v e elementos em A[i + 1, d] serdo
maiores que v.
v:=A[d] > escolhe o pivot
i=e—1, j:=d
repita

repita j :=/ + 1 até que A[i] > v

repita j :=j — 1 até que A[j]<vou (j=1)

t:=A[i]; Ali] := A[j]; Aljl:=t © Troca A[i] com A[j]
até que j </
> Destroca A[i] com A[j] e troca A[i] com o pivot
8. A[l]:= Al Ali] .= Ald]; Ald] .=t
9. retorne(/).

SO S CORION S
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Segunda Solugao — Complexidade Problema da Selecdo - Terceira Solucdo

© Divida os n elementos em gJ subconjuntos de 5 elementos e
e

@ Assim como no Quicksort, no pior caso, cada particdo separa um subconjunto de n mod 5 elementos.
apenas um elemento dos demais nas sucessivas chamadas 1Te e P Pa—
recursivas; ou seja: 20 o o o o o
[ ) [ [ ] [ ] [ ] [ ) [ ) n
T(n)=T(n—1)+n; ° o e o o .
[ ] ] L] L] L] [ ]
@ Portanto, este algoritmo tem complexidade O(n?) no pior
caso, que é assintoticamente pior que o primeiro algoritmo © Encontre a mediana de cada um dos {gw subconjuntos usando
para este problema, que usa ordenac3o. um método simples de ordenag¢do como o Insertion Sort.
@ No entanto, este algoritmo tem complexidade O(n) no caso 1le o o o o .
médio, portanto, mais eficiente na pratica. 2|e o e o o ° o
O 0] (o] o o [0 [0
[ ] [ ] [ ] ] ] [ ] [ ] n
[ ] ] L] L] L] [ ]

Serd que existe um algoritmo O(n) no pior caso para o problema ’

e . . . )
da selegdo Na figura acima, cada subconjunto estd ordenado
crescentemente, de cima para baixo.

Problema da Selegdo - Terceira Solugdo (cont.) Problema da Selegdo - Terceira Solugdo (cont.)

© Como na solugdo anterior, usando x como pivot, particione o
conjunto original criando dois subconjuntos A< e A, onde

o A< contém os elementos < x; e

© Determine, recursivamente, a mediana x das medianas dos
subconjuntos de 5 elementos.

1] e e e o o . o As contém os elementos > x.
2/ e e o o . Se a posicdo final de x apds o particionamento é i, entdo
o O o o o o |A§|:I—le|A>‘:n—l
e o o o o ° n @ Finalmente, para encontrar o k-ésimo menor elemento do
o o e o o . conjunto, compare k com a posicdo i de x apds o
particionamento:
A figura acima é a mesma que a anterior, com algumas o Se i =k, x é o elemento procurado;
colunas trocadas de lugar. A ordem dos elementos em cada e Se i < k, ent3o determine, recursivamente, o k-ésimo menor

elemento do subconjunto A<;
@ caso contrdrio, determine, recursivamente, o (k — i)-ésimo
menor elemento do subconjunto A .

coluna permanece inalterada. Por simplicidade de exposicdo,
supomos que a Ultima coluna permanece no mesmo lugar.
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Terceira Solucao - Complexidade Terceira Solucao - Complexidade

Para calcular a complexidade T(n), eis um resumo dos passos do O diagrama abaixo classifica os elementos da dltima figura.

algoritmo e suas complexidades: Veja que o niimero de elementos comprovadamente > x, isto é

@ Divisdo em subconjuntos de 5 elementos. O(n) As, é, no minimo, % — 6.
Q@ Encontrar as medianas dos subconjuntos. O(n) Isto porque existem, no miimo, [3[2]] grupos que contribuem
© Recursdo para encontrar x, a mediana das medianas. com 3 elementos maiores que x, excetuando-se o Gltimo e aquele
T([n/51) que contém x. Portanto, 3 ([3[2]] —2) > 32 —6.
@ Particionamento com pivot x. O(n)
~ , . O 0O O O e °
© Recursio para encontrar o k-ésimo menor elemento no
conjunto A< ou A T(i—1)ou T(n—1) - OO e o o0 = <x
) < oU A ' OO O x A A AlA = >x
Portanto, precisamos estimar o valor maximo de / para determinar e o o A A A A e =7
a complexidade T(n). e o e A A A
Terceira Solucdo - Complexidade
Da mesma forma, o nimero de elementos comprovadamente < x,
isto é (s, é, no minimo, % — 6. Assim, no passo 5 do algoritmo, o
valor de i ou n — i ndo é maior que
3n 7n
n—|(—-6)=-—+6.
(10 ) 10
Programagao Dindmica J

A recorréncia T(n) estd agora completa:

o(1), n <140
T(n) < { T([n/5]) + T(7n/10 + 6) + O(n), n > 140,

Uma demonstracao por inducdo mostra que existe uma constante
¢ positiva para a qual T(n) < cn, para todo n > 140. Portanto, o
algoritmo tem comportamento linear no pior caso.
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Programacao Dindmica: Conceitos Basicos Programag¢do Dindmica: Conceitos Basicos (Cont.)

@ A técnica de programacgdo dindmica visa evitar o recdlculo

@ Tipicamente o paradigma de programacao dindmica aplica-se o "
desnecessario das solugcdes dos subproblemas.

a problemas de otimizacao.

@ Podemos utilizar programacio dindmica em problemas onde @ Para isso, solu¢Bes de subproblemas sdo armazenadas em
ha: tabelas.
o Subestrutura Otima: As solucdes Stimas do problema @ Logo, para que o algoritmo de programac¢ao dindmica seja
incluem solugBes Stimas de subproblemas. eficiente, é preciso que o nimero total de subproblemas que
o Sobreposicdo de Subproblemas: O calculo da solucdo devem ser resolvidos seja pequeno (polinomial no tamanho da
através de recursdo implica no recalculo de subproblemas.
entrada).

Multiplicagdo de Cadeias de Matrizes Multiplicagdo de Cadeias de Matrizes (Cont.)

Calcular o niimero minimo de operagdes de multiplicagdo (escalar)
necessarios para computar a matriz M dada por:

o Exemplo: Qual é o minimo de multiplicacdes escalares
necessarias para computar M = My x My x M3 x My com
b ={200,2,30,20,5} ?

M=M XM x...M;...x M, @ As possibilidades de parentizacdo s3o:

onde M; é uma matriz de b;_; linhas e b; colunas, para todo
iE{l,...,n}. = M1><(M2X(M3><M4))
= Ml X ((M2 X M3) X M4))
)
)

M= 5.300 multiplicacdes
M= (

M = (Ml X M2) X (M3 X M4)

M= (

M=

3.400 multiplicacoes
4.500 multiplica¢oes
29.200 multiplica¢des
152.000 multiplica¢bes

@ Matrizes sdo multiplicadas aos pares sempre. Ent3o, é preciso
encontrar uma parentizacdo (agrupamento) étimo para a
cadeia de matrizes.

= /\/’1><(M2><M3))><M4)
= ((Ml X Mz) X M3) X M4)

Ll Ll

o Para calcular a matriz M’ dada por M; x M; ;1 s3o necessdrias
bi—_1 * bj * bj11 multiplicacdes entre os elementos de M; e @ A ordem das multiplicagSes faz muita diferenca !
Miiq.
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Multiplicagdo de Cadeias de Matrizes (Cont.) Multiplicagdo de Cadeias de Matrizes (Cont.)

@ Dada uma parentizacdo étima, existem dois pares de
parénteses que identificam o dltimo par de matrizes que serdo
multiplicadas. Ou seja, existe k tal que M = A x B onde
A=M x...Mxe B= M1 x...M,.

@ Poderiamos calcular o niimero de multiplicagbes para todas as
possiveis parentizagoes.

@ O ndmero de possiveis parentizacGes é dado pela recorréncia:

p 1, n=1 @ Como a parentizacdo de M é étima, as parentizaces no
(n) = ZZ;} P(k)-P(n—k) n>1, calculo de A e B devem ser 6timas também, caso contrario,
5 seria possivel obter uma parentizacdo de M ainda melhor !
® Mas P(n) € Q(4"/n2), a estratégia de for¢a bruta é

. ticavel 1 @ Eis a subestrututra étima do problema: a parentizagdo 6tima
impraticavel !

de M inclui a parentizagdo étima de A e B.
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Multiplicagdo de Cadeias de Matrizes (Cont.) Multiplicacao de Matrizes - Algoritmo Recursivo

MinimoMultiplicacoesRecursivo(b, i, j)

> Entrada: Vetor b com as dimensodes das matrizes e os indices i
e j que delimitam o inicio e término da subcadeia.

> Saida: O nimero minimo de multiplicagGes escalares necessario
para computar a multiplicacdo da subcadeia. Esse valor é
registrado em uma tabela (m[i,/]), bem como o indice da divisdo

@ De forma geral, se m[i,j] é nimero minimo de multiplicagdes
que deve ser efetuado para computar M; x M1 x ... x M;,
entdo m[i, j] é dado por:

mli,j] := min {m[i, k] + m[k + 1,j] + bj_1 * bx * b; }. L Yy
(-] i§k<j{ [i- k] [ J1 bimyx b by} em subcadeias 6timas (s[7, j]).

~ , . L 1. se i=j entdo retorne(0)
@ Podemos ent3o projetar um algoritmo recursivo (indutivo)

2. mli,j] =00
para resolver o problema. 3. para k.= até j — 1 faca
4 q := MinimoMultiplicacoesRecursivo(b, i, k)+

MinimoMultiplicacoesRecursivo(b, k + 1, j) + b[i — 1] = b[k] = b[j]

5. se m[i,j] > q entdo
6. mli,jl .= q; s[i,j] .=k
7. retorne(mli, j]).

Cid Carvalho de Souza e Candida Nunes da Silva MC448 — Anilise de Algoritmos | Cid Carvalho de Souza e Candida Nunes da Silva MC448 — Anilise de Algoritmos |



Efetuando a Multiplicacio Otima Algoritmo Recursivo - Complexidade

o E muito facil efetuar a multiplicacdo da cadeia de matrizes
com o niimero minimo de multiplicacdes escalares usando a
tabela s, que registra os indices 6timos de divisdo em
subcadeias.

@ O ndmero minimo de operagdes feita pelo algoritmo recursivo
é dada pela recorréncia:

MultiplicaMatrizes(M, s, i, ) 1, n=1

> Entrada: Cadeia de matrizes M, a tabela s e os indices i e j T(n) = { 1+ T(K) + T(n—k)+1] n>1,

que delimitam a subcadeia a ser multiplicada.

> Saida: A matriz resultante da multiplicacdo da subcadeia entre @ Portanto, T(n) > 222;} T(i)+n, para n> 1.

I ej, efetuando o minimo de multiplicagées escalares. [+ E possf\/el provar (por SUbStitUi([ZéO) que T(n) Z 2"_1’ ou Seja’
1. sei<j entdo o algoritmo recursivo tem complexidade Q(2"), ainda

2. X := MultiplicaMatrizes(M, s, i, s|i, j]) impraticivel !

3. Y := MultiplicaMatrizes(M, s, s[i, j] + 1, /)

4 retorne( Multiplica(X, Y, b[i — 1], b[s[i, j1], b[j]))

5. senao retorne(M;); )

Algoritmo Recursivo - Complexidade Memorizacao x Programacao Dinamica

e i ) . . @ Existem duas técnicas para evitar o recalculo de subproblemas:
@ A ineficiéncia do algoritmo recursivo deve-se a sobreposicdo de

subproblemas: o calculo do mesmo mli, j] pode ser requerido
em varios subproblemas.

@ Memorizacao: Consiste em manter a estrutura recursiva do
algoritmo, registrando em uma tabela o valor 6timo para
subproblemas ja computados e verificando, antes de cada

@ Por exemplo, para n =4, m[1,2], m[2,3] e m[3, 4] sdo chamada recursiva, se o subproblema a ser resolvido ja foi
computados duas vezes. computado.

o Programacao Dinamica: Consiste em preencher uma tabela
que registra o valor 6timo para cada subproblema de forma

@ Portanto, podemos obter um algoritmo mais eficiente se apropriada, isto ¢, a computac3o do valor 6timo de cada
evitarmos recélculos de subproblemas. subproblema depende somente de subproblemas j4 previamente

computados. Elimina completamente a recurs3o.

@ O nidmero de total de m[i, j]'s calculados é O(n?) apenas !
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Algoritmo de Memorizagao Algoritmo de Programacao Dinamica

MinimoMultiplicacoesMemorizado(b, n)

1. para/:=1 até n faca

2. para j := 1 até n faca

3. mli,j] = o0

4. retorne(Memorizacao(b,1, n))

@ O uso de programac3o dindmica é preferivel pois elimina
completamente o uso de recursdo.

@ O algoritmo de programacio dindmica para o problema da
multiplicacdo de matrizes torna-se trivial se computarmos,

Memorizacao(b, i, j) para valores crescentes de u, o valor étimo de todas as

se m[i,j] < oo entdo retorne(mli, j]) subcadeias de tamanho u.
se i = j entdo m[i,j] ;=0
sendo

para k :=/ até j — 1 faca
q := Memorizacao(b, i, k)+
Memorizacao(b, k + 1, j) + b[i — 1] = b[k] * b[j];
6. se m[i,j] > q entao mli,j| .= q; s[i,j] ;== k
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Algoritmo de Programacgao Dinamica Algoritmo de Programacao Dinamica - Exemplo

i i+l i+2 i+3

@@=

MinimoMultiplicacoes(b)

> Entrada: Vetor b com as dimensoes das matrizes.
> Saida: As tabelas m e s preenchidas.
1. parai=1 até nfaca m[i,i]:=0 i -:
> calcula o minimo de todas sub-cadeias de tamanho v + 1
para u =1 até n— 1 faca i+1
para i =1 até n — u faca i+2
Ji=i+u; mli,j]:=00
para k =1 até j — 1 faca
q = ml[i, k] + m[k + 1, j] + b[i — 1] = b[k] * b[j] i
se g < m[i,j] entao
mli,j] := q; s[i,j] == k
retorne(m,s)

i+3

{ONCOREINOROIN-ENCORID
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Algoritmo de Programacao Dinamica - Exemplo Algoritmo de Programacdo Dindamica - Exemplo

1 2 3 4 1 2 3 4
1 2 3 4 1 2 3 4
1 0 | 12000 1 _ 1
1 0 1 _
2 0 | 1200 2 _ 2
2 0 2 _
3 0 | 3000 3 _ 3
3 0 3 _
4 0 4 —
4 0 4 _
m s
m s

{ 200, 2, 30, 20,5}
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Algoritmo de Programacao Dinamica - Exemplo Algoritmo de Programacao Dinamica - Exemplo
1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
1 0 [12000| 9200 1 _ 1 1 1 0 | 12000| 9200 1 _ 1 1
2 0 | 1200 2 _ 2 2 0 | 2200 1400 2 _ 2 3
3 0 | 3000 3 _ 3 3 0 | 3000 3 _ 3
4 0 4 _ 4 0 4 _
m S m S
{ 200, 2, 30, 20, 5} { 200, 2, 30,20, 5}
| b0*b1*b3=200~2+ 208000 | | bi*b2*b4=2+30"5=300
| b0*b2*b3=200"30" 20120000 | | bi*b3*b4=2*20"5=200
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Algoritmo de Programacao Dinamica - Exemplo Algoritmo de Programacdo Dinamica - Exemplo

1 2 3 4 1 2 3 4
1 2 3 4 1 2 3 4
1 0 |12000| 9200 | 3400 1 _ 1 1 1
2 o | 1200 | 1400 2 R 3 1 0 | 12000| 9200 | 3400 1 _ 1 1 1
3 o | 3400 3 3 2 0 | 1200 1400 2 -
4 9 4 3 0 | 3000 3 _ 3
4 0 4 _
m s
‘ b0* b1* b4=200* 2* 5=2000 ‘ {200,2,30,20,5} m S
| b0*b2*b4=200*30*5=30000) M1[((M2. M3). m4)
| b0*b3*b4=200* 20* 520000
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Algoritmo de Programacao Dindmica - Complexidade Algoritmo de Programacao Dindmica - Complexidade

@ A complexidade de tempo do algoritmo é dada por: o Como

n—1 n—ui+tu—1

n—1
Znu:n3/2—n2/2
T = > Y > eq . u=t

u=1 i=1 k=i n—1
n—1n—u 2 3 2
u“=n>/3—-n"/2+n/6.
= Y Y ue() ;
e Entso,
= > u(n—u)6(1) T(n) = (n*/6 = n/6) ©(1).
u=1 @ A complexidade de tempo do algoritmo é ©(n?).
= 5 @ A complexidade de espaco é ©(n?), j& que é necessario
= (- ) 0. | i
~ armazenar a matriz com os valores étimos dos subproblemas.
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O Problema Binario da Mochila O Problema Binario da Mochila

@ Podemos resolver o problema da mochila com Programacao

O Problema da Mochila Linear Inteira:
Dada uma mochila de capacidade W (inteiro) e um conjunto de n o Criamos uma varidvel x; para cada item: x; = 1 se o item i
itens com tamanho w; (inteiro) e valor ¢; associado a cada item J, estiver na solucdo étima e x; = 0 caso contrario.
queremos determinar quais itens devem ser colocados na mochila o A modelagem do problema € simples:
de modo a maximizar o valor total transportado, respeitando sua n
capacidade. max Z CiXi (1)
i=1
. . o~ n
° Podemc;s fazer as seguintes suposi¢oes: Z wixi < W 2)
o Y awi> W, =

o 0<w; < W, paratodoi=1,...,n.
@ (1) é a fungdo objetivo e (2) o conjunto de restri¢cdes.

O Problema Binario da Mochila O Problema Binario da Mochila

@ Como podemos projetar um algoritmo para resolver o

problema ? @ Seja z[k, d] o valor 6timo do problema da mochila
considerando-se uma capacidade d para a mochila que contém
um subconjunto dos k primeiros itens da instancia original.

@ Existem 2" possiveis subconjuntos de itens: um algoritmo de
forca bruta é impraticavel !
o A férmula de recorréncia para computar z[k, d] para todo

@ E um problema de otimizagdo. Sera que tem subestrutura
valor de d e k é:

6tima ?
@ Se o item n estiver na solu¢do étima, o valor desta solugdo 2[0,d] =0
7 . ~ ) -
serd ¢, mais o valor da melhor solucdo do problema da
. . . , z[k,0] =0
mochila com capacidade W — w,, considerando-se s os n — 1
primeiros itens. 2[k, d] = { z[k —1,d], se wyx > d
)
@ Se o item n n3o estiver na solugcdo étima, o valor 6timo serd max{z[k —1,d],z[k = 1,d —wi] + ¢}, sewp <d
dado pelo valor da melhor solu¢do do problema da mochila
com capacidade W considerando-se sé os n — 1 primeiros
itens.
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O Problema Bindrio da Mochila - Complexidade Recursio Mochila - Sobreposicao de Subproblemas

o Considere vetor de tamanhos w = {2,1,6,5} e capacidade da
mochila W = 7. A &rvore de recursdo seria:

@ A complexidade do algoritmo recursivo para este problema no )
pior caso é dada pela recorréncia:

B 1, k=0oud=0 / \
T(/ﬂd)—{ T(k—1,d)+ T(k—1,d—w)+1 k>0ed>0.

2[3,7] Z[3,2]
@ Portanto, no pior caso, o algoritmo recursivo tem / \ !
complexidade Q(2"). E impraticavel ! 42,7 42,1 4.2
@ Mas ha sobreposicao de subproblemas: o recédlculo de /
subproblemas pode ser evitado ! 2L 7] 21, 6] 21 211,.0] a2
7 N / N\ I I /N
2[0,7]  z[0,5] 2[0,6]  z[0, 4] 200, 1] 2[0, 0] [0, 2] [0, 0]
@ O subproblema z[1,1] é computado duas vezes.
Mochila - Programag¢ao Dindmica Mochila
d-w[k] d
@ O nuimero total maximo de subproblemas a serem computados 0
é nW.
@ Isso porque tanto o tamanho dos itens quanto a capacidade
da mochila s3o inteiros ! k-1 -

@ Podemos ent3o usar programacdo dindmica para evitar o
recdlculo de subproblemas.

@ Como o célculo de z[k, d] depende de z[k — 1,d] e
z[k — 1,d — wg], preenchemos a tabela linha a linha.

z[k,d]=max {|z[k=1,d]| , z[k-1,d-w[K]] + c[k]
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O Problema Binario da Mochila -

MochilaMaximo(c, w, W/, n)

> Entrada: Vetores ¢ e w com valor e tamanho de cada item,

Algoritmo

capacidade W da mochila e niimero de itens n.

> Saida: O valor mdximo do total de itens colocados na mochila.

1. para d:=0 até W faca z[0,d] :==0

para k :=1 até n faga z[k,0] :==0

para k := 1 até n faca

para d ;=1 até W faca

se wx < d e cx+z[k —1,d — wy] > z[k, d] entdo
zlk,d] = ck + z[k — 1, d — wy]

2
3
4
5. z[k,d] := z[k — 1,d]
6
7
8

retorne(z[n, W])

Cid Carvalho de Souza e Candida Nunes da Silva

| | \

Mochila - Exemplo

@ Exemplo: ¢ ={10,7,25,24}, w ={2,1,6,5} e W =7.

MC448 — Anilise de Algoritmos |

Moo1 2 3 4 5 6 7
o| o/ ol o/ ol olo |0 |oO
1 0| 0|10 /10 |10 |10 |10 | 10
2 |0
31 0
41 0
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Mochila - Exemplo

o Exemplo: ¢ ={10,7,25,24}, w ={2,1,6,5} e W =7.

Mooo1 2 3 4 5 6 7
o ol ol ol ololo oo
11 o0
2 |0
31 o0
41 0
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Mochila - Exemplo

@ Exemplo: ¢ ={10,7,25,24}, w={2,1,6,5} e W =7.
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Mochila - Exemplo Mochila - Exemplo

o Exemplo: ¢ ={10,7,25,24}, w ={2,1,6,5} e W =7. o Exemplo: ¢ ={10,7,25,24}, w ={2,1,6,5} e W =7.
d d
K 0 1 2 3 4 5 6 7 K 0 1 2 3 4 5 6 7
0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 0 00 0 0
11 0| 0o0/120 10|10 10 |10 10 11 0| 0o0/120 10|10 10|10 10
2 0 7110 | 17 | 17 | 17 | 17 | 17 2 0 7110 | 17 | 17 | 17 | 17 | 17
3 0 7110 |17 |17 |17 | 25 | 32 3 0 7| 10 | 17 17|17 | 25 | 32
4 0 4 0 7110 |17 | 17| 24| 31| 34

Mochila - Exemplo Mochila - Complexidade

@ Exemplo: ¢ ={10,7,25,24}, w ={2,1,6,5} e W =7.

§ @ Claramente, a complexidade do algoritmo de programacgio
dindmica para o problema da mochila é O(nW).

0 ol ol ol ol olo lo |o e Eum algoritmo pseudo-polinomial: sua complexidade depende
do valor de W, parte da entrada do problema.

@ O algoritmo n3o dd o subconjunto de valor total méximo,
2 ol 7110117117 11717 |17 apenas o valor méximo.

o E facil recuperar o subconjunto a partir da tabela z
preenchida.
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Mochila - Recuperagdo da Solugdo Mochila - Exemplo

MochilaSolucao(z, n, W)

> Entrada: Tabela z preenchida, capacidade W da mochila e ) d 9 1 2 3 4 5 § 7
nimero de itens n.

> Saida: O vetor x que indica os itens colocados na mochila.
para i :=1 até n faca x[i] :=0 1
MochilaSolucaoAux(x, z, n, W) 0/ 010 |10 0|10 10 10
retorne(x)

MochilaSolucaoAux(x, z, k, d)

w
o
~
N
o
=
~
=
~
=
~
N
gl
W
N

se k 0 entdo 4| o 71017 | 17| 24| 31| 4
se z[k,d] = z[k — 1, d] entdo
x[k] := 0; MochilaSolucaoAux(x, z, k —1,d)
senao
x[k] := 1; MochilaSolucaoAux(x,z, k —1,d — wy)
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Mochila - Exemplo Mochila - Exemplo

Mooo1 2 3 4 5 6 7 Mooo1 2 3 4 5 6 7
o| o]l o] o/ ol olo |0 |o 0o| o/l o] o/ ol olo |0 |o
1] 0| o|10|10 |10 |10 |10 | 10 1] 0| o|10|10 |10 |10 |10 | 10
2 o] 7|10 |17 |17 17 17|17 2 | o] 7010 |17 |17 |17 |17 |17
3| 0| 712017 | 17| 17| 25| 3| 0| 712017 | 17| 17| 25|
4 o| 710|117 | 17| 24| 31| 34 4 o| 7|10| 17| 17| 24| 31| 34
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Mochila - Exemplo Mochila - Exemplo

1 0| 0|10 |10 |10 |10 | 10 | 10

1 0| 0|10 |10 |10 |10 | 10 | 10
2 o| 71120 |17 | 17 | 17 | 17 | 17

2 o| 710 |17 |17 |17 |17 | 17
3 0| 7110 |17 | 17|17 | 25| 32

3 0| 7|10 (17 | 17 | 17 | 25 | 32

X[ =x[4 =1, x[2] =x[3] =0
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Definicao: Subcadeia
_ y y _ Dada uma cadeia S = {a1,...,an}, S’ ={b1,...,bp} é uma
@ O algoritmo de recuperacio da solugdo tem complexidade subcadeia de S se existem p indices i(j) satisfazendo:
O(n).

. . (a) i(j) € {1,...,n} paratodoj € {1,...,p};
@ Portanto, a complexidade de tempo e de espago do algoritmo

b) i(j i(j+1 todo j 1,....p—1};
de programacado dindmica para o problema da mochila é (b) i(j) <i(j +1) para .O ojefl, P I8
o(nW). (c) bj = aj(j) para todo j € {1,...,p}.

o E possivel economizar memdria, registrando duas linhas: a .
que estd sendo preenchida e a anterior. Mas isso inviabiliza a o Exemplo: S = {ABCDEFG} e 5" = {ADFG}.

recuperacao da solugido.

Problema da Mdaxima Subcadeia Comum

Dadas duas cadeias de caracteres X e Y de um alfabeto ¥,
determinar a maior subcadeia comum de X e Y
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Maxima subcadeia comum (cont.) Maxima subcadeia comum (cont.)

e Eum problema de otimizacdo. Sera que tem subestrutura ° Tec_>rema (sul?estrutura 6tima): Seja Z = {z,...,z} a
étima ? maior subcadeia comum de X = {x1,...,xn} €

Y ={y1,...,yn}, denotado por Z = MSC(X, Y.

@ Notacao: Seja S uma cadeia de tamanho n. Para todo © S x — y ent3o 2z = X — yn € Zk_1 = MSC(Xm_1, Yo_1)
m — Yn —Xm — Yn -1 = m—1s Yn—1)-

i=1,...,n, o prefixo de tamanho i de S serd denotado por Q Se xm # yn entio z % xm implica que Z = MSC(Xm_1, Y).
Si. © Se x; # y, entdo zx # y, implica que Z = MSC(X, Y,_1).
o Exemplo: Para S = {ABCDEFG}, S, = {AB} e @ Formula de Recorréncia:
S, = {ABCD}.
. . . 0 sei=0o0uj=0
o Definicao: c[i,/] é o tamanho da maior subcadeia comum .. . . ..
cli,jl=1 c[i—-1,j—-1]+1 sei,j>0ex;=y;

entre os prefixos X; e Y. Logo, se [X| =me |Y|=n, c[m,n]

é o valor étimo. max{cl[i —1,j],c[i,j —1]} sei,j>0ex #y;
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Maxima subcadeia comum (cont.) Madxima subcadeia comum - Exemplo

o Exemplo: X ={a,b,c,b} e Y ={b,d,c,a,b}, m=4e

01. parai=1até m faca c[i,0] :=0 n—5.

02. para j=1 até n faga c[0,;]:=0

03. para /=1 até m faca v b d ¢ a b v ® d0@ a ®
04. para j = 1 até n faca x 0 1t 2 3 4 5 x 01 23 45
05. se x; = y; entao 0jojojojojojo 0

06. clij] i=cli—1,j—1+1; b[i,j] := " a afofofofolalt] a a4\
07. sendo b zj0jtj11]1]2 ® 2 Ni= =N
08. se c[i,j — 1] > c[i — 1, ] entao c 3011222 © 3 PL NI
09. cli,jl := cli,j — 1] ; b[i,j] :== “«" boafojijtf2]2f8] ® 4| |[NP]H]N
10. sendo

11. cli,j] :== cli — 1,j]; bli,j] :== "“1";

12. retorne(c[m, n], b).
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Maxima subcadeia comum - Complexidade Maxima subcadeia comum (cont.)

@ Para recuperar a solugdo, basta chamar
Recupera_-MSC(b, X, m, n).

@ Claramente, a complexidade do algoritmo é O(mn). 5 MSC(b, X. 7.)
ecupera_ DN

@ O algoritmo n3o encontra a subcadeia comum de tamanho

maximo, apenas seu tamanho. 1. se 2)[: 0] S :\0 entdo retorne
e . 2. se b[i,j] = “\" entdo
@ Com a tabela b preenchida, é facil encontrar a subcadeia ) . . . .
L. 3. Recupera_MSC(b, X,i —1,j — 1); imprima x;

comum maxima. N
4. senao
5. se b[i,j] = “1" entdo
6. Recupera_MSC(b, X, i —1,)
7. senao
8. Recupera_MSC(b, X, i,j — 1)

Maxima subcadeia comum - Complexidade

@ A determinagdo da subcadeia comum mdxima é feita em
tempo O(m + n) no pior caso.

@ Portanto, a complexidade de tempo e de espaco do algoritmo
de programacdo dindmica para o problema da subcadeia

comum maxima é O(mn).

- . . Algoritmos gulosos
@ Note que a tabela b é dispensavel, podemos economizar & 8 J

memoria recuperando a solu¢do a partir da tabela c. Ainda
assim, o gasto de meméria seria O(mn).

@ Caso ndo haja interesse em determinar a subcadeia comum
mdxima, mas apenas seu tamanho, é possivel reduzir o gasto
de meméria para O(min{n+ m}): basta registrar apenas a
linha da tabela sendo preenchida e a anterior.
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Algoritmos Gulosos: Conceitos Bésicos Algoritmos Gulosos: Conceitos Basicos

o Tipicamente algoritmos gulosos sdo utilizados para resolver

problemas de otimizac&o. @ Um algoritmo guloso sempre faz a escolha que parece ser a

@ Uma caracteristica comum dos problemas onde se aplicam “melhor” a cada iteragdo.
algoritmos gulosos € a existéncia subestrutura 6tima, @ Ou seja, a escolha é feita de acordo com um critério guloso !
semelhante a programacdo dindmica ! E uma decis3o localmente 6tima !

@ Programacdo dindmica: tipicamente os subproblemas sdo @ Propriedade da escolha gulosa: garante que a cada iteracdo
resolvidos a otimalidade antes de se proceder a escolha de um é tomada uma decis3o que ird levar a um timo global.

elemento que ird compor a solugcdo étima . C e .
@ Em um algoritmo guloso uma escolha que foi feita nunca é

@ Algoritmo Guloso: primeiramente é feita a escolha de um revista, ou seja, n3o ha qualquer tipo de backtracking.
elemento que ird compor a solugdo 6tima e s6 depois um

subproblema é resolvido.
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Selecao de Atividades Selecao de Atividades

® S={a1,...,ap}: conjunto de n atividades que podem ser
executadas em um mesmo local. Exemplo: palestras em um @ Exemplo:
auditério. ill 2 3456 7 8 9 10 11
@ Paratodoi=1,...,n, a atividade a; comeca no instante s; e ss/1 3 0 5 35 6 8 8 2 12
termina no instante f;, com 0 < s5; < f; < 00. 14 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
Ou seja, supde-se que a atividade a; serd executada no o Pares de atividades incompativeis: (a1, a2), (a1, a3)
intervalo de tempo (semi-aberto) [s;, f;). Pares de atividades compativeis: (a1,a4), (s, ag)

@ Conjunto maximal de atividades compativeis: (as, ag, a11).
Definicao

@ Conjuntos maximos de atividades compativeis:
As atividades a; e aj sdo ditas compativeis se os intervalos [s;, f;) (a1, a4, ag, a11) e (a2, 24, 29, a11)

e [sj, fj) sdo disjuntos.

- - As atividades estdo ordenadas em ordem monotonamente crescente
Problema de Selecao de Atividades

de tempos de término ! Isso serd importante mais adiante ...

Encontre em S um subconjunto de atividades mutuamente
compativeis que tenha tamanho maximo.
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Selecdo de Atividades
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Vimos que tanto os algoritmos gulosos quanto aqueles que
usam programac¢ao dindmica valem-se da existéncia da
propriedade de subestrutura étima.

Inicialmente verificaremos que o problema da selecdo de
atividades tem esta propriedade e, entdo, projetaremos um
algoritmo por programacao dinamica.

Em seguida, mostraremos que ha uma forma de resolver uma
quantidade consideravelmente menor de subproblemas do que
é feito na programacgdo dindmica.

Isto serd garantido por uma propriedade de escolha gulosa,
a qual dara origem a um algoritmo guloso.

Este processo auxiliard no entendimento da diferenca entre
estas duas técnicas de projeto de algoritmos.

Selecdo de Atividades

]

]

Subestrutura étima: considere o subproblema da selecio de
atividades definido sobre Sj;. Suponha que aj, pertence a uma
solugdo étima de Sj;. Como f; < s < fic <55, uma solugdo
étima para Sj; que contenha a, serd composta pelas
atividades de uma solugdo étima de Sj, pelas atividades de
uma solugdo étima de Sy; e por ax. Por qué ?

Definicdo: para todo 0 <i,j < n+1, seja c[i,j] o valor
6timo do problema de selecdo de atividades para a instancia
Sj;.

Deste modo, o valor 6timo do problema de selecao de
atividades para instancia S = Sp 41 € ¢[0, n + 1].

Férmula de recorréncia:

se S =10

clidl=9  max  {c[i,k]+clk,j]+ 1} se S;#0
I<k<_]22k€5ij

Agora é facil escrever o algoritmo de programacado dindmica ...
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Selecdo de Atividades

Definicao

Sj={ak € S:fi <sc <fr<sj}, ie., o conjunto de tarefas que
comecam depois do término de a; e terminam antes do inicio de a;.

@ Tarefas artificiais: ag com fy =0 e a1 com sp,11 =

® Tem-se que S = Sp 41 €, com isso, Sj; estd bem definido para
qualquer par (i,j) tal que 0 < i, j <n+1.

@ Supondo que fy < A < fh <...<f, < fhy1, OU sgja, que as
tarefas estdo ordenadas em ordem crescente de tempos de
término, pode-se concluir que Sjj = ) para todo i > j.

Por qué ?
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Selecdo de Atividades

Podemos “converter” o algoritmo de programagdo dindmica em
um algoritmo guloso se notarmos que o primeiro resolve
subproblemas desnecessariamente.

Teorema: (escolha gulosa)

Considere o subproblema definido para uma instancia ndo-vazia Sy,
e seja ar, a atividade de S;; com o menor tempo de término, i.e.:

i = min{fk Dag € SU}

Entdo (a) existe uma solugdo 6tima para S que contém an, e (b)
Sim é vazio e o subproblema definido para esta instancia é trivial,
portanto, a escolha de a,,, deixa apenas um dos subproblemas com
solucdo possivelmente ndo-trivial, j& que S,,; pode ndo ser vazio.

v,

Prova: ... O.
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Selecdo de Atividades Selecdo de Atividades

SelecionaAtivGulosoRec(s, f, i, j)

> Entrada: vetores s e f com instantes de inicio e término das
atividades i,/ +1,..., J.sendo f; < ... < f.

> Saida: conjunto de tamanho méaximo de indices de atividades
mutuamente compativeis.

@ A chamada inicial serd SelecionaAtivGulosoRec(s, f,0,n + 1).

o Complexidade: ©(n).
Ao longo de todas as chamadas recursivas,cada atividade é

1. mei+1 examinada exatamente uma vez no laco da linha 2. Em

B> Busca atividade com menor tempo de término que pode particular, a atividade a, é examinada na dltima chamada

estar em Sj; com i < k.

2. enquanto m<jes,<fifaca m— m+1, @ Como o algoritmo anterior é um caso simples de recursao
3. se m > j entdo retorne ; caudal, é trivial escrever uma versdo iterativa do mesmo ...
4. senao
5. se fy, > s; entdo retorne (); > am, € Sjj
6. sendo retorne {a,} U SelecionaAtivGulosoRec(s, f, m, j). |

Selecao de Atividades Selecao de Atividades
SelecionaAtivGulosolter(s, f, n)

> Entrada: vetores s e f com instantes de inicio e término das n @ Invariante: i é sempre o indice da (ltima atividade colocada
atividades com os instantes de término em ordem monotonamente em A. Como as atividades est3o em ordenadas pelo instante
crescente. de término, tem-se que:

> Saida: o conjunto A de tamanho madximo contendo atividades

mutuamente compativeis. fi = max{fy : ax € A},

1. A — {31};

2 j—1: ou seja, f; é sempre o maior instante de término de uma

3. para m — 2 até n faca atividade em A.

4. se sp, > f; entdo @ Complexidade: ©(n).

5. A— AU{an}

6 [ — m;

7 retorne A.
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Cédigos de Huffman

@ Cddigos de Huffman: técnica de compressdo de dados.

@ Redu¢des no tamanho dos arquivos dependem das
caracteristicas dos dados contidos nos mesmos. Valores
tipicos oscilam entre 20 e 90%.

@ Exemplo: arquivo texto contendo 100.000 caracteres no
alfabeto X = {a, b,c,d, e, f}. As freqiiéncias de cada caracter
no arquivo sdo indicadas na tabela abaixo.

@ Codificacdo do arquivo: representar cada caracter por uma
seqliéncia de bits

@ Alternativas:

@ seqiiéncias de tamanho fixo.
@ seqiiéncias de tamanho varidvel.

| a b c d e f
Frequiéncia 45 13 12 16 9 5
Cédigo de tamanho fixo 000 001 010 o011 100 101
Cédigo de tamanho varidvel 0 101 100 111 1101 1100
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Cédigos de Huffman

Definicao:

Cédigos livres de prefixo sdo aqueles onde, dados dois caracteres
quaisquer i e j representados pela codificacdo, a seqliéncia de bits
associada a / nao é um prefixo da seqliéncia associada a j.

Importante:

| A\

Pode-se provar que sempre existe uma solugdo étima do problema
da codificacdo que é dado por um cédigo livre de prefixo.

@ O processo de codificacdo, i.e, de geragdo do arquivo
comprimido é sempre facil pois reduz-se a concatenar os
cédigos dos caracteres presentes no arquivo original em
seqliéncia.

Exemplo: usando a codificagdo de tamanho varidvel do
exemplo anterior, o arquivo original dado por abc seria
codificado por 0101100.
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Cédigos de Huffman

@ Qual o tamanho (em bits) do arquivo comprimido usando os
cédigos acima ?

@ Codigos de tamanho fixo: 3 x 100.000 = 300.000
Cédigos de tamanho varidvel:

(45x1+13x3+12x34+16 x3+9 x 4+5 x4)x1.000 = 224.000
—— Y — Y e — M~ =

a b c d e f

Ganho de =~ 25% em relacdo a solucio anterior !

Problema da Codificacao:

Dadas as freqiiéncias de ocorréncia dos caracteres de um arquivo,
encontrar as seqiiéncias de bits (cédigos) para representé-los de
modo que o arquivo comprimido tenha tamanho minimo.
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Cédigos de Huffman

@ A vantagem dos cddigos livres de prefixo se torna evidente
quando vamos decodificar o arquivo comprimido.
Como nenhum cédigo é prefixo de outro cédigo, o cédigo que
se encontra no inicio do arquivo comprimido n3o apresenta
ambigiiidade. Pode-se simplesmente identificar este cédigo
inicial, traduzi-lo de volta ao caracter original e repetir o
processo no restante do arquivo comprimido.
Exemplo: usando a codificacdo de tamanho varidvel do
exemplo anterior, o arquivo comprimido contendo os bits
001011101 divide-se de forma univoca em 0 0 101 1101,
ou seja, corresponde ao arquivo original dado por aabe.

@ Como representar de maneira conveniente uma codificacdo
livre de prefixo de modo a facilitar o processo de
decodificacdo ?
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Cédigos de Huffman Cddigos de Huffman

@ Solucdo: usar uma drvore bindria. O filho esquerdo esta
associado ao bit ZERO enquanto o filho direito estd associado
ao bit UM. Nas folhas encontram-se os caracteres presentes
no arquivo original.

@ Solucdo: usar uma 4rvore bindria. O filho esquerdo esta
associado ao bit ZERO enquanto o filho direito esta associado
ao bit UM. Nas folhas encontram-se os caracteres presentes

no arquivo original. . . , .
@ Vejamos como ficam as drvores que representam os cédigos

@ Vejamos como ficam as arvores que representam os codigos do exemplo anterior
do exemplo anterior. | o b < 4 . ‘
Freqliéncia 45 13 12 16 9 5
| a b < d e f Cédigo variavel 0 101 100 111 1101 1100
Freqiiéncia 45 13 12 16 9 5
Cédigo fixo | 000 001 010 011 100 101
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Cédigos de Huffman Cédigos de Huffman

@ Pode-se mostrar (exercicio !) que uma codificagdo Stima
sempre é representada por uma arvore binaria cheia, na qual
cada vértice interno tem exatamente dois filhos.

A codificacdo com tamanho fixo do exemplo anterior ndo é
Stima ...

@ Ent3o podemos restringir nossa atencdo as arvores binarias
cheias com |C| folhas e |C| — 1 vértices internos (exercicio !),
onde C é o conjunto de caracteres do alfabeto no qual esta
escrito o arquivo original.

o Idéia do algoritmo de Huffman: Comegar com |C| folhas e
realizar sequencialmente |C| — 1 opera¢des de “intercala¢do”
de dois vértices da arvore.

Cada uma destas intercalages da origem a um novo vértice
interno, que serd o pai dos vértices que participaram da
intercalac3o. -

o Computando o tamanho do arquivo comprimido: @ A escolha do par de vértices que dard origem a intercalacdo
Se T é a drvore que representa a codificagdo, dr(c) é a em cada passo depende da soma das freqiiéncias das folhas
profundidade da folha representado o caracter c e f(c) € a sua das subarvores com raizes nos vértices que ainda ndo
freqiiéncia, o tamanho do arquivo comprimido serd dado por: participaram de intercalacdes.

B(T) =) f(c)dr(c).
ceC

Diremos que B(T) é o custo da drvore T.
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Algoritmo de Huffman Corretude do algoritmo de Huffman

Lema 1: (escolha gulosa)

> Entrada: Conjunto de caracteres C e as freqliéncias f dos

caracteres em C. Seja C um alfabeto onde cada caracter ¢ € C tem freqiiéncia f[c].

> Saida: raiz de uma &rvore bindria representando uma Sejam x e y dois caracteres em C com as menores freqiiéncias.

codificacio 6tima livre de prefixos. Entdo, existe um cédigo étimo livre de prefixo para C no qual os

1. n—|C|; cédigos para x e y tem o mesmo comprimento e diferem apenas no
> Q é fila de prioridades dada pelas fregiiéncias dltimo bit.

> o d(_os(}/;ertlces ainda n3o intercalados Prova do Lema 1:

3. paraj<«<1até n—1 faca @ Seja uma drvore 6tima T.

4. alocar novo registro z; > vértice de T @ Sejam a e b duas folhas “irm3s” (i.e. usadas em uma

5. z.esq «— x <— EXTRAI MIN(Q); intercalagdo) mais profundas de T e x e y as folhas de T de

6. z.dir < x < EXTRAI_MIN(Q); menor freqiiéncia.

7. z.f —x.f+y.f; o ldéia: a partir de T, obter uma outra drvore 6tima T’ com x

8. INSERE(Q, 2); e y sendo duas folhas “irm3s".

9. retorne EXTRAI,MIN(Q).

Corretude do algoritmo de Huffman Corretude do algoritmo de Huffman

Lema 2: (subestrutura 6tima)

Seja C um alfabeto com freqiiéncia f[c] definida para cada
caracter ¢ € C. Sejam x e y dois caracteres de C com frequéncia
minima. Seja C’ o alfabeto obtido pela remoc3o de x e y e pela
inclusdo de um novo caracter z, ou seja, C' = CU{z} — {x,y}.

B(T)—=B(T") = cccfle)dr(c) =X cccf(c)dr(c) As freqiiéncias dos caracteres em C' N C s3o as mesmas que em C
= f[x]d7(x) + f[aldr(a) — f[x]d7r(x) — f[a]dT/(a) e f[z] é definida como sendo f[z] = f[x] + f[y].
= f[x]d7r(x) + fla]dT(a) — f[x]dT(a) — f[a]dT(x) Seja T’ uma 3rvore bindria representado um cédigo étimo livre de
= al — r|x 7(a) —dr(x)) = pretixo para . Entao a arvore binaria obtida ae
(fla] = flx])(dr(a) — dr(x)) = 0 fi C'. Entdo a & bindria T obtida de T’

substituindo-se o vértice (folha) z pela por um vértice interno

T’ tem custo n3o superior ao de T. ] Z P, 0k ;
P tendo x e y como fihos, representa uma cédigo 6timo livre de

Argumento andlogo comparando os custos de T’ e T” mostram prefixo para C.
que B(T) > B(T') > B(T").
Como T é 6tima, o resultado vale. O
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Corretude do algoritmo de Huffman

Prova do Lema 2:

o

)]
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Passos do projeto de algoritmos gulosos: resumo

o

2]
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Comparando os custos de T e T

o Sece C—{x,y}, fleldr(c) = flc]ldr(c).

o flx]dr(x) + flyldr(y) = (f[x] + fly])(dr(2) + 1) =

flzldr (z) + (F[x] + fly]).

Logo, B(T') = B(T) — f[x] — f[y].
Provando o lema por contradicio: supor que existe T” tal que
B(T") < B(T). Pelo lema anterior, podemos supor que x e y
s3o folhas “irm3s” em T”. Seja T" a 4rvore obtida de T”
pela substituicdo de x e y por uma folha z com freqiiéncia

flz] = f[x] + fly]. O custo de T" é tal que
B(T") = B(T") — flx] - fly] < B(T) — fIx] - fly] = B(T'),

contradizendo a hipétese de que T’ é uma arvore 6tima para
C. O

Formule o problema como um problema de otimizacao no
qual uma escolha ¢é feita, restando-nos ent3o resolver um
tnico subproblema a resolver.

Provar que existe sempre uma solu¢do 6tima do problema que
atende a escolha gulosa, ou seja, a escolha feita pelo
algoritmo guloso é segura.

Demonstrar que, uma vez feita a escolha gulosa, o que resta a
resolver é um subproblema tal que se combinarmos a resposta
Stima deste subproblema com o(s) elemento(s) da escolha
gulosa, chega-se a solugdo 6tima do problema original.

Esta é a parte que requer mais engenhosidade !
Normalmente a prova come¢a com uma solucdo étima
genérica e mostra que ela pode ser modificada (possivelmente
apds vérios passos) até que ela inclua o(s) elemento(s)
identificados pela escolha gulosa.

Corretude do algoritmo de Huffman

Teorema:

O algoritmo de Huffman constréi um cédigo Stimo (livre de
prefixo).

Prova: imediata a partir dos Lemas 1 e 2. [l
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Grafos: Nocbes Basicas e Representacdo ]
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Definicdo de Grafo Definicdo de Grafo

@ Um grafo G = (V, E) é dado por dois conjuntos finitos: o
conjunto de vértices V e o conjunto de arestas E.

o Cada aresta de E é um par nao ordenado de vértices de V. @ Dada uma aresta e = (a, b), dizemos que os vértices a e b s3o
o Exemplo: os extremos da aresta e e que a e b sdo vértices adjacentes.

@ Podemos dizer também que a aresta e é incidente aos vértices
V ={ab,c,d e} a e b, e que os Vértices a e b sdo incidentes a aresta e.

E ={(a,b),(a,¢c), (b, ), (b,d),(c,d),(c,e),(d, €)}
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Grafo Simples Tamanho do Grafo

@ Dizemos que um grafo é simples quando n3o possui lacos ou
arestas multiplas.

@ Denotamos por |V/| e |E| a cardinalidade dos conjuntos de
@ Um /aco é uma aresta com ambos os extremos em um mesmo vértices e arestas de um grafo G, respectivamente.
vértice e arestas muiltiplas sdo duas ou mais arestas com o

b @ No exemplo abaixo temos |V| =5¢ |E| =7.
mesmo par de vértices como extremos.

@ Exemplo:

O tamanho do grafo G é dado por |V| + |E]|.

arestas multiplas
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Grau de um Vértice

Subgrafo e Subgrafo Gerador

© O grau de um vértice v, denotado por d(v) é o nimero de

- , arestas incidentes a v, com lacos contados duas vezes.
@ Um subgrafo H = (V', E') de um grafo G = (V,E) é um

grafo tal que V' C V, E' C E.
o Um subgrafo gerador de G é um subgrafo H com V' = V.

o Exemplo:

d(a)=2

@ Exemplo:
d(b)=3
d(c)=6
® © d(d)=5
d(e)=4
© @ @ Teorema Para todo grafo G = (V, E) temos:
Grafo G Subgrafo ndo gerador Subgrafo gerador
> d(v) =2|E|.
veV
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Caminhos em Grafos Caminhos Simples e Ciclos

@ Um caminho P de vy a v, no grafo G é uma seqiiéncia finita

e n3o vazia (v, €1, Vi, . . ., €n, V) cujos elementos s3o © Um caminho simples é um caminho em que ndo ha repeticdo

alternadamente vértices e arestas e tal que, para todo de vértices e nem de arestas na sequéncia.

1 <i<n, vi_1 e v; sao os extremos de ¢;. @ Um ciclo ou caminho fechado é uma caminho em que vy = v,,.
@ O comprimento do caminho P é dado pelo seu niimero de @ Exemplo:

arestas, ou seja, n.

o Exemplo:

Caminho Simples Ciclo
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Grafo Conexo Arvore

@ Dizemos que um grafo é conexo se, para qualquer par de @ Um grafo G é uma drvore se é conexo e ndo possui ciclos
vértices u e v de G, existe um caminho de v a v em G. (acfdico)_ Ou equivalentemente, G é arvore se:
@ Quando o grafo G n3o é conexo, podemos particionar em o E conexo com |V| — 1 arestas.
componentes conexos. Dois vértices u e v de G estdo no o E conexo e a remogdo de qualquer aresta desconecta o grafo
mesmo componente conexo de G se ha caminho de v a v em (minimal conexo). o _
G o Para todo par de vértices u, v de G, existe exatamente um
' caminho de u a v em G.
@ Exemplo:
P @ Exemplo:
Conexo N&o-conexo com
3 componentes conexos

Grafo Orientado Grafo Ponderado

° As. definicGes que vimos até agora sdo para grafos ndo @ Um grafo (orientado ou ndo) é ponderado se a cada aresta e
orientados. do grafo estd associado um valor real c(e), o qual

o Um grafo orientado é definido de forma semelhante, com a denominamos custo (ou peso) da aresta.
diferenca que as arestas (as vezes chamadas de arcos) s3o o Exemplo:

dadas por pares ordenados.

o Exemplo:
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Algoritmos em Grafos - Motivacado Representacdo Interna de Grafos

@ A complexidade dos algoritmos para solu¢ao de problemas
modelados por grafos depende fortemente da sua

o Grafos s3o estruturas abstratas que podem modelar diversos representacdo interna.

problemas do mundo real. @ Existem duas representa¢Bes candnicas: matriz de adjacéncias
@ Por exemplo, um grafo pode representar conexdes entre e lista de adjacéncias.

cidades por estradas ou uma rede de computadores. @ O uso de uma ou outra num determinado algoritmo depende
@ O interesse em estudar algoritmos para problemas em grafos é da natureza das opera¢des que ditam a complexidade do

que conhecer algoritmo para um tnico problema em grafos algoritmo.

pode significar conhecer algoritmos para diversos problemas @ Outras representacdes podem ser utilizadas mas essas duas

reais. sao as mais utilizadas por sua simplicidade.

@ Para alguns problemas em grafos o uso de estruturas de dados
adicionais sdo fundamentais para o projeto de algoritmos

eficientes.
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Matriz de adjacéncias Matriz de adjacéncias

@ Um grafo simples G = (V, E), orientado ou n3o, pode ser
representado internamente por uma estrutura de dados

) Stk @ Veja um exemplo de um grafo nio-orientado simples e a
chamada matriz de adjacéncias.

matriz de adjacéncias correspondente.
@ A matriz de ajacéncias é uma matriz quadrada A de ordem

|V, cujas linhas e colunas s3o indexadas pelos vértices em V/,
e tal que:

Ali,j] =1 se (i,j) € E e 0 caso contrério.

Ol rlolr|lo
R Olrlr Ol
ol OOl

ola|lo|o|w
OO0 RrR Olw
L =l i Ks)

@ Note que se G é n3o-orientado, entdo a matriz A
correspondente é simétrica.

o Esta definicdo, para grafos simples, pode ser generalizada:
basta fazer A[i, /] ser um registro que contém informacdes
sobre a adjacéncia dos vértices i e j como multiplicidade ou
custo da aresta (/,).
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Matriz de adjacéncias Lista de adjacéncias

@ Uma lista de adjacéncias que representa um grafo simples G é
um vetor L indexado pelos vértices em V de forma que, para

@ Veja um exemplo de um grafo orientado simples e a matriz de cada v € V, L[v] é um apontador para o inicio de uma lista
adjacéncias correspondente. ligada dos vértices que sdo adjacentes a v em G.
3 blcldle @ O tamanho da lista L[v] é precisamente o grau d(v).
alololololo @ Se G for um grafo ndo orientado, cada aresta (/,/) é
bl1l0l1]/0]0 representada duas vezes: uma na lista de adjacéncias de i e
cli1lolololo outra na de j.
dloli1l1lo01lo0 @ Se G for um grafo orientado, a lista ligada L(v) contém
elOlOl1l110 apenas os elementos pds-adjacentes (ou pré-adjacentes) a v
em G. Assim, cada aresta (ou arco) é representada
exatamente uma vez.
@ Também podemos usar uma lista ligada para representar
grafos ndo simples ou ponderados: basta que cada né da lista
seja um registro que contenha as demais informacdes sobre a
adjacéncia de i/ e j como multiplicidade e custo (ou peso).
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Lista de adjacéncias Lista de adjacéncias
@ Veja um exemplo de um grafo ndo-orientado e a lista de Veja um exemplo de um grafo orientado e a lista de adjacéncias
adjacéncias correspondente. correspondente.
a
b |r>{a i e 1]
c [T a
d [+» | ¢
e '—>| c | d
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Matriz x Lista de adjacéncias

@ Cada uma dessas estruturas tem suas vantagens:

o Matrizes de adjacéncias sdo mais adequadas quando queremos
descobrir rapidamente se uma dada aresta estd ou n3o
presente num grafo, ou os atributos dela.

o Por outro lado, lista de adjacéncias sdo mais adequadas
quando queremos determinar todos os vértices adjacentes a
um dado vértice.

o Matrizes de adjacéncias ocupam espaco proporcional a |V/|? e
sdo, portanto, mais adequadas a grafos densos
(IE[=©(VP)).

o Listas de adjacéncias ocupam espaco proporcional a |E|, sendo
mais adequadas a grafos esparsos (|E| = ©(|V])).

Buscas em grafos )

@ Em alguns casos pode ser (til ter as duas estruturas
simultaneamente.
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Buscas em grafos Busca em largura

@ Diremos que um vértice u é alcancavel a partir de um vértice

@ Em muitas aplicagGes em grafos é necessario percorrer v de um grafo G se existe um caminho de v para u em G.
rapidamente o grafo visitando-se todos os seus vértices. @ Definicdo: um vértice u estd a uma distancia k de um vértice
@ Para que isso seja feito de modo sistematico e organizado s3o v se k é o comprimento do menor caminho que comeca em v
utilizados algoritmos de busca, semelhantes aqueles que ja e termina em u.
foram vistos para percursos em arvores na disciplina de Se u nao é alcancavel a partir de v, entdo arbitra-se que a
Estruturas de Dados. distancia entre eles ¢ infinita.

@ As buscas s3o usadas em diversas aplicacbes para determinar

informacdes relevantes sobre a estrutura do grafo de entrada. Uma busca em largura ou BFS (do inglés breadth first search) em

um grafo G = (V, E) é um método em que, partindo-se de um
vértice especial u denominado raiz da busca, percorre-se G
visitando-se todos os Vvértices alcangaveis a partir de u em ordem
crescente de distancia.

Nota: a ordem em que os Vvértices equidistantes de u sdo percorridos é
em largura e a busca em profundidade. irrelevante e depende da forma como as adjacéncias dos vértices sdo

armazenadas e percorridas.
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@ Além disso, alteragdes, muitas vezes pequenas, nos algoritmos
de busca permitem resolver de forma eficiente problemas mais
complexos definidos sobre grafos.

@ S3o dois os algoritmos basicos de busca em grafos: a busca




Busca em largura

No grafo da figura abaixo, assumindo-se o vértice a como sendo a
raiz da busca e que as listas de adjacéncias estdo ordenadas
alfabeticamente, a ordem de visitacdo dos vértices seria
{a,b,c,g,h,d el i, j}. Osvértices f e k ndo seriam visitados
porque ndo s3o alcangdveis a partir do vértice a.
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Busca em largura

[

]

o
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Sdo listados abaixo os principais elementos do pseudo-cédigo
que descreve a busca em largura.

o vetor cor contendo |V/| posicBes. O elemento cor[i] sera
branco se o vértice i ainda n3o foi visitado, cinza se ele foi
visitado mas a sua vizinhan¢a n3o foi explorada e preto se o
vértice i foi visitado e sua vizinhanc¢a ja foi explorada.

o vetor dist contendo |V/| posi¢des. O elemento dist[i] é
inicializado com o valor infinito e armazenard a distancia entre
o Vértice i e a raiz da busca.

o vetor pred contendo |V/| posi¢des. O elemento pred]i]
armazenard a informac3o sobre qual era o vértice cuja
adjacéncia estava sendo explorada quando o vértice / foi
visitado pela primeira vez.

a fila @ armazena a lista dos vértices visitados cuja vizinhancga
ainda deve ser explorada, ou seja, aqueles de cor cinza.

As listas de adjacéncias sdo acessadas através do vetor Adj.

Busca em largura

@ A busca em largura é um exemplo interessante de aplicagdo
de filas.

@ O algoritmo descrito a seguir usa um critério de coloracdo
para ir controlando os vértices do grafo que ja foram visitados
e/ou cujas listas de adjacéncias ja foram exploradas durante a
busca.

@ Um vértice € identificado como visitado no momento em que
a busca o atinge pela primeira vez.

@ Uma vez visitado, este vértice poderd permitir que sejam
atingidos outros vértices ainda n3o alcan¢ados pela busca, o
que é feito no momento em que se explora a sua vizinhanca.

@ Concluida esta operacdo, o vértice é dito estar explorado.
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Busca em largura

BFS(G raiz)

B> Q é o conjunto de Vvértices a serem explorados (cinzas)

1. InicializaFila(Q); B> inicializa fila como sendo vazia

2. Paratodo v € V — {raiz} faca

3. dist[v] < c0;  cor[v] « branco;  pred[v] < NULO;
4. dist[raiz] — 0; cor[raiz] < cinza; pred[raiz] < NULQ;
5. InsereFila(Q, raiz);

6. Enquanto (!FilaVazia(Q)) faca

7. RemoveFila(Q, u) > tirar u do conjunto @

8. Para todo v € Adj[u] faca

9. Se cor[v] = branco entdo

10. dist|[v] «— dist[u] +1; pred[v] — u;

11. cor[v] < cinza; InsereFila(Q, v);

12. cor[u] < preto;

13. Retorne(dist, pred).
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Busca em largura: exemplo Busca em largura: complexidade

@ Faz-se uma anélise agregada onde é contado o total de
operac¢des efetuadas no laco das linhas 6 a 12 no pior caso.

@ Suple-se que o grafo é armazenado por listas de adjacéncias.

@ Depois da inicializagdo da linha 3, nenhum vértice é colorido
como branco. Logo todo vértice é inserido e removido no
maximo uma vez e, portanto, o tempo total gasto nas
operagdes de manutencdo da fila Q é O(| V).

@ A lista de adjacéncias de um vértice s6 é percorrida quando ele
é removida da fila. Logo, ela é varrida no mdximo uma vez.
Como o comprimento total de todas as listas de adjacéncias é
©(E), o tempo total gasto explorando estas listas é ©(E).

Nota: o subgrafo formado por (V, Epreq), onde

Epred = {(pred[v],v) : Vv € V}, é uma drvore.

@ O gasto de tempo com as inicializacdes é claramente ©(V).
Assim, o tempo total de execugdo do algoritmo é
(V| + |EJ).
Ou seja, BFS roda em tempo linear no tamanho da entrada de
G quando este é representado por suas listas de adjacéncias.
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Busca em profundidade Busca em profundidade

No grafo da figura abaixo, novamente supondo o vértice a como

Intuitivamente, pode-se dizer que a estratégia de percorrer um sendo raiz da busca e que as listas de adjacéncia estdo ordenadas
grafo usando uma busca em profundidade ou DFS (do inglés depth em ordem alfabética, a ordem de visitacdo dos vértices seria:
first search) difere daquela adotada na busca em largura na medida {a,b,d,c,e,i,j, g, h 1}

em que, a partir do vértice raiz, ela procura ir o mais “longe”
possivel no grafo sempre passando por vértices ainda n3o visitados.

Se ao chegar em um vértice v a busca n3o consegue avancar, ela
retorna ao vértice pred|[v] cuja adjacéncia estava sendo explorada
no momento em que v foi visitado pela primeira vez e volta a
explora-la.

E uma generalizacao do percurso em pré-ordem para arvores.

Cid Carvalho de Souza e Candida Nunes da Silva MC448 — Anilise de Algoritmos | Cid Carvalho de Souza e Candida Nunes da Silva MC448 — Anilise de Algoritmos |



Busca em profundidade

@ O algoritmo a seguir implementa uma busca em profundidade
em um grafo. Os principais elementos do algoritmo s3o
semelhantes aos do algoritmo da busca em largura.

As diferencas fundamentais entre os dois algoritmos assim
como alguns elementos especificos da DFS s3o destacados
abaixo.

@ para que a estratégia de busca tenha o comportamento
desejado, deve-se usar uma pilha no lugar da fila. Por razoes
de eficiéncia, a pilha deve armazenar n3o apenas uma
informacdo sobre o vértice cuja adjacéncia deve ser explorada
mas também um apontador para o préximo elemento da lista
a ser percorrido.

Busca em profundidade

@ p é uma variavel apontadora de um registro da lista de
adjacéncias, para o qual é assumida a existéncia de dois
campos: vert, contendo o rétulo que identifica o vértice, e
prox que aponta para o préximo registo da lista.

@ Excluidas estas pequenas diferencas, as implementa¢des dos
algoritmos BFS e DFS s3o bastante parecidas. Assim, é facil
ver que a complexidade da busca em profundidade
também é O(|V| + |E|), isto é, linear no tamanho da
representacdo do grafo por listas de adjacéncias.

@ o vetor dist conterd n3o mais a distancia dos vértices
alcangaveis a partir da raiz e sim o nimero de arestas
percorridas pelo algoritmo até visitar cada vértice pela
primeira vez.
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Busca em profundidade: algoritmo iterativo Busca em profundidade: exemplo
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DFS(G,raiz);

> Q é o conjunto de vértices a serem explorados (cinzas)

1. InicializaPilha(Q); > inicializa pilha como sendo vazia

2. dist[raiz] — 0;  cor[raiz] < cinza;  pred]raiz] « NULO;
3. Paratodo v € V — {raiz} faca

4. { dist[v] < c0; cor[v] < branco; pred[v] < NULOD; }
5. Empilha(Q, raiz, Adj[raiz]);

6. Enquanto (!PilhaVazia(Q)) faga

7. Desempilha(Q, u, p); > tirar u do conjunto @

8. Enquanto (p # NULO) e (cor[p — vert] # branco), p < p — prox;

9. Se p # NULO entao

10. Empilha(Q, u, p ~prox); v« p-vert; dist[v]« dist[u]+1; Nota: o subgrafo formado por (V’ Epred)' onde
11. pred[v] « u; cor[v] « cinza; Empilha(Q, v, Adj[v]); Epred = {(pred[v],v) : Vv € V}, é uma &rvore.
12. Se ndo cor[u] < preto;

13. Retorne (dist, pred).
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Busca em profundidade: versao recursiva Busca em profundidade: versao recursiva

@ Apresenta-se a seguir uma vers3o recursiva da busca em
profundidade.

para cada vértice u € V faca

cor[u] < branco; pred|u] < NULO;
tempo « 0;
para cada vértice u € V faca

se cor[u] = branco entdo DFS-AUX(u)

@ Nesta vers3o, todos vértices do grafo serdo visitados. Ou
seja, ao final, teremos uma floresta de drvores DFS.

@ O mesmo pode ser feito para BFS mas, é mais natural nas
aplicacdes de busca em profundidade.

O1 BRI

® Uma varidvel tempo sera usada para marcar os instantes onde

um vértice é descoberto (d) pela busca e onde sua vizinhanca DFS-AUX(v) B-u acaba de ser descoberto

termina de ser explorada (f). 1. corfu] « cinza;
2. d[u] « tempo; tempo <« tempo + 1;
@ A exemplo do que ocorre na busca em largura, algumas das .
o ; - o 3. para v € Adj[u] faga > explora aresta (u, v)
variaveis do algoritmo sdo desnecessarias para efetuar a busca _ =
e didad _ 4, se cor[v] = branco entdo
em profundidade pura e simples. 5 el — o DFS-AUX(v);
Contudo, elas sdo fundamentais para aplicagdes desta busca e, 6. cor[u] « preto; > u foi explorado
por isso, sdo mantidas aqui. 7. flu] — tempo; tempo « tempo -+ 1;
Propriedades das buscas: BFS Propriedades das buscas: BFS

Prova do Lema 22.2: indu¢do no niimero de operagdes de insercao
na fila.

Hipdtese indutiva (HI): dist[v] > §(s, v) para todo v € V.

Notacgdo: §(s,v) é a distdncia de s a v, ou seja, menor
comprimento de um caminho ligando estes dois vértices.

Lema 22.1: (Cormen, 2ed)

. . ~ , . Base da inducgdo: inclusdo inicial de s na fila ...
Seja G = (V/, E) um grafo (direcionado ou n3o) e s um vértice T ) o
qualquer de V. Entdo, para toda aresta (u, v) € E, tem-se que Passo da inducdo: v é um vértice branco descoberto durante a

8(s,v) < &(s,u) + 1. exploracdo da adjacéncia do vértice u. Como a HI implica que
— dist[u] > d(s, u), as operagdes das linhas 10 e 11 e o Lema 22.1
implicam que:

Prova: u é alcancdvel a partir de s ... Se n3o for ... ]

dist[v] = dist[u] +1 > d(s,u) +1 > (s, v).

Lema 22.2: (Cormen, 2ed)

Suponha que uma BFS é executada em G tendo s como raiz. Ao
término da execucdo, para cada vértice v € V, o valor de dist[v]
computado pelo algoritmo satisfaz dist[v] > d(s, v).

O valor de dist[v] nunca mais é alterado pelo algoritmo ... O
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Propriedades das buscas: BFS Propriedades das buscas: BFS

Para provar que dist[v] = d(s, v), é necessario entender melhor
como opera a fila Q.

Prova do Lema 22.3: (continuag&o)
A segunda trata de inclusdo de um novo vértice v, tornando-o a

Lema 22.3: (Cormen, 2ed) nova cauda (vy11) de Q. Supde-se que o vértice v foi descoberto
Suponha que numa iteragdo qualquer do algoritmo BFS, os na exploracdo da vizinhanga de um vértice u.

vértices na fila Q sejam dados por {vi,vs,..., v, }, sendo v; a Pela HI e pelas operagdes das linhas 10 e 11 chega-se a:

cabecga e v, a cauda da fila. Ent3o, dist[v,] < dist[wi]+1e

dist[v;] < dist[vj41], paratodo i=1,2,...,r — 1. dist[v,1] = dist[v] = dist[u] + 1 < dist[vs] + 1.

. - , ~ N A HI também implica que
Prova: indugcdo no niimero de operagdes na fila (insere/remove). plica q

Base da induc3o: a afirmacdo é evidente quando Q = {s}. dist[v,] < dist[u] + 1 = dist[v] = dist[v,41],
Passo da inducdo: dividido em duas partes.

A primeira trata da remoc3o de vq, 0 que torna v, a nova cabeca e, além disso, as demais desigualdades ficam inalteradas. [J
de Q ...

Propriedades das buscas: BFS Propriedades das buscas: DFS

Corolario 22.4: (Cormen, 2ed) @ Verifica-se agora algumas propriedades da busca em
profundidade. Para tanto, usa-se a versdo recursiva do
algoritmo e para todo vértice u, denota-se por /, o intervalo
[d[u], f[u]].

Suponha que os vértices v; e v; sdo inseridos na fila Q durante a
execu¢do do algoritmo BFS nesta ordem. Entdo,
dist[v;] < dist[vj] a partir do momento em que v; for inserido

em Q.

Teorema 22.7 (Parentizagao): (Cormen, 2ed)

Prova: Imediato. [ Em qualquer busca em profundidade em um grafo G = (V, E)

Teorema 22.5: corretude da BFS (Cormen, 2ed) (direcionado ou n3o), para quaisquer vértices u e v de V,

~ . P exatamente uma das situa¢des abaixo ocorre:
Durante a execucdo do algoritmo BFS, todos os vértices v € V

alcangdveis a partir de s sdo descobertos e, ao término da
execuc¢do, dist[v] = (s, v) para todo v € V.

o I,Nl,={} e uevndosio descendentes um do outro na
floresta construida pela DFS, ou

@ |, C |, e o ué descendente de v em uma &rvore da floresta

Além disso, para todo vértice v # s alcancével a partir de s, um construida pela DFS,
dos menores caminhos de s para v é composto por um menor @ |, C I, e o v é descendente de u em uma drvore da floresta
caminho de s para pred|v| seguido da aresta pred[v], v). construida pela DFS.
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Propriedades das buscas: DFS

Corolario 22.8 (aninhamento dos intervalos dos descententes):

(Cormen, 2ed)

O vértice v é um descendente prdprio do vértice u em uma arvore
da floresta construida pela DFS se e somente se
dlu] < d[v] < f[v] < f[u].

Uma outra caracteriza¢do de descendéncia é dada pelo Teorema
do Caminho Branco enunciado a seguir.

Teorema 22.9: (Cormen, 2ed)

Em uma floresta construida pela DFS, um vértice v é descendente
de um vértice u se e somente se no tempo d[u] em que a busca
descobre u, o vértice v é alcangdvel a partir de u por um caminho
inteiramente composto por vértices de cor branca.
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Classificacdo de arestas: exemplo

—p floresta
direto

retorno
— - Cruzado
primeiraraiz: a

segundaraiz: g
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Propriedades das buscas: Classificacao de arestas

@ O algoritmo DFS permite classificar arestas do grafo e esta
classificagdo dd acesso a importantes informag&es sobre o
mesmo (p.ex., a existéncia de ciclos em grafos direcionados).

o Considere a floresta Gpreg construida pela DFS. As arestas
podem se classificar como sendo:

o Arestas da floresta: aquelas em Gpreq.

o Arestas de retorno (back edges): arestas (u,v) conectando
o vértice u a um vértice v que é seu ancestral em Gpregq-
Em grafos direcionados, os auto-lagcos sdo considerados arcos
de retorno.

o Arestas diretas (forward edges): arestas (u, v) que ndo
estdo em Gpyreq ONnde v é descendente de v em uma arvore
construida pela DFS.

o Arestas cruzadas (cross edges): todas as arestas restantes.
Elas podem ligar vértices de uma mesma drvore de Gpred.
desde que nenhuma das extremidades seja ancestral da outra,
ou Vértices de diferentes drvores.
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Classificacdo de arestas: modificacoes no algoritmo

@ O algoritmo DFS pode ser modificado para ir classificando as
arestas a medida que elas s3o encontradas.

@ A idéia é que a aresta (u, v) pode ser classificada de acordo
co a cor do vértice v no momento que a aresta é "explorada”
pela primeira vez:

@ branco: indica que (u, v) é um aresta da floresta (estd em
Gpred)-

© cinza: indica que (u,v)

© preto: indica que (u,v)
cruzada.
Pode-se mostrar (exercicio) que ela serd direta se d[u] < d[v],
caso contrdrio serd cruzada.

um aresta de retorno.
um aresta direta ou uma aresta

[oNEeN
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Classificagdo de arestas: modificagbes no algoritmo

@ Para grafos n3o direcionados, a classificacdo pode apresentar
ambigiiidades j4 que (u, v) e (v, u) sdo de fato a mesma

aresta.

@ O algoritmo pode ser ajustado para manter a primeira
classificagdo em que a aresta puder ser categorizada.

@ Arestas diretas e cruzadas nunca ocorrem em grafos

n3o-direcionados.

Teorema 22.10: (Cormen, 2ed)

Em uma DFS de um grafo ndo direcionado G = (V/, E), toda
aresta é da floresta ou é de retorno.
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Ordenacao topoldgica

o A ordenacdo topolégica de um grafo direcionado aciclico
(DAG) G = (V, E) é uma ordem linear dos vértices tal que,
para todo arco (u,v) em E, u antecede v na ordem.

@ Todo DAG admite uma ordenacdo topoldgica !

o Graficamente, isto significa que G pode ser desenhado de
modo que todos seus vértices fiquem dispostos em uma linha
horizontal e os seus arcos fiquem todos orientados da

esquerda para direita.

A
@/ g h

® O&—-0—-h © @
\_
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Ordenacgdo topoldgica )
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Ordenagao topoldgica

@ Grafos direcionados aciclicos sdo muito usados para
representar situacdes onde haja relagdes de precedéncia entre
eventos. Exemplo: tarefas necessdrias para construir uma
casa.

@ Em muitas aplicagbes a ordenagdo topoldgica é usada como
um pré-processamento que conduz a um algoritmo eficiente
para resolver um problema definido sobre grafos.

@ A ordenacdo topoldgica pode ser obtida através de uma
simples adaptacdo do algoritmo de busca em profundidade
mostrada a seguir.
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Ordenagao topoldgica: algoritmo Ordenagao topoldgica

TOPOLOGICAL-SORT(G) @ Vé-se que os vértices sdo armazenados na lista ligada L na

b Entrada:| grafo direcionado aciclico G. ordem inversa (decrescente) dos valores de f[.] (a inser¢3o se
> Saida: lista ligada L com ordem topoldgica dos vértices de G. dd sempre no inicio da lista).

1. IncializaLista(L); tempo « 0; ® A complexidade deste algoritmo é obviamente igual aquela da
2. para cada vértice u € V faga cor[u] < branco; DFS, ou seja, O(|V|+ |E]).

3. para cada vértice u € V faca @ Exemplo: raizes a, e, f e |.

4. se cor[u] = branco entdo DFS-AUX(u)

5. retorne L. @ O ®

DFS-AUX(u) > u acaba de ser descoberto

1. cor[u] < cinza; d[u] < tempo; tempo < tempo + 1; d g h

2. para v € Adj[u] faga B> explora aresta (u, v)

3. se cor[v] = branco entao DFS-AUX(v); '

4.  cor[u] < preto; > u foi explorado D H—-G—-hH ©® @9 b0

5. f[u] < tempo; tempo <+ tempo + 1; -

6. InserelnicioLista(L, u);

v,
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Ordenacao topoldgica: corretude Ordenacao topoldgica: corretude

Teorema 22.12 (Cormen 2ed):

Lema 22.11 (Cormen 2ed):

O algoritmo TOPOLOGICAL-SORT(G) produz uma ordenagdo

Um grafo direcionado G é aciclico se e somente se uma busca em o N o
topolégica correta de um grafo direcionado aciclico.

profundidade em G n3o classifica nenhum arco como sendo de
retorno.

Prova: suponha que DFS tenha sido executado sobre o DAG G.

Seja (u,v) um arco de G e considere o instante onde este arco est3
sendo explorado. A cor de v n3o pode ser cinza, pois (u, v) seria
arco de retorno, contrariando o Lema 22.11. Se cor[v] = branco,

L ) . ) v é descendente de u e, assim, f[v] < f[u]. Se cor[v] = preto,
(«<=) por contradi¢do. Supor que existe um ciclo C em G. Seja v f[v] j4 foi fixado. Como (u, v) est4 sendo explorado,

o primeiro vértice de C descoberto pela busca e (u, v) o arco cor[u] = cinza e f[u] ainda ndo foi fixado. Portanto, f[v] < f[u].
precedendo v em C. No instante d[v], os arcos de C — {(u, v)}

formam um caminho branco ligando v a u. Logo, u serd um
descendente de v e, ent3o, (u,v) é um arco de retorno. [

Prova: (=) por contradi¢do. Supor que (u, v) é um arco de
retorno. O tnico caminho em Gpreq de v para u juntamente com
o arco(u, v) forma um ciclo.

Conclusdo: quando (u,v) estd em G, f[u] > f[v], ou seja, u
aparecera antes de v na ordenac¢3do dada pelo algoritmo, como
requerido. [
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Componentes Fortemente Conexas (CFC)

Definicao:

Uma CFC H de um grafo orientado G = (V/, E) é um subconjunto
de vértices tal que, para todo par de vértices u e v de H, existe um
caminho de u para v e vice-versa. Além disso, H é maximal com
respeito a inclusido de vértices.

s -t
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Componentes Fortemente Conexas (CFC) Componentes Fortemente Conexas (CFC)
Definicao: Propriedades do grafo transposto:

Componentes fortemente conexas J

Dado um grafo direcionado G = (V, E), o grafo transposto de G @ Se G é dado pelas suas listas de adjacéncias, as listas de
éografo GT =(VT,ET)onde VT =V e adjacéncias de G podem ser obtidas em O(|V| + |E|).
ET ={(u,v) e VT x VT :(v,u) € E}. Ouseja, G € o grafo @ G e GT tém as mesmas componentes fortemente conexas.

obtido de G invertendo-se a orientacdo de seus arcos.

Algoritmo CFC:
m . © Execute DFS(G) para obter o valor de f[u] para todo u € V.
SN @ Construir GT.
© Execute DFS(GT), escolhendo como raiz da préxima arvore
DFS o vértice n3o visitado (branco) com maior valor f] .

© Retornar os conjuntos de vértices de cada uma das arvores
- DFS como sendo aqueles que formam as diferentes CFCs de
G.
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Componentes Fortemente Conexas: corretude Componentes Fortemente Conexas: corretude
Lema 22.13 (Cormen 2ed):

Seja C e C' duas CFCs distintas do grafo direcionado G. Sejam os

vértices ue vem Ce u' e v/ em C'. Suponha que existe um

caminho v ~» v’ em G. Entdo nio pode existir um caminho

v~ v emG. ) Seja C e C' duas CFCs distintas do grafo direcionado G = (V/, E).
Suponha que o arco (u,v) estd em ET (grafo transposto), sendo

aue u€ Cev e C'. Entio £(C) < F(C).

Para todo subconjunto U de vértices define-se:

f(U) := Teaé({f[u]} e d(U):= umellr}{d[u]}

Corolario 22.15 (Cormen 2ed):

Teorema 22.16 (Cormen 2ed):

O algoritmo CFC calcula corretamente as componentes fortemente
conexas de um grafo direcionado G.

v

Lema 22.14 (Cormen 2ed):

Seja C e C' duas CFCs distintas do grafo direcionado G = (V/, E).
Suponha que o arco (u, v) estd em E, sendoque ue Cev e C'.
Ent3o f(C) > f(C').
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Arvore Geradora Minima: definicao do problema

@ Suponha que queiramos construir estradas para interligar n
cidades, sendo que, a cada estrada entre duas cidades i e j que
pode ser construida, hd um custo de constru¢do associado.

@ Como determinar eficientemente quais estradas devem ser
construidas de forma a minimizar o custo total de interligacdo
das cidades ?

@ Este problema pode ser modelado por um problema em grafos
ndo orientados ponderados onde os vértices representam as
cidades, as arestas representam as estradas que podem ser
construidas e o peso de uma aresta representa o custo de
construcdo da estrada.

Arvore Geradora Minima
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Arvore Geradora Minima: definicao do problema

Nessa modelagem, o problema que queremos resolver é encontrar

um subgrafo gerador (que contém todos os vértices do grafo

original), conexo (para garantir a interligagdo de todas as cidades)

e cuja soma dos custos de suas arestas seja a menor possivel.

Mais formalmente, definimos o problema da seguinte forma:

Problema da Arvore Geradora Minima:
Dado um grafo n3o orientado ponderado G = (V/, E), onde

w : E — RT define os custos das arestas, encontrar um subgrafo
gerador conexo T de G tal que, para todo subgrafo gerador conexo

T de G

Do we< Y we.

eeT ecT’
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Algoritmo para AGM

@ Uma primeira abordagem exaustiva para solucionar o problema

poderia ser enumerar todas as arvores geradoras do grafo,

computar seus custos e retornar uma arvore de custo minimo.

@ No entanto, esse ndo é um bom algoritmo pois um grafo

completo de n vértices possui um niimero exponencial (n"~2)

de arvores geradoras.

@ Para obter um algoritmo eficiente (polinomial !) devemos
entdo procurar alguma propriedade do problema que nos
permita restringir o espaco de possiveis solugcdes a ser
analisado.
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Arvore Geradora Minima

@ Claramente, o problema sé tem solugdo se G é conexo.

@ Portanto, a partir de agora, vamos supor que G é
conexo.

@ Além disso, ndo é dificil ver que a solugdo para esse problema
serd sempre uma arvore: basta notar que T n3o contera ciclos
pois, caso contrario, poderiamos obter um outro subgrafo T’,
ainda conexo e com custo menor ou igual ao de T,
removendo uma aresta do ciclo.

@ Portanto, dizemos que este problema de otimizagdo é o
problema de encontrar a Arvore Geradora Minima (AGM) em

G.

@ Como projetamos um algoritmo para resolver esse problema ?
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Algoritmo genérico para AGMs

@ Os dois algoritmos que ser3o vistos usam uma estratégia
gulosa, diferindo apenas no modo em que esta é aplicada.

@ A estratégia gulosa é resumida no algoritmo genérico
mostrado a seguir, onde a AGM ¢é construida aresta a aresta.

@ A cada iteracdo do algoritmo é mantido um conjunto A de
arestas que satisfaz a seguinte invariante:

Antes de cada iteracdo, A é um subconjunto de
arestas de uma AGM. J

@ Em cada iterac3o, determina-se ainda uma aresta (u, v) tal
que AU {(u, v)} que também satisfaz a invariante, i.e., esta
contido em alguma AGM. Tal aresta é dita ser segura.
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Algoritmo genérico para AGMs Arvores geradoras: reconhecendo arestas seguras

Notacao:
Considere um grafo ndo orientado G = (V,E) e tome SC V. O
AGM-GENERICO(G, w) conjunto V — S é denotado por S.

A — 0;

enquanto A ndo forma uma arvore geradora faca
encontre uma aresta segura (u, v);
A—AU{(u,v)};

retorne A.

Definicao:

O corte de arestas de S, denotado por 6(S), é o conjunto de
arestas de G com um extremo em S e outro em S.

I NCONIDR

Exemplo: S ={a,b,c,g,h,i}.
@ A parte mais engenhosa do algoritmo é encontrar a aresta
segura na linha 3.

@ Esta aresta deve existir pois, por hipétese, no lago das linhas
2—4, A é um subconjunto préprio de uma arvore geradora T.
Logo existe uma aresta segura (u,v) € T — A.
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Arvores geradoras: reconhecendo arestas seguras Arvores geradoras: reconhecendo arestas seguras

Diz-se que um corte §(S) respeita um conjunto de arestas A se
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AN6(S) é vazio. O Teorema anterior deixa claro o funcionamento do algoritmo
genérico para AGM. A medida que o algoritmo avanca, o grafo
induzido por A é aciclico (pois pertence a uma arvore). Ou seja
Ga = (V,A) é uma floresta, sendo que algumas arvores podem ter
um dnico vértice. Cada aresta segura (u, v) conecta duas

Diz-se que (u, v) é uma aresta leve de um corte §(S) se
Wyy = Min(, )es(s){Wxy }, i-e., (1, v) é a aresta de menor peso no

corte §(S). =
‘ componentes distintas de Ga.

Inicialmente a floresta tem |V/| drvores formadas por vértices
Seja G = (V, E) um grafo conexo n3o orientado ponderado nas isolados. Cada iteragdo reduz o nimero de componentes da
arestas por uma fun¢do w : E — R. Seja A um subconjunto de E floresta de uma unidade. Portanto, apds a inclusdo de |V|—1
que esta contido em alguma AGM de G, seja ainda 5(5) um corte arestas seguras, o algoritmo termina com uma tnica arvore.

de G que respeita A e (u,v) uma aresta leve de §(S). Entdo,
(u,v) é uma aresta segura para A.
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Arvores geradoras: reconhecendo arestas seguras Os algoritmos de Prim e de Kruskal

@ Os algoritmos de Prim e de Kruskal especializam o algoritmo
genérico para AGM visto anteriormente, fazendo uso Coroldrio

Corolario 23.2: (Cormen 2ed) 23.3.

Seja G = (V, E) um grafo conexo n3o orientado ponderado nas @ No algoritmo de Prim, o conjunto de arestas A € sempre uma
arestas por uma funcdo w : E — R. Seja A um subconjunto de E arvore. A aresta segura adicionada a A é sempre uma aresta
que estd contido em alguma AGM de G, e seja C = (V¢, Ec) uma leve do corte 6(C), onde C é o conjunto de vértices que s&o

componente conexa (drvore) da floresta G4 = (V, A). Se (u,v) é extremidades de arestas em A.

uma aresta leve de §(C), entdo (u, v) é segura para A. @ No algoritmo de Kruskal, o conjunto de arestas A é uma

floresta. A aresta segura adicionada a A é sempre a aresta de
menor peso dentre todas as arestas ligando dois vértices de
componentes distintas de Ga.
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O algoritmo de Prim O algoritmo de Prim: exemplo

> r é um vértice escolhido para ser raiz da AGM
Q@ é o conjunto de vértices a incluir na arvore
dist[x]: peso da aresta mais leve ligando x a componente de r
dist[r] < 0; Q— V;
para todo v € V — {r} faca dist[v] < oo;
pred[r] < nulo;
A—{} B> inicializa o conjunto de arestas da AGM
W — 0; > inicializa o peso da AGM
enquanto (Q n3o for vazio) faca
Remover de Q o vértice u com o menor valor em dist;
W — W + dist[u];
se pred[u] # nulo, A — AU {(pred[u],u)};
D> atualiza o valor de dist[.] para vértices adjacentes a u
10. para todo v € Adj[u] faca
11. se (v € Q) e (dist[v] > w][u, v]) entdo
12 { dist[v] — wlu,v]; pred[v] — u; }
13.  retorne (A,W).

© N Ol WN

<
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O algoritmo de Prim: corretude O algoritmo de Prim: complexidade

@ A complexidade depende de como o conjunto Q é
implementado.

@ Se Q for implementado como um vetor simples (Q poderia
estar representado pelo préprio vetor dist), a complexidade

O algoritmo de Prim mantém a seguinte invariante, a qual é valida
do algoritmo serd O(|V|? + |E|) = O(|V|?).

antes de cada execucdo do lago das linhas 6 a 12:

Q A={(v,pred[v]):ve V- {r} - Q). @ Se Q for implementado como um heap (Q poderia estar
@ Os vértic’es i colocados na AGM sdo aqueles em V — Q representado pelo préprio vetor dist), a complexidade do
J au : algoritmo sera O((|V|+ |E|) log|V]|) = O(|E|log |V]).

© Para todos os vértices em Q, se pred[v] # nulo, entdo
dist[v] < oo e dist[v] é o valor da aresta leve (v, pred[v])
que conecta v a algum vértice ja pertencente a AGM.

@ Portanto, para grafos densos (|E| € O(|V|?)), a melhor
alternativa é implementar @ como um vetor simples,
enquanto que para grafos esparsos (|E| € O(|V])), deve-se
optar pela implementacdo de @ como uma fila de prioridades.

@ Note que, com esta dltima op¢do, o algoritmo de Prim
assemelha-se muito a uma busca em largura. A diferenga
entre os algoritmos fica praticamente restrita a troca de uma
fila simples por uma fila de prioridades !
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O algoritmo de Kruskal para AGM O algoritmo de Kruskal para AGM

Principais passos do algoritmo de Kruskal:

@ O algoritmo de Kruskal é baseado diretamente no algoritmo

© Ordenar as arestas em ordem nao decrescente de peso e genérico discutido anteriormente.

inicializar A como estando vazio. 3 )
@ Note que quando uma aresta (u, v) € acelta, as componentes

(1 e G, contendo u e v, respectivamente, sdo distintas. E
facil ver que (u, v) é uma aresta leve para §(Cy) (ou §((,)).
Portanto, (u, v) satisfaz as condi¢des do Coroldrio 23.3, o que

© Seja (u,v) a préxima aresta na ordem ndo decrescente de
peso. Se ela formar um ciclo com as arestas de A, entdo ela é
rejeitada. Caso contrério, ela é aceita e faz-se

A=AU{(u,v)}. garante a corretude do algoritmo.
(8] Rep_etlr o0 passo anterior até que |V/| — 1 arestas tenham sido o Em uma iteracdo qualquer, a solucdo parcial corrente é a
aceitas. floresta composta por todos vértices do grafo e as arestas em
Exemplo: A.

@ Para implementar o algoritmo de Kruskal, precisamos
encontrar uma maneira eficiente de manter as componentes
da floresta G4 = (V, A).
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O algoritmo de Kruskal para AGM Algoritmo de Kruskal: pseudo-cédigo

1. W«0; A« 0; 0 inicializacdes
@ Em particular, as componentes devem ser armazenadas de D> Iniciar Ga com |V/| drvores com um vértice cada
modo que duas operagbes sejam feitas muito rapidamente: 2. paratodov € V faga a[v] « {v}; > a|v] é identificado com v
e dado um vértice u, encontrar a componente contendo u; D> lista de arestas em ordem ndo decrescente de peso
o dados dois vértices u e v em componentes distintas C e C’, 3. L < ordene(E,w);
unir C e C’ em uma Unica componente. 4. k<0 D> conta arestas aceitas
. . - 5. enquanto k # |V| —1 faca
@ para prosseguir com esta discussdo, vamos apresentar um 6 . o
o . . remove(L, (u,v)); [>tomar primeira aresta em L
pseudo-cédigo do algoritmo de Kruskal. 1> acha componentes de u e v
@ Neste pseudo-cédigo, denota-se por a[u] a componente 7. a[u] < encontrar(u); a[v] < encontrar(v);
(arvore) de Ga = (V, A) que contém o vértice u na iteragio 8. se a[u] # a[v] entdo > aceita (u, v) se ndo forma ciclo com A
corrente. 9. A= AU{(u,v)};
10. W — W + w(u,v);
11. k— k+1,
12. unir(a[u], a[v]); > unir componentes
13.  retorne (A, W). )

Algoritmo de Kruskal: complexidade Algoritmo de Kruskal: complexidade e conjuntos disjuntos

@ Supor que as componentes de G4 sdo mantidas de modo que

as operacdes de encontrar na linha 7 e unir na linha 12 sejam @ Note que os conjuntos de vértices das componentes de Ga
feitas com complexidade O(f(|V|)) e O(g(|V])), formam uma colegdo de conjuntos disjuntos de V. Sobre estes
respectivamente. conjuntos é executada uma seqiiéncia de operagcdes encontrar
@ A ordenagdo da linha 3 tem complexidade O(|E|log|E]) e e unir.
domina a complexidade das demais opera¢des das @ A necessidade de representacdo e manipulagdo eficiente de
inicializagdes das linhas de 1 a 4. colecdo de conjuntos disjuntos sob estas operacdes ocorre em
@ O lago das linhas 5-12 sera executado O(|E|) no pior caso. areas diversas como construcao de compiladores e problemas
Logo, a complexidade total das linhas 6 e 7 serd O(|E|.f(|V|). combinatérios, como € o caso da AGM.
@ As linhas de 9 a 12 serdo executados |V/| — 1 vezes no total o Estruturas de dados simples como vetores contendo
(por qué 7). Assim, a complexidade total de execu¢do destas informac3o sobre qual a componente contendo cada elemento
linhas sera O(|V].g(|V1). (vértice) realizam a operag¢do encontrar em O(1) mas, no
@ A complexidade do algoritmo de Kruskal serd entdo pior caso, consomem um tempo O(|V|) para realizar uma
O(|E|log |E| + |E|.f(JV]) + |V].g(|V])) operagdo de unido.
Fica claro que necessitamos de uma estrutura de dados que @ A alternativa € o uso de estruturas ligadas do tipo arvore

permita manipular eficientemente as componentes de G4.
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Algoritmo de Kruskal: complexidade e conjuntos disjuntos Algoritmo de Kruskal: complexidade e conjuntos disjuntos

Cuidado ! N3o confunda a estrutura de dados drvore que Na discussdo que se segue, supomos que, no inicio, seja criado um
estaremos usando para armazenar as componentes de G4 com as registro para cada vértice u de V' e que o endereco deste registro
arvores da floresta Gp. esteja armazenado em alguma varidvel de modo que possa ser

acessado a qualquer momento do algoritmo.

Ou seja, nesta estrutura os registros estdo ligados numa estrutura

tipo arvore cujos apontadores ligando registros de vértices Além disso, cada registro r da estrutura terd dois campos
distintos nao necessariamente correspondem a uma aresta de obrigatérios (M) e um terceiro campo opcional (0):

A (pode ser inclusive que nem exista uma aresta com estas @ rot (M): contendo o rétulo do vértice que o originou;
mesmas extremidades no grafo). ) @ prx (M): apontador ligando registros de uma mesma arvore;

@ num (0): ndmero de registros da estrutura de dados tais que,

Para evitar confusdo o termo componente sera usado na discussido seguindo o campo prx até que este seja nulo, chega-se ao

que se segue para designar vértices em uma mesma arvore de Gp.

Z [ registro r.
O termo drvore denotard uma parte da estrutura de dados que
representa uma componente de Gg.
Algoritmo de Kruskal: complexidade e conjuntos disjuntos Conjuntos disjuntos: exemplo

> retorna o apontador para o registro que representa
a componente onde se encontra o vértice u

. p < endereco do registro correspondente a u; IN IN

enquanto (p”.prx # nulo) faca

1
2.
t retomen AN BEN [4N

retorne p. RIN|IP

unir(p,q): versao inicial EIN —

> Entrada: dois apontadores para registros correspondentes
a componentes distintas de Ga unir(a[1], a[3])

> Saida: apontador para o registro correspondente ao
primeiro parametro da entrada

1. g prx«<p

2.  retorne p.
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Conjuntos disjuntos: exemplo Conjuntos disjuntos: exemplo

o/ |R : 0|0 R
£l : Cil
unir(a[5], a[6]) unir(a[1], a[6])
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Conjuntos disjuntos: exemplo Conjuntos disjuntos: exemplo

—0=™
ZCz
XX T
0=
=Cz
X XU

unir(a[5], a[4])
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Conjuntos disjuntos: complexidade das operacoes Conjuntos disjuntos: complexidade das operacoes

Complexidades:

Denote-se por T, a arvore contendo o registro do vértice x e hy e unir(p,q): versdo melhorada
n, respectivamente sua altura e seu nimero de elementos. No pior > Entrada: dois apontadores para registros correspondentes
caso terfamos as complexidades O(h,) para encontrar(u) e O(1) a componentes distintas de G4
para unir(p,q). > Saida: apontador para o registro com maior valor no campo num
1. se g .num < p”.num entao
Dificuldade: 2 q".prx < p;
Uma das drvores pode se transformar em um longo caminho. 3. p .num «<— p .num + q .num;
Neste caso, uma operacio envolvendo esta drvore teria uma 4. retorne p.
complexidade de pior caso muito alta (O(|V|)). 5. senao
” 6. p".prX — q;
. 7. q”.num < q".num + p”.num;
Alternativa:
. . 8. retorne q.
Construir drvores balanceadas colocando no campo num do registro -
r, o niimero de registros na sub-arvore “abaixo” de r.
v

Conjuntos disjuntos: complexidade das operacoes Conjuntos disjuntos: complexidade das operacoes

Seqiiéncia de operagdes: unir(a[l], a[3]), unir(a[2], a[4]),
unir(a[5], a[2]), unir(a[6], a[5]) e unir(a[1], a[6]).

unido nao-balanceda: unido balanceda: Teorema:

Considere uma sequiéncia sp, S1, - - - , Sm de operagdes sobre uma
‘ estrutura de dados representando conjuntos disjuntos. A operacio
A Sp simplesmente cria os registros representando os conjuntos

unitdrios formados por cada um dos elementos. Em sy, ..., sp
todas as operacdes sdo do tipo encontrar ou unir, sendo esta
I ultima feita de modo balanceada.

i

o[2[1] o4 ] [
A

[ ]
]

Seja x um registro qualquer da estrutura e T, a drvore que
armazena x. Apds a operacao s;,;,, Tx é uma arvore balanceada.

g S—

[~ ]
]
g S—

E
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Conjuntos disjuntos: complexidade das operacoes

Prova: seja ny o nimero de registros em T, e h, a sua altura.
Deve se mostrar que 2hx—1 < ny e, consequentemente, fica
provado que hy € O(log ny).

A prova ¢é feita por indu¢do no nimero de operacdes. Na base, o
resultado é trivialmente verdadeiro para sy ja que toda arvore tem
um dnico elemento.

Suponha que o resultado é verdadeiro até o término de s,_1.
Deve-se analisar dois casos: (i) s, é uma operacdo encontrar(u) e
(i) sm é uma operacdo unir(v, w).

O caso (i) é trivial pois nenhuma arvore é alterada. No caso (ii),
sem perda de generalidade, vamos supor que n, < ny,.
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Algoritmo de Kruskal: complexidade

@ Vimos anteriormente que se as opera¢des de encontrar e unir
fossem feitas com complexidades O(f(|V])) e O(g(|V])).
respectivamente, a complexidade do algoritmo de Kruskal
seria dada por O(|E|log|E| + |E|.f(|V])+ |V].g(|V])).

@ O resultado do Teorema garante que usando a uniao por
tamanho as drvore de registros na estrutura de dados tem
altura limitada a O(log|V/]).

@ Portanto, neste caso, a complexidade do algoritmo de Kruskal
é dada por O(|E|log|E| + |E|log|V| + |V]) ou, como
estamos supondo que o grafo é conexo (|E| € Q(|V])), a
complexidade é O(|E|log|E|) = O(|E|log |V]).

@ Melhorias na complexidade ainda podem ser alcangadas
usando a técnica de compressao de caminhos ao se executar
uma operacao encontrar.
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Conjuntos disjuntos: complexidade das operacoes

Prova (cont.):

Sejam T, e T,, as arvores contendo os registros dos vértices v e
w, respectivamente. Seja T’ a drvore resultante da operacio
unir(v, w) com altura e niimero de registros dados por b’ e n’,
respectivamente. Note que n’ = n, + n,, e que deve ser provado
que oM =1 < p.

Claramente ' = max{1 + h,, h,, }. Tem-se que

/
2h -1 _ 2max{1+hv,h} 1 max{2hV 1+1 2hwfl}

max{2ny, ny } (pela H.I.).

IN

Como n'=n,+ny, en, <n,, entio2n, <n'en, <n.
Logo, 2/'-1<n'. O
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Algoritmo de Kruskal: compressao de caminhos

Na técnica de compressdo de caminhos, todo registro visitado durante
uma opera¢do encontrar que termina em um registro g tem seu campo
prx alterado de modo a apontar para q.

encontrar(u) adaptada para compressao de caminhos

p < endereco do registro correspondente a u;
2. g < p; [>guardard o dltimo registro da busca
3. enquanto g .prx # nulo faga g «— q”.prx;
> refaz a busca fazendo todos registros apontarem para q

4. enquanto p”.prx # q faca
58 r < p".prx;

6. p".prx < gq;

7. p«—r;

8. retorne q.

Nota: no algoritmo acima, a informacdo do campo num sé é correta para
o registro “raiz” da arvore.
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Compressao de caminhos: exemplo Compressao de caminhos: complexidade

encontrar(4): @ Pode ser provado que, usando compressdo de caminhos, a
complexidade de se realizar |V| — 1 operagBes unir e |E]|
operagbes encontrar tem complexidade dada por

O(|V[ + |Ela(|VI|+ [E], V1))

Antes: Depois:

\ @ Para compreender este resultado, é necessario conhecer a
. . funcdo de Ackerman A e o seu inverso « definidas por:

CEUMECLEG! . e

A Alp.q) =1 Alp—1,2) p>2qg=1

Alp—1,A(p,qg—1)) p>2,g=>2
a(m,n) =min{p >1: A(p,|m/n]) > logn},m> n.

o E facil ver que a funcio A tem crescimento muito rapido. Por

exemplo:
A(2,1) = A(1,2) = 22
Ajustando o valor de num: x’ = x, A2t )2
a=a—-y, b=b—a c =c—b, A(27X):A(17A(27X_1)):2(’X_): 2
y'=y (x+1) vezes
Compressao de caminhos: complexidade
@ A fungdo « satisfaz a(m, n) < 4 para todos efeitos praticos.
o Ou seja, a complexidade O(|V|+ |E|a(|V| + |E|, |V])),
embora n3o seja linear, se comporta como tal para valores
praticos de |V| e |E|.
o Note que A(4,1) = A(2,16), ou seja, 17 poténcias sucessivas Caminhos Minimos J

de 2. Ent3o, se m & n, na expressdo «(m, n), pode-se
aproximar o valor de p para 4 em qualquer aplicagdo prética,
ja que
2
2,
2 > log n,
17 vezes

para qualquer valor razoavel de n.
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Caminhos Minimos a partir de um vértice Algoritmo de Dijkstra: projeto por inducao

Definicdo do Problema

@ Base: Para k =1, o préprio vértice origem r é o vértice mais

préximo, com distancia nula.

Para k = 2, o segundo vértice mais préximo de r é um vértice
Dados um grafo conexo ponderado G = (V, E), orientado ou n3o, w adjacente a r por uma aresta e = (r,w) com de minimo,
onde d : E — R define as distancias entre os extremos das que ¢ o valor da distancia minima.
arestas, e um vértice r de G, queremos encontrar, para todo vértice
u de G um caminho C de distincia minima de r a u, ou seja, o
caminho C deve ser tal que, para todo caminho C' der a u em G:

@ Hipdtese: Dado um grafo G n3o orientado ponderado e
conexo, sabemos encontrar os k vértices mais préximos do
vértice origem r, 1 < k < |V| — 1, e as respectivas distancias

Z d, < Z d. minimas.

ecC ecC! @ Passo: Por hipdtese de indugdo, sabemos encontrar os k

vértices mais préximos do vértice origem r e as distancias

minimas. Seja S o conjunto dos k vértices mais préximos de r

e dist[u] a distdncia minima de r a v, para todo u € S.
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Algoritmo de Dijkstra: projeto por indugao Algoritmo de Dijkstra
¢ Passo (cont.):_O (k +1)-ésimo vértice mais préximo de r é Da demonstragdo indutiva obtemos um algoritmo para determinar
um vértice de S e o caminho minimo de r a ele nao apenas as distancias minimas de r aos demais vértices, mas
necessariamente passa por uma aresta de §(S). também os caminhos minimos:

Defina, para todo vértice w de S que é extremo de alguma

aresta e = (u, w) de §(5), Principais passos do algoritmo

d(w) = min  {dist[u] + d.}. 1. Inicialmente, tome S = {r}.
e=(uw)ed(S) 2. Para k de 2 a |V repita
2.1. Calcule d(w) para todos os vértices w € S que sdo extremos

O vértice w com d(w) minimo serd o (k + 1)-ésimo vértice
(w) (k+1) de arestas de 4(S).

mais_préximo de r, pois qualquer caminho de r a um vértice 50 Toma w o @) mims, et ¢l — oy 4 dh me
y € S, y # w necessariamente passaria por um vértice x alguma aresta e = (u, w) dé 5(S). ¢
extremo de alguma aresta de §(S). 2.3. Acrescente w a S, tomando como caminho minimo de r a w a
Como d(w) < d(x) e os pesos das arestas sdo ndo negativos concatenag¢ao do caminho minimo de r a u e da aresta e, com
tal caminho de r a y certamente nao terd comprimento menor comprimento total d(w).

que d(w). O
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O algoritmo de Dijkstra: exemplo Arvore de Caminhos Minimos

@ E interessante notar que a unido dos caminhos minimos de r
aos demais vértices é uma arvore geradora com raiz em r.

@ Esta arvore é chamada de drvore de caminhos minimos para r
(ACM(r)). Ela é formada exatamente pelas arestas que
conectam o vértice a ser inserido em S no passo 2.3 a um
vértice de S.

@ O algoritmo de Dijsktra é muito parecido com o algoritmo de
Prim visto anteriormente e, da mesma forma, sua
complexidade depende fortemente da implementac3o.

@ Dada a semelhanca entre os dois algoritmos, podemos usar as
mesmas estruturas de dados analisadas no algoritmo de Prim
para o algoritmo de Dijkstra, obtendo implementa¢des de
mesma complexidade.
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Algoritmo de Dijkstra Caminhos minimos a partir de um vértice

Observacdes Finais

DIJKSTRA(G, d, r)

> r é o vértice origem _ B _ .
S é o conjunto de vértices com caminho mais curto ainda a descobrir @ O algoritmo de Dijkstra funciona tanto para grafos orientados
dist[x]: comprimento do menor caminho de r até x, dado S quanto para grafos nao orientados, desde que ndo haja arestas
1. dist[r] < 0; SV, de peso negativo. (Por qué ?)
g gi:ﬁdo ‘r/“ﬁov = 117 (k138 it ] <= 293 @ Para grafos n3o orientados, a existéncia de uma aresta de
: — , . , - .
4 A—{} B> inicializa o conjunto de arestas da ACM(r) peso negativo torna ambigua a definicdo de caminho de
5. enquanto (S nio for vazio) faca comprimento minimo, j& que o caminho pode ziguezaguear
6. Remover de S o vértice u com o menor valor em dist; pela aresta de peso negativo produzindo um caminho
7. se pred[u] # nulo, A — AU {(pred[u],u)}; indefinidamente curto.
8 > atu:"éa © VealAO;_c[ie]?St['] SETEN i T @ Em grafos orientados, a presenca de arestas de peso negativo
: ara todo aca ~ . Lo .
9 P se (v e %) e (;il;t[vf> dist[u] + wlu, v]) entdo ndo necessariamente invalida a definicdo do problema, mas a
10. { dist[v] — dist[u] + wlu, v]; p.‘;‘ed[v] —u) existéncia de um ciclo negativo, isto é, um ciclo cuja soma dos
11. retorne (Adist). pesos das arestas é negativo, sim.

Cid Carvalho de Souza e Candida Nunes da Silva MC448 — Anilise de Algoritmos | Cid Carvalho de Souza e Candida Nunes da Silva MC448 — Anilise de Algoritmos |



Caminhos minimos a partir de um vértice Caminhos minimos entre todos os pares

Observacdes Finais

] ) _ _ o Considere um grafo orientado ponderado G = (V, E), com
@ Para grafos orientados aciclicos existe algoritmo de pesos ndo negativos nas arestas.

complexidade O(| V| + |E|) para determinar os caminhos
minimos a partir de um vértice: basta calcular os caminhos
minimos analisando os vértices segundo a ordenacao

@ Como podemos determinar o caminho minimo entre
qualquer par de vértices do grafo G ?
@ Podemos aplicar o algoritmo de Dijkstra para cada um dos

topologica. vértices do grafo. A complexidade desse algoritmo sera:
@ Para grafos orientados com arestas de peso negativo, mas sem o O(|V]?) se utilizarmos a implementacdo com busca linear, boa
ciclos negativos, é possivel determinar os caminhos minimos a para grafos densos;
partir de um vértice utilizando o algoritmo de o O((|V|-|E|)log|V|) se utilizarmos a implementacdo com
Bellman-Ford, de complexidade O(|V] - | E|). busca na fila de prioridades (heap), boa para grafos esparsos;
@ O algoritmo de Bellman-Ford também detecta a @ O algoritmo que veremos a seguir € um exemplo do uso
existéncia de ciclos negativos, um aspecto importante da de programacao dinamica.

solucao do problema.
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Caminhos minimos entre todos os pares Caminhos minimos entre todos os pares

Projeto por indugdo e corretude Projeto por indugdo e corretude

@ Podemos também projetar por indugdo um algoritmo

especifico para esse problema. @ Base: Para k = 1, estamos considerando apenas caminhos

@ Para isso vamos supor que hd uma rotulacio {1,2...n} minimos entre pares de vértices i e j sem vértices
atribuida aos vértices. intermedidrios. Se i = j o caminho minimo tem comprimento
@ Vamos considerar também que, em um dado instante, nulo. Se i # j, entdo o caminho minimo tem comprimento d.
conhecemos, para cada par de vértices i/ e j, 0 comprimento se existe aresta e = (/,j), ou infinito caso contrdrio.
do menor caminho que passa por vértices de rétulos @ Hipotese: Para todo par de vértices i e j, e para qualquer k,
estritamente menores que k. 1 < k < |V| sabemos determinar o comprimento do caminho
@ Dessa forma, conseguimos determinar o comprimento do minimo de / a j que passa apenas por vértices intermediarios
menor caminho que passa apenas por vértices de rétulo de rétulo menor que k.
menores ou iguais a k, apenas comparando o comprimento @ Passo: Por hipétese de inducdo sabemos determinar, para um
do menor caminho de i a j que passa pelo vértice k com o par de vértices i e j, o comprimento do caminho minimo de i
comprimento minimo calculado até entdo. a j que passa apenas por vértices intermedidrios de rétulo
distX[i,j] = min{dist* 1[i,j], dist"71[i, k] + distk [k, j]} menor que k.
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Caminhos minimos entre todos os pares Algoritmo de Floyd-Warshall

Projeto por inducao e corretude

o Passo (cont.): Considerando agora caminhos de i a j que

possam conter também o vértice k como intermedidrio, o @ A demonstragdo indutiva nos da um algoritmo para
comprimento do caminho minimo de i a j s6 n3o serd o determinar os comprimentos e os caminhos minimos entre
mesmo de antes se houver um caminho passando pelo vértice todos os pares de vértices.

k. @ O algoritmo computa duas matrizes, cujas células na iteragcdo

k contém as seguintes informacdes:

o Matriz dist: registra em dist][/, ] o comprimento do menor
caminho de i a j passando por vértices de rétulo menor ou

Mas o menor caminho de i a j que passa por k é certamente
o caminho dado pela concatenagdo dos menores caminhos de
i a k ede k aj que passam apenas por vértices de rétulo igual a k.

menor que k, cujos comprimentos sao conhecidos por H.I. o Matriz pred: registra em pred[i, j] o predecessor de j no
(esse caminho serd simples se for o minimo de / a j). caminho minimo de i a j passando por vértices de rétulo

Ent3o, basta comparar a soma dos comprimentos desses dois menor ou igual a k.

caminhos com o comprimento do menor caminho conhecido

anteriormente e tomar o menor dos dois valores.

Esse argumento vale para todo par de vértices i e . O
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Algoritmo de Floyd-Warshall Algoritmo de Floyd-Warshall - Pseudo-cédigo

O pseudo-cédigo do algoritmo de Floyd-Warshall para determinar
os caminhos minimos entre todos os pares de vértices serd ent3o:

A inicializagdo das matrizes D e P é feita da seguinte forma:

0, sei=j FLOYD-WARSHALL(d)
d .

se e = (’v{). €E; inicializar dist e pred;
00, caso contrdrio. para k de 1 até n faca
para i de 1 até n faca
para j de 1 até n faca

dist[i,j] = 1
2
3
4.
5. se dist[i,j] > dist[/, k] + dist[k, ] entdo
6
7
8

i se e = (i,j) € E;
NULO, caso contrério;

et~

onde o valor NULO na matriz pred indica que nio existe caminho
de i a j quando / # j, ou que o caminho n3o contém arestas caso
contrario.

dist[i,j] < dist[i, k] + distl[k, ]
pred[i,j] < pred[k, ]
retorne (dist,pred).

Nota: da forma como dist é atualizada, o indice k da férmula de
recorréncia anterior ndo precisa ser usado ! (Por qué ?)
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Algoritmo de Floyd-Warshall - Complexidade

@ A complexidade do algoritmo de Floyd-Warshall ¢ O(|V|3),
dada pelos trés lagos aninhados.

@ Para grafos esparsos ainda é melhor usar o Algoritmo de
Dijkstra a partir de todos os vértices (O((|V] - |E]) log |V]) na
implementacdo com heap).

@ Ja para grafos densos é melhor usar o Algoritmo de
Floyd-Warshall, pois, apesar da complexidade assintética ser a
mesma de executar o o Algoritmo de Dijkstra partir de todos
os vértices (na implementagdo com busca linear), a constante
multiplicativa da funcdo de complexidade é menor no
Algoritmo de Floyd-Warshall e sua implementacao é muito
mais simples.
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Fecho Transitivo

Definicao:
O fecho transitivo de um grafo orientado G = (V/, E) é um grafo
orientado C = (V/, F) tal que existe uma aresta (i, j) em C se, e

somente se, existir um caminho orientado de / a j em G.

Dado o fecho transitivo de um grafo G, é possivel determinar se G
é fortemente conexo: basta verificar se seu fecho transitivo é um
grafo orientado completo.
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Algoritmo de Floyd-Warshall - Observacdes Finais

Existem ainda outras razoes para usarmos o Algoritmo de
Floyd-Warshall ao invés de executarmos o algoritmo de Dijkstra
para cada vértice:

@ O algoritmo de Floyd-Warshall funciona mesmo na presenca
de arestas de peso negativo, desde que nao haja ciclos
negativos (por qué 7).

@ Além disso, analisando a matriz resultado do algoritmo de
Floyd-Warshall, é possivel detectar a existéncia de ciclo
negativo no grafo (como 7).
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Fecho Transitivo - Algoritmo

@ Podemos utilizar mesma idéia indutiva do algoritmo de
Floyd-Warshall para determinar o fecho transitivo de um grafo
orientado.

@ Existe caminho de um vértice i a um vértice j do grafo G
passando apenas por vértices intermedidrios de rétulos
menores ou iguais a k, se existe caminho de i a j passando
por vértices intermedidrios de rétulos estritamente menores
que k ou se existe caminho de / a k e de k a j, ambos tendo
vértices intermedidrios de rétulos estritamente menores que
k.

@ Apds | V| iteragBes teremos determinado o fecho transitivo do
grafo G.
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Fecho Transitivo - Pseudo-cédigo

@ A matriz A registra, na k-ésima iteragdo, se existe caminho

orientado de um vértice i para um vértice j passando por
vértices de rétulo menor ou igual a k.

@ A inicializagdo da matriz a é feita da seguinte forma:

.. [ 1, sei=jouse(ij)eE
Ali-jl = { 0, caso contrério.

@ Ao final da execucdo A é a matriz de adjacéncia do fecho

transitivo.
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Fecho Transitivo - Complexidade

@ A complexidade do algoritmo para determinacdo do fecho

transitivo ¢ O(|V/|®), dada pelos trés lagos aninhados.

Verificar, a partir do fecho transitivo, se o grafo é fortemente
conexo leva tempo O(|V|?).

Podemos também computar o fecho transitivo do grafo
efetuando um percurso (em largura ou profundidade) a partir
de cada vértice. Esse algoritmo tem complexidade

O(IVI(|V| +EI)).

Para grafos esparsos, aplicar percurso em cada vértice é mais
eficiente. Para grafos densos, apesar dos algoritmos serem
assintoticamente equivalentes, é mais interessante usar o
algoritmo do fecho transitivo que possui constante
multiplicativa menor e é mais facil de implementar.
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Fecho Transitivo - Pseudo-cédigo

O pseudo-cddigo do algoritmo para determinar o fecho transitivo
de um grafo serd ent3o:

> Entrada: grafo G

> Saida: matriz de adjacéncias do fecho transitivo de G

1. inicializar A;

2. para k de 1 até n faca

3 para i de 1 até n faca

4, para j de 1 até n faca

5. se Ali,j] #1 e (Ali,k] =1 e Alk,j] = 1) entdo
6 Ali,jl <1

7. retorne(A)
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O algoritmo de Bellman-Ford

@ Como vimos, o algoritmo de Dijkstra n3o se aplica para o caso
de grafos orientados que contenham arcos com peso
negativo.

@ O algoritmo de Bellman-Ford n3o sé calcula caminhos
minimos na presenca de arcos com pesos negativos, como
também consegue detectar a existéncia de ciclos
negativos.

@ Para entender o funcionamento deste algoritmo, vamos
formalizar o problema que estamos querendo resolver:

Dado um grafo orientado G = (V/, E), uma fung3o

d : E — R definindo as distancias entre os extremos dos
seus arcos, e um Vvértice r de V/, determinar, para todo
vértice u de G um caminho C de distdncia minima de r
a u, ou entao, identificar a existéncia de um ciclo
negativo em G.

Cid Carvalho de Souza e Candida Nunes da Silva MC448 — Anilise de Algoritmos |




O algoritmo de Bellman-Ford O algoritmo de Bellman-Ford

@ Base: para k = 0, tem-se que distX[r] =0 e dist*[u] = oo,
para todo u € V — {r}.

@ Hipoétese indutiva: supor que o resultado é verdadeiro para
k—1.

@ Passo: para provar que o resultado é verdadeiro para k, basta
considerar a seguinte férmula de recorréncia:

@ O algoritmo de Bellman-Ford é um exemplo de aplicagdo da
técnica de programacao dinamica no projeto de algoritmos.

@ Suponha que G = (V/, E) seja o grafo de entrada. Para todo,
k€ {0,...,|V|} etodo u € V, seja distX[u] o comprimento
do caminho minimo de r até u usando no maximo k arcos.

@ Pode-se projetar um algoritmo por inducao para o seguinte

problema distk[v] = min{ min {d,, +dist* [u]},dist’2[v]}.
u:(u,v)€E
Dado um grafo orientado G = (V, E), uma fungdo @ Esta férmula nos diz que o comprimento do caminho minimo
d : E — R definindo as distancias entre os extremos dos de r para v que usa no maximo k arcos, deve ser formado por
seus arcos, e um vértice r de V/, determinar, para todo um caminho minimo de no méximo k — 1 arcos que chegue
vértice u de G um caminho C de distancia minima de r em algum vértice u que tenha v como adjacente e pelo arco
a u usando no mdximo k arcos, onde k € {0,..., |V} (u, v), ou entdo, é o préprio caminho minimo de r a v que usa
até k — 1 arcos.

O algoritmo de Bellman-Ford Algoritmo de Bellman-Ford: pseudo-cédigo

> Saida: vetor dist com o comprimento dos caminhos mais
@ Para resolver o problema de detectar a existéncia de ciclo curtos e a varidvel booleana CICLO que é verdadeira
negativo’ basta notar que se dlst‘vl[U] < diSt‘V‘_l[U] para se e somente se existir ciclo negatlvo em G
algum vértice u de V, entdo existe um caminho com |V/| para todo v € V — {r} faca dist[v] — oo;
. . A9 . dist[r] < 0; continua < verdadeiro; k « 1;
arcos, ou seja, com algum ciclo (por qué 7), que vai de r para

. d | t inho d enquanto (k < |V|) e (continua) faca
u e que é menor do que qualquer outro caminho de r para u para todo € V faca

1
2
3
4.
que ndo contém ciclo. 5. para todo v € Adj[u] faca
6 se (dist[v] > dist[u] + d[u, v]) entdo
7 { a[v] «— dist[u] + d[u,v]; pred[v]— u;}
8

No pseudo-cédigo dado a seguir, o vetor a é usado para )
continua « falso;

. ok . . k-1 . -
armazerjar o valor de. dlS'.t. a partlr. de dist ea varlalvel 9 para todo v € V faca
CICLO é usada para identificar se foi (verdadeiro) ou ndo 10. se (a[v] # dist[v]) entdo continua « verdadeiro;
(falso) encontrado um ciclo negativo no grafo G alcangdvel 11. dist[v] « a[v];
a partir da origem r. 12. k— k+1;

13. CICLO « ((continua)e (k=|V|+1));
14.  retorne(CICLO,dist, pred).
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O algoritmo de Bellman-Ford: exemplo e observacdes

o E facil ver que a complexidade do algoritmo dado na
transparéncia anterior é O(|E|.|V| + |V|?). Isto ocorre porque
o laco das linhas 3-12 é executado O(|V/|) vezes e (i) as
linhas 5-7 tem complexidade agregada O(|E|) e (ii) o lago
das linhas 9-11 tem complexidade O(|V/|).

@ Podemos supor que todos os vértices sejam alcangaveis a
partir de r. Caso contrdrio, limitamo-nos a trabalhar com a
componente fortemente conexa de r (que pode ser encontrada
em O(|V| + |E|)). Neste caso, |[E| € Q(|V]) e, assim, a
complexidade do algoritmo é dada por O(|E|.|V]).

o E possivel ainda eliminar a necessidade de utilizagao do vetor
auxiliar a. No entanto, a prova de corretude do algoritmo fica
um pouco menos clara (veja por exemplo o livro do Cormen).

o Exemplo: grafo ...
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