N
»

0

Universidade Estadual de Campinas
" Instituto de Computagao /

- INSTITUTO DE
UNICAMP COMPUTAGAO

Andre Rodrigues Oliveira

O Problema da Ordenacao de Permutacoes por
Reversoes e Transposicoes

CAMPINAS
2015



N
»

Universidade Estadual de Campinas
" Instituto de Computagao /

%
- INSTITUTO DE
UNICAMP COMPUTAGAO

Andre Rodrigues Oliveira

O Problema da Ordenacao de Permutagoes por Reversoes e
Transposicoes

Dissertacao apresentada ao Instituto de Com-
putacao da Universidade Estadual de Campinas
como parte dos requisitos para a obtencao do
titulo de Mestre em Ciéncia da Computacao.

Orientador: Prof. Dr. Zanoni Dias

Este exemplar corresponde a versao final da
Dissertagao defendida por Andre Rodrigues
Oliveira e orientada pelo Prof. Dr. Zanoni
Dias.

CAMPINAS
2015



Agéncia(s) de fomento e n°(s) de processo(s): CNPq, 147337/2013-5

Ficha catalogréfica
Universidade Estadual de Campinas
Biblioteca do Instituto de Matematica, Estatistica e Computacao Cientifica
Maria Fabiana Bezerra Muller - CRB 8/6162

Oliveira, Andre Rodrigues, 1990-
OL4p O problema da ordenacao de permutagdes por reversdes e transposicdes /
Andre Rodrigues Oliveira. — Campinas, SP : [s.n.], 2015.

Orientador: Zanoni Dias.
Dissertacdo (mestrado) — Universidade Estadual de Campinas, Instituto de
Computacao.

1. Biologia computacional. 2. Genomas. 3. Algoritmos aproximados. 4.
Permutacdes (Matemética). |. Dias, Zanoni,1975-. Il. Universidade Estadual de
Campinas. Instituto de Computacéo. Ill. Titulo.

Informacées para Biblioteca Digital

Titulo em outro idioma: The sorting permutations problem by reversals and transpositions
Palavras-chave em inglés:

Computational biology

Genomes

Approximation algorithms

Permutations

Area de concentracéo: Ciéncia da Computagio
Titulacdo: Mestre em Ciéncia da Computacao

Banca examinadora:

Zanoni Dias [Orientador]

Maria Emilia Machado Telles Walter

Guilherme Pimentel Telles

Data de defesa: 02-10-2015

Programa de Pés-Graduacao: Ciéncia da Computacao



®

°
"A Universidade Estadual de Campinas
°

"..\’ Instituto de Computagao e
UNICAMP COMPUTAGAO

Andre Rodrigues Oliveira

O Problema da Ordenacao de Permutacoes por Reversoes e
Transposicoes

Banca Examinadora:

e Prof. Dr. Zanoni Dias
Instituto de Computacao - UNICAMP

e Profa. Dra. Maria Emilia Machado Telles Walter
Departamento de Ciéncia da Computacao - CIC

e Prof. Dr. Guilherme Pimentel Telles
Instituto de Computacao - UNICAMP

A ata da defesa, onde constam as assinaturas dos membros da banca, esta arquivada
pela Universidade Estadual de Campinas.



Dedicatoria

Aos meus pais Joao e Edilamar, minha irma Thais, e meus sobrinhos Alicia e Davi. Amo
vocés incondicionalmente.



Agradecimentos

A todos os membros da minha familia, em especial meus pais Joao e Edilamar e & minha
irma Thais, por todo o amor, conselhos e apoio durante todos estes anos. Por esta-
rem sempre com uma palavra de incentivo para a concretizagao dos meus sonhos e por
celebrarem comigo cada conquista.

Ao meu orientador Zanoni Dias por todo o apoio, incentivo, ideias, criticas e prin-
cipalmente pela confianca depositada em mim durante este trabalho. Por estar sempre
disponivel para me ajudar e por todos os conselhos valiosos dados durante este tempo.

Ao Ulisses Dias, por todas as dicas, explicagoes e principalmente pela ajuda durante
este periodo, que foram fundamentais para este trabalho.

A todos os meus amigos e amigas, novos e velhos, pelo apoio, pelas comemoracoes e
pela ajuda sempre que precisei.

Ao CNPq pelo suporte financeiro durante este periodo.



Resumo

Rearranjos de Genomas, diferentemente das mutagoes mais comuns que afetam pontu-
almente o genoma, sao eventos de mutagao globais que agem sobre grandes trechos do
genoma, e sao um desafio para a Teoria da Computagao, uma vez que, na maioria dos
casos, computar a distancia entre dois genomas considerando operacoes globais resultam
em problemas NP-Dificeis. De forma similar, podemos definir o Problema da Ordena-
¢ao de Genomas, em que buscamos calcular o nimero minimo de eventos de rearranjos
necessarios para ordenar blocos conservados de genomas, onde os genomas sao represen-
tados por permutagoes. Um modelo de rearranjo determina quais eventos de rearranjo
sao permitidos para ordenar uma permutagao ou transformar uma permutagao em outra.
Dentre os eventos de rearranjo mais comuns, podemos citar as reversoes e as transposicoes.
Modelos considerando os dois eventos, separadamente, ja possuem vasta bibliografia. En-
tretanto, modelos considerando os dois eventos em conjunto ainda sao pouco explorados.
Nesta dissertagao, apresentamos diversas heuristicas para ordenagao de permutagoes por
reversoes e transposicoes considerando permutacoes com sinais e permutagoes sem sinais.
Para tanto, diversas métricas compativeis com o problema foram utilizadas em heuristi-
cas, que mais tarde foram testadas com um grande conjunto de permutagoes aleatorias.
As métricas que obtiveram os melhores resultados foram utilizadas em uma heuristica
denominada Heuristica de Grafo de Ciclos. Além disso, foram criados bancos de confi-
guragoes que auxiliam esta heuristica no processo de ordenacao de uma permutacao. Os
resultados obtidos pela Heuristica de Grafo de Ciclos foram comparados com algoritmos
jé existentes na literatura, tanto os que permitem reversoes e transposicoes, bem como os
que consideram apenas um dos eventos, evidenciando que a Heuristica de Grafo de Ciclos
produz os melhores resultados para todos os conjuntos de permutagoes com sinais, e em
grande parte dos conjuntos de permutacoes sem sinais.



Abstract

Genome rearrangements, unlike most common mutations that affects only one nucleotide,
are global mutation events that affect large fragments of genomes and present a chal-
lenge to the Computational Theory Field, since in most cases, computing the distance
between genomes considering global operations results in NP-Hard problems. Moreover,
the Sorting Permutations by Genome Rearrangements problem seeks to compute the
smallest number of rearrangement events needed to sort conserved blocks of genomes,
with genomes represented by permutations. A rearrangement model determines which
rearrangement events are allowed to sort a permutation or to transform a permutation
into another. The two most common rearrangement events are reversals and transposi-
tions. Rearrangement models considering reversals and transpositions separately have an
extensive bibliography. However, models considering both events are still little explored.
In this dissertation, we present some heuristics that sort permutations by reversals and
transpositions considering signed and unsigned permutations. To do this, various metrics
that are compatible with the problem were used. These heuristics were later tested with
a large set of random permutations. Metrics that have achieved the best results were
used in a heuristic named Cycle Graph Heuristic. In addition, cycle configurations were
created and stored in a database in order to help our heuristic in the sorting process. The
results obtained from Cycle Graph Heuristic were compared with existing algorithms in
the literature, showing that our heuristic produces the best results for all sets of signed
permutations and in many of the sets of unsigned permutations.
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Capitulo 1

Introducao

Problemas de rearranjo de genomas buscam, dados dois genomas, encontrar uma sequén-
cia de rearranjos que transformam um genoma no outro. Diferente das mutacoes pontuais
que afetam moléculas constituintes do genoma, os eventos de rearranjo afetam grandes
porcoes do genoma, tornando esta abordagem mais adequada para comparacao de geno-
mas completos.

O genoma de uma espécie é composto de cromossomos representados como um con-
junto ordenado de genes. Outra forma de representacao dos cromossomos se da por meio
de blocos conservados, sendo esses blocos regioes de alta similaridade entre os dois geno-
mas comparados. Estes blocos podem ser genes ou qualquer subsequéncia conservada em
ambos os genomas. Um problema de rearranjo de genomas consiste entao em comparar
genomas de dois individuos e encontrar a menor sequéncia de eventos de rearranjo que
transformam um genoma em outro. O tamanho desta sequéncia pode ser utilizado para
estimar a distancia evolucionaria ou mesmo o grau de parentesco entre os dois genomas
comparados e parte do principio que rearranjos de genomas sao eventos relativamente
raros e que a natureza sempre utiliza o menor niimero de operagoes, com base em uma
teoria conhecida como Principio da Maxima Parcimonia.

Um evento de rearranjo ocorre com a quebra de um ou mais cromossomos e os seg-
mentos resultantes sao unidos, de forma que o conjunto de genes permanece 0 mesmo,
porém a ordem é alterada. Além disso, a orientacao destes segmentos também pode ser
alterada. Na literatura foram propostos diversos eventos ou operagoes de rearranjo de
genomas, dentre os quais podemos citar fusao, fissao, reversao e transposicao:

e Fusoes ocorrem quando dois cromossomos se unem para formar um tnico cromos-
Somo;

e Fissoes ocorrem quando um cromossomo se divide em dois cromossomos;

e Reversoes ocorrem quando um segmento do genoma ¢é destacado e inserido no
mesmo local, porém com ordem invertida em relagao a sua posi¢ao original;

e Transposicoes ocorrem quando um segmento do genoma ¢é destacado e inserido
em outra posicao. A ordem deste segmento nao ¢ alterada.

13



CAPITULO 1. INTRODUCAO 14

Um modelo de rearranjo determina o conjunto de operagoes permitidas para se trans-
formar um genoma em outro. Nos estudos iniciais em rearranjos de genomas, o foco se deu
em modelos de rearranjo que permitiam apenas um tipo de operacao, capazes de explicar
cenarios evolutivos simples. Mais tarde, surgiram modelos que permitiam duas ou mais
operagoes, possibilitando assim a andlise de cenérios evolutivos mais complexos. Esta
dissertacao tem como objetivo o estudo da Ordenacao de Permutagoes quando o modelo
de rearranjo permite que duas operagoes sejam realizadas: reversoes e transposicoes.

O restante desta dissertagao esta estruturado da seguinte forma. O Capitulo [2] apre-
senta uma série de conceitos necessarios para entender melhor o problema estudado nesta
dissertacao. O Capitulo 3| apresenta uma série de heuristicas que nao utilizam o grafo de
ciclos, bem como analisa os resultados obtidos por estas heuristicas. O Capitulo 4] apre-
senta uma heuristica que utiliza o conceito de grafo de ciclos. Além disso, os resultados
desta heuristica sao comparados com os resultados obtidos por algoritmos existentes na
literatura. O Capitulo 5| apresenta as conclusoes do estudo realizado e propoe extensoes
para o trabalho.



Capitulo 2

Fundamentacao Teoérica

Em Problemas de Rearranjos de Genomas, um genoma é representado como uma n-tupla
cujos elementos representam os genes. Supondo que nao haja repeticao de genes, esta n-
tupla é uma permutagdo 7 = (m my ... T,), comm; € {—n,—(n—1),...,—2, —1,+1,+2, ...,
+(n —1),4+n} e |m| # |7 <> i # j. Nesse caso cada elemento 7; possui um sinal, + ou
—, que indica a orientacao do gene que ele representa, e a permutacao ¢é dita com sinazis.
Quando nao ha informagao sobre a orientagao dos genes, esse sinal é omitido, e a permu-
tagao é dita sem sinais. A posicao de um elemento qualquer 7, em uma permutagao é
denotada por p(mg).

Denotamos por u(m) o processo de remogao dos sinais dos elementos de uma per-
mutagao m. Além disso, denotamos por neg(mw) o nimero de elementos com sinais ne-
gativos de uma permutagao w. Por exemplo, se 7 = (+5 —2 —1 +3 +4), temos que
u(m) =(5 2 1 3 4) e neg(m) = 2, uma vez que existem dois elementos em 7 cujo sinal é
negativo. Note que para qualquer permutacao 7 sem sinais, u(m) = 7 e neg(mw) = 0.

Seja ¢ a permutagao identidade definida como ¢ = (1 2 ... n—1 n). Se ¢ é a permu-
tagao identidade com sinais, todos os elementos de ¢ possuem sinal positivo. Da mesma
forma, seja 1, = (n n—1 ... 2 1) a permutagao identidade invertida. Se ¢, é a permu-
tagao identidade invertida com sinais, todos os elementos de ¢;,, possuem sinal negativo.

Dadas duas permutacoes 7w e o, a composi¢ao entre elas, denotada por m- 0, é -0 =
(Ty, Moy ... s, ), de forma similar & composigao de fungoes.

A operacao de composicao induz uma estrutura de grupo sobre o conjunto formado
por todas as permutacoes de um determinado tamanho. O grupo formado por todas as
n! permutacoes sem sinais de tamanho n juntamente com a operagao de composi¢ao é
chamado de grupo simétrico e é denotado por S,. O grupo formado por todas as n!2"
permutagoes com sinais de tamanho n, juntamente com a operacao de composicao é
chamado de grupo simétrico com sinais, e ¢ denotado por S=.

Dadas duas permutacoes 7 e ¢ e um modelo de rearranjo M, o problema de transformar
a permutacao 7 na permutacao o consiste em encontrar a menor sequéncia de operacoes
P1, P2, ---, Pr Dertencentes a M tal que m- py - po - ... - pr, = 0. O tamanho desta sequéncia
representa a distdncia entre as permutagoes 7 e o com respeito ao modelo M e é denotada
por dys (7, o) (neste caso, dy(w,0) = k).

Da mesma forma, Problemas de Ordenacao por Rearranjos consistem em aplicar a
menor sequéncia de operagoes pi, pa, ...p, permitidas pelo modelo em uma permutacao

15
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tal que - py-po-...- pn = t. A distincia de ordenac¢do de uma permutacao m é o tamanho
da menor sequéncia que transforma 7w na permutacao identidade, e a distancia entre elas

com respeito a um modelo M é denotada por dy (7, t,,) = dps (7).

1 1

Note que dys(m,0) = dy(a) se tomarmos « = o~! - 7, onde o~! é a inversa de o tal

que 0! - 0 =1, pois temos que dy(m,0) = dy (0 - w07 0) = dy(a, 1) = dy (). Por
exemplo, se m = (1 3254)eoc=(24513),entaooc ' =(41523),07' 0=
(12345)=t,ea=0"'-7=(451 3 2). Desta forma, a distancia entre 7 e o sera
a mesma que a distancia de ordenacao da permutagao a.

A maior distancia possivel entre todas as permutagoes no mesmo grupo simétrico S,
(ou S* caso 7 seja uma permutagao com sinais) com respeito ao modelo M é chamada
de didmetro, e & denotada por Dys(n).

A permutacao estendida pode ser obtida a partir de 7 inserindo-se dois novos elemen-
tos: mg =0e m,y 1 =n+1. A partir deste momento, a nao ser que explicitado, estaremos
sempre nos referindo a versao estendida de qualquer permutacao, mesmo nos casos em

que estes elementos extras forem omitidos.

2.1 Breakpoints

Um breakpoint de reversio ocorre entre um par de elementos 7; e m; 11 de uma permutagao
m,ocom 0 < i < n,se|m —mi1| # 1. A permutacao identidade é a unica permutagao
que nao possui breakpoints de reversao. Por exemplo, dado # = (0 3 4 1 2 5), existe
um breakpoint entre os elementos (0,3), (4,1) e (2,5). Breakpoints de reversao serao
denotados por “-”. O nimero de breakpoints de reversao em uma permutacao 7 é denotado
por b,.(m). No exemplo acima, temos que b,(w) = 3 e b,(¢) = 0.

Um breakpoint de reversao com sinal ou um breakpoint de transposi¢cao ocorre en-
tre um par de elementos m; e w1, com 0 < i < n se my, —m # 1. A permutacao
identidade é a Gnica permutagao que nao possui breakpoints de transposi¢ao nem break-
points de reversao com sinal. O nimero de breakpoints de reversao com sinal em uma
permutagao com sinais 7 é denotado por bz(m). O nimero de breakpoints de transpo-
sicoes em uma permutacio 7 é denotado por by(w). Por exemplo, a permuta¢do com
sinais 7 = (+0 +1 —2 +3 44 —5 +6) possui breakpoints de reversao com sinal entre
os elementos (+1,—-2), (=2,+3), (+4,—5) e (—5,+6) e, desta forma, bz(7) = 4. Ja a
permutacdo o = (0 1 2 4 3 5 6) possui breakpoints de transposi¢ao entre os elementos
(2,4), (4,3) e (3,5) e, desta forma, b(c) = 3.

2.2 Strips

Dado um modelo de breakpoint, que pode ser de reversao, de reversao com sinal ou de
transposicao, uma strip de uma permutagao 7 é uma sequéncia de elementos ;...7;, com
0<i<j<n+1, tal que:

e i>0e (m_1,m) é um breakpoint;

e j=n+1louj<n+1e(n;,m+1) ¢ um breakpoint;
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e 1ndo existe um breakpoint entre os pares (mg, mg41), com i < k < j— 1.

Uma strip é dita crescente caso seus elementos formem uma sequéncia crescente e é dita
ser decrescente caso contrario. Se a strip contém apenas um elemento ela é chamada de sin-
gleton e definida como crescente. Por exemplo, dada a permutagaom = (0 3 4 5 2 1 6),
e considerando breakpoints de reversao, temos que m possui 4 strips: as strips (0) e (6),
que sao singletons, a strip (345) que é crescente e a strip (21) que é decrescente. Se
considerarmos breakpoints de transposigao temos que 7 possui 5 strips: as strips (0), (2),
(1), e (6), que sdo singletons, e a strip (345), que ¢ crescente.

2.3 Grafo de Ciclos e Grafo de Breakpoints

O grafo de ciclos G(7) de uma permutagao com sinais 7, ¢ um grafo formado pelo conjunto
de vértices V (), o conjunto de arestas pretas E,(m) e o conjunto de arestas cinzas E.()
tais que:

o V(m)=A0,—my,+m, —ma, +7a,y ..o, =Ty, +7p, —0+1}

n+1

o B(m) = U{(+(i - 1), -}

n+1

o Ly(m) = iL:Jl{(_Wi’er*l)}

Neste caso, todo vértice de G(m) possui exatamente uma aresta cinza pareada com
uma aresta preta. Isto implica na existéncia de uma decomposi¢ao tnica das arestas de
G(m) em ciclos com arestas de cores alternantes, chamados de ciclos alternantes.

O grafo de breakpoints de uma permutacao sem sinais 7, denotado por Gy(7), possui
conjunto de vértices dado por V' = {mg, 71, ..., Tp, Tni1}, que correspondem a cada ele-
mento da notagao estendida de 7, e conjunto de arestas dado por £ = Ep U E¢, onde
Ep é o conjunto de arestas pretas e F¢ € o conjunto de arestas cinzas. Existe uma aresta
preta entre 7; e 711 se existe um breakpoint de reversao entre m; e m; 1, com 0 <7 < n.
Existe uma aresta cinza entre dois vértices m; e 7;, para algum 0 < i < 7 < n+1 se
nj =m £1em enm nao sao adjacentes em 7. A idéia do grafo de breakpoints é que as
arestas cinzas descrevem a ordem dos elementos na permutacao identidade ¢, que é nosso
alvo ao ordenar m, e as arestas pretas descrevem a ordem dos elementos na permutacao
m. A Figura mostra o grafo de breakpoints para a permutacdo 7 =(2 1 3 6 4 5). O
grafo de ciclos G(m) de uma permutagao sem sinais 7 deve ser obtido através de Gy().

~

~

O—2 O—0—E—® 6—0O

Figura 2.1: Grafo de breakpoints da permutagdo sem sinais 7 = (2 1 3 6 4 5). Arestas
cinzas estao representadas por arcos tracejados e arestas pretas por linhas retas.
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Note que os vértices do grafo de breakpoints podem conter até 4 arestas. Desta forma,
o grafo de ciclos G(m) pode ser obtido através de uma decomposigao de Gy(m) em ciclos
alternantes. Além disso, é necessario inserir as arestas cinzas e pretas que nao existem
em ((7), ou seja, arestas pretas e cinzas entre dois vértices m; e w41 tal que m; e g
sao adjacentes e |m; 41 — ;| = 1. Essas arestas inseridas formam o conjunto de ciclos com
apenas uma aresta preta e uma aresta cinza em G(7), e este conjunto sera denotado por
Eb<ﬂ' ) .

Denota-se por |c,(7)| o namero de ciclos de uma decomposi¢ao de Gy(m) em ciclos
alternantes com arestas disjuntas. Encontrar uma decomposi¢cao maxima no numero de
ciclos alternantes ¢ um problema NP-Dificil [10]. O melhor fator de aproximagao conhecido
¢ 1.4167 + €, para € > 0, proposto por Chen [12].

— - - RN
- P — -_—

/ VAN N / / /\ - N\ N \
(1ly 2 B L4y s5) L6, N7\
0 +2 2 +1 -1 -3 43 +6 -6 -4 +4 -5 45 -7
///—’\_\\\ T >TSS
rly L2 W3 4 5 L6, T
0 +2 -2 +1 -1 -3 43 -6 46 -4 +4 -5 +5 -7

Figura 2.2: Duas possiveis decomposicoes do grafo de breakpoints da permutacao sem
sinais m = (2 1 3 6 4 5), onde arestas cinzas estdo representadas por arcos tracejados e
arestas pretas por linhas retas. As arestas na cor verde nao fazem parte da decomposicao
em ciclos alternantes e formam o conjunto (7).

Para Gy(7) da Figura , duas possiveis decomposi¢oes méximas em ciclos alternantes
() estao representadas pelos ciclos da cor preta na Figura . Os ciclos com apenas
uma aresta preta, contidos em ,(7), estdo representados pela cor verde. Desta forma,
para permutagoes sem sinais, G(m) = ¢p(m) U (7).

Dado o grafo de ciclos G(7) de uma permutagao qualquer, as arestas pretas sao rotu-
ladas de 1 a n+ 1, de modo que a aresta (—m;, +m;_1) recebe o rétulo i.

Um ciclo alternante é chamado de k—ciclo se ele possui k arestas pretas. Além disso,
um k-ciclo é dito par se k é par. Caso contrario o k-ciclo é dito émpar. Seja ¢(m) o ntimero
de ciclos de G(7), e seja Cimpar(m) 0 nimero de ciclos impares de G(7). A permutacao ¢
¢ a tnica cujo grafo de ciclos alternantes possui n + 1 ciclos, sendo todos fmpares.

Um ciclo C' é representado pela listagem dos vértices na ordem em que aparecem no
ciclo. Seja um ciclo C' = (v, v, ...,vx), assume-se que vy é o vértice localizado mais a
direita.

Seja C' = (v, vq, U3, vy, ...) 0 ciclo da Figura escrito utilizando a regra de listagem
acima. A representacao simplificada lista o ciclo em ordem dos rotulos das arestas pretas

¢

{(v1,v2), (v3,14), ...} e associamos a estes rotulos os sinais ‘4’ e ‘—’ para indicar como
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as arestas pretas sao percorridas. Se uma aresta preta é percorrida da direita para a
esquerda, entao o sinal ‘+’ é associado a seu rétulo e dizemos que esta aresta preta é
positiva. Caso contréario, o sinal ‘—’ é associado a seu rétulo e dizemos que a aresta preta
€ negativa.

- -~
- JaON
- ~
~
-— - — N
N \\ /——\ \
7
v5 Y6 v4 V3 v2 vi

Figura 2.3: Exemplo de um grafo de ciclos genérico com um ciclo C =
(v1, Vg, V3, Vg, Vs, Vg, ...), onde arestas cinzas estdo representadas por arcos tracejados e
arestas pretas por linhas retas.

Dado que v; é o vértice mais a direita do ciclo, convencionamos que a aresta (v, vg) €
sempre percorrida da direita para a esquerda, e, desta forma, a primeira aresta preta de
um ciclo sera sempre positiva. Pelo mesmo motivo, todo 1-ciclo é sempre positivo.

Duas arestas cinzas ¢; = (v;,v;) € g2 = (v, v;) se cruzam caso os intervalos [i, j]
e [k,l] se intersectam, mas um ndo contém o outro. Dois ciclos C; e Cy se cruzam se
existem duas arestas cinzas g; e go que se cruzam tais que g; € C] e go € Cy. Além disso,
duas triplas (c1,co,c3) € C e (dy,da,d3) € D de arestas pretas estao entrelacadas caso
1 <dy <y <dy <c3g<dz oud <c <dy<cy<dz<cz. Note que esta tripla
nao precisa ser necessariamente a leitura do ciclo. Por exemplo, os ciclos C; = (5,1,3) e
Cy = (2,4,6) estao entrelagados, mas consideramos aqui a tripla orientada de C; como
(5,3,1).

Um k—ciclo com k& > 3 é chamado nao orientado se suas arestas pretas formam uma
sequéncia decrescente. Caso contrario, o ciclo é chamado de orientado. Além disso, se
todas as arestas pretas de um ciclo C' sao positivas, C' é dito convergente. Se C' possui
pelo menos uma aresta preta negativa, C' é dito divergente.

Dado um ciclo D = (...,dy,ds, ...) a aresta cinza p que liga a aresta preta d; a aresta
preta dy é dita direita se do > d;. Caso contrério, p é dita esquerda. Note que qualquer
ciclo nao orientado £ = (ey, eq, ..., €,) sO possui uma aresta cinza direita, que liga a aresta
preta e, a aresta preta e;. As demais arestas cinzas devem ser esquerdas pois e;;1 < ¢;
para l <i <n.

A Figura [2.4) mostra o grafo de ciclos da permutagao 7 = (+5 —3 —4 —1 —2), onde
existem os ciclos impares C; = (6, 4, 2), representado pela cor vermelha, e Cy = (5, —1, 3),
representado pela cor preta. Note que o ciclo C; é nao orientado convergente, ja que as
arestas pretas formam uma sequéncia decrescente e nao existem arestas pretas negativas.
Além disso, C possui duas arestas cinzas esquerdas, (6,4) e (4,2), e uma aresta cinza
direita (2,6). Ja o ciclo Cy é orientado divergente, uma vez que as arestas pretas nao
formam uma sequéncia decrescente e a aresta 1 possui sinal negativo. Além disso, Cs
possui uma aresta cinza esquerda (5, —1) e duas arestas cinzas direitas (—1,3) e (3,5).

Um ciclo do grafo de ciclos é chamado de curto caso contenha no maximo 3 arestas
pretas, e longo caso contrario. Uma permutagao é dita simples se seu grafo de ciclos
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Figura 2.4: Grafo de ciclos da permutagdo 7 = (+5 —3 —4 —1 —2).

possui apenas ciclos curtos. E possivel transformar uma permutacdo nio simples 7 em
uma permutacao simples 7, adicionando novos elementos de forma a quebrar os ciclos
longos de 7.

Esta abordagem de quebrar ciclos longos é amplamente utilizada na bibliografia, tanto
na ordenagao de permutagoes por transposigoes [19], quanto na ordenagao de permutagoes
por reversoes [20]. Temos entao que 7 é obtida através da inser¢ao de novos elementos em
7 e, desta forma, d(7) < d(7), uma vez que inserir novos elementos em uma permutagao
pode resultar em uma permutacao que requer mais operagoes para ser ordenada.

Seja b; uma aresta preta de C, e sejam by e b3 as arestas pretas ligadas a b; por uma
aresta cinza. Seja g a aresta cinza ligada a b, mas nao b;. Desta forma, quebramos as
arestas bs e g para inserir dois novos vértices no grafo. Seja by = (vp, wp) € g = (wy, vy)
como mostra a Figura [2.5] Remova b3 e g e adicione dois novos vértices, v e w. Se bz é
uma aresta preta positiva, adicione as arestas pretas (v, v) e (w,wy) e as arestas cinzas
(v,v4) e (wy,w). Se by é uma aresta preta negativa, adicione as arestas pretas (v,v,) e
(w,wp) e as arestas cinzas (vy,v) e (w,,w). Com isso, o ciclo C' de tamanho k > 3 foi
transformado em dois ciclos de tamanhos 3 e k — 2.

g aan

“‘--Illl.....

arestas removidas

""" arestas inseridas

“-_..------
.

.

.

.
o*
.

.
<
\

Vb

Figura 2.5: Quebra de um ciclo longo de tamanho £ = 5 em dois ciclos de tamanhos 3 e
k — 2 = 3, respectivamente.
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A Figura mostra a transformacao da permutacdo m = (+4 43 —2 +1) em uma
permutacao simples. Temos que by = (vp, wp) = (+3,42), e g = (wy,vy) = (+1,-2).
Removemos as arestas b3 e g e adicionamos os vértices v e w. Uma vez que bz era uma
aresta negativa, adicionamos as arestas pretas (v,v,) = (v, +3) e (w,w,) = (w,+2), e as
arestas cinzas (vy,v) = (—2,v) e (wg, w) = (+1,w). Desta forma, ao rotular 7 de acordo
com o novo grafo de ciclos obtemos a permutacao 7@ = (+5 +4 —2 —3 +1). Note que
|| = |7| + 1, G(7) possui uma aresta preta a mais que G(7) e ¢(7) = ¢(7) + 1.

0 -4 +4 -3 43 v w +2 2 -1 +1 -6

Figura 2.6: Transformagao da permutagao m = (+4 +3 —2 +1) em uma permutagao
simples 7 = (+5 +4 —2 —3 +1).

2.4 Reversao

Uma reversao p,(i,j) ¢ uma operagdo que inverte a ordem e a orientagao dos elementos
entre os pontos ¢ e j de uma permutacao.

Definigao 2.1. Uma reversao sem sinal p,(i,5), com 1 < i < j < n, aplicada
a permutacdo m = (M ... Ti_1 T ... Tj Tj+1 ... Ty), gera a permutacao m - p.(4,7) =
(T .. Mi—1 W .. W Wjs1 ... Tp), OU S€ja, ocorre a inversao do segmento 7, ..., ; de 7.

Definigao 2.2. Uma reversao com sinal p,.(,7), com 1 < i < j < n, aplicada
a permutacdo m = (my ... Ti_1 T ... T Tj+1 ... Ty), gera a permutacao m - p,(4,5) =
(m1 ... ™ —Tj e — T Tl e Tn), OU seja, ocorre a inversao do segmento Ty ooy T
de 7 e também a inversao dos sinais dos elementos deste segmento.

Quando nao se conhece a orientagao dos genes, temos o Problema de Ordenagao por
Reversoes, que foi provado ser NP-Completo por Caprara [I0]. Além disso, Berman e
Karpinski [6] mostraram que este problema néo é aproximével por um fator menor que

1.0008.
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Kececioglu e Sankoff [30] em 1995 apresentaram o primeiro algoritmo de aproximagao,
com fator 2.0, consistindo basicamente em remover a maior quantidade de breakpoints
a cada passo, dando prioridade para as reversoes que ainda deixam strips decrescentes.
Bafna e Pevzner [2] introduziram a idéia do grafo de breakpoints, o que resultou em
um algoritmo de aproximagcao de fator 1.75. Posteriormente, Christie [13] apresentou a
estrutura grafo de reversoes e um algoritmo de aproximacgao com fator 1.5. Atualmente, o
melhor algoritmo conhecido para o problema possui fator de aproximagao 1.375, proposto
por Berman e coautores [5] em 2002.

Note que uma reversdo p,(7,j) corta dois pontos da permutagado: entre (m;_i,m;) e
(mj,mj41). Sendo assim, uma reversao pode criar ou remover até 2 breakpoints, bem como
deixar o namero de breakpoints inalterado e, portanto, Ab.(m, p,) = b.(7 - p,) — b.(7) €
{=2,-1,0,1,2}. Um limitante inferior para a distancia, proposto por Bafna e Pevzner [2],
pode ser derivado desta propriedade: d,.(m) > @. Além disso, Kececioglu e Sankoff [30)]
mostraram um algoritmo que ordena uma permutagao com até b,.(m) — 1 reversoes e, desta
forma, temos como limitante superior d,(7) < b,(m)—1. Ja em relagdo ao didmetro, Bafna
e Pevzner [2] provaram que D,(n) =n — 1.

Uma variagao deste problema, bastante estudada na literatura, consiste em um modelo
de rearranjo em que as reversoes sempre ocorrem no prefixo da permutagao, conhecido
como Problema de Ordenacao de Panquecas [22, 29], onde a idéia é, dada uma pilha de
panquecas de tamanhos diferentes em uma bandeja, rearranja-las de forma que a menor
fique no topo, a segunda menor logo abaixo, e assim por diante até que a maior panqueca
fique na parte inferior da bandeja. Atualmente, o melhor algoritmo conhecido para este
problema, proposto por Fischer e Ginzinger [21], possui fator de aproximagao 2.0. Uma
reversao de prefizo sem sinal p,-(j) ¢ uma reversao sem sinal p,(1,7) para 1 < j < n.
A complexidade deste problema era desconhecida até 2011, quando Bulteau, Fertin e
Rusu [§] provaram que ele é NP-Dificil com uma redugao do problema 3-SAT.

Para o caso em que a orientacao dos genes é conhecida, denominado Problema de
Ordenacgao por Reversoes com Sinal, existem algoritmos polinomiais exatos, sendo que
o primeiro foi apresentado por Hannenhalli e Pevzner [25], com complexidade O(n?).
Atualmente, o algoritmo mais eficiente disponivel na literatura possui complexidade de
tempo O(n2+/Ign) [37]. Para o caso em que se deseja saber apenas o valor da distancia de
reversao de permutagoes, ha também um algoritmo com complexidade de tempo O(n) [I].

Existe também uma variacao deste problema em que as reversoes sempre ocorrem no
prefixo da permutacao com sinais, conhecido como Problema de Ordenacao de Panquecas
Queimadas. Esta variacao foi introduzida por Gates e Papadimitriou [22], e a idéia é
que, além de ordenadas, as panquecas devem estar com o lado queimado voltado para
baixo. Uma reversao de prefizo com sinal p,,.(j) ¢ uma reversdo com sinal p,(1,j) com
1 < j <n. A complexidade deste problema ainda é desconhecida, e o melhor algoritmo
conhecido possui aproximagao 2.0, proposto por Cohen e Blum [I5].
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2.5 Transposicao

Uma transposicao é um evento de rearranjo que tem a propriedade de trocar dois blocos
adjacentes de lugar.

Definigao 2.3. A transposigao p;(i,j,k), com 1 < i < 7 < k < n+ 1, aplicada a
permutagdo m = (M g ... Ti—1 W ... Tj_1 T ... Tp—1 Tj ... Typ), gera a permutacao

- pe(i, g, k) = (M Mo .. Wis1 W oo W1 T ... Tj—1 T ... Ty), OU Se€ja, 0 segmento

i, Tit1, ---Tj—1 € removido e inserido apos o segmento ;, T4, ..., Tp—1.

O primeiro algoritmo de aproximacao para o Problema de Ordenagao por Transposigoes
foi apresentado por Bafna e Pevzner [3], com complexidade de tempo de O(n?) e razio
de aproximacao 1.5. Dentre as contribui¢oes do trabalho de Bafna e Pevzner, é possivel
citar uma estrutura em grafos chamada de Grafo de Ciclos de Transposi¢ao, denotado por
Gy(m), com uma estrutura muito semelhante a G (7). Esta estrutura permite a definigdo
de limitantes inferiores e superiores mais adequados para o problema da distancia de
transposicao.

Christie [14] prop6s um algoritmo com fator de aproximagao 1.5 mais simples que o
de Bafna e Pevzner, mas com complexidade O(n?*). Walter, Dias e Meidanis [40] desen-
volveram um algoritmo com complexidade de tempo da ordem de O(n?), com fator de
aproximagao 2.25. Elias e Hartman [19] desenvolveram um algoritmo de aproximagao
na razao de 1.375 e complexidade O(n?), um avango na raziao de aproximagiao que nio
ocorria desde a publicacao do trabalho de Bafna e Pevzner, oito anos antes.

Em 2011, Bulteau, Fertin e Rusu provaram que o problema da distancia de transpo-
sicao ¢ NP-Dificil [9] com uma reducdo do problema SAT, resolvendo essa questdao que

permaneceu em aberto durante aproximadamente 15 anos. Além disso, eles provaram
bt(ﬂ')

que dada uma permutagdao 7, descobrir se é possivel ordenar m com exatamente =

transposi¢oes também é NP-dificil.

Note que uma transposigao p(i,j, k) corta trés pontos da permutacao: entre (m;_1,
7;), (mj_1, 7j) e (mg—1, ™). Deste modo, uma transposi¢do pode criar, manter ou remover
até 3 breakpoints e, assim, Ab,(m, p;) = by(7 - py) — by(m) € {—3,—-2,—1,0,1,2,3}. Assim,
um limitante inferior para a distancia é dy(mw) > @, proposto por Bafna e Pevzner [3].
Além disso, sempre é possivel encontrar uma transposicao que diminua em pelo menos 1 o
niamero de breakpoints se m # ¢. Logo, temos o limite superior para a distancia: d;(7) <
by(m) — 2, uma vez que a permutagao pode ter n + 1 breakpoints, onde n é o tamanho
da permutacao, e a ultima transposi¢ao sempre remove 3 breakpoints. Estes limitantes
utilizam apenas o conceito de breakpoints. Limitantes mais precisos, propostos por Bafna

e Pevzner [3], consideram o ntmero de ciclos impares no grafo de ciclos da permutagao 7:

n+1fc¢m§mr(G(ﬂ')) S dt(ﬂ') S 3(n+1fcirzpaT(G(7T)))

provaram o limitante inferior, |

. Em relagao ao diametro, Bafna e Pevzner [3]

ntl
2n—22
5]

Existe uma variacao deste problema que considera apenas transposicoes de prefixo,

| < Dy(n), e Eriksson e coautores [20] provaram o
limitante superior, Dy(n) < |

cuja complexidade ¢ desconhecida. Uma transposi¢io de prefizo py(j, k) ¢ uma transpo-
sicao py(1,j,k) para 1 < j < k <n+ 1. Esta variagao foi introduzida em 2002 por Dias
e Meidanis [18] que também apresentaram um algoritmo com fator de aproximagcao 2.0,
sendo esta aproximacao a melhor conhecida atualmente.
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2.6 O Problema da Ordenacao de Permutacoes por Re-
versoes e Transposicoes

Este problema permite que tanto os eventos de reversao, definidos na Secao [2.4] quanto
os eventos de transposicao, definidos na Secao [2.5, ocorram durante a ordenacao de uma
permutacao qualquer w. Uma investigacao preliminar desse problema foi realizada por
Blanchette, Kunisawa e Sankoff [7]. Existem duas versdes para este problema, quando
considera-se permutagoes com sinais e quando considera-se permutagdes sem sinais. Am-
bas as versoes possuem complexidade desconhecida.

Para o caso de permutagbes com sinais, Walter, Dias e Meidanis [39] apresenta-
ram um algoritmo de aproximacgao com razao 2.0 e limitantes para o diametro. Mei-
danis, Walter e Dias [34] apresentaram limitantes para a distancia. Gu, Peng e Sud-
borough [23] acrescentaram o evento de transversao ao problema. No evento de trans-
versao, um bloco é destacado do genoma e inserido em outra posigao, mas com a or-
dem e a orientagao invertidas. Formalmente, seja p;(i, 7, k) uma transreversao. Entao,
- pe(i, 5, k) = (m ... Moy — Mgy . — W W .. TWj—q Tk ... Ty). Gu, Peng e Sudbo-
rough [23] apresentaram um algoritmo de aproximagao na razao 2.0 quando as trés opera-
¢oes sao permitidas. Lin e Xue [32] apresentaram um algoritmo com fator de aproximagao
1.75 quando, além das trés operacoes citadas anteriormente, é adicionada também a ope-
racao RevRev, que aplica reversoes em dois blocos consecutivos da permutacao em apenas
uma operagao. Mais tarde, Hartman e Sharan [27] melhoraram esta razao para 1.5. Estas
variacoes também possuem complexidade desconhecida.

Para o caso de permutagoes sem sinais, Walter, Dias e Meidanis [39] apresentaram
um algoritmo de aproximagao com razao 3. Em 2008, Rahman, Shatabda e Hasan [35]
apresentaram limitantes para a distancia e um algoritmo de aproximacao com fator 2k,
onde k é o fator de aproximacao do algoritmo utilizado para a decomposi¢cao de ciclos.
Dado o melhor valor de k conhecido [31], o fator de aproximagao deste algoritmo torna-se
2.8334 + €, para qualquer € > 0. Lintzmayer e Dias [33] apresentaram limitantes para o
diametro deste problema.

Sharmin e coautores [36] estudaram a variagao do problema que considera apenas re-
versoes de prefixo e transposigoes de prefixo, conhecida como Problema de Ordenacao de
Panquecas com Duas Espatulas, e desenvolveram um algoritmo 3-aproximado. Recente-
mente, Dias e Dias [I7] desenvolveram um algoritmo 2-aproximado, sendo esta a melhor
aproximagao conhecida. A complexidade deste problema nao é conhecida.

2.6.1 Limitantes para o Problema da Ordenacao de Permutacoes
por Reversoes e Transposicoes

Bafna e Pevzner [3] provaram que, dado o grafo de ciclos Gi(7), Ac(m, pr) = (7 - pt) —
c(m) € {2,0, -2} e ACimpar (T, 0t) = Cimpar (T * pt) — Cimpar(7) € {2,0,—2}. Assim, esta
prova também é valida para G(7) se considerarmos transposigoes p;(i, j, k) nas quais as
arestas i, j e k que estao em um mesmo ciclo C' do grafo possuem o mesmo sinal, o que
nos leva aos lemas 2.4] e 2.5
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Lema 2.4. Seja p(i,j, k) uma transposi¢ao tal que qualquer par de arestas i,j ou k
que estao em um mesmo ciclo C' de G(7) possuem o mesmo sinal. Entao, Ac(m,p;) €
{2,0, —2}.

Lema 2.5. Seja p.(i, j, k) uma transposigao tal que qualquer par de arestas i, j ou k que
estao em um mesmo ciclo C' de G(m) possuem o mesmo sinal. Entao, Acipar (7, pt) €
{2,0,—2}.

Os lemas [2.6] e 2.7] lidam com casos em que a transposi¢ao ¢ aplicada em um par de
arestas pretas de um mesmo ciclo C' com sinais diferentes.

Lema 2.6. Seja p;(i, 7, k) uma transposi¢do agindo em duas arestas de um mesmo ciclo
C' de G(7) que possuem sinais diferentes. Entao, Ac(m, p;) = ¢(m - py) — c(m) € {1,0, —1}.

Demonstracao. Seja py(i,j, k) uma transposi¢do agindo nas arestas pretas p, ¢ e 7, a
serem definidas a seguir. Seja p = (vp1, Vp2) € ¢ = (U1, V42) duas arestas pretas com sinais
diferentes de um mesmo ciclo C, e [p| > |g|. Assim, C' = (..., 042, Vg1, --.s Up1, Up2, ...), OU
C' = (cyUp2, Up1, ovey Ug1, Vg2, -..). € a aresta preta r = (v,q,vy2) nao pertence a C' nao
precisamos fazer restrigoes a esta aresta. Caso contrario, escolhemos as arestas pretas p e
¢ de modo que r ndo estd no caminho que liga v, a vy. A transposicdo pi(i, j, k) criard
novas arestas pretas i’ = (vp1,v42),J = (vr1,Vp2) € K = (vg41, Uy2). Neste caso, as arestas
pretas ¢’ e j' estdo no mesmo ciclo pois p; nao quebra a ligagao entre vy e vy, 0 que nos
leva a conclus@o que p; removera pelo menos um ciclo de G() e ira adicionar no maximo
dois novos ciclos em G(7). O

Lema 2.7. Seja p;(i, 7, k) uma transposi¢do agindo em duas arestas de um mesmo ciclo
de G(m) que possuem sinais diferentes. Entao, Acimpar (7, pr) € {2,0, —2}.

Demonstragao. O Lema [2.6| mostra que um ou dois ciclos serao removidos de G(m) e no
méaximo dois novos ciclos serao adicionados & G(m). Desta forma, se assumirmos que o
ciclo removido é par e os ciclos adicionados sdo impares, temos que Ac;pper (T, pr) = 2, DO
maximo. [l

Hannenhalli e Pevzner [26] mostraram que uma reversao qualquer p, pode aumentar
em uma unidade, manter, ou diminuir em uma unidade o nimero de ciclos de G(7), o
que nos leva ao Lema O Lema mostra o efeito de p, no numero de ciclos impares
do grafo.

Lema 2.8. Para qualquer reversdo p,(i,7) aplicada em duas arestas do grafo G(7),
Ac(m,pr) =c(m - p,) —c(m) € {1,0,—1}.

Lema 2.9. Para qualquer reversao p,(i,7) aplicada em duas arestas do grafo G(r),
Acimpar(ﬂ-y pr) = Cimpar(ﬂ- : pr) - Cimpar(7T> S {27 07 _2}

Demonstracao. Set e j sao arestas pretas de ciclos diferentes C; e Cy, entao a reversao ira
remover os ciclos C e Cy de G(7) e adicionar um novo ciclo C3 tal que |Cs| = |Cy|+|Cyl.
Se C e (5 sao fmpares, entao o novo ciclo sera par e, desta forma, Aciypar (7, pr) = —2.

Se 7 e j sao arestas de um mesmo ciclo C, entao a reversao p, ird remover este ciclo e
adicionar um ou dois novos ciclos. Se apenas um ciclo é adicionado, entao Ac;ppar (7, pr) =
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0, uma vez que este ciclo possui o mesmo tamanho do ciclo removido. Senao, se C' é impar,
entdo serao adicionados um ciclo par e um ciclo impar e, desta forma, Ac;ppar (7, pr) = 0.
Por 1ultimo, se C' é par, entao os dois ciclos adicionados devem ser fmpares e, assim,
ACimpar (T, pr) = 2. O

Os lemas e [2.8 implicam no Lema [2.10
Lema 2.10. Dado G(r), Ac(w, pt), Ac(m, pr) € {2,1,0,—1, —2}.

Os lemas e 2.9 implicam no Lema
Lema 2.11. Dado G(7), Acimpar (T, pt)s ACimpar (7, pr) € {2,0, —2}.

Como Cimpar(t) = n + 1, as operagoes aplicadas em uma permutacdo m # ¢ devem
aumentar o nimero de ciclos impares de Cippar(7) até n+ 1. O Lema implica no

limitante inferior para a distancia de ordenagao de permutagoes com sinais, denotado por
d7 (), apresentado no Teorema

Teorema 2.12. dp(7) > ”+1+mp‘”m

Note que o Teorema [2.12] se aplica quando temos uma decomposicao de ciclos exata
para uma permutagao, ou seja, quando se trata de uma permutacao com sinais. No caso
de permutagoes sem sinais, um limitante existente utiliza o conceito de breakpoints de
reversao. Note que uma reversao corta uma permutacao em dois pontos e uma trans-
posicao, em trés. Desta forma, é possivel remover no maximo trés breakpoints a cada
operacao. Um limitante inferior trivial é apresentado no Teorema [2.13

Teorema 2.13. d.(m) > @

Os capitulos [3] e [d] apresentam uma série de heuristicas para o Problema da Ordenagao
de Permutagoes por Reversoes e Transposicoes. Os limitantes definidos aqui serao utili-
zados para definir e verificar fatores de aproximacao para heuristicas criadas, bem como
para comparar os fatores de aproximagcao obtidos pelas heuristicas criadas com os fatores
de aproximacao obtidos por algoritmos existentes na literatura.



Capitulo 3

Heuristicas basicas

Neste capitulo, iremos apresentar heuristicas criadas para o Problema da Ordenagao de
Permutacoes por Reversoes e Transposicoes. As heuristicas foram criadas com a utili-
zagao de uma ou mais métricas classicas utilizadas em Problemas de Ordenacao. Além
disso, cada heuristica calcula um score para cada operagao possivel, a fim de decidir qual
operacao sera aplicada na permutacao.

3.1 Cédigos Esquerdo e Direito

Esta heuristica baseia-se no trabalho de Gagné e Hamel [4] sobre O Problema de Ordena-
¢ao de Permutagoes por Transposicoes. Os autores criaram uma métrica que é utilizada
em um algoritmo de 3-aproximacgao para ordernar permutagoes por transposicoes.

Dada uma permutacgao 7 sem sinais, computamos dois co6digos para cada elemento ;
da permutacao. O cddigo esquerdo de um elemento na posi¢ao m; é o numero de elementos
a esquerda de m; maiores que ele. Da mesma forma, o codigo direito de um elemento na
posicao 7; ¢ o numero de elementos a direita de m; menores que ele. Formalmente, temos:

Definigao 3.1. Dada uma permutacao 7 = (m; m ... m,), o codigo esquerdo do elemento
7;, denotado por le(m;), é definido como:

le(m) = {mjlm; >me0<j<i—1}, paral <i<n.

Defini¢ao 3.2. Dada uma permutacao m = (m; m2 ... m,), o codigo direito do elemento
7;, denotado por rc¢(m;), é definido como:

re(m) = {mj|mj <mei+1<j<n+1}, paral <i<n.

Por exemplo, para o = (6 3 2 1 4 5), temos que lc(az) = 1, uma vez que existe um
elemento a esquerda de ay = 3 maior que ele (o elemento oy = 6). Ja re(as) = 2, pois
existem dois elementos & direita de s menores que ele (os elementos ag =2 e ay = 1).
O codigo esquerdo de uma permutagao m, denotado por le(w), é entao definido como
a sequéncia de codigos esquerdos de seus elementos, ou seja, le(m) = (le(m) le(ms)
... le(my,)). Da mesma forma, o codigo direito de uma permutagao 7, denotado por re(m),
¢ definido como a sequéncia de codigos direitos de seus elementos, ou seja, re(m) =

(re(my) re(ms) ... re(m,)).

27
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Podemos observar que a permutagao identidade ¢ é a tinica permutagao na qual lc(t) =
re(v) = (0 0 ... 0), uma vez que para qualquer elemento ¢; da permutagao ¢ ndo existem
elementos a esquerda de 7; maiores que ele, nem elemenos a direita de m; menores que
ele. Abaixo temos um exemplo dos cédigos esquerdo e direito para a permutacao o dada

acima.
a = (6 3 2 1 4 5)
lefw) = (01 2 3 1 1)
rela) = (5 2 1 0 0 0)

Dado um cédigo qualquer de uma permutacao 7, chamamos de platé uma sequéncia
maximal de elementos do cédigo que possuem o mesmo valor nao-nulo. O numero de
platés de um codigo qualquer ¢(w) é denotado por pl(c(w)), onde c(m) pode ser tanto
le(m) quanto re(m).

Definicao 3.3. Dados os codigos esquerdo e direito de uma permutacao 7, denotamos
por pl(m) o minimo entre pl(lc(m)) e pl(re(m)).

Para o exemplo da permutagao « apresentada acima, pl(lc(a)) = 4, uma vez que temos
as seguintes sequéncias de mesmo valor nao-nulas: (1), (2), (3) e (1 1). Ja pl(re(a)) = 3,
pois temos as seguintes sequéncias de mesmo valor nao-nulas: (5), (2) e (1). Desta forma,
pl(a) = min(pl(lc(a)), pl(re(a))) = min(4,3) = 3. A permutagdo ¢ ¢ a tnica permutagao
com pl(t) = 0, ja que temos min(pl(lc(e)), pl(re(r))) = min(0,0) = 0. Os seguintes lemas
foram apresentados por Gagné e Hamel [4]:

Lema 3.4. Dada uma permutacdo 7 = (m; m2 ... m,) sem sinais, o platd mais a esquerda
de l¢(m) pode ser removido por uma transposi¢ao envolvendo os elementos deste platd
sem criar novos platos em le(m). Similarmente, o platé mais a direita de rc(m) pode
ser removido com uma transposicao envolvendo os elementos deste platé sem criar novos
platos em rc(m).

Demonstragao. Suponha que o platé mais & esquerda de le(m) esta localizado entre as
posicoes ¢ € j — 1. Por definicao, todos os codigos de elementos a esquerda de i sao
iguais a 0 e os elementos 7y, T, ..., m;_1 estdo em ordem crescente. Entéao, se lc(m;) = v,
a transposicao p.(7,j, k) com k = i — v remove o primeiro platd sem criar novos platos.
Similarmente, suponha que o plato mais a direita de rc(m) esta localizado entre as posigoes
1 e 7—1. Entao todos os codigos de elementos a direita de j—1 sao iguais a 0 e os elementos
T, Tjt1, .., Tp €St@0 em ordem crescente. Entdo, se r¢(m;) = v, a transposigao p:(4, j, k),
com k = j 4+ v remove o dltimo platoé sem criar novos platos. O

Lema 3.5. Dada uma permutacao m = (m; m ... m,) sem sinais, d;(m) < pl(m).

Demonstragao. Sabemos que pl(m) contém o numero de platos de 7. Aplique a trans-
posicao descrita no Lema removendo, a cada passo, um platd. Apods aplicar pl(m)
operagoes, pl(m) = 0 e, desta forma, 7 = ¢ e di(7) < pl(m). O

Para permutacgoes com sinais, nao é verdade que sempre é possivel remover um plato
sem criar novos platds, bem como podem existir permutagdes o com niumero pl(c) =0 e
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o # 1. Por exemplo, dada a permutagao 0 = (=4 +1 +2 +3), pl(c) = 0 uma vez que
temos le(o) = (0 0 0 0) e re(o) = (0 0 0 0), pois, para qualquer elemento o; de ¢ nao
existem elementos a esquerda maiores que o; nem elementos a direita menores que o;.

Defini¢ao 3.6. Dada uma permutagao m, scorej....(m) = pl(u(w)) + neg(m).

Desta forma, definimos entao a pontuagao de uma permutagao m como Scoreei .(m) =
pl(u(m)) + neg(m). Por exemplo, para a permutacio o dada acima, temos que u(o) =
(412 3),le(u(o)) =(0111)erc(u(e)) = (3 00 0) e, desta forma, pl(u(c)) = 1.
Assim, scorejeire(0) = pl(u(o)) +neg(o) =1+1=2.

Lema 3.7. Dada uma permutacdo m = (m; m ... m,) tal que m # ¢, sempre é possivel
diminuir o valor de scorej....(m) com uma operagao.

Demonstra¢ao. Se m é€ uma permutacao sem sinais, o valor de neg(m) sera sempre nulo, e
u(m) = m. Desta forma, temos que scoreyei,.(0) = pl(0), e 0 Lema[3.4) garante que sempre
¢ possivel diminuir seu valor. Se 7 é uma permutagao com sinais, e enquanto pl(u(7)) > 0,
aplique a operagao descrita no Lema Como a transposi¢cao nao troca os sinais dos
elementos envolvidos, o valor de neg(m) nao sera alterado com esta operagao, garantindo
assim que scorej..,. vai necessariamente diminuir. Caso pl(u(r)) =0 e ™ # ¢, temos que
neg(m) > 0. Para diminuir o valor de score;.;..(m), basta aplicar uma reversao unitaria
pr em algum elemento negativo de 7. Esta reversao fara com que neg(r-p,) = neg(w) —1,
e o valor de pl(u(m)) ndo sera alterado, uma vez que u(7 - p,) = u(m). O

O valor de scorejei,c(m) somente serd nulo quando pl(u(m)) = 0, ou seja, quando
u(m) =, e neg(m) = 0, implicando assim em 7 = . Logo, scoreji,.(m) =0 < 7w = .

Assim, a heuristica ira testar todas as reversoes e transposi¢oes possiveis, e aplicara
a operacao que resulte no menor valor de score;.. .. a cada passo. A heuristica ordena a
permutacao uma vez que o Lema garante que sempre ¢ possivel diminuir o valor de
SCOT€etre, aLE que scorep.. . seja igual a 0 e, desta forma, ™ = «.

A complexidade de tempo da fun¢ao NumeroPlatos é O(n?): calcular a lista de codigos
esquerdo e direito pode ser realizado em O(n?), e calcular o ntimero de platos esquerdo e
direito custa O(n).

A complexidade de tempo total da heuristica ¢ de O(n®), uma vez que existem O(n?)
reversoes e transposigoes aplicaveis em 7, aplicar cada operagao custa O(n), e calcular
o valor de scorej.i,. custa O(n?). Como sdo necessarios no maximo O(n) passos para
ordenar a permutagao, a complexidade total da heuristica é O(n®).

Fungao 1 NumeroPlatos(m) (Complexidade: O(n?))

1: lc < lista de codigos esquerdos de 7
2: rc < lista de codigos direitos de 7

3: pl <— ntmero de platds em [c
4
)

: pr <— numero de platos em rc
: return min(pl, pr)
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Heuristica 2 lc + rc(r) (Complexidade: O(n®))

1: dist <0

2: enquanto (7 # ) faga

3: best < oo

4: para cada operacao p valida faga
St T4 T-p

6: p <= NUMEROPLATOS(u(0))
7: SCoreles e <— p+ neg(o)

8: se best > score..,. entao
9: best <— scorejeyre
10: a0

11: fim se

12: fim para

13: T4

14: dist < dist + 1

15: fim enquanto

: return dist

—
D

3.2 Breakpoints

Esta heuristica baseia-se no conceito de breakpoints, apresentado na Segdo [2.1] Como é
permitido aplicar tanto reversoes quanto transposicoes, quando a permutagao nao pos-
suir sinais sera utilizado o conceito de breakpoints para reversdes. A heuristica procura
remover o maior namero possivel de breakpoints a cada operacao, até que m = ¢.

Defini¢ao 3.8. Dada uma permutagao 7 sem sinais, scoregp(m) = b,().

Lema 3.9. Dada uma permutacao sem sinais m = Ty T ... Tp), COIM T L, sempre é
) )
possivel diminuir o valor de scor eBP(”) com uma opera(;éo.

Demonstracao. A idéia é aumentar a primeira strip da permutagao a cada operacao,
removendo o breakpoint a direita sem introduzir novos breakpoints. A primeira strip da
permutacao é sempre uma strip crescente. Seja a o maior elemento da primeira strip,
localizado na posigao i. O elemento a + 1 deve estar localizado necessariamente a direita
de a, na posi¢cao j > i + 1, por definigao. Se a + 1 estd no comego de uma strip, ou é o
tinico elemento de uma strip, aplique a transposigao p;(i + 1,7,k + 1), sendo k a posigao
do tltimo elemento da strip que comeca na posicao j, de modo a mover esta strip ao lado
da primeira strip, como mostra a Figura 3.1} Se seu sucessor estd no final de uma strip,
aplique a reversao p,.(i + 1, j), como mostra a Figura . O

O Lema garante que a heuristica removera todos os breakpoints de 7 até que
scoregp(m) = 0 e, consequentemente, m = .

A heuristica busca uma operacao a partir da posicao atual dos elementos. Primei-
ramente, verifica a existéncia de uma transposicao que remove trés breakpoints. Caso
contrario, a heuristica verifica a existéncia de uma operacao que remove dois breakpoints.
Por tltimo, a heuristica busca uma reversao ou uma transposicao que remove apenas um
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5 5

0 -==- g -emesa- atl —eer ceoeoee

0 i i+l -1 k  k+1 n
1 l I

0 ===~ a atle~~~ ncemee  canena-

0 ioi+l k  k+1 n

Figura 3.1: Remogao do breakpoint entre as posicoes ¢ e 7 + 1 de uma permutagao sem
sinais com a transposigao p;(i + 1,7,k + 1).

—_— —

0 === g =sseea- S

0 i+l j o n
1 I

0 === a atl=--  -mee-es somea-

0 i+l j o+ n

Figura 3.2: Remogao do breakpoint entre as posicoes i e © + 1 de uma permutagao sem
sinais com a reversao p,(i + 1, j).

breakpoint, sendo esta operagao garantida pelo Lema[3.9 A operacdo encontrada ¢ entao
aplicada na permutacao.

A complexidade de tempo desta heuristica é de O(n?), uma vez que procurar uma
operacao leva O(n) com o auxilio de um vetor que armazena as posigoes dos elementos
da permutagao, e sdo necessarias O(n) buscas de operagoes até que a permutacao esteja
ordenada. Note que, apesar de ser uma heuristica, é garantido que o resultado seja uma
3—aproximagao, uma vez que ¢ possivel remover até 3 breakpoints com uma operacao
mas, eventualmente, uma operagao removeréa apenas 1 breakpoint.

Heuristica 3 Breakpoints(w) (Complexidade: O(n?))

1: dist < 0

2: enquanto (7 # ) faga

3: Procure uma transposicao que remova 3 breakpoints

4 Caso contrario, procure uma operagao que remova 2 breakpoints

5 Caso contrario, encontre a operagao que remove 1 breakpoint

6: 7 < m - p tal que p seja a operagao com menor valor de scoregp(m - p).
7 dist < dist + 1

8: fim enquanto

9: return dist

Definicao 3.10. Dada uma permutagao 7 com sinais, scorepp(m) = by(7).

Lema 3.11. Dada uma permutagao com sinais m, com 7 # ¢, sempre é possivel diminuir
o valor de scoregp com uma operagao.

Demonstracao. A idéia aqui é a mesma do Lema [3.9; aumentar a primeira strip da
permutacao a cada operacao, removendo o breakpoint a direita desta strip sem introduzir
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novos breakpoints. A primeira strip da permutacao é sempre uma strip crescente. Seja a
o maior elemento da primeira strip, que deve estar localizado na tltima posicao da strip
e possuir sinal positivo, por definicao. Seja i a posi¢cao de a na permutagao.

Procure a posi¢ao do elemento (a + 1), que deve estar localizado necessariamente a
direita de a. Seja j > i a posi¢ao do elemento (a + 1). Se o elemento (a + 1) possui sinal
negativo, entao ou ele pertence a uma strip com um tnico elemento, ou ele é o dltimo
elemento de uma strip decrescente, por definigdo. Aplique a reversao p,(i + 1,j), como
mostra a Figura para remover o breakpoint entre as posigoes i e i+ 1 (eventualmente,
o elemento —(a + 1) estard na posigdo j = i + 1, entdo serd aplicada uma reversao
unitaria p.(7,7) apenas invertendo sinal negativo do elemento (a + 1)). Se o elemento
(a + 1) possui sinal positivo, entdo ou ele pertence a uma strip com um tnico elemento,
ou ele é o primeiro elemento de uma strip crescente, por definicao. Aplique a transposicao
pi(i+1,7,k+1), sendo k a posigao do ultimo elemento da strip que comega na posigao 7,
de modo a mover esta strip para a posicao 7 + 1 e remover o breakpoint entre as posicoes

1 e 1+ 1, como mostra a Figura |3.4] O]
—_— —
0 --- a ===-=--- === —(a+1) =-----
0 i+l j o n
1 I
0 --- @ atl--= =m--eee eeee-
0 i+l j o+ n

Figura 3.3: Remocao do breakpoint entre as posigoes 7 e ¢ + 1 de uma permutagao com
sinais com a reversao p,(i + 1, j).

5 5

0 ==x- @ =m-eee- atl =mme meeneas

0 i i+l j-1j k  k+l1 n
[ 1 I

0 ==== @ atle=s= =meeeee  -eeeeas

0 ii+l k k+l n

Figura 3.4: Remocao do breakpoint entre as posigoes 7 e ¢ + 1 de uma permutagao com
sinais com a transposigao p;(i + 1,7,k + 1).

Assim, o Lema garante que a heuristica removera pelo menos um breakpoint da
permutacdo com sinais 7 a cada passo, até que scoregpp(m) = 0 e, consequentemente,
= L.

3.3 LIS

Esta heuristica baseia-se no Problema da Subsequéncia Crescente Mdxima (LIS). Seja
A = [a; ay ... a,] uma sequéncia qualquer de nimeros inteiros. Uma sequéncia B =
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[b1 by ... by € dita subsequéncia de Ase BC A, m <mneV b,bj comi<j,3ay,q tal
que k <[, b; = a; e b; = a;. A subsequéncia B ¢é dita crescente se, para qualquer par de
elementos adjacentes b;,b; 1, com 1 < i <m, b; < b;1q.

Assim, o Problema da Subsequéncia Crescente Mdxima busca encontrar uma sub-
sequéncia crescente de elementos tal que o tamanho desta subsequéncia seja o maior pos-
sivel. Por exemplo, dada asequéncia A=(4 2 35 17 6 8),temosque B=(23 51 7)
¢ uma subsequéncia de A, mas nao é crescente. Ja a sequéncia C' = (2 3 5 7), além de
subsequéncia de A é também crescente, mas nao é maxima: a sequéncia D = (2 3 5 6 8)
é uma subsequéncia crescente de A e méxima, ou seja, nao é possivel encontrar outra sub-
sequéncia crescente com nimero de elementos maior que 5. Note que pode existir mais de
uma subsequéncia crescente maxima em uma sequéncia: a subsequéncia £ = (2 3 5 7 8)
de A também é crescente e méxima.

O Problema da Subsequéncia Crescente Maxima ja foi abordado em trabalhos conside-
rando ordenagao de permutagoes por transposigoes: Guyer, Heath e Vergara [24] criaram
uma heuristica baseada na subsequéncia crescente méxima para ordenar permutagoes por
transposigoes. Mais tarde, Heat e Vergara [28] mostraram que sao necessarios no maximo
n— |LIS ()| transposi¢oes para ordenar uma permutagao sem sinais, uma vez que sempre
é possivel aumentar o tamanho da LIS(7) em uma unidade com uma transposigao, como
mostra o Lema [3.12]

A LIS é uma métrica compativel com o problema de ordenacao de permutacoes pois,
quanto maior o tamanho da LIS de uma permutacao, mais proxima ela esta da permutacao
t, uma vez que LI1S(1) = t. Assim, o que buscamos ao utilizar a LIS é, a cada operagao,
aumentar seu tamanho até que, eventualmente, LIS(w) = 7 e, desta forma, m = «.

Lema 3.12. Dada uma permutacao sem sinais m, com 7 # ¢, sempre é possivel aumentar
o tamanho da LIS com uma operacao.

Demonstragao. Seja a um elemento da permutagao m tal que a ¢ LIS(w). Aplique uma
transposigao p; que mova o elemento a para a esquerda de b tal que b € LIS() e b seja
o menor elemento da LIS maior que a. Se nao existe b > a, aplique uma transposicao p;
que mova o elemento a para a direita de ¢ € LIS(7) tal que ¢ seja o ultimo elemento da
LIS. Com isso, a € LIS(mw - py), e |LIS(7 - p)| > |LIS(7)|. O

Por exemplo, para a« = (1 3 6 2 4 5), obtemos LIS(a) = (1 2 4 5) e, assim, temos
os seguintes valores para a:

a b c Pt Q- pt LIS(a- pt)
3 4 - p(2,3,5) (162345) (12345)
6 - 5 p(3,47) (132456) (124506)

Definigao 3.13. Dada uma permutagao = qualquer, scoreprs(m) = |LIS(u(7))|—neg(n).

Para permutacoes com sinais, nao é verdade que sempre € possivel aumentar o tamanho
da LIS com uma transposigdo. Desta forma, definimos scorep;s(mw) = |LIS(u(n))| —
neg(m). Por exemplo, para ¢ = (+2 —3 —1 —4 +6 +5), temos que |LIS(u(0))| =
|(2 3 4 6)| =4. Assim, scoreprs(o) = |LIS(u(o))| —neg(o) =4 -3 =1.
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Lema 3.14. Dada uma permutagdo m = (m my ... m,) tal que m # ¢, sempre é possivel
aumentar o valor de scorep;s(m) com uma operagao.

Demonstra¢ao. Se m é uma permutacao sem sinais, o valor de neg(m) serd sempre nulo,
e u(m) = m. Desta forma, temos que scorep;s(m) = |LIS(m)|, e o Lema garante que
sempre ¢é possivel aumentar seu valor.

Se m é uma permutagao com sinais, e enquanto |LIS(u(7))| < n, aplique a operagao
descrita no Lema Como a transposi¢ao nao troca os sinais dos elementos envolvidos,
o valor de neg(m) nado seréd alterado com esta operacdo, garantindo assim que scorers
vai necessariamente aumentar. Caso |LIS(u(m))| = n e scoreprs(m) # n, temos que
neg(m) > 0. Para aumentar o valor de scorerrs(m), basta aplicar uma reversao unitaria
pr em algum elemento negativo de 7. Esta reversao fara com que neg(rw-p,) = neg(w) —1,
e o valor de |LIS(u(m))| nao sera alterado, uma vez que u(7 - p,) = u(n). O

A heuristica aplica todas as operacoes possiveis calculando, para cada m; resultante, o
valor de scoreprs(m;). De forma gulosa, é escolhida a operagao que resulta no maior valor
de scoreprs a cada passo. O Lema garante que a heuristica ordena a permutacao,
uma vez que sempre é possivel aumentar o valor de scorey;s(m). Dado que o maior valor
possivel para |LI1S(m)| é n, quando m = ¢, e neg(mw) > 0, temos que scorep;s(m) =n <=
=1

Fungao 4 LenLIS(7) (Complexidade: O(nlogn))

1. lis < |LIS(7)|, calculado utilizando programacao dinamica e busca binaria
2: return lis

Heuristica 5 LIS(7) (Complexidade: O(n®logn)

1: dist <0
2: enquanto (7w # ) faga
3: o4
4: best < —o0
5: para cada operagao p valida facga
6: T4 TP
7 lis <~ LENLIS(o)
8: scoreps + lis — neg(o)
9: se best < scorerrs entao
10: best < scorerrg
11: o0
12: fim se
13: fim para
14: T4
15: dist < dist + 1
16: fim enquanto
17: return dist

A complexidade de tempo desta heuristica ¢ de O(n®logn): existem O(n?®) reversoes
e transposigoes aplicaveis em 7 e aplicar cada operagao custa O(n). Calcular o valor de
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scorerrs de uma permutagao custa O(nlogn), totalizando assim O(n*logn). Como sio
necessarios no maximo O(n) passos para ordenar a permutagao, a complexidade total da
heuristica &, entdo, O(n°logn).

3.4 LISHLDS

Esta heuristica baseia-se na combinagao da Subsequéncia Crescente Maxima, denominada
LIS, e da Subsequéncia Decrescente Maxima, denominada LDS. Seja A = (a; as ... a,)
uma sequéncia de nimeros inteiros. Uma subsequéncia B = (by by ... b,,) de A ¢é dita
decrescente se, para qualquer par de elementos adjacentes b;, 0,11, com 1 < i < m, b; >
biv1-

Por exemplo, dada a sequéncia A=(4 23 517 6 8), B= (7 6) é uma subsequén-
cia decrescente de A, mas ndo é méaxima: a sequéncia C' = (4 2 1), é uma subsequéncia
decrescente de A e maxima, ou seja, nao é possivel encontrar outra subsequéncia decres-
cente com nimero de elementos maior que 3. Note que também podem existir mais de
uma subsequéncia decrescente maxima de uma sequéncia: a subsequéncia D = (4 3 1)
de A também é decrescente e maxima.

A utilizagao apenas da LIS como métrica para ordenar permutagoes possui uma grande
desvantagem quando podemos aplicar reversoes durante a ordenagao: se LDS(m) é maior
que LIS(m) seria mais interessante aumentar esta subsequéncia decrescente e, eventu-
almente, aplicar uma reversao que transforme esta subsequéncia decrescente em uma
subsequéncia crescente de elementos.

Lema 3.15. Dada uma permutacao sem sinais w, com 7 # (;,,, sempre €& possivel au-
mentar o tamanho da LDS com uma operagao.

Demonstragao. Seja a um elemento da permutagao 7 tal que a ¢ LDS(m). Aplique uma
transposigao p; que mova o elemento a a esquerda do elemento b tal que b € LDS(7) e b
seja o maior elemento da LDS menor que a. Se nao existe b < a, aplique uma transposigao
p: que mova o elemento a a direita de ¢ € LDS(m) tal que ¢ seja o ultimo elemento da
LDS. Com isso, a € LDS(7 - p;), e |LDS(7 - py)| = |LDS(m)| + 1. O

Por exemplo, para a = (1 4 5 3 2 6), obtemos LDS(a) = (5 3 2) e, assim, temos
os seguintes valores para a:

b ¢ Pt - py LDS(a - py)
- 2 p(1,2,6) 453216) (5321)
3 p0(2,3,4) (154326) (5432)
5 p:(3,6,7) (146532 (6532)

S~ =

O célculo do tamanho da LDS de uma permutacao 7 é simples: basta inverter todos
os elementos de m e chamar a mesma funcao que realiza o calculo da LIS. Seja 7, =
7 py(1,n), onde n = |r|. Desta forma, |LDS(7)| = |LIS(miny)|-

Definigao 3.16. Dada uma permutagao m qualquer, scorerps(m) = |LIS(u(min))| —

neg(Tins).
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Para permutagoes com sinais, nao é verdade que sempre é possivel aumentar o tamanho
da LDS com uma transposi¢ao. Desta forma, definimos scorepps(m) = |LIS(u(Tiny))| —
neg(miny). Por exemplo, para 0 = (+2 —3 —1 —4 46 +5), temos que | LIS (u(oiny))| =
|(1 3)] = 2. Assim, scorepps(o) = |LIS(u(0iny))| — neg(ciny) =2 —3 = —1.

Lema 3.17. Dada uma permutagdo m = (m m ... m,) tal que m # ¢, sempre é possivel
aumentar o valor de scorepps(m) com uma operagao.

Demonstra¢ao. Se m é uma permutacao sem sinais, o valor de neg(m;,,) serd sempre
nulo, e u(w) = 7. Desta forma, score;ps(m) = |LIS(Tiny)|, € 0 Lema garante que
existe uma operagao que aumentara seu valor. Se m é uma permutagao com sinais, e
enquanto |L1S(u(m,,)| < n, aplique a operagao descrita no Lema Como a transpo-
si¢@o nao troca os sinais dos elementos envolvidos, o valor de neg(m;,,) nao sera alterado
com esta operagao, garantindo assim que scoreypps vai necessariamente aumentar. Caso
|LIS(u(Tiny))| = m e scorepps(m) # n, temos que neg(my,) > 0. Para aumentar o valor
de scorepps(m), basta aplicar uma reversao unitaria p, em algum elemento negativo de
Tinw- Lsta reversao fara com que neg(mi, - pr) = neg(miny) — 1, € o valor de | LIS (u(miny))|
nao seré alterado, uma vez que u(miny « pr) = UW(Tiny)- O

Definigao 3.18. Dada uma permutagao m qualquer, scorep sy ps(m) = maz(scoreprs(m),

scorepps(m)).

Lema 3.19. Dada uma permutagao m = (m; m ... m,) tal que m # ¢, sempre é possivel
aumentar o valor de scorerrsyrps(m) com uma operagao.

Demonstragao. Uma vez que scoreprsips = max(scorerprs, scorerps), € dados os lemas
e é garantido que existe uma operagao que aumenta o valor de scorerrsyps(m)
também. O

Esta heuristica utiliza entao a combinagao entre LIS e LDS da seguinte forma: aplique
todas as operacoes possiveis em 7 e calcule scoreprsips para cada permutacgao resultante,
e aplique a operagao que gerou a permutacao com o maior valor de scoreprsirps. Caso
exista mais de uma permutacgao com o maior valor de scorerrsirps, aplique a operagao
cujo scorerrsirps = Scorerrs, uma vez que o uso da métrica LD.S requer uma operagao
adicional para ordenar a permutagcao.

A complexidade deste algoritmo é a mesma que a versao que considera apenas LIS,
O(n®logn): existem O(n?) reversoes e transposicoes aplicaveis em 7, aplicar cada opera-
¢ao custa O(n) e calcular o valor de scoreps;ps custa O(nlogn). Como sao necessarios
no maximo O(n) passos até que a permutagao esteja ordenada, a complexidade total da
heuristica ¢ O(n’logn).

Funcao 6 LenLDS(7) (Complexidade: O(nlogn))

L Tiny < - pr(1,m)
2: return LENLIS(7;,,)
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Heuristica 7 LIS + LDS (Complexidade: O(n®logn))

1: dist <0

2: enquanto (7 # ) faga

3: best < —o0

4: bestlis < —o0

5: para cada operagao p valida faga

6: O TP

7 lis <= LENLIS(o)

8: lds < LENLDS(0)

9: scorerrs+ps < max(lis,lds) — neg(o)
10: se (best < scoreprsirps) ou (best = scoreprsips € bestlis < lis) entao
11: best <— scoreprsirps
12: bestlis + lis
13: a0
14: fim se
15: fim para
16: T4

17: dist < dist + 1
18: fim enquanto
19: return dist

3.5 LIS+BP

Outra abordagem que pode ser explorada é a utilizagao da métrica LIS em conjunto com
a métrica breakpoints na hora de calcular a pontuagao para uma operacao.

Definigao 3.20. Dada uma permutagao = qualquer, scorep;sipp(m) = scoreprs(m) —
b(m).

Lema 3.21. Dada uma permutagdo m = (m my ... m,) tal que m # ¢, sempre é possivel
aumentar o valor de scorep;s, gp(T) com uma operagao.

Demonstragao. Se |scoreprs(m)| < |m|, o Lemal[3.14 garante que sempre é possivel aumen-
tar o valor de scorer;s com uma operacao. Além disso, é possivel aumentar o valor de
scorers sem aumentar o nimero de breakpoints da permutagao, bastando que a transpo-
sicao nao leve apenas o elemento 7, mas sim a strip que contém o elemento i. Se o menor
elemento ¢ que nao faz parte de uma LIS esta localizado na mesma strip de um elemento
que ja faz parte da LIS, entao esta strip é necessariamente decrescente. Desta forma,
basta aplicar uma reversao nas extremidades desta strip e o elemento 7 estara presente na
LIS, a LIS necessariamente ird aumentar, e o numero de breakpoints ird, no méaximo,
diminuir. Se |scoreprs(m)| = |7, temos que u(mw) = ¢ e neg(mw) = 0 por definigao e, desta
forma, 7 =1 e b(mw) = 0. O

Por exemplo, seja a permutagao sem sinaisc = (4 2 3 5 1 7 6 8). Assim, temos que
LIS(oc) = (2 356 8) e scorerrs = |LIS(o)] = 5. Além disso, temos que b.(7) = 6.
Logo, a pontuagao desta permutagao seria scorep;sipp(c) =5—6 = —1.
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Ja para a permutagao com sinaisa = (4 2 3 =5 —1 7 6 8), temos que LI1S(u(0)) =
(2 356 8)e,desta forma, scorerrs = |LIS(0)|—neg(o) = 5—2 = 3. Além disso, temos
que by (m) = 7. Assim, a pontuacao desta permutagao seria scoreprsipp(c) =3—7 = —4.

Heuristica 8 LIS+BP(7) (Complexidade: O(n’logn))

1: dist <0

2: enquanto (7 # ) faga

3: best <— —o0

4: para cada operagao p valida faga
9: O—T-p

6: scoreprsypp < LENLIS(0) — b(0)
7 se best < scorer;s.pp entao

8: best <— scorerrsipp

9: <0

10: fim se
11: fim para
12: T4«

13: dist < dist + 1
14: fim enquanto
15: return dist

A complexidade de tempo desta heuristica ¢ O(n°logn): existem O(n®) reversoes e
transposigoes aplicaveis em 7, aplicar cada operacao custa O(n). Calcular scorerg leva
tempo O(nlogn), e calcular o nimero de breakpoints da permutagao custa O(n). Como
sao necessarios O(n) passos até que a permutacao esteja ordenada, temos, entdo que a
complexidade total da heuristica é O(n’logn).

3.6 Entropia

Esta heuristica baseia-se no nivel de “desordem” dos elementos da permutacao. Dada uma
permutacao m, o valor da desordem de um elemento m; é dado pelo médulo da diferenca
entre o valor absoluto de 7; e sua posicao atual i, ou seja,

desordem(m;) = ||m;| — i
O valor da entropia de uma permutacao 7 é a soma da desordem de todos seus elementos,

ou seja,

entro(m) = Z desordem(m;)
i=1

Lema 3.22. Dada uma permutagao 7 tal que u(m) # ¢, sempre é possivel diminuir o
valor da entropia com uma operacao.

Demonstragao. Seja m, =i o menor elemento da permutacao tal que desordem(my) # 0,
e seja entro(m) = W. Vamos analizar a aplica¢ao da transposigao p;(i, k, k+ 1), que move
o elemento ¢ da posicao k para a posi¢ao i.
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Dentre os (k—1) elementos que estao a esquerda de 7 antes de aplicar a transposigao,
podem existir, no maximo, (k —i — 1) elementos em suas posi¢oes corretas e, consequen-
temente, com valor de desordem igual & zero: os elementos entre as posi¢oes (i + 1) e
(k—1). O elemento m; deve, obrigatoriamente, ter valor de desordem nao nula, e m; > 7y
por definicao. Apds a aplicagao da transposi¢ao, todos os elementos com desordem nula
que estavam entre as posigoes (i+1) e (k—1) terdo o valor de desordem incrementado em
uma unidade, aumentando entdo em (k — i — 1) unidades o valor da entropia de 7 - p;. O
elemento que estava na posicao m; deve, obrigatoriamente diminuir em uma unidade seu
valor de desordem. Como o elemento ¢ estarda em sua posigao correta apos a transposicao,
seu valor de desordem agora sera nulo, diminuindo assim o valor da entropia de 7 - p; em
(k — i) unidades.

Assim, entro(w- p;) = entro(n)+ (k—i—1)—1—(k—1i) = W —2. Para o caso em que
o namero de elementos entre as posigoes (i + 1) e (k — 1) com desordem nula seja menor
que (k—1i—1), o valor final da entropia sera ainda menor que W — 2, uma vez que, assim
como T;, estes elementos terao seu valor de desordem decrescidos em uma unidade. [

Por exemplo, para a permutacao sem sinais 0 = (1 4 3 5 2 6), temos os seguintes
valores de desordem:

o= (143526)
desordem(c) = (0201 3 0)
entro(c) = 2+1+3=6

O menor elemento i da permutagao tal que desordem(oy) # 0 é o elemento i = 2,
na posi¢ao k = 5. Assim, ao aplicar a transposicao p,(i,k,k + 1) = p(2,5,6) temos que
o-p=(124356) e desordem(2) = 0. Além disso, o elemento (o - p)s = 3 foi
deslocado de sua posicao correta, aumentando o valor de sua desordem em uma unidade.
Por sua vez, os elementos (o - p;)s = 4 e (0 - pt)5s = 5, que possuiam valor de desordem
nao-nula em o, terao seus valores de desordem decrescidos em uma unidade. Assim, temos
os seguintes valores de desordem:

o-pp= (124356)
desordem(c - p) = (00110 0)
entro(o - p;) = 1+1=2

Definig¢ao 3.23. Dada uma permutacao 7 qualquer, scorepnrro(m) = entro(m)+neg(r).

Note que, se m é uma permutagao sem sinais, entro(m) = 0 <= 7 = . Entretanto,
quando 7 é uma permutagdo com sinais, entro(m) = 0 implica apenas que u(7) = ¢, e ndo
necessariamente que ™ = ¢, pois podem existir elementos em suas posicoes corretas porém
com sinais negativos. Desta forma, definimos o scoregpnrro(m) de uma permutagao m
como a soma do valor da entropia da permutacao e do nimero de elementos negativos
desta permutagao.

Lema 3.24. Dada uma permutagdo m = (m my ... m,) tal que m # ¢, sempre é possivel
diminuir o valor de scoregnrro(T) com uma operagao.
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Demonstra¢ao. Se m é uma permuta¢ao sem sinais, o valor de neg(m) serd sempre nulo.
Desta forma, scorepnrro(m) = entro(m), e o Lema [3.22) garante que existe uma operagao
que dimimui o valor de scoregnrTro. Se m € uma permutacao com sinais, e enquanto
entro(m) > 0, aplique a operagao descrita no Lema . Como a transposicao nao troca
os sinais dos elementos envolvidos, o valor de neg(7) nao sera alterado com esta operagao,
garantindo assim que scoregnrro val necessariamente diminuir. Caso entro(m) = 0, e
scoregpyrTro(m) > 0, temos que neg(m) > 0. Aplique uma reversao unitéaria p, em algum
elemento negativo de 7. Esta reversao fara com que neg(w - p,) = neg(w) — 1, e o valor
de entro(m) nao sera alterado, uma vez que a reversao aplicada nao troca elementos de
lugar. ]

A heuristica testa todas as operagoes aplicaveis em 7 a cada passo e realiza a operagao
que possui o menor valor de scoregnyrro, até que scorepnTro(m) = 0 e, consequente-
mente, 7 = ¢. A heuristica eventualmente ordena a permutacao uma vez que o Lema [3.24]
garante que sempre é possivel diminuir o valor de scoregpnrTro(T) para ™ # .

Funcao 9 NumEntropia(m) (Complexidade: O(n))
1: e+ 0

2: para cada i € [1...n] faga
3: e e+ |m — i

4: fim para

5: return e

Heuristica 10 Entropia(n) (Complexidade: O(n?))

1: dist < 0

2: enquanto (7 # ) faga

3: best < oo

4: o< T

5: para cada operagao p valida facga
6: T4 TP

7: scoregnTro — NUMENTROPIA(0) + neg(o)
8: se best > scoregnTro €ntao

9: best < scoregnTRO

10: o0

11: fim se

12: fim para

13: T4 &

14: dist < dist + 1

15: fim enquanto

: return dist

—
(=2

A complexidade de tempo desta heuristica ¢ O(n®): existem O(n?) reversoes e transpo-
si¢oes aplicaveis em 7, aplicar cada operacao custa O(n), e calcular o valor de scoregpnTrO
para uma permutagao custa O(n). Como sdo necesséarios no maximo OQ(n) passos, a com-
plexidade total da heurfstica é O(n®).
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3.7 Inversoes

Esta heuristica utiliza o conceito de inversoes para ordenar a permutacao. Existe uma
inversao entre dois elementos 7; e m; da permutagdo 7 se |m;| > |m;| e j > i, ou seja,
existe um elemento 7; a direita de 7; cujo valor em médulo ¢ menor que ele. O nimero de
inversoes em uma permutagao 7, denotado por inv(m), é dado pela soma do nimero de
inversoes para cada um de seus elementos. Por exemplo, os elementos da permutacao o =
(2 53 4 1 6) possuem os seguintes numeros de inversoes: inv(2) = 1, pois o elemento 1
estd a direita de 2, inv(5) = 3, pois os elementos 3, 4 e 1 estao a direita de 5, inv(3) = 1,
pois o elemento 1 esté a direita de 3, inv(4) = 1, pois o elemento 1 esta a direita de 4,
e inv(1) = 0, pois nao existem elementos a direita de 1 menores que ele. Desta forma,
inv(c)=(131100)=6.

E possivel calcular o niimero de inversdes de uma permutacdo em O(n?), testando
todos os pares de elementos de . Entretanto, existe uma forma mais eficiente de calcular
o ntimero de inversoes utilizando o método de divisao e conquista do algoritmo MergeSort.

O ntmero de inversoes quando temos apenas um elemento é sempre igual a zero.
Suponha agora que sabemos o ntmero de inversoes em duas metades de permutagoes
(agora ordenadas), de tamanhos |n/2| e [n/2] respectivamente, durante a execugao do
MergeSort. O que precisamos saber agora ¢ o numero de inversoes durante a execucao da
fungao merge() do MergeSort, que juntara as duas metades.

Vamos utilizar o indice ¢ para percorrer o vetor a, que contém metade dos elementos
da permutacao, e 5 para percorrer o vetor b, que contém a outra metade dos elementos da
permutagao, durante a execugao da fungao merge(). Em qualquer passo, se b[j] é escolhido
pela fungao como proximo elemento da permutagao ordenada, temos que a[i] > b[j], entao
existem len(a) — i inversoes, uma vez que o vetor estd ordenado e, assim, os elementos
ali+1],ali+2], ...aln/2] também sao maiores que b[j]. Recursivamente, é possivel calcular
o nimero de inversoes enquanto a permutacao é ordenada pelo algoritmo e, desta forma,
conseguimos calcular com complexidade de tempo O(nlogn), complexidade do algoritmo
MergeSort.

7 8 2 6 5 3 4 1
7 8 2 6 5 3 4 1
7| 18| |2 |6 5/ |3 (4] (1
0 0 0 0 0 0 0 0
7 8 2 6 3 5 1 4
0 0 1 1
2 6 7 8 1 3 4 5

1 2 3 4 5 6 7 8

22

Figura 3.5: Ordenagao por MergeSort da permutagao o = (7 8 2 6 5 3 4 1).
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Fungao 11 MergeAndCount(A, B) (Complexidade: O(n))
1< 0
70
: count < 0
[0
: enquanto a < |A| e b < |B| faga
next = min(Alal, B[b])
[ < 1+ [next]
se B[b] = next entao
b+ b+1
count < count + |A| —a
senao
a<a+1
fim se
: fim enquanto
: se a < |A| entao
[+ 1+ |Ala:|A]]
: fim se
: se b < |B| entao
[+ 1+ |B[b: Bl
: fim se
. return (count, )

© P> g ey

I T e e e e e e

Considere a Figura [3.5] que representa os passos para a ordenagdo da permutagao
oc=(78265 34 1) pelo algoritmo MergeSort. Na fase de divisdo, representada pelos
quadrados cinzas, nao precisamos nos preocupar com o nimero de inversoes. Quando
temos apenas conjuntos unitarios, atribuimos niimero de inversoes igual a 0, representados
em vermelho. A cada merge entre dois conjuntos, atribuimos ao conjunto resultante a
soma do niamero de inversoes em cada um mais o nimero de inversoes obtidos durante o
merge. Por exemplo, quando o algoritmo faz o merge dos conjuntos (3,5) e (1,4), temos
que numero de inversoes do novo conjunto sera igual a 5, resultante da soma de inversoes
dos dois conjuntos, acrescidos das 3 inversoes identificadas pela fun¢ao merge: comegando
com i = j = 0, o primeiro elemento escolhido sera b[0] = 1 e, desta forma, existem

Funcao 12 MergeSort(L) (Complexidade: O(nlogn))
se |L| =1 entao
return (0, L)
fim se
m = |r|/2
A<+ L[1:m]
B« Lim+1: ||
(invA, SortedA) <~ MERGESORT(A)
(invB, SortedB) <~ MERGESORT(B)
(count, SortedL) <~ MERGEANDCOUNT(SortedA, SortedB)
return (count+invA-+invB, SortedL)

H
@
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len(a) —i =2 — 0 = 2 inversoes. Apos a escolha do elemento 3, i = j = 1, e o proximo
elemento a ser escolhido serd novamente b[1] = 4 e, agora, existe len(a) —i =2—-1=1
inversoes totalizando, desta forma, 5 inversoes.

Lema 3.25. Dada uma permutagdo m = (m; 7 ... m,) sem sinais, com 7 # ¢, sem-
pre é possivel diminuir o ntmero de inversoes em pelo menos uma unidade com uma
transposicao.

Demonstragao. Seja m; = a o menor elemento fora de sua posigao a e, assim, inv(m;) = 0,
uma vez que nao existe m; < a tal que j > 7. Aplique a transposicao p(a,i,i + 1),
colocando o elemento a na posicao m,. Apoés aplicar esta transposicao, o nimero de
inversoes dos elementos 7;, com a < j < ¢, diminuird em uma unidade, uma vez que o
elemento a é menor que todos os elementos deste intervalo. O

Por exemplo, seja a permutagdo 0 = (1 4 5 2 3). O menor elemento fora de sua
posicao é a = 2, que esta na posicao ¢ = 4. Desta forma, temos o seguinte valor para o
nimero de inversoes de o:

o= (14523)
inv(c) = (02200) =4

Note que ao aplicar a transposicao pi(a,i,i + 1) = p(2,4,5) os valores de inv(m;),
para 2 < 7 < i diminuem em uma unidade, destacados em negrito:

o-pp= (12453)
inv(c-p)= (00110 =2

Note que, se 7 ¢ uma permutagao sem sinais, inv(m) = 0 <= 7 = . Entretando, se
7 é uma permutagao com sinais, inv(m) = 0 ndo implica necessariamente em 7 = ¢. Por
exemplo, a permutacao @ = (+1 —2 +3 —4 —5) possui inv(7w) = 0, uma vez que em
modulo os elementos da permutagao formam uma sequéncia crescente, entretanto, m # ¢.

Defini¢ao 3.26. Dada uma permutacao 7 qualquer, score;yy (w) = inv(w) + neg(r).

Desta forma, definimos como scorejyy de uma permutagao o nimero de inversoes que
ela possui somados ao nimero de elementos negativos da permutagao. Assim, quando
scoreryy = 0, temos que inv(m) = 0 e ndo existem elementos negativos na permutagao e,
desta forma, m = ¢.

Lema 3.27. Dada uma permutagao m = (m; m ... m,) tal que m # ¢, sempre é possivel
diminuir o valor de scoreryy (m) com uma operagao.

Demonstra¢ao. Se m é uma permutacao sem sinais, o valor de neg(m) sera sempre nulo.
Desta forma, scoreryy(m) = inv(m), e o Lema garante que existe uma operacao que
dimimui o valor de scorejyy. Se m é uma permutagao com sinais, e enquanto inv(mw) > 0,
aplique a operagao descrita no Lema [3.25] Como a transposigdo nao troca os sinais dos
elementos envolvidos, o valor de neg(m) nao sera alterado com esta operagao, garantindo
assim que scoreryy vai necessariamente diminuir. Caso inv(m) = 0, e score;yy(m) > 0,
temos que neg(m) > 0. Aplique uma reversao unitaria p, em algum elemento negativo
de 7. Esta reversao farad com que neg(w - p,) = neg(m) — 1, e o valor de inv(7) nao sera
alterado, uma vez que a reversao aplicada nao troca elementos de lugar. O
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Dada a permutagao o = (+4 —2 —1 —5 +3), temos que inv(c) =(3 1 0 1 0) = 5.
Assim, scoreryy (o) = inv(o) +neg(o) =5+ 3 =8.

Assim, a heuristica escolhe a cada passo a operacao cujo scoreryy da permutagao
resultante seja o menor possivel. O Lema garante que a heuristica ird ordenar uma
vez que sempre ¢é possivel diminuir seu valor com uma operagao até que score;yy(m) = 0
e, assim, m = ¢.

Heuristica 13 Inversoes(w) (Complexidade: O(n°logn))

1: dist + 0

2: enquanto (7 # ) faga

3: best < oo

4: para cada operacao p valida faga
S: T4 TP

6: (inv, sort) <~ MERGESORT (u(0))
7: scoreryy < inv + neg(o)

8: se best > score;ny entao

9: best < scorerny
10: a0
11: fim se

12: fim para

13: T4

14: dist < dist + 1

15: fim enquanto

16: return dist

A complexidade de tempo desta heuristica ¢ O(n°logn): existem O(n?) reversoes e
transposigoes aplicaveis em m, aplicar cada operacao custa O(n), e calcular o valor de
scoreryy com o auxilio da fungdo MergeSort custa O(nlogn). Como sdo necessarios no
méaximo O(n) passos, a complexidade total da heuristica ¢ O(n®logn).

3.8 Resultados

Com o objetivo de comparar a performance das heuristicas apresentadas neste capitulo,
criamos dois bancos de permutagoes de tamanho n, para 10 < n < 100, e n =0 (mod 5),
sendo um banco composto apenas de permutag¢oes com sinais e outro apenas com permu-
tagoes sem sinais.

Para cada valor de n, foram feitas 10000 execugbes do Algoritmo [14], tal que cada
execucao gerasse uma permutacao distinta das anteriores. Em cada execucao, a partir
da permutacao ¢, o Algoritmo [14] aplica 10 reversoes e 10 transposi¢oes. Assim, qualquer
permutacao contida nos bancos de permutagoes pode ser ordenada com no maximo 20
operacoes cada. Para criar o banco de permutagoes sem sinais, as reversoes aplicadas pelo
algoritmo nao inverteram a orientacao dos elementos envolvidos na operagao, bem como
nao foram aplicadas reversoes que afetam apenas um elemento da permutacgao. Ja para
criar o banco de permutacoes com sinais, as reversoes aplicadas inverteram os sinais de
cada elemento envolvido na operagao.
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Algoritmo 14 Gerador de Permutagoes Aleatorias

1:
2: 70
3: kK« 0
4: perm <— iy,
5: nrev <— 10
6: ntransp < 10
7: sort < ()
8: enquanto nrev + ntrans > 0 faga
9: op < rand(r,t)
10: se op =1r e nrev > 0 entao
11: i« rand(1,n)
12: j < rand(1,n)
13: perm <— rev(perm, i, j)
14: sort < sort + [[i, )]
15: nrev < nrev — 1
16: senao se op =t e ntransp > 0 entao
17: i < rand(1,n)
18: j < rand(1,n)
19: k < rand(1,n + 1)
20: perm < transp(perm, i, j, k)
21: sort < sort + [[i, j, k||
22: ntransp <— ntransp — 1
23: fim se

24: fim enquanto
25: return (perm, sort)
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Todas as heuristicas foram executadas com cada uma das permutacoes, e a distancia
média retornada para cada conjunto de permutacoes de tamanho n, para permutacoes
sem sinais e permutagoes com sinais estao nas tabelas e respectivamente. As
heuristicas Entropia, Inversoes e Breakpoints foram denotadas por ENTRO, INV e BP,
respectivamente. Note que quanto melhor a heuristica, menor o nimero de operagoes que
ela utiliza. Assim, uma heuristica A produz resultados melhores que uma heuristica B
se, dado uma permutacao ou conjunto de permutagoes, a distancia média obtida por A é
menor que a distancia média obtida por B.

Note que, com excecao das permutagoes sem sinais de tamanho 10, cujas heuristicas
LC+RC e LIS+BP apresentaram o melhor e o segundo melhor resultado, respectivamente,
a heuristica Breakpoints apresenta sempre os melhores resultados tanto para permutacoes
sem sinais com tamanho maior que 10 quanto para qualquer tamanho de permutagoes com
sinais.

Comparando as heuristicas LIS+BP e Breakpoints, podemos notar que os resultados
da primeira apenas foram melhores com permutagoes sem sinais de tamanho 10, ou seja,
para qualquer permutagao utilizada nos testes sem sinais com tamanho maior ou igual a
15, ou para qualquer permutacgao utilizada nos testes com sinais, a métrica LIS na média
acaba atrapalhando a performance da métrica Breakpoints.

Os resultados das heuristicas LIS+BP e LC+RC mostram que tanto para permutacoes
com sinais, quanto para permutagoes sem sinais ambas apresentam resultados medianos,
sendo que a heuristica LIS+BP obteve resultados levemente melhores que a heuristica
LC+RC. Isso mostra que a métrica Breakpoints ajuda nos resultados da métrica LIS
quando comparado com a utilizagao apenas da métrica LIS, uma vez que os resultados da
heuristica LIS+BP sao sempre melhores na média que os resultados da heuristica LIS.

Ja as demais heuristicas, LIS, LIS+LDS e Entropia, apresentaram os piores conjuntos
de resultados na média, tanto para permutacgoes com sinais, quanto para permutagoes sem
sinais, chegando a apresentar distancia média acima de 40 para determinados conjuntos,
o que representa o dobro da distancia maxima das permutagoes do banco de permutacoes.
Os resultados também mostram que a métrica LDS melhorou os resultados da utilizacao
apenas da métrica LIS com permutagoes sem sinais, e piorou os resultados da utilizacao
apenas da métrica LIS com permutagoes com sinais.
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Capitulo 4

Heuristica de Grafo de Ciclos

Este capitulo apresenta uma heuristica desenvolvida em nosso trabalho que ordena per-
mutagoes com sinais e permutagoes sem sinais por reversoes e transposicoes que decide
quais operagoes serao aplicadas principalmente com base no grafo de ciclos da permuta-
¢ao. Dessa forma, é necessario primeiramente encontrar uma decomposicao em ciclos da
permutacao a ser ordenada.

No caso de permutacoes com sinais, esta decomposicao ¢ tnica, como explicado na
Secao [2.3] Ja no caso de permutagoes sem sinais, ¢ preciso encontrar uma decomposi¢ao
de ciclos, de preferéncia méxima, mas este € um problema NP-Dificil [I0]. Assim, optamos
por utilizar uma decomposi¢ao de ciclos aproximada apresentada por Lin e Jiang [31], cujo
fator de aproximagao é de 1.4193 que, apesar de ser inferior ao melhor fator de aproximagao
de 1.4167 apresentado por Chen [12], possui um algoritmo mais simples.

Dada a decomposicao de ciclos G(¢) de uma permutagao o sem sinais, podemos rotular
os vértices da mesma forma que é realizada a rotulagao do grafo de ciclos de permutacoes
com sinais. O primeiro vértice recebe a rotulagao +0 e o ultimo vértice recebe o rétulo
—(n+1). Os demais vértices podem ser rotulados seguindo a regra de rotulacao de grafo
de ciclos a partir do vértice +0. Desta forma, é possivel obter uma permutacao com
sinais 7 a partir do grafo de ciclos da permutagao o da seguinte forma: se dois vértices
consecutivos sao da forma (o;, —0;), entao o sinal deste elemento serd negativo em 7.
Caso contrario, o sinal deste elemento sera positivo.

Por exemplo, dada a permutagdo sem sinais ¢ = (1 3 2 5 4), o algoritmo de Lin e
Jiang [31] retorna a decomposicao de ciclos apresentada na Figura A partir desta
decomposigao, podemos rotular os vértices comecando pelo vértice mais a esquerda, cujo
valor é sempre 0, e obter a permutagao com sinais 7 = (+1 —3 —2 —5 —4).

7 > = ~
4 e N ~
P -7 T < /7 \ AN
P Ve /.~ S / P \ \
/ \ VA \ \\ / AN \
\ / L I\ / I \ Iy 1
0 -1 +1 +3 -3 +2 -2 +5 -5 +4 4 -6

Figura 4.1: Decomposigao de ciclos da permutagao sem sinais 0 = (1 3 2 5 4).

48
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Dada a decomposi¢ao tunica de ciclos G(«) de uma permutacdo « com sinais (como
visto na Segao , temos que os vértices de G(«) ja foram rotulados pela regra men-
cionada acima. Por exemplo, dada a permutagao com sinais « = (+1 —3 —2 +5 +4),
obtemos a decomposigao tnica de ciclos apresentada na Figura[d.2l Como os vértices de «
ja foram rotulados seguindo a mesma regra, temos que obter uma permutagao com sinais
7 a partir da rotulagdo dos vértices de G(a) implica em 7 = «.

A partir deste momento, trabalharemos sempre com a permutacao com sinais 7 e seu
grafo de ciclos, obtidos a partir da decomposicao de ciclos.

—_—

S - ~
i < //f N S - -
/ \ / / NN S NI
R R Y R G| 2V SV
0 -1 +1 +3 -3 42 -2 -5 45 -4 +4 -6

Figura 4.2: Decomposigao de ciclos da permutacao com sinais & = (+1 —3 —2 +5 +4).

Os resultados apresentados na Secao mostram que a heuristica Breakpoints, defi-
nida na Segao [3.2] obteve os melhores resultados em todos os conjuntos de permutagoes
com sinais e em 90% dos conjuntos de permutacoes sem sinais. Assim, a heuristica que
apresentamos nesta se¢ao primeiramente procura por operagoes que removam pelo menos
dois breakpoints de 7w. Caso nao encontre uma operagao que remova pelo menos dois
breakpoints, a heuristica procura aumentar o nimero de ciclos impares do grafo, anali-
sando as caracteristicas dos ciclos existentes. Por dltimo, caso nao seja possivel aumentar
o nimero de ciclos fmpares do grafo com uma operagao ou aumentar o nimero de ciclos
do grafo com garantia de aproximacao 1.5, a heuristica ird procurar uma sequéncia de
operagoes em um banco de configuragoes criado. As proximas trés secoes detalham as
etapas utilizadas pela heuristica.

4.1 Remocao de breakpoints

A verificacao de uma operagao que remova breakpoints de 7 esté dividida em 3 partes:
remocao de trés breakpoints com uma transposi¢ao, remocao de dois breakpoints com
uma reversao e remoc¢ao de dois breakpoints com uma transposicao.

Remocao de 3 breakpoints com uma transposicao

O primeiro passo realizado pela heuristica consiste em procurar uma transposi¢ao que
remova trés breakpoints e, se tal operacao existir, ela serd aplicada a w. O Lema 4.1
mostra a configuracao do ciclo que permite a remocao de trés breakpoints e a operagao
necessaria.

Lema 4.1. Dados o grafo de ciclos G(7) de uma permutagdo 7 e uma transposigao p;
que remove trés breakpoints, p; é aplicada nas trés arestas pretas de um 3-ciclo orientado
convergente de G().
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Demonstracao. Para remover 3 breakpoints com uma transposi¢ao, a permutacao deve
possuir trés elementos 4,j e k, com p(i) < p(k) < p(j), tais que p(j + 1) = p(i) + 1,
p(i+1) =pk)+1eplk+1) =p(j)+ 1. Além disso, os sinais dos pares (i, (i + 1)),
(7, + 1) e (k,(k+ 1) devem ser iguais. A Figura mostra as arestas cinzas que
necessariamente devem existir em G(7) para que esta operagao exista, implicando em um
3-ciclo orientado convergente na forma C' = (p(k +1),p(j + 1), p(i + 1)). Seja a a aresta
preta que liga os vértices i e (j+1), b a aresta preta que liga os vértices k e (i+1), e c a
aresta preta que liga os vértices j e (k+1). Assim, a transposi¢ao p(a, b, c) transforma
este 3-ciclo em 3 ciclos unitarios, resultando em Ac(m, pr) = 2 € Acimpar (T, pr) = 2. O

A A A
I I I
/7 s A N AN
[ a 7/ { b €
+i —(j+1) +k  —(i+1) +  —(k+1)
VR -~ N\ VN
L a . b, ¢ |
+i o —(i+1) +j —(j+1) +k  —(k+1)

Figura 4.3: Configuragdo necesséaria em G(m) para existir uma transposi¢do que remova
3 breakpoints.

Remocao de 2 breakpoints com uma reversao

O segundo passo da remocao de breakpoints, caso nao encontre uma transposi¢ao que
remova trés breakpoints, sera procurar uma reversao que remova dois breakpoints e, caso
encontre, esta reversao sera aplicada em m. O Lema [4.2] mostra a configuragao do ciclo
que permite a remocao de dois breakpoints com uma reversao e a operagao necessaria
para tal.

Lema 4.2. Dados o grafo de ciclos G(7) de uma permutagdo 7, e uma reversao p, que
remove dois breakpoints, p, é aplicada nas duas arestas pretas de um tnico 2-ciclo diver-

gente de G(7).

Demonstracao. Para remover 2 breakpoints com uma reversao, a permutacao deve possuir
dois elementos i e 7, com p(i) < p(j), tais que p(j) = p(i) +1ep(j+1) =pi+1)+ 1.
Além disso, temos obrigatoriamente i x (i +1) < 0 e j x (j +1) < 0. A Figura
mostra as arestas que necessariamente devem existir em G(m) para que esta reversao
exista, implicando em um 2-ciclo divergente na forma C' = (p(i + 1), —p(j)). Seja a a
aresta preta que liga os vértices i e j, b a aresta preta que liga os vértices —(i+1) e (j+1)
e (b—1) a aresta preta a esquerda de b. Assim, a reversao p,(a,b — 1) transforma este
2-ciclo em 2 ciclos unitarios, resultando em Ac(m, p,) =1 € Acimpar (T, pr) = 2. O
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o s = < D
s4ay 2\
+Hoo4 —(i+1) —-G+1)
(D S Lo
+Ho =G+ + o =G+D)

Figura 4.4: Configuracao necessaria em G(m) para existir uma reversao que remova 2
breakpoints.

Remocgao de 2 breakpoints com uma transposigao

O terceiro e ultimo passo da remogao de breakpoints, caso nao encontre uma reversao que
remova dois breakpoints, serd procurar uma transposicao que remova dois breakpoints e,
se encontrar, aplicd-la em 7. O Lema mostra a configuracao do ciclo que permite a
remocao de dois breakpoints com uma transposi¢ao e a operagao necesséaria para tal.

Lema 4.3. Dados o grafo de ciclos G(7) de uma permutagao 7, e uma transposi¢ao p;
que remove dois breakpoints, p; é aplicada em trés arestas pretas de um mesmo k-ciclo
de G(m), com k > 3.

Demonstracao. Para remover 2 breakpoints com uma transposicao, a permutagao deve
possuir dois elementos i e j, com p(i) < p(j), tais que

e p(j+1) =p@)+1ep(ly) >pli+1) > p(+ 1), removendo os dois primeiros
breakpoints, ou

o p(i) < p(y), p(i+1) =p()+1ep(yj+1) > p(i+1), removendo o primeiro e o
ultimo breakpoint, ou

e p(i) >p(j) >pli+1)ep(j+1)=p(i)+ 1, removendo os dois ultimos breakpoints.

Além disso, os sinais dos elementos que formam os pares (7, (i+1)) e (4, (j+1)) devem ser
iguais. A Figura mostra as arestas que necessariamente devem existir em G(7) para
que cada uma destas transposi¢oes exista, implicando em um k-ciclo com k > 3. Assim,
a transposicao p:(a, b, ¢) transforma este k-ciclo em 2 ciclos unitarios e um (k — 2)-ciclo.
Desta forma, Ac(m, pr) = 2 € Acimpar (T, pt) = 2. O

Consideragoes gerais

Note que qualquer operacdo encontrada nesta etapa aumenta Cjmpq-(7). Note também
que eventualmente nao serd possivel encontrar operagoes que removam dois ou trés bre-
akpoints. A heuristica nao busca uma operacao que remova um breakpoint por dois
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Figura 4.5: Configuragoes necessérias em G(7) para existir uma transposi¢ao que remova
2 breakpoints.

motivos: primeiramente, o Lema garante que sempre existira tal operacao, e desta
forma, a heuristica acabaria realizando sempre as mesmas operacoes e retornando os mes-
mos resultados da heuristica Breakpoints. Além disso, ao remover um breakpoint nao
¢ garantido que Cipper () ird aumentar ao aplicar a operagao encontrada. A Fungao
resume a ordem dos passos seguidos por esta etapa.

Fungao 15 RemoveBreakpoints(G(r))

1: se existe p; segundo o Lema [4.1| entao
2 return p,
3: fim se

4: se existe p, segundo o Lema entao
5: return p,

6: fim se

7: se existe p; segundo o Lema entao
8 return p,

9: fim se

10: return ()

4.2 Analise dos ciclos existentes

Nesta parte, a heuristica ira classificar os ciclos de G(7) de acordo com suas caracteristicas
e verificar a existéncia de uma operagao que aumente primeiramente o nimero de ciclos
impares. Em tltimo caso, a heuristica ird verificar uma operacao que aumente o nimero
de ciclos pares sem alterar o nimero de ciclos impares do grafo de ciclos G(7), dado que
esta operacao garante o fator de aproximagao de 1.5.
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Ciclos orientados convergentes com duas distancias impares

No primeiro passo da analise, a heuristica procura por triplas orientadas em ciclos ori-
entados que aumentem o nimero de ciclos impares do grafo com uma operacao. Seja a
distancia dist(r,t), entre duas arestas pretas r e t no mesmo ciclo C', o nimero de arestas
cinzas em C' que devem ser percorridas para ir de r para t, considerando a orientacao
do ciclo. O Lema mostra a configuragao necessaria para existir um ciclo orientado
que permita uma transposicao que aumente o nimero de ciclos impares, bem como a
transposicao que deve ser aplicada para que Cjppq-(7) aumente.

Lema 4.4. Dados o grafo de ciclos G(7) de uma permutagao 7 e uma tripla de arestas
pretas orientadas de um ciclo C orientado, se existem pelo menos duas distancias impares
entre as arestas de C', entao existe uma transposicao que aumenta o nimero de ciclos
impares de G(7).

Demonstra¢ao. Uma transposi¢ao em uma tripla orientada (a, b, ¢) de um ciclo orientado
ird gerar 3 ciclos ¢i,co e c3, com tamanhos |c1| = dist(a,b), |ca| = dist(b,c), |es| =
dist(c,a). Se exatamente duas distancias entre as arestas que formam esta tripla orientada
forem impares, a soma das trés distancias implica que C' é ciclo par e, ao aplicar a
transposigao, temos que dois novos ciclos impares serdo criados (os dois que possuem
tamanho igual as duas distancias impares acima). Se as trés distancias sdo impares, entao
a soma das trés distancias implica que C' também ¢é um ciclo impar. Como este ciclo é
removido e sdo adicionados trés ciclos impares, temos que Ac;ppar (7, pr) = 2. A Figura
exemplifica um ciclo orientado onde dist(a,b) = x, dist(b,c) = z e dist(c,a) = y. Note
que a transposigao p;(a,b,c) cria 3 novos ciclos, sendo o ciclo a com x arestas cinzas, o

ciclo b com y arestas cinzas e o ciclo ¢ com z arestas cinzas. O]
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Figura 4.6: Aplicacdo de uma transposi¢ao p;(a,b,c) em G(7), transformando o ciclo
orientado (c,...,a,...,b,...) em trés novos ciclos com tamanhos 7, j e k. Neste caso os arcos
pontilhados nao representam arestas cinzas, mas sim a existéncia de caminhos com |cy],
|ca| € |c3| arestas cinzas, respectivamente.

Assim, o que a heuristica busca neste passo sao ciclos orientados tais que existam pelo
menos duas distancias impares em uma tripla orientada deste ciclo, garantindo assim a
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criagao de dois novos ciclos impares com uma transposi¢ao. Note que nao podem existir
triplas orientadas de ciclos orientados com mais de uma distancia unitéria entre as arestas
pretas, uma vez que sao ciclos tais que uma transposi¢ao remove dois ou trés breakpoints
da permutacao, e os passos da etapa anterior de remoc¢ao de breakpoints ja eliminaram
tais ciclos. Apos a listagem de todos os ciclos com a restri¢ao acima, nossa heuristica daréa
preferéncia para o ciclo cuja tripla orientada esteja entrelacada com uma tripla de um ciclo
nao-orientado com duas distancias impares, pois, como mostra a Figura[d.7] a transposi¢ao
transforma este ciclo em um ciclo orientado, garantindo assim que na proxima iteracao
exista uma transposi¢ao que aumente o nimero de ciclos impares. Caso nao existam
tais ciclos, a preferéncia serda de um ciclo cuja tripla orientada esteja entrelacada com
uma tripla de um ciclo nao-orientado apenas. Caso tais ciclos também nao existam, a
heuristica aplicara a transposicao em qualquer tripla orientada de um ciclo orientado com
duas distancias impares.
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Figura 4.7: Aplicagdo de uma transposicao pi(2,4,6) em G(), transformando o ciclo
nao-orientado (5,3,1) em um ciclo orientado (5,1, 3).

Ciclos pares divergentes

No segundo passo da anélise, a heuristica procura por duas arestas pretas divergentes em
um ciclo par divergente que, ao aplicar uma reversao, aumente o nimero de ciclos impares
do grafo. O Lema [4.5 mostra como esta reversao afeta o ciclo e em quais arestas ela deve
ser aplicada.

Lema 4.5. Seja G(7) o grafo de ciclos de uma permutacao 7. Se existe um ciclo C' par
divergente em G(7), entdo existe uma reversao que aumenta o nimero de ciclos impares

de G(m).

Demonstragao. Seja C = (..., —1i,j,...) o ciclo divergente de tamanho n par. Ao aplicar
a reversao p,(i,7 — 1), sera criado um ciclo Cy com uma aresta preta e um ciclo Cy com
(n — 1) arestas. Como C' é par, Cy sera necessariamente impar, garantindo, assim, que
ACimpar (T, pr) = 2. A Figura mostra um ciclo divergente e os dois ciclos resultantes
apos a aplicacao da reversao. O

Note que nao podem existir ciclos pares divergentes com apenas duas arestas pretas,
uma vez que sao ciclos tais que uma reversao removeria dois breakpoints da permutacao,
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Figura 4.8: Aplicagdo de uma reversao p,(a,b — 1) em G(7), transformando o ciclo par
divergente em dois ciclos impares.

e o segundo passo da etapa anterior de remocao de breakpoints ja eliminou tais ciclos.
Apos a listagem de todos os ciclos C' com a restrigao acima, nossa heuristica aplicara a
reversao no ciclo par C' tal que exista um ciclo D orientado com duas distancias impares
que contenha uma aresta preta divergente entre as arestas ¢ e j pois, como mostra a
Figura [4.9] Esta reversao transformaré este ciclo orientado divergente D em um ciclo
orientado convergente, garantindo assim que na proxima iteragao exista uma transposicao
que aumente o numero de ciclos impares. Caso nao exista tal ciclo, a heuristica aplicara
a reversao em qualquer ciclo par divergente C'.
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Figura 4.9: Aplicagao da reversao p,(2,3) em G(m), transformando o ciclo (4, —2) em dois
ciclos impares unitarios, e transformando o ciclo orientado divergente (5,1, —3) em um
ciclo orientado convergente (5, 1, 3).

Ciclos pares convergentes que se cruzam

No terceiro passo, a heuristica procura por uma tripla de arestas pretas em dois ciclos
pares C e (5 tal que exista pelo menos um aresta cinza de C adjancente a uma aresta
preta da tripla cruzando com pelo menos uma aresta cinza de C5 adjacente a uma aresta
preta da tripla, e aplica uma transposicao nesta tripla. O Lema mostra como esta
transposicao afeta os ciclos e em quais arestas ela deve ser aplicada.

Lema 4.6. Dados o grafo de ciclos G(7) de uma permutagao 7 e dois ciclos pares C
e (5 tais que exista pelo menos um aresta cinza de C; adjacente a uma aresta preta da
tripla cruzando com pelo menos uma aresta cinza de (5 adjacente a uma aresta preta da
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tripla, entao existe uma transposi¢ao que aumenta o namero de ciclos impares de G(7) e
cria um ciclo orientado.

Demonstragao. Seja Cy = (...,c,a,...) e Cy = (...,b,...) dois ciclos pares tais que ¢ >
b > a. Ao aplicar a transposicao p(a,b,c), os ciclos Cy e Cy serdo removidos de 7 e
dois novos ciclos C, e Cj, serao criados tais que C, possui tamanho |C;| — 1 e C} possui
tamanho |Cs| + 1. Como C e Cy sdo pares, entao C, e C} sao impares e, desta forma,
ACimpar (T, pr) = 2. A Figura mostra dois ciclos pares gerando um ciclo unitario e
um ciclo impar com uma transposicao.

A aresta cinza representada na Figura pela cor azul é removida de C e inserida
no ciclo unitario Cj, e as demais arestas cinzas de C; e Cy formam o ciclo C,. Note que
a aresta cinza representada pela cor vermelha é uma aresta direita tal que apenas seu
vértice a direita ¢ movido pela transposicao também a direita, logo é uma aresta direita
em C,. Da mesma forma, a aresta cinza representada pela cor verde é uma aresta direita
tal que apenas seu vértice esquerdo é movido pela transposi¢ao também a esquerda, logo
é uma aresta direita em C,. Sendo assim, o ciclo C, possui pelo menos duas arestas cinzas
direitas e, desta forma, é necessariamente orientado. O
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Figura 4.10: Aplica¢ao de uma transposigao p;(a, b, ¢) em dois ciclos pares que se cruzam
em G(m), gerando dois ciclos impares.

Da mesma forma que no primeiro passo da analise, nossa heuristica dara preferéncia
para o par de ciclos cuja tripla esteja entrelagada com uma tripla de um ciclo nao-orientado
com duas distancias fmpares. Caso contrério, a preferéncia serda para o o par de ciclos
cuja tripla esteja entrelacada com uma tripla de um ciclo nao-orientado apenas. Caso tal
ciclo também nao exista, a heuristica aplicard a transposicao em qualquer par de ciclos
pares convergentes que se cruzam.

Ciclos pares convergentes

No quarto passo, a heuristica procura por uma tripla de arestas pretas em dois ciclos
pares C; e (5, e aplica uma transposi¢ao nesta tripla, gerando dois novos ciclos impares.
O Lema [4.7 mostra como esta transposigao afeta os ciclos e em quais arestas ela deve ser
aplicada.
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Lema 4.7. Dados o grafo de ciclos G(7) de uma permutagao 7 e dois ciclos pares C e
C5 que nao se cruzam, entao existe uma transposicao que aumenta o numero de ciclos
impares de G(7).

Demonstragao. Seja Cy = (...,b,a,...) e Cy = (...,c,...) dois ciclos pares tais que nao
exista nenhuma aresta cinza de C] que cruza com uma aresta cinza de Cy. Ao aplicar
a transposigao pi(a,b,c), os ciclos C; e Cy serdao removidos de 7 e dois novos ciclos C,
e Cj serao criados tais que C, possui tamanho |Cj| — 1 e C} possui tamanho |Cy| + 1.
Como C e Cy sao pares, entdao C, e Cy, sao impares e, desta forma, Acipper (7, pr) = 2.
A Figura mostra dois ciclos pares gerando um ciclo unitario e um ciclo impar com a
transposigao p(a, b, c). ]

Figura 4.11: Aplica¢do de uma transposicao pi(a,b,c) em dois ciclos pares C; = (b,a) e
Cy = (d, ¢) que nao se cruzam G(m), gerando dois ciclos impares C, = (a) e Cy, = (d, ¢, b).

Diferentemente de quando os dois ciclos se cruzam, o ciclo gerado aqui serda nao-
orientado. Da mesma forma que no primeiro passo da analise, nossa heuristica dara
preferéncia para o par de ciclos cuja tripla esteja entrelagada com uma tripla de ciclo nao-
orientado com duas distancias impares. Caso contrario, a heuristica dara preferéncia para
o par de ciclos cuja tripla esteja entrelacada com uma tripla de um ciclo nao-orientado
apenas. Caso tal ciclo também nao exista, a heuristica aplicara a transposicao em qualquer
par de ciclos pares convergentes que nao se cruzam.

Ciclo orientado convergente sem duas distancias impares

Se a heuristica nao encontrou nenhuma operacao com os passos anteriores da anélise,
entdo nao é possivel aumentar o numero de ciclos impares de G (7). Como quinto passo,
antes de utilizarmos o banco de ordenagoes de configuragoes, a heuristica procura uma
tripla orientada em um ciclo orientado que nao se encaixa nos passos anteriores. Bafna e
Pevzner [3| provaram que ciclos orientados convergentes que nao possuem uma tripla com
duas distancias impares geram uma sequéncia de operacoes com fator de aproximacao 1.5.

Da mesma forma que nos passos anteriores, nossa heuristica dara preferéncia para o
ciclo cuja tripla orientada esteja entrelacada com uma tripla de um ciclo nao-orientado
com duas distancias impares, e, caso nao exista, para o ciclo cuja tripla orientada esteja
entrelacada com uma tripla de um ciclo nao-orientado apenas. Caso tal ciclo também
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nao exista, a heuristica aplicara a transposicao em qualquer tripla orientada de um ciclo
orientado.

A Figura mostra a aplicagao de uma sequéncia de transposi¢coes em um ciclo
orientado convergente. A primeira transposicao aplicada nao gera novos ciclos impares,
mas garante que as proximas duas transposi¢oes aumentem em 2 unidades cada o nimero
de ciclos impares do grafo de ciclos. Desta forma, temos que o fator de aproximacao é de
1.5.

—_— - —
- < NG -~ ~ - \\
//_\/ \\ — N /‘/\ < ~ N
s, 77 ><<\\ N > s 77 /57 N -
2.7 22 0N W L/ 220 3.7 4 (D
L | L | |
/—‘_\
// // \\\\
- 7N 7 ~
- 7 //\ 7N 7 NN\ - 7N N N N N
L7 g2 W3 A NS | U S A 2 AR D A A U R D I

L | ]

Figura 4.12: Aplicagao da sequéncia de transposicoes p;(2,4,5), pi(3,4,5) e pi(1,2,5) no
ciclo orientado convergente C' = (5,3, 1,4,2).

Consideragoes gerais

Note que qualquer operacao encontrada nesta etapa garante a aproximacao de 1.5. Note
também que eventualmente nao sera possivel encontrar operagoes que aumentem o niimero
de ciclos impares ou o niamero de ciclos da permutacgao. A Funcao [16| resume a ordem dos
passos seguidos por esta etapa.

Funcao 16 AumentaCiclos(G())

se existe p; segundo o Lema [4.4] entao
return p,

fim se

se existe p, segundo o Lema 4.5/ entao
return p,

fim se

se existe p; segundo o Lema [4.6| entao
return p;

fim se

se existe p; segundo o Lema {4.7| entao
return p,

: fim se

: se existe p; aplicavel em um ciclo impar que aumente o nimero de ciclos pares entao

return p,

: fim se

. return ()

e e e e e e
D UUA WD = O
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4.3 Bancos de configuracoes

A partir deste ponto, nao é possivel aumentar nem o ntamero de ciclos impares nem o
numero de ciclos da permutagao com uma operacao. Desta forma, transformaremos a
permutacao m em uma permutagao simples 7, adicionando novos elementos de forma a
quebrar os ciclos longos de G(m), conforme explicado na Segao . Uma transformacao
de uma permutacao m em uma permutacao simples 7 é dita sequra se o limitante inferior,
que neste caso é d.(7T) > "+1+mp‘”"(ﬂ), nao é alterado. Lin e Xue [32] mostraram que
toda permutagao admite uma transformacao segura para uma permutacao simples. Esta
transformagao nao garante que d,(m) = d,+(7), mas garante que ambas possuem o mesmo
limitante inferior. Hannenhalli e Pevzner [26] mostraram que uma sequéncia de ordenagao
de 7 mimetiza uma sequéncia de ordenacao de m com no méximo o mesmo nimero de
operagcoes.

Criacao do banco de configuragoes com reversoes e transposicoes

Temos entdo que G(7) possui no maximo um ciclo par convergente, ¢ outros 3-ciclos.
S6 pode existir um ciclo par pois, caso contrario, a etapa de analise dos ciclos en-
contraria uma operacao que transformaria dois ciclos pares em dois ciclos fmpares. O
conjunto de todas as configuragoes de 3-ciclos existentes é {(3,2,1),(3,1,2),(3,-2,1),
(3,-1,2),(3,2,—1),(3,1,-2),(3,-2,—1),(3,—1,—2)}. Entretanto, o ciclo (3,1,2) nao
pode existir em G(7), uma vez que todos os ciclos orientados foram previamente eli-
minados pelas etapas anteriores. Além disso, os ciclos {(3,—1,—-2),(3,-2,1),(3,2,—-1)}
sao equivalentes, e possuem (3, —2,1) como representa¢ao canonica. Da mesma forma,
os ciclos {(3,—1,2),(3,1,-2), (3,—2,—1)} sdo equivalentes, e possuem (3, —2, —1) como
representacao canonica.

Desta forma, fizemos combinagoes entre estes ciclos e procuramos uma sequéncia de
operacoes que quando aplicadas nesta combinacao alcancasse o fator de aproximacao
desejado, que fixamos em 1.8. Uma sequéncia de operacgoes s = p1, po, ..o € dita vdlida

se 0 =T-p1-p2- ... pp € uma permutacao simples e cimpm(&)chimpm(ﬁ) < 1.8. Note que
uma sequéncia nao precisa ser necessariamente uma ordenagao.

Para construir o banco de configuragoes, dada uma configuracao de ciclos inicial,
adicionamos novos ciclos a esta configuragao iterativamente. Um novo ciclo era adicionado
de tal forma que ele deveria cruzar uma aresta cinza de qualquer um dos ciclos ja presentes
na configuracao. Assim, este procedimento sempre produziria configuragoes conexas tal
que para qualquer ciclo C; da configuragao existe um ciclo C; com pelo menos uma aresta
cinza de C; cruzando uma aresta cinza de C;.

Note que nem todo grafo gerado pode ser obtido de uma permutacao. Por exemplo,
sejam x e y duas arestas pretas em um ciclo C' = (...,x,y,...) ou C = (..., —z, -y, ...),
e seja g a aresta cinza que liga r e y. A aresta g é dita um open gate se nao existe
outra aresta cinza de C cruzando com g no grafo de ciclos. Uma configuragao de ciclos
que possui open gates nao pode ser obtida por nenhuma permutacao. Esta abordagem
foi introduzida por Elias e Hartman [19] quando enumeraram todas as configurac¢oes de
ciclos geradas a partir do ciclo (3,2,1). Eles conseguiram provar que é possivel encontrar
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uma sequéncia de ordenacao por transposicoes com fator de aproximagao 1.375 quando
o grafo de ciclos possui mais de 8 ciclos. Para combinagoes com menor quantidade de
ciclos, eles apresentaram uma sequéncia com fator de aproximacao 1.5. Noés utilizamos
o grupo de configuracoes dos autores para reduzir o esforco computacional da criacao do
novo banco. Assim, o novo banco considera apenas combinagoes que possuem pelo menos
um ciclo com uma aresta preta negativa, ou configuragoes com um ciclo par convergente.

Seja G'(m) o grafo obtido a partir de G(7) com a adi¢ao das arestas azuis, arestas que
ligam o vértice ¢ com o vértice —i, para 1 < ¢ < n, e uma aresta que liga o vértice 0 com
o vértice —(n + 1). Apos adicionar as arestas azuis, as arestas pretas sdo removidas de

G'(m). A Figura mostra a transformagao de G(7) em G'(r).

S

Figura 4.13: Transformagao de G(7) em G'(7), adicionando as arestas azuis, e removendo
as arestas pretas, representadas por retas pretas.

De maneira analoga a defini¢ao de open gates, Caprara [11] mostrou que se existe um
caminho hamiltoniano em G'(7), entdo G(7) é gerado por uma permutagdo. A configu-
ragao G'(m) da Figura possui um caminho hamiltoniano, e, desta forma, é gerada
por alguma permutagao, que neste exemplo é a permutagao ™ = (=3 —4 +1 —2). Ja a
configuracao G'(m) da Figura nao possui um caminho hamiltoniano, uma vez que sua
decomposicao gera dois ciclos, representados pelas cores verde e vermelho. Desta forma,
nao existe uma permutacao m que gere G(7).

Se uma configuracao de ciclos A gera uma permutacao, entdao todas as extensoes
que cruzam com arestas cinzas foram consideradas. Se G'(m) n@o possuia um caminho
hamiltoniano que percorresse todas as arestas azuis, entao o grafo possuia necessariamente
mais de um ciclo. Desta forma, somente foram consideradas as extensoes que cruzassem
as arestas cinzas do menor ciclo de G'().

Iniciamos nosso banco de configuragoes com 3 configuragoes: uma configuragao con-
tendo o ciclo par (2,1), uma configuragdo contendo o ciclo impar canénico (3,—-2,1) e
uma configuragao contendo o ciclo impar canénico (3, —2 — 1). Nos estendemos cada
configuragao adicionando um dos 7 ciclos a seguir: (3,2,1),(3,-2,1),(3,—1,2),(3,2,—1),
(3,1,-2),(3,—-2,—1) e (3,—1,—2). Apo6s a extensdo da configuracdo A em uma confi-
guracao B, verificamos se ja nao existia uma configuracao candnica de B no banco de
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Figura 4.14: Transformagao de G(7) em G’(7), com G'(7) contendo 2 ciclos.

configuragoes. Além disso, nao inserimos no banco as configuragoes equivalentes a B
por rotacao ou espelhamento. Se B nao possuia uma configuracao canoénica no banco,
tentavamos computar uma sequéncia vélida para B utilizando um algoritmo Branch and
Bound e se essa sequéncia valida fosse possivel, B nao precisaria receber mais extensoes,
uma vez que qualquer extensao C' gerada a partir de B poderia utilizar a mesma sequéncia
valida de B.

As configuragoes geradas possuem algumas propriedades:

e Possuem no méaximo um ciclo de tamanho 2, uma vez que este ciclo é utilizado
apenas na inicializagao e nao na extensao de uma configuragao;

e Os ciclos impares devem ser um dos ciclos a seguir: (3,2,1), (3,—-2,1), (3,—1,2),
(3,2,-1), (3,1,-2), (3,-2,—1) e (3, -1, —2);

e A configuragao ¢ conexa, ou seja, para qualquer ciclo C; existe um ciclo Cj tal que
uma aresta cinza de C; cruza uma aresta cinza de Cj;

e A configuragdo ndo possui apenas ciclos do tipo (3,2, 1), uma vez que nao existe
uma configuragao inicial com este ciclo.

Optamos por considerar apenas a representacao candnica de cada configuracao para
reduzir o tempo de busca pelas sequéncias validas. Foram criados dois bancos de confi-
guracgoes:

1. banco par, onde toda configuracao foi gerada a partir do ciclo par (2, 1);

2. banco impar, onde toda configuragao foi gerada a partir dos ciclos (3,—2,1) e
(3, -2, —1).

A Figura mostra um exemplo de uma extensdo da configuracao (3, —2,—1) com
outro ciclo (3, —2, —1) tal que a configuragao resultante possui uma sequéncia valida com
fator 1.5.
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Figura 4.15: A configuragao (3,—2,—1), que ndo possui uma sequéncia vélida com fator
menor ou igual a 1.8. Uma extensao da configuragao (3, —2, —1) com um ciclo (3, —2, —1),
gerando a configuragao (6, —4, —2), (5, —3, —1), cuja sequéncia vélida possui as operagoes
pr(1,4), pi(2,4,6), pr(1,4) e fator 1.5.

Para o banco par, conseguimos encontrar uma sequéncia valida para toda configuracao
com até 4 ciclos. Além disso, a aproximacao méxima obtida foi de 1.667, quando dentre 5
operagoes, 3 aumentaram o nimero de ciclos impares da configuracao. Desta forma, nao
foi preciso gerar permutagoes com 5 ou mais ciclos neste banco.

Para o banco impar, ainda existem configuragoes com 4 ciclos no banco impar que nao
possuem uma sequéncia valida. Além disso, para configuragoes com 5 ciclos ou mais nosso
algoritmo de enumeragao de configuragoes ainda é proibitivo computacionalmente. Dado
que gerar todas as configuracoes estendendo essas configuracoes com 4 ciclos e procurar
uma sequéncia vélida era proibitivo, decidimos nao estender tais configuragoes.

Por este motivo, optamos por criar um novo banco composto por configuragdes com
3-ciclos, considerando agora que uma sequéncia serd valida se esta sequéncia aplicada a

permutacao gera uma permutagao que também ¢é simples e Cimmr(&)ﬁmw(ﬁ) < 2.0, ou
seja, uma sequéncia que possua uma aproximacao com fator 2.0.

O ciclo (3, -2, —1) possui uma sequéncia valida com fator de aproximagao 2.0 e, desta
forma, ele ndo necessita ser candidato a ciclo inicial. Da mesma forma, os ciclos (3, —1, 2),
(3,1,—2) também possuem uma ordenagao com aproximagcao 2.0, e por este motivo esses
ciclos e o ciclo (3,—2,—1) nao fazem parte do conjunto de ciclos que estendem uma
configuragao. Assim, ficou definido que o ciclo inicial seria (3, —2,1), e estendemos as
configuragoes que nao possuiam uma sequéncia valida com um dos ciclos do conjunto
{(3,2,1), (3,-2,1), (3,2,—1), (3,—1,—2)}. Para esse banco, todas as configuragoes com
exatamente 3 ciclos possuem sequéncia valida e, deste modo, nao foi preciso estender
nenhuma dessas configuragoes. Com isso, todas as configuragdes que geram permutacoes
possuem uma sequéncia valida em um dos bancos de configuragoes criados.

Desta forma, foi entao criado o banco par, com todas as configuracoes e suas respectivas
sequéncias validas cujo fator de aproximacao é, no maximo, 1.667, o banco impar, com
configuragoes e suas respectivas sequéncias validas, cujo fator de aproximagao é no maximo
1.8, e o banco impar com todas as configuragoes e suas respectivas sequéncias validas cujo
fator de aproximacao é no méximo 2.0, que definimos como banco 2.0.

A Tabela[d.T]sumariza a quantidade de configuragoes validas em cada banco de configu-
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ragoes criado, bem como do banco de configuragoes apresentado por Elias e Hartman [19],
separadas pelo ntimero de ciclos de cada banco.

Nuamero de  Numero de

Banco ) - Total
ciclos configuragoes

2 2

par 3 161 1806
4 1643
2 6

impar 3 1468 443748

4 442274
1 1

2.0 2 6 257
3 250
3 1
4 22
5 5696
6 53898
7 377877

EH 8 1450662 4002165
9 1077521
10 1034940
11 1140
12 264
13 144

Tabela 4.1: Numero de configuragoes com uma sequéncia vélida para cada um dos bancos
de configuracoes criados.

Busca de uma sequéncia valida

O préximo passo da heuristica para ordenar a permutagao é encontrar uma sequéncia de
operacoes validas para 7 em um de nossos bancos de configuragoes e aplicar as operacoes
correspondentes em 7.

Primeiramente, a heuristica ird procurar uma sequéncia valida no banco criado por
Elias e Hartman, que chamaremos de banco FH, que contém apenas configuracoes de
combinagdes do ciclo (3,2,1) e suas sequéncias validas contendo transposigdes apenas.
Se G(7) contém apenas ciclos ndo-orientados convergentes, ele sera estendido a partir de
(3,2,1) com os demais ciclos de 7, até que exista esta configuracao estendida no banco EH,
e a sequéncia valida para esta configuracao encontrada sera mimetizada em 7, garantindo
o fator de aproximacao de no maximo 1.5. Note que é garantido que nossa heuristica
encontrara uma sequéncia valida, uma vez que Elias e Hartman provaram que é possivel
encontrar uma sequéncia de transposi¢oes com aproximacao 1.375 quando o grafo de ciclos
possui mais de 8 ciclos, e uma sequéncia de transposicoes com aproximacao 1.5 quando o
grafo de ciclos possui um nimero menor de ciclos.
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Caso a heuristica nao encontre uma sequéncia no banco de Elias e Hartman, temos
que 7 possui pelo menos um ciclo par ou um ciclo impar divergente. Assim, o préoximo
passo serd, caso 7 contenha o ciclo (2, 1), estender este ciclo com os demais ciclos de 7 até
encontrar no banco par uma sequéncia vélida, garantindo que o fator de aproximacao seja
no maximo 1.667. Da mesma forma que no banco de Elias e Hartman, é garantido que
nossa heuristica encontraré uma sequéncia véalida, uma vez que o banco par foi gerado para
configuragoes com até 4 ciclos, e existe uma sequéncia valida para qualquer configuragao
(gerada por uma permutagao) que contenha o ciclo (2, 1).

Caso a heuristica nao encontre uma sequéncia no banco par, entao 7 possui apenas
ciclos impares e obrigatoriamente um ciclo impar divergente. Assim, serd escolhido um
ciclo de m como configuragao inicial, e esta configuracao sera estendida com os demais
ciclos procurando, a cada extensao, uma sequéncia valida no banco impar até que a
configuragao seja estendida com no maximo mais 3 ciclos. Caso encontre uma sequéncia
valida, esta sequéncia serd mimetizada em 7, garantindo um fator de aproximacgao de no
méaximo 1.8. Caso contrario, nao existe uma sequéncia valida com aproximacgao 1.8.

Neste ponto, m contém apenas ciclos impares, sendo pelo menos um deles obrigato-
riamente divergente, e nao existe uma extensao com até 3 novos ciclos em 7 com uma
sequéncia valida cuja aproximacao seja 1.8. Sendo assim, vamos recorrer ao banco 2.0.
Da mesma forma que no passo anterior, sera escolhido um ciclo de @ como configuracao
inicial, e esta configuragao sera estendida com os demais ciclos procurando, a cada exten-
sao, uma sequéncia valida no banco 2.0. Dado que este banco possui uma sequéncia valida
para todas as configuragoes que geram uma permutagao com até 3 ciclos, é garantido que
a heuristica encontrard uma sequéncia valida com fator de aproximagao 2.0.

Por exemplo, considere a permutagao sem sinais 0 = (8 91 6 234 57 10). O
algoritmo de decomposicao de ciclos de Lin e Jiang [31] retorna a decomposicao em ciclos
G apresentada na Figura [1.16]
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Figura 4.16: Decomposicao de ciclos da permutagdo sem sinais o =

(891623457 10) pelo algoritmo de Lin e Jiang [31], correspondente & decompo-
si¢ao de ciclos da permutagao com sinais 7 = (+8 49 —1 46 +2 +3 +4 +5 —7 +10).

Desta forma, temos que esta decomposi¢ao G(o) obtida corresponde a decomposicao
G(m) da permutacdo com sinais 7 = (+8 +9 —1 +6 +2 +3 +4 +5 =7 +10). Além
disso, m é uma permutagao simples, uma vez que G(7) possui apenas ciclos curtos e, por
este motivo, G(7) = G(r).

Note que em G(7) nao existe nenhuma configuragao de ciclos que admita o aumento
do niimero de ciclos impares com uma operagao ou o aumento do niimero de ciclos com
uma operacao. Desta forma, a heuristica buscara por sequéncias validas nos bancos de
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configuragoes criados. Como existem apenas ciclos nao orientados divergentes em G(7),
a heuristica nao realizara a busca no banco FH que contém apenas ciclos convergentes.
Além disso, G(m) s6 possui ciclos impares e, por este motivo, a heuristica nao realizara
a busca no banco par. A heuristica procurard entao no banco impar uma configura-
gao com sequéncia vélida, iniciando com o ciclo (10, —5,3), que ao realizar uma nova
rotulagao corresponde ao ciclo (3,—2,1). Como néo existe uma sequéncia valida com
aproximacao de no maximo 1.8 para este ciclo, a heuristica estende este ciclo com o ou-
tro ciclo impar de G(r), ficando entao com a configuracao [(10, —5,3), (9,4, —1)] que, ao
realizar uma nova rotulagao, corresponde & configuracao [(6, —4,2), (5,3, —1)]. Também
nao existe uma sequéncia vélida com aproximacao 1.8 para esta configuracao e, como
nao existem mais ciclos para estender a configuracao, a heuristica ira4 procurar no banco
2.0. Neste banco, também nao existe uma sequéncia valida com aproximacao 2.0 para
a configuragao [(3,—2,1)]. Entretanto, existe uma sequéncia vélida para a configuragao
[(10,—5,3), (9,4, —1)], cuja sequéncia de operagoes ¢é [p.(1,2), p:(2,4,6), p-(4,5), pr-(3,4)].
Ao ser mimetizada para 7, esta sequéncia torna-se [p,.(1,3), p:(2,5,10), p-(7,9), p.(6,7)].
Abaixo encontra-se a aplicacao da sequéncia de operacoes mimetizada em 7.

7= (+8 49 —1 +6 +2 +3 +4 +5 —7 +10) - p.(1,3)
=(+1 -9 =8 46 +2 +3 +4 +5 —7 +10) - p:(2,5,10)
=(+1 42 +3 +4 45 =7 =9 =8 +6 +10) - p.(7,9)
=(+1 +2 +3 +4 +5 —7 —6 +8 +9 +10) - p,(6,7)
= (+1 42 +3 +4 +5 +6 +7 +8 +9 +10) =

Como apos a aplicagao de todas as operagoes da sequéncia mimetizada a permutacao
foi ordenada, a heuristica para de procurar operacoes e retorna o nimero de operacoes
aplicadas.

Consideragoes gerais

Qualquer sequéncia de operacoes encontrada nesta etapa garante uma 2-aproximacao.
Ao contrario das duas etapas anteriores, esta etapa sempre encontrara uma sequéncia de
operacoes que deve ser aplicada em w. A Funcao [17] resume a ordem dos passos seguidos
por esta etapa.

E importante notar que o grafo de ciclos de uma permutacéo o sem sinais retornado
pelo algoritmo de decomposi¢ao de ciclos sempre correspondera ao grafo de ciclos de uma
permutacao m com sinais, e por este motivo reversoes unitarias poderao ser aplicadas
no grafo de ciclos. Como reversdes unitarias nao sao permitidas em permutagoes sem
sinais, se a heuristica decide aplicar uma reversao unitaria esta reversao sera aplicada no
grafo de ciclos mas nao entrard no computo do nimero de operagoes para ordenar o. A
Heuristica |18 descreve os passos realizados por nossa heuristica.

Além disso, a Heuristica garante uma 2-aproximagao apenas para a permutacao
com sinais 7, que foi obtida a partir do grafo de ciclos G(o) da permutagao o dada como
entrada. No entanto, para qualquer permutacao o com sinais temos que m = o e, desta
forma, a heuristica garante uma 2-aproximacao também para o.
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Fungao 17 BuscaBanco(G(r))

1: seq + ()

2: ext =0

3: se G(m) possui apenas 3-ciclos convergentes entao
4: enquanto seq = () faga

5: Estenda G(m)

6: seq < sequéncia vélida do banco EH
7 fim enquanto

8 fim se

9: se G(m) possui um ciclo par entao
10: enquanto seq = () faga
11: Estenda G()

12: seq <— sequéncia valida do banco par
13: fim enquanto

14: fim se
15: enquanto seq = () e ext < 3 faga
16: Estenda G()

17: ext — ext + 1

18: seq < sequéncia valida do banco fmpar
19: fim enquanto
20: enquanto seq = () faga
21: Estenda G()
22: seq < sequéncia valida do banco 2.0
23: fim enquanto
24: return seq

No caso em que ¢ é uma permutagao sem sinais, geralmente m # o. Pelo Lema
temos que d,4(0) > %C(J) e dp(m) > %‘:(W) Além disso, as arestas que criam ciclos

unitarios nao fazem parte de Gy(0), e o numero de ciclos unitarios ¢ igual a (n+1—b,(0)).
ntl—(n+1-br(0)tcay (o)) _ br(o)—cay(0)
2 = 2

Desta forma, temos que d,¢(0) = , onde ¢y (0) é 0 ni-
mero de k-ciclos, com k > 2. Como a heuristica é uma 2-aproximacao para a permutagao

com sinais 7w obtida, temos que o fator de aproximacao para ordenar permutacoes sem
2d7e(m) _ 2(br(<7)—02+(7r))‘

dri(o) — br(0)—c24(0)
Um algoritmo [-aproximado para decomposicao de ciclos garante que % <.

Desta forma, temos que o fator de aproximacao r < 2/. Como utilizamos o algoritmo de
Lin e Jiang [31], temos que | = 1.4193 e, desta forma, o fator de aproximagcao da heuristica

sinais serd r =

para ordenar permutagoes sem sinais é r < 2.8386.

4.4 Resultados Finais

Nesta secao, apresentaremos os resultados obtidos pela nossa heuristica, que sera denotada
por HEU, e faremos uma comparagao com a heuristica Breakpoints, do Capitulo[3] que foi
a heuristica que produziu os melhores resultados, e com algoritmos existentes na literatura.

De modo a verificar a qualidade de nossa heuristica, executamos o mesmo conjunto de
permutacoes criado com o Algoritmo [14] também com nossa heuristica, tanto com permu-
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Heuristica 18 HeuristicaFinal(o)

1: dist + 0

2: sig < True

3: se 0 é uma permutagao sem sinais entao

4: G(0) + decomposigao em ciclos (Algoritmo de Lin e Jiang [31])
5: stg <— False

6: senao

7 G(0) < decomposigao unica de ciclos

8: fim se

9: 7 < permutagdo com sinais obtida a partir de G(o).
10: enquanto (7 # ) faga

11: op < 0

12: op <+ REMOVEBREAKPOINTS(G (7))

13: se op = () entao

14: op < AUMENTACICLOS(G())

15: fim se

16: se op = () entao

17: op < BuscABANCO(G(7))

18: fim se

19: para cada operagao p em op faga
20: T TP
21: se p nao é uma reversao unitaria ou sig = True entao
22: dist < dist + 1

23: fim se

24: fim para

25: fim enquanto

26: return dist

tagoes com sinais, quanto com permutagoes sem sinais. No total foram gerados 190000
permutagoes com sinais e a mesma quantidade de permutagoes sem sinais, com tama-
nhos de permutacoes variando entre 10 e 100, em intervalos de tamanho 5. Note que 20
operacoes de reversoes e transposicoes sao suficientes para ordenar qualquer permutacao
gerada.

As figuras e mostram as porcentagens médias de reversoes e transposicoes
utilizadas pela heuristica para ordenar permutagoes com sinais e permutagoes sem sinais,
respectivamente. Nossa heuristica usa, em média, um pouco mais de transposi¢oes do
que reversoes. Isso se justifica pelo fato de que dois dos trés passos da Etapa de Remogao
de Breakpoints aplicam transposi¢oes e apenas um passo aplica reversoes. Além disso,
quatro dos cinco passos da Etapa de Analise de Ciclos aplicam transposi¢oes e apenas um
passo aplica reversoes.

As figuras e mostram as porcentagens médias de operacoes realizadas por
cada etapa da heuristica para ordenar permutagoes com sinais e permutacoes sem sinais,
respectivamente. Note que, em média, mais da metade das operagoes foram realizadas pela
etapa de Remogao de Breakpoints, tanto para permutacoes com sinais quanto permutagoes
sem sinais. Além disso, a quantidade média de operagoes nesta etapa aumenta conforme
o tamanho das permutacgoes. Para permutacoes com sinais de tamanho 100, mais de 75%
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Figura 4.17: Porcentagem média de operagoes de reversoes e transposicoes utilizadas pela
Heuristica de Grafo de Ciclos para ordenar permutacoes com sinais.

das operagoes em média foram realizadas pela etapa de Remocao de Breakpoints. Para
permutacoes sem sinais de tamanho 100, cerca de 70% das operacoes em média também
foram realizadas por esta etapa.

Para permutagoes com sinais, a etapa de Analise dos Ciclos possui a segunda maior
frequéncia de operagoes em permutacoes pequenas, mas a quantidade média de operacoes
encontradas por esta etapa diminui conforme o tamanho da permutacao aumenta. Ja
para permutacoes sem sinais, a quantidade média de operagoes realizadas por esta etapa
¢ menor para permutacoes pequenas. Uma explicacao plausivel é que os ciclos destas
permutacoes sao obtidos através de um algoritmo de decomposi¢ao de ciclos que prioriza
sempre ciclos unitarios, 2-ciclos e 3-ciclos, nesta ordem. Assim, o nimero de ciclos uni-
tarios em permutacoes sem sinais é sempre o maior possivel. Além disso, o algoritmo de
decomposicao de ciclos nao faz distingao entre ciclos orientados e nao orientados, nem en-
tre ciclos divergentes ou convergentes, e, desta forma, ele pode retornar uma decomposi¢ao
de ciclos onde a maioria dos ciclos nao se encaixam nos passos desta etapa.

A etapa de busca nos bancos de configuracoes estao apresentadas separadamente por
tipo de banco de configuracoes. O banco EH foi o banco de configuragoes menos utilizado
em média, tanto para permutacoes com sinais quanto para permutacoes sem sinais, o
que pode ser explicado pelo fato do grafo da permutacao possuir muitas vezes arestas
divergentes, que nao existem neste banco.

O banco impar foi, na média, o banco mais utilizado pela heuristica. Além disso,
conforme o tamanho da permutacao aumenta, a quantidade de operagoes encontradas
neste banco diminui de forma muito sutil, tanto para permutacoes com sinais quanto
para permutacoes sem sinais.

O banco par foi o segundo banco mais utilizado pela heuristica tanto para permutacoes
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Figura 4.18: Porcentagem média de operagoes de reversoes e transposicoes utilizadas pela
Heuristica de Grafo de Ciclos para ordenar permutacoes sem sinais.

com sinais quanto para permutag¢oes sem sinais, sendo mais utilizado pelas permutacoes
sem sinais. Uma explicacao plausivel, como falado anteriormente, é que o algoritmo de
decomposigao de ciclos prioriza a criagao de ciclos unitarios seguido de 2-ciclos. Para per-
mutagoes sem sinais pequenas este banco foi o que retornou, em média, a maior quantidade
de sequéncias validas, mas a quantidade de sequéncias encontradas diminui conforme o
tamanho da permutagao aumenta.

Por fim, o banco 2.0 foi um dos bancos menos utilizados em média, com quantidade de
operagoes aplicadas maior apenas que do banco EH. Além disso, conforme o tamanho da
permutacao aumenta, a quantidade de operagoes obtidas por este banco diminui, tanto
para permutacoes com sinais quanto permutacoes sem sinais. Para permutacoes com
sinais e sem sinais de tamanho 100, por exemplo, menos de 1.3% das operacoes foram
obtidos pelo banco 2.0 em média.

A nossa heuristica foi comparada com a heuristica Breakpoints, que sera denotada
por BP, e também com quatro algoritmos ja existentes na literatura. O primeiro é o
algoritmo apresentado por Walter, Dias e Meidanis [39], que sera denotado por Walter,
que ordena por reversoes e transposi¢oes permutagoes com sinais com fator de aproxi-
macao 2.0, utilizando para isso o grafo de ciclos, e permutagdes sem sinais com fator de
aproximacao 3, utilizando apenas breakpoints.

O segundo é o algoritmo apresentado por Rahman, Shatabda e Hasan [35], que sera
denotado por Rahman, que ordena permutacoes sem sinais por reversoes e transposicoes
com fator de aproximacao 2k, onde k é o fator de aproximagao do algoritmo utilizado pela
decomposigao de ciclos. Nos adaptamos este algoritmo para permutagoes com sinais, com
fator de aproximagao 2.0, de modo a aproveitar este algoritmo em nossa comparacao de
permutacoes com sinais também.
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Figura 4.19: Porcentagem média de operagoes realizadas por cada etapa da heuristica
para ordenar permutagoes com sinais.

O terceiro algoritmo seré o algoritmo que ordena permutagoes por reversoes, e sera
denotado por REV. O programa GRIMM [38] fornece a solu¢ao 6tima para o problema
de ordenar permutagoes com sinais por reversoes. Note que aplicar uma transposicao
pi(i, 7, k) é equivalente a aplicar a sequéncia de trés reversoes p,.(i,k — 1), p.(i,5 — 1),
pr(7,k —1). Deste modo, os resultados de REV fornecem uma aproximagao para nosso
problema: dado 7 e uma sequéncia 6tima de ordenagoes por reversoes d,.(m), d,(m) > @.
De modo a comparar também os resultados para permutacoes sem sinais, utilizamos a
decomposicao de ciclos de Lin e Jiang [31], cujo fator de aproximagcao é de 1.4193, e para
cada permutagao 7, obtivemos a permutacao com sinais ¢ a partir da decomposicao do
grafo de ciclos, como explicado no inicio do Capitulo [, Uma vez que nosso problema
aceita tanto reversoes quanto transposicoes, uma sequéncia que aplica apenas reversoes ¢
uma solucao vélida.

Da mesma forma que estamos utilizando um algoritmo de ordenacao de permutacoes
por reversoes, o quarto algoritmo seré o algoritmo que ordena permutagoes por transpo-
si¢oes apresentado por Bafna e Pevzner [3], e sera denotado por TRANS. Entretanto, o
problema de ordenagao por transposicoes é definido apenas para permutagoes sem sinais.
Neste caso, para toda permutacao 7 com sinais, identificamos sequéncias maximais de ele-
mentos negativos e aplicamos uma reversao nestas sequéncias gerando, desta forma, uma
permutacao 7’ cujos elementos sao todos positivos. Assim, a permutacao pode ordenar
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Figura 4.20: Porcentagem média de operagoes realizadas por cada etapa da heuristica
para ordenar permutagoes sem sinais.

7' uma vez que transposicao nao troca os sinais dos elementos.

Para os quatro algoritmos acima, os mesmos conjuntos de permutagoes com sinais e
sem sinais foram fornecidos como entrada, e as distancias médias de cada heuristica e de
cada algoritmo encontram-se nas tabelas e

Para permutagoes com sinais, a Heuristica de Grafo de Ciclos retornou na média os
menores valores para todos os tamanhos de permutagoes utilizadas dos testes. Além disso,
dado que qualquer permutagao utilizada nos testes pode ser ordenada com no méximo 20
operacoes, HEU obteve resultados muito bons, cuja maior distancia média foi de 20.23,
para permutagoes de tamanho 100. As segundas menores distancias médias foram obti-
das por BP, uma heuristica simples que remove o maior numero de breakpoints de forma
gulosa. Comparado com os algoritmos existentes na literatura que ordenam permutacoes
com sinais por reversoes e transposi¢coes, HEU retornou resultados pelo menos 10% me-
nores que Rahman e Walter em média, para qualquer tamanho de permutacao. Além
disso, para permutagoes maiores que 20, nossa heuristica retornou resultados em média
30% menores que Walter. Os resultados obtidos por Walter foram um pouco piores tam-
bém que os resultados obtidos por TRANS, que s6 permite transposicoes. Entretanto,
é importante lembrar que no caso especifico de permutagoes com sinais foram aplicadas
reversoes em elementos consecutivos negativos antes do algoritmo TRANS ordena-las, o
que certamente colaborou com os resultados obtidos. Os piores resultados foram obtidos
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pelo algoritmo REV, que retorna sempre a distancia exata da ordenacao por reversoes.
Os resultados de REV foram em média 50% maiores que os resultados obtidos por nossa
heuristica.

Para permutacoes sem sinais, a Heuristica de Grafo de Ciclos retornou os melhores
resultados para permutagoes maiores que 30. Para permutagoes menores os resultados de
HEU foram no maximo 6% maiores que BP ¢ TRANS. Para as permutacoes utilizadas
nos testes com tamanho até 30, o nimero médio de breakpoints em uma permutacao
era maior que 75% do nimero maximo possivel, o que certamente colaborou para o bom
desempenho da heuristica BP e do algoritmo TRANS.

Uma outra explicagao plausivel para HEU obter distancias médias para permutacoes
sem sinais pequenas maiores que BP deve-se ao fato do algoritmo utilizado para decompo-
sicao em ciclos nao distinguir caracteristicas dos ciclos criados, como orientado ou conver-
gente, e apenas retornar um conjunto com a maior quantidade de ciclos unitarios, 2-ciclos
e 3-ciclos. Por exemplo, para a permutac¢do sem sinais ¢ = (8 9 1 6 2 3 4 5 7 10),
o algoritmo de Lin e Jiang [3I] retorna o grafo de ciclos da Figura 4.21(a), que possui
c(o) = 7. Osciclos C; = (10, —5,3) e Cy = (9,4, —1) nao sao ciclos removidos pelas etapas
de Remocao de Breakpoints e Analise dos Ciclos. Além disso, a sequéncia de operagoes
que ordena estes ciclos possui aproximacao 2.0, e a sequéncia de operacoes necessarias
para ordenar o com base neste grafo de ciclos ¢ p,.(1,3), p:(2,5,10), p.(7,9) e p.(6,7).

Entretanto, a Figura exibe outra decomposi¢do de o com ¢(o) = 7, e com
os ciclos C; = (10,1,3) e Cy = (9,4,5), que sao ciclos orientados com duas distancias
impares, removidos pela etapa de Remocao de Breakpoints. Desta forma, ordenar o
com base no grafo de ciclos da Figura4.21(b)|requer a aplica¢do de metade do niamero de
operagoes necessarias pelo grafo de ciclos Figura , bastando aplicar as transposicoes
pi(1,3,10) e p(2,3,7).
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(b) Grafo de ciclos contendo apenas ciclos unitarios e ciclos orientados convergentes.

Figura 4.21: Duas possiveis decomposi¢oes do grafo de breakpoints Gy(0) com 7 ciclos da
permutacao sem sinaisc =(8 9 1 6 2 3 4 5 7 10).

O algoritmo TR ANS obteve bons resultados para permutagoes pequenas, mas obteve
os piores resultados para as permutagoes maiores que 80, com distancias médias quase duas
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vezes maiores que o necesséario. Isso se deve ao fato de que ordenar por transposigoes um
trecho invertido (causado por uma reversao) requer mover cada elemento individualmente.
J& o algoritmo REV obteve resultados medianos em todos os conjuntos de permutagoes
testadas, inclusive nos conjuntos de permutacoes grandes. Isso se explica pelo fato de
que, ao contrario de uma transposi¢ao, uma reversao consegue simular uma transposigao
com 3 operacoes apenas. Comparado com os algoritmos existentes na literatura que
ordenam permutacgoes sem sinais por reversoes e transposi¢oes, HEU retornou sempre os
menores resultados. Comparado com Rahman, os resultados de HEU foram em média
15% menores para permutagoes maiores que 30. Comparado com Walter, os resultados
de HEU foram em média 50% menores para permutagoes maiores que 50. Além disso,
dado que qualquer permutacao utilizada nos testes pode ser ordenada com no maximo
20 operagoes, HEU obteve resultados também muito satisfatérios para permutagoes sem
sinais, cuja maior distancia média foi de 20.54, para permutacgoes de tamanho 100.

Além da distancia média, foram geradas também para cada algoritmo o fator de
aproximacao médio, o fator de aproximacao méximo e a porcentagem de permutacoes
do conjunto de testes com menor distancia dentre os algoritmos. Para o calculo do fator
de aproximacao médio e maximo do conjunto de permutacgoes com sinais foi utilizado a
formula dada pelo Teorema [2.12] que considera o nimero de ciclos do grafo de ciclos da
permutacao. Para o calculo do fator de aproximacao médio e méximo do conjunto de
permutagoes sem sinais foi utilizado a formula dada pelo Teorema [2.13] que considera o
nimero de breakpoints de reversao sem sinal da permutagao.

Os resultados do fator de aproximacao médio, fator de aproximagao maximo e porcen-
tagem de permutacoes com distancia minima para permutagoes com sinais estao apresen-

tados nas figuras [4.22] [4.23] e [4.24] respectivamente. A heuristica HEU obteve sempre o

menor fator de aproximacao médio, ficando este fator sempre abaixo de 1.4, e, para per-
mutacoes maiores que 50, o fator de aproximacao médio ficou abaixo de 1.2. A heuristica
BP também obteve bons resultados, ficando em média com um fator de aproximagao 0.1
maior que da heuristica HEU. Os algoritmos REV e Walter ficaram com os fatores de
aproximagao médios mais altos, sempre acima de 1.6.

Pela Figura podemos observar que o fator de aproximacao méaximo da heuristica
HEU também foi o menor para todos os tamanhos de permutacao sem sinais, com fator
2.0 para permutacoes com tamanho 10, e este fator diminuiu gradativamente conforme
o tamanho das permutagoes aumentaram. Note também que HEU garante o fator de
aproximacao maximo 2.0 para ordernar a permutacao com sinais. Os fatores de aproxi-
macao maximos de Walter e Rahman foram sempre menores ou iguais a 2.0. Os fatores
de aproximacao de TRANS ficaram sempre acima de 2.0, e de REV sempre ficaram
exatamente em 2.0.

Para cada permutacao com sinais utilizada nos testes foi tabulado qual algoritmo re-
tornou o melhor resultado. Estas informacoes foram computadas e a Figurald.24|apresenta
a porcentagem de permutacoes para cada algoritmo com o melhor resultado do conjunto.
A heuristica HEU obteve também a maior porcentagem de permutagoes com menor dis-
tancia de ordenacao, com valores estaveis entre 80% e 90%. REV, TRANS ¢ Walter
ficaram na média com as menores quantidades de permutagoes com menor distancia de
ordenacao, com valores muito proximos de 0%.
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Os resultados do fator de aproximacgao médio, fator de aproximagao maximo e porcen-
tagem de permutagoes com a menor distancia obtida para permutagoes sem sinais estao
apresentadas nas figuras [4.25] [.26] e [£.27] respectivamente. A heuristica HEU obteve
o menor fator de aproximagao médio para todas as permutagoes com tamanho igual ou

maior que 35. Além disso, o fator de aproximagao médio ficou sempre entre 1.5 e 1.6, para
todos os tamanhos de permutacoes. A heuristica BP também obteve fatores de aproxi-
macoes baixos, principalmente para permutagoes de tamanhos menores ou iguais a 30,
onde os fatores de aproximagcao médios foram os menores dentre os algoritmos analisados.
Rahman obteve fatores de aproximagao medianos, com valores entre 1.5 e 1.9. TRANS
obteve o segundo menor fator de aproximacao para permutagdes pequenas, entretanto,
para permutacoes grandes, o fator de aproximagao ultrapassou 2.8.

Dentre os maiores fatores de aproximacao obtidos, como mostra a Figura [£.26) HEU
obteve os melhores resultados, ficando com fator de aproximacao acima de 2.0 apenas
para permutagoes de tamanho 30, onde obteve o fator de aproximacao de 2.142. Note
que este fator ficou abaixo do fator de aproximagao teérico de HEU para permutacoes
sem sinais, que é de 2.8386. BP ficou como o segundo melhor resultado, obtendo o maior
fator de aproximagao igual a 2.5 para permutagoes de tamanho 10. Rahman, REV
e Walter ficaram com fatores de aproximagcao entre 2.5 e 3.0. J&4 TRANS obteve os
maiores fatores de aproximacgao, alcancando fatores de aproximacao acima de 4.5 para
permutacoes grandes.

Para cada permutagao sem sinais utilizada nos testes foi tabulado qual algoritmo retor-
nou o melhor resultado. Estas informacoes foram computadas e a Figura apresenta a
porcentagem de permutacoes para cada algoritmo com o melhor resultado do conjunto. A
heuristica HEU obteve também a maior porcentagem de permutagdes com menor distan-
cia de ordenacao para permutacoes maiores que 30, chegando a valores acima de 80% do
total. TRANS e BP obtiveram a maior quantidade de melhores distancias para permu-
tagoes pequenas, mas para permutagoes grandes apenas BP obteve bons resultados, com
porcentagem de melhores resultados entre 40% e 60%. Rahman, Walter e REV foram
os algoritmos que conseguiram a menor quantidade de melhor distancia de ordenacao.
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Figura 4.24: Porcentagem de permutagoes com sinais com menor distancia dentre os
algoritmos analisados.
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Capitulo 5

Conclusoes

Este trabalho apresentou um estudo do Problema da Ordenagao de Permutagoes por Re-
versoes e Transposigoes. Foram criadas diversas heuristicas, apresentadas no Capitulo 3],
de forma a verificar o comportamento de métricas existentes na literatura com o problema
proposto. Essas heuristicas foram posteriormente testadas com uma grande quantidade
de permutagoes com sinais e permutagoes sem sinais.

Além disso, apresentamos uma heuristica utilizando o grafo de ciclos, chamada de
Heuristica de Grafo de Ciclos, em conjunto com a métrica breakpoints, que foi a heuristica
que obteve os melhores resultados na anélise do Capitulo

Os resultados obtidos pela Heuristica de Grafo de Ciclos foram comparados com di-
versos algoritmos existentes na literatura.

Para permutagodes com sinais, a heuristica retornou em média as menores distancias
e os menores fatores de aproximacao médios para todos os tamanhos de permutacoes
testadas. Além disso, o maior fator de aproximacao da heuristica ocorreu em permutacoes
de tamanho 10, cujo fator foi de 2.0, sendo este o fator tedrico garantido pela heuristica
para permutacoes com sinais. Para permutacoes maiores, o fator de aproximacao ficou
sempre abaixo de 1.8. Por fim, dentre todos os algoritmos testados, a heuristica retornou
em média pelo menos 80% dos melhores resultados.

Para permutacoes sem sinais, a heuristica retornou em média as menores distancias e os
melhores fatores de aproximagao médios para as permutagoes testadas com tamanho maior
que 30. Além disso, o maior fator de aproximagao da heuristica ocorreu em permutagoes de
tamanho 30, cujo fator foi de 2.142. Este fator ficou abaixo do fator tedrico da heuristica
para ordenar permutagoes sem sinais, que ¢ de 2.8386. Para os demais tamanhos de
permutacoes, os maiores fatores de aproximacao ficaram sempre iguais a 2.0. Por fim,
dentre todos os algoritmos testados, a heuristica retornou em média pelo menos 60% dos
melhores resultados para as permutagoes testadas com tamanho maior ou igual a 40.

Uma versao preliminar da heuristica descrita no Capitulo {4] foi apresentada em Se-
tembro de 2014 na 5th ACM Conference on Bioinformatics, Computational Biology, and
Health Informatics (ACM BCB), na cidade de Newport Beach, California, e publicada
no anais do evento [16]. A versdo preliminar ndo considerava a etapa de remoc¢ao de
breakpoints. Além disso, na versao preliminar, os bancos de configuracoes foram gerados
através de regras considerando open gates, e nao caminhos hamiltonianos.

Como trabalhos futuros, pode-se fazer uma investigacao sobre as configuragoes que nao
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conseguiram uma sequéncia valida com aproximacao 1.8, e verificar formas nao proibitivas
computacionalmente de diminuir estes fatores. Além disso, pode ser feita uma anéalise
do limitante inferior da distancia dp(7), uma vez que se G(m) possui pelo menos uma
das configuragoes de ciclos utilizadas nos bancos de configuragoes, sabemos que serao
necessérias pelo menos dp(m) + 1 operagoes para ordenar 7.

O Problema de Ordenacgao de Permutagoes por Reversoes e Transposicoes ainda nao
possui complexidade conhecida para as versoes que consideram permutacoes com sinais e

permutacoes sem sinais. Trabalhos futuros podem também investigar essas complexida-
des.
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