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Resumo

A genômica comparativa é um campo de pesquisa da biologia com foco na comparação de
características genéticas entre organismos. Dentre as características genéticas comumente
utilizadas, podemos citar a sequência de genes dos genomas. O número de mutações
genéticas capazes de transformar uma sequência genética em outra é uma das métricas
amplamente utilizada para a comparação de dois genomas. Os rearranjos de genoma
são eventos mutacionais que podem afetar grandes trechos de um genoma. A reversão
e a transposição são dois dos eventos de rearranjo mais estudados na literatura. Uma
reversão inverte um segmento do genoma, enquanto uma transposição troca a posição de
dois segmentos adjacentes.

Um modelo de rearranjo determina o conjunto de eventos de rearranjo que podem ser
utilizados para transformar um genoma em outro. Os primeiros estudos apresentaram
resultados considerando modelos de rearranjo constituídos exclusivamente por um único
tipo de evento de rearranjo. Estudos posteriores apresentaram resultados considerando
modelos de rearranjo compostos por múltiplos tipos de eventos de rearranjo. Quando
consideramos apenas o número de eventos de rearranjo necessários para transformar um
genoma em outro, assumimos que cada evento tem a mesma probabilidade de ocorrer em
um cenário evolutivo, sendo essa abordagem chamada de não ponderada. No entanto,
quando assumimos que determinados tipos de eventos ocorrem mais do que outros, é
possível atribuir um custo a cada tipo de evento de rearranjo. Nessa nova versão, o
objetivo do problema consiste em buscar uma sequência de eventos de rearranjo que
transforme um genoma em outro com custo mínimo, sendo essa abordagem chamada
de ponderada. Nesta tese, apresentamos uma abordagem que considera uma proporção
mínima entre a quantidade de eventos de reversão e o tamanho da sequência de eventos
de rearranjo que transforma um genoma em outro. Nós mostramos que a abordagem de
proporção naturalmente contorna problemas que podem surgir adotando uma abordagem
ponderada ou não ponderada. Além disso, realizamos uma análise de complexidade do
problema e apresentamos algoritmos de aproximação com fatores constantes.

Estudos têm destacado a importância da informação presente nas regiões intergênicas,
que são estruturas presentes entre cada par de genes e nas extremidades de um genoma,
e que podem levar a modelos mais realistas considerando um contexto evolutivo. O ta-
manho de cada região intergênica é dado pelo número de nucleotídeos presentes nela.
Desde então, foram apresentados estudos considerando tanto a sequência de genes quanto
o tamanho das regiões intergênicas para representar um genoma. Nesta tese, mostra-
mos resultados nesse mesmo contexto, mas consideramos diferentes modelos de rearranjo.
Além disso, introduzimos uma generalização dos problemas possibilitando atribuir um
grau de flexibilidade em relação ao tamanho das regiões intergênicas desejadas no genoma
alvo. Para ambos os casos, realizamos uma análise de complexidade dos problemas, de-
senvolvemos algoritmos e conduzimos experimentos para verificar o desempenho prático.



Abstract

Comparative genomics is a field of research in biology focusing on comparing genetic fea-
tures between organisms. Among the genetic features commonly used, we can mention
the sequence of genes in genomes. The number of genetic mutations capable of trans-
forming one gene sequence into another is a widely used metric to compare genomes.
Genome rearrangement events are mutational events that can affect large stretches of a
genome. Reversal and transposition are two of the most studied rearrangement events in
the literature. A reversal inverts a genome segment, while a transposition exchanges the
position of two adjacent segments.

A rearrangement model determines the set of rearrangement events that can be used
to transform one genome into another. Early studies presented results considering a rear-
rangement model consisting exclusively of a single type of rearrangement event. However,
subsequent studies presented results considering rearrangement models composed of mul-
tiple rearrangement events. When we consider only the number of rearrangement events
that are required to transform one genome into another, we assume that each event has
the same probability of occurring in an evolutionary scenario; this is called the unweighted
approach. However, when we want certain types of events to occur more than others, it is
possible to assign a cost to each type of rearrangement event. The problem goal changes
to search for a sequence of rearrangement events that transforms one genome into another
with minimal cost; this is called the weighted approach. In this work, we introduce an
approach that considers a minimum proportion between the number of reversal events and
the size of the rearrangement sequence that transforms one genome into another. We show
that the proportion approach naturally overcomes problems that may arise by adopting
a weighted or unweighted approach. In addition, we perform a complexity analysis of the
problem and present approximation algorithms with constant factors.

Another genetic feature that studies pointed out as relevant in a genetic comparison
context is the intergenic regions, which are structures between each pair of genes and at
the extremities of a genome. The size of each intergenic region is the number of nucleotides
within it. Since then, studies were presented considering both the sequence of genes and
the size of the intergenic regions to represent a genome. In this work, we show results
in this same context but we consider different rearrangement models. In addition, we
introduce a generalization of the problems such that it is possible to assign a degree of
flexibility regarding the size of the intergenic regions desired in the target genome. For
both cases, we conducted a complexity analysis of the problems, developed algorithms,
and performed experiments to verify the practical performance.
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Capítulo 1

Introdução

O estudo da evolução dos organismos é uma tarefa de fundamental importância no campo
da biologia. No decorrer da evolução, organismos podem sofrer mutações. Na natureza, os
organismos mais bem adaptados têm mais oportunidades de procriar e consequentemente
passar suas características genéticas para seus descendentes. As mudanças genéticas são
uma das características utilizadas no campo da genômica comparativa para estimar a
proximidade de dois organismos com base na similaridade de seus materiais genéticos. O
genoma pode sofrer modificações a partir de mutações pontuais ou que afetam grandes
trechos do genoma, chamadas de eventos de rearranjos de genomas. Tais eventos afetam
o genoma modificando, inserindo ou removendo material genético [44]. Uma forma bem
aceita de estimar a proximidade de dois organismos é determinando uma sequência de
eventos de rearranjos de genomas com tamanho mínimo capaz de transformar o genoma
de um organismo em outro. O tamanho de tal sequência é chamada de distância de
rearranjo.

Reversão e transposição são os eventos de rearranjo mais estudados na literatura [27,
29, 48, 55]. Uma reversão atua em um segmento do genoma invertendo a posição e a
orientação dos genes contidos no segmento, enquanto uma transposição troca dois seg-
mentos consecutivos do genoma, mas sem afetar a posição e a orientação dos genes nos
segmentos. Os eventos de reversão e transposição são chamados de conservativos, pois
não alteram a quantidade de material genético do genoma. Existem também eventos não
conservativos, como é o caso dos eventos de inserção, deleção e duplicação [7,39,49,54,73],
que inserem, removem e duplicam material genético de uma região específica do genoma,
respectivamente. Um modelo de rearranjo é caracterizado pelo conjunto de eventos de
rearranjo permitidos para transformar um genoma em outro.

Um genoma pode ser representado computacionalmente de diferentes maneiras. Quan-
do o genoma é tratado como uma sequência ordenada de genes, podemos encontrar casos
em que determinados genes apresentam múltiplas cópias, sendo comum utilizarmos uma
representação na forma de uma cadeia de caracteres (string), onde cada caractere é as-
sociado a um gene. Por outro lado, se existir apenas uma cópia de cada gene, podemos
associar um número inteiro para cada gene e a representação é dada na forma de uma
permutação. Em ambos os casos, quando a orientação dos genes é conhecida, um sinal
positivo (+) ou negativo (−) é atribuído para cada elemento e a representação é chamada
com sinais (string com sinais e permutação com sinais). Caso contrário, o sinal é omi-
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tido e a representação é chamada sem sinais (string sem sinais e permutação sem sinais).
Chamamos a representação de um genoma através de uma permutação de representação
clássica e a representação de um genoma por meio de uma string de representação por
strings.

Ao utilizar a representação clássica, podemos simplificar o problema como sendo um
problema de ordenação. Nesse caso, o objetivo consiste em transformar uma permutação
qualquer em uma permutação específica na qual os elementos encontram-se ordenados de
maneira crescente e com sinal positivo para o caso com sinais, sendo essa permutação
chamada de identidade.

Quando consideramos um modelo de rearranjo composto apenas pelo evento de rever-
são e utilizamos uma representação clássica com sinais, temos a variação com sinais do
problema de Ordenação de Permutações por Reversões (Sorting by Reversals – SbR).
Hannenhalli e Pevzner [48] apresentaram o primeiro algoritmo exato polinomial para o
problema, sendo posteriormente simplificado por Bergeron [13]. Atualmente, existe um
algoritmo com complexidade subquadrática para determinar a sequência de reversões ca-
paz de ordenar uma permutação com sinais [69]. Entretanto, se estivermos interessados
somente na distância de reversão, existe um algoritmo que executa em tempo linear [6].
Quando consideramos uma representação clássica sem sinais, temos a variação sem sinais
do problema SbR. Caprara [30] provou que o problema faz parte da classe de problemas
NP-Difícil. Um dos primeiros algoritmos de aproximação para o problema tem um fator
de aproximação 1.75 [11]. Em seguida, Christie [34] apresentou um algoritmo com fator
de aproximação 1.5. Atualmente, o melhor algoritmo para o problema tem um fator de
aproximação 1.375 [14].

Quando consideramos um modelo de rearranjo composto apenas pelo evento de trans-
posição, a orientação dos genes não é considerada, tendo em vista que o evento de trans-
posição não altera a orientação dos genes. Dessa forma, ao adotar uma representação
clássica sem sinais, temos o problema de Ordenação de Permutações por Transposições
(Sorting by Transpositions – SbT). O problema também pertence à classe de proble-
mas NP-Difícil, sendo a prova apresentada por Bulteau et al. [27]. O primeiro algoritmo
de aproximação para o problema foi proposto por Bafna e Pevzner [12] com fator de apro-
ximação 1.5. Atualmente, o melhor algoritmo para o problema tem fator de aproximação
1.375 [40,64] e heurísticas foram apresentadas por Dias e Dias [36] visando a obtenção de
resultados práticos melhores.

Outro evento de rearranjo que podemos mencionar é o block-interchange, que troca
a posição de dois segmentos do genoma (não necessariamente consecutivos). Note que
com o evento de block-interchange é possível simular uma transposição. Considerando
um modelo de rearranjo composto exclusivamente pelo evento de block-interchange e
adotando uma representação clássica sem sinais, temos o problema de Ordenação de
Permutações por Block-Interchanges (Sorting by Block-Interchanges – SbBI). Em
1996, foi apresentado um algoritmo exato polinomial para o problema [33].

Ao considerar um modelo de rearranjo composto pelos eventos de reversão e transpo-
sição adotando uma representação clássica, obtemos o problema de Ordenação de Permu-
tações por Reversões e Transposições (Sorting by Reversals and Transpositions –
SbRT). O problema possui a variação com e sem sinais e ambas pertencem à classe de
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problemas NP-Difícil [55]. Os melhores algoritmos de aproximação para o problema apre-
sentam fatores de aproximação 2 [71] e 2k [62] (onde k é o fator de aproximação para a
decomposição de ciclos [31]) para as variações com e sem sinais, respectivamente. Diversas
heurísticas considerando esses problemas foram apresentadas na literatura [26,37].

Além dos eventos citados anteriormente, podemos mencionar ainda o evento de re-
arranjo double cut and join (DCJ) [74], que atua cortando o genoma em dois pontos e,
em seguida, as extremidades dos segmentos resultantes são unidas obedecendo certas res-
trições. A Tabela 1.1 sumariza os resultados de complexidade e fator de aproximação,
considerando a representação clássica de um genoma e adotando um modelo de rearranjo
composto pelos eventos de reversão, transposição, block-interchange, DCJ e algumas com-
binações dos mesmos.

Tabela 1.1: Resultados de complexidade e fator de aproximação dos modelos considerando
uma representação clássica.

Representação Clássica com Sinais
Modelo Complexidade Aproximação
DCJ P [74] Exato [74]
Reversão P [48] Exato [48]
Reversão e Transposição NP-difícil [55] 2 [71]

Representação Clássica sem Sinais
Modelo Complexidade Aproximação
DCJ NP-difícil [31] 17

12
+ ε [31]

Reversão NP-difícil [30] 1.375 [14]
Transposição NP-difícil [27] 1.375 [40, 64]
Block-Interchange P [33] Exato [33]
Reversão e Transposição NP-difícil [55] 2k [31, 62]

Quando consideramos uma representação por strings, em 2001, Christie e Irving [35]
mostraram que a variação sem sinais do problema de Distância de Strings por Reversões
pertence à classe de problemas NP-Difícil, mesmo se considerarmos um alfabeto binário
(ou seja, os caracteres das strings comparadas pertencem a um conjunto com apenas dois
elementos). Para isso, os autores apresentaram uma redução do problema 3-partition [46].
Em 2005, Radcliffe et al. [61] mostraram que a variação com sinais do problema de Dis-
tância de Strings por Reversões e o problema de Distância de Strings por Transposições
também pertencem à classe de problemas NP-Difícil, mesmo se considerarmos um alfabeto
binário. Outra contribuição importante do trabalho foi a caracterização de um conjunto
de instâncias em que é possível obter uma solução ótima em tempo polinomial.

Uma relação entre o problema de Distância de Strings por Reversões e o problema de
Partição Mínima em Strings foi apresentada por Chen et al. [32]. Com essa relação entre
os problemas, foi apresentado por Kolman e Waleń [51] um algoritmo de aproximação com
fator Θ(k) para ambas as variações do problema de Distância de Strings por Reversões,
onde k representa o número máximo de cópias de um caractere nas strings consideradas.
Uma relação similar entre o problema de Distância de Strings por Transposições e o
problema de Partição Mínima em Strings foi apresentada por Shapira e Storer [63], que
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no mesmo trabalho apresentaram um algoritmo de aproximação com fator de O(log n)

para o problema, onde n é o número de caracteres das strings comparadas.
A representação do genoma como uma sequência de genes é uma abordagem simples

e prática, mas acarreta na perda de informação referente às estruturas genéticas que não
fazem parte da sequência de genes. Estudos apontaram que considerar informações adi-
cionais contidas no genoma, além da sequência de genes, pode tornar a comparação entre
genomas mais realista [15,16]. Em particular, os pesquisadores abordaram a importância
de considerar o tamanho das regiões presentes entre cada par de genes consecutivos e nas
extremidades do genoma, chamadas de regiões intergênicas.

Trabalhos que levam em conta a sequência de genes e que também consideram os ta-
manhos das regiões intergênicas começaram a ser apresentados recentemente. Assumindo
que em um genoma exista uma cópia de cada gene e que o tamanho de cada região inter-
gênica seja uma informação conhecida, então sua representação computacional pode ser
dada por uma permutação (com ou sem sinais), que representa a ordem e a orientação dos
genes, e uma lista de números naturais representando o tamanho de cada região intergê-
nica do genoma. Essa representação é chamada de intergênica. Os problemas de rearranjo
de genomas considerando uma representação intergênica consistem em ordenar os genes,
levando em conta as suas posições relativas e orientações, e transformar o tamanho das
regiões intergênicas de acordo com o desejado no genoma alvo.

Fertin et al. [43], adotando uma representação intergênica com sinais, apresentaram
um modelo composto pelo evento de rearranjo DCJ e mostraram que o problema pertence
à classe de problemas NP-Difícil. Além disso, os autores desenvolveram um algoritmo de
aproximação com fator 4

3
. Bulteau et al. [28] apresentaram um modelo que permite o

uso do evento DCJ juntamente com os eventos não conservativos de inserção e deleção
restritos a atuarem apenas sobre as regiões intergênicas. Para esse problema, os autores
apresentaram um algoritmo exato polinomial.

Considerando um modelo composto exclusivamente pelo evento de reversão e ado-
tando uma representação intergênica, temos o problema de Ordenação de Permutações
por Reversões Intergênicas (Sorting by Intergenic Reversals – SbIR). As variações
com e sem sinais do problema pertencem à classe de problemas NP-Difícil [22, 57], sendo
que os melhores algoritmos de aproximação conhecidos para o problema possuem fato-
res de aproximação 2 [57] e 4 [22] para as variações com e sem sinais, respectivamente.
Considerando um modelo composto exclusivamente pelo evento de transposição, temos
o problema de Ordenação de Permutações por Transposições Intergênicas (Sorting by
Intergenic Transpositions – SbIT). O problema também pertence à classe de pro-
blemas NP-Difícil [59], sendo que o melhor algoritmo de aproximação conhecido possui
fator de aproximação 3.5 [59]. Considerando um modelo composto exclusivamente pelo
evento de block-interchange, temos o problema de Ordenação de Permutações por Block-
Interchanges Intergênicos (Sorting by Intergenic Block-Interchanges – SbIBI). A
complexidade do problema ainda permanece desconhecida e o melhor algoritmo de apro-
ximação para o problema possui fator de aproximação 2 [38].

Quando utilizamos um modelo composto pelos eventos de reversão e transposição e
adotamos uma representação intergênica, temos o problema de Ordenação de Permuta-
ções por Operações Intergênicas de Reversão e Transposição (Sorting by Intergenic
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Operations of Reversal and Transposition – SbIRT). As variações com e sem sinais
do problema pertencem à classe de problemas NP-Difícil [22, 59], sendo que os melhores
algoritmos de aproximação conhecidos para o problema possuem fatores de aproximação
3 [59] e 4 [23] para as variações com e sem sinais, respectivamente.

Em um cenário em que é adotada a representação intergênica, Oliveira et al. [59] in-
troduziram o evento de rearranjo chamado de move. Esse evento é similar ao evento de
transposição, mas um dos segmentos afetados é composto exclusivamente por uma região
intergênica. Além disso, os autores apresentaram os problemas de Ordenação de Per-
mutações por Operações Intergênicas de Transposição e Move (Sorting by Intergenic
Operations of Transposition and Move – SbITM) e Ordenação de Permutações
por Operações Intergênicas de Reversão, Transposição e Move (Sorting by Intergenic
Operations of Reversal, Transposition, and Move – SbIRTM). Para o problema
SbITM os autores apresentaram um algoritmo de aproximação com fator de 2.5 [59]. Para
as variações com e sem sinais do problema SbIRTM existem algoritmos de aproximação
com fatores 2.5 [59] e 3 [23], respectivamente.

Permitindo o uso dos eventos de reversão e move, temos o problema de Ordenação de
Permutações por Operações Intergênicas de Reversão e Move (Sorting by Intergenic
Operations of Reversal and Move – SbIRM). A variação com sinais desse problema
pertence à classe de problemas NP-Difícil e o melhor algoritmo de aproximação para o
problema possui fator de aproximação 2 [25].

Considerando uma restrição adicional no número máximo de genes afetados pelos even-
tos de reversão e transposição, Oliveira et al. [60] apresentaram modelos compostos pela
combinação dos eventos super curtos de reversão e transposição. Um evento de rearranjo
super curto pode afetar segmentos do genoma com no máximo dois genes. Adotando
uma representação intergênica sem sinais, os autores mostraram algoritmos de aproxima-
ção com fator 3, enquanto para uma representação intergênica com sinais apresentaram
algoritmos de aproximação com fator 5.

A Tabela 1.2 sumariza os resultados de complexidade e fator de aproximação dos
modelos, considerando uma representação intergênica de um genoma.

Estudos recentes apresentaram resultados em que a representação adotada de um
genoma considera tanto a estrutura das regiões intergênicas como também a possibilidade
de mapear genes com múltiplas cópias. Os resultados abordam modelos compostos pela
combinação dos eventos de reversão e transposição em cenários em que a orientação dos
genes é conhecida [65] ou desconhecida [66]. Para todos os problemas, foram apresentados
algoritmos que garantem um fator de aproximação Θ(k), onde k é o número máximo de
cópias de um gene nos genomas comparados.

O restante dessa tese está dividida da seguinte forma. No Capítulo 2 são apresenta-
das definições, conceitos e estruturas que serão utilizadas nos três capítulos subsequentes
desta tese, e que são fundamentais para a obtenção de resultados para os problemas inves-
tigados. No Capítulo 3 um novo problema de rearranjo é introduzido, onde uma restrição
de proporção entre operações é adicionada ao modelo. No Capítulo 4 são investigados
problemas em que a informação referente ao tamanho das regiões intergênicas e a ordem
dos genes é levada em consideração. No Capítulo 5 é apresentada uma generalização dos
problemas que consideram tanto a ordem dos genes como o tamanho estrito das regiões
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Tabela 1.2: Resultados de complexidade e fator de aproximação dos modelos considerando
uma representação intergênica.

Representação Intergênica com Sinais
Modelo Complexidade Aproximação
DCJ NP-difícil [43] 4

3
[43]

DCJ, Inserção e Deleção P [28] Exato [28]
Reversão NP-difícil [57] 2 [57]
Reversão (Super Curta) Desconhecida 5 [60]
Reversão e Move NP-difícil [25] 2 [25]
Reversão e Transposição NP-difícil [59] 3 [57]
Reversão e Transposição (Super Curta) Desconhecida 5 [60]
Reversão, Transposição e Move NP-difícil [59] 5

2
[59]

Representação Intergênica sem Sinais
Modelo Complexidade Aproximação
Reversão NP-difícil [22] 4 [22]
Reversão (Super Curta) Desconhecida 3 [60]
Transposição NP-difícil [59] 7

2
[59]

Transposição (Super Curta) Desconhecida 3 [60]
Transposição e Move NP-difícil [59] 5

2
[59]

Block-Interchange Desconhecida 2 [38]
Reversão e Transposição NP-difícil [22] 4 [23]
Reversão e Transposição (Super Curta) Desconhecida 3 [60]
Reversão, Transposição e Move NP-difícil [23] 3 [23]

intergênicas, permitindo adicionar um grau de flexibilidade para o tamanho desejado das
regiões intergênicas no genoma alvo. Por fim, no Capítulo 6, as conclusões finais desta
tese são apresentadas.
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Capítulo 2

Definições

Neste capítulo, apresentaremos as formas como um genoma será representado e como os
eventos de rearranjo de genomas podem afetá-lo. Além disso, definiremos o formato das
instâncias utilizadas pelos problemas investigados nos capítulos seguintes e apresentare-
mos definições e conceitos utilizados para obtenção de resultados.

2.1 Representação de Genomas

Nesta seção, apresentamos três representações de genomas que diferem quanto às estru-
turas genéticas incorporadas na representação computacional.

Dado um genoma G = (G1, G2, . . . , Gn) com n genes não repetidos, utilizamos uma
representação através de uma permutação π = (π1 π2 . . . πn), de forma que cada elemento
πi, com 1 ≤ i ≤ n, da permutação π representa o gene Gi do genoma G. Caso a orientação
dos genes no genoma G seja conhecida, associamos um sinal “+” ou “−” a cada elemento
πi ∈ π para representar a orientação de cada um dos genes de G. Caso contrário, o sinal
é omitido. Quando representamos um genoma utilizando apenas as informações obtidas
com base no posicionamento dos genes, denominamos de representação clássica. Além
disso, denotamos por representação clássica com sinais quando a orientação dos genes
é conhecida e por representação clássica sem sinais caso contrário. O Exemplo 2.1.1
mostra representações clássicas com sinais e sem sinais de genomas fictícios. Os elementos
coloridos com letras no interior representam os genes. Na parte superior os elementos
possuem orientação e na parte inferior não possuem.

Exemplo 2.1.1.

e b a d c

π = (−5 +2 +1 −4 +3)

e a b c d

π = (5 1 2 3 4)
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Dado um genoma G = (R1,G1,R2,G2 . . . ,Rn,Gn,Rn+1) com n genes não repetidos
G1, G2, . . . , Gn e n + 1 regiões intergênicas R1, R2, . . . , Rn+1, utilizamos essas duas
características para representar um genoma. As regiões intergênicas estão presentes nas
extremidades do genoma e entre cada par de genes consecutivos. Definimos o tamanho de
uma região intergênica como sendo a quantidade de nucleotídeos contidos nela. Represen-
tamos o genoma G utilizando dois elementos, sendo o primeiro elemento uma permutação
π = (π1 π2 . . . πn), de forma que cada elemento πi, com 1 ≤ i ≤ n, da permutação π re-
presenta o gene Gi do genoma G. Caso a orientação dos genes no genoma G seja conhecida,
associamos um sinal “+” ou “−” a cada elemento πi ∈ π para representar a orientação de
cada um dos genes de G. Caso contrário, o sinal é omitido. O segundo elemento da re-
presentação é uma lista de número inteiros não negativos π̆ = (π̆1, π̆2, . . . , π̆n+1), de forma
que cada elemento π̆i, com 1 ≤ i ≤ n+ 1, da lista π̆ representa o tamanho da região
intergênica Ri do genoma G. Quando representamos um genoma utilizando a informação
do posicionamento dos genes e os tamanhos das regiões intergênicas, denominamos de
representação intergênica rígida. Além disso, denotamos por representação intergênica
rígida com sinais quando a orientação dos genes é conhecida e por representação intergê-
nica rígida sem sinais caso contrário. O Exemplo 2.1.2 mostra representações intergênicas
rígidas com sinais e sem sinais de genomas fictícios. Os elementos coloridos com letras
no interior representam os genes, sendo que na parte superior eles possuem orientação
e na parte inferior não possuem. Os retângulos com bordas arredondadas, localizados
nas extremidades e entre cada par de genes, representam as regiões intergênicas, com o
número no interior indicando seu tamanho.

Exemplo 2.1.2.

5 1 0 2 1 0e b a d c

π = (−5 +2 +1 −4 +3)

π̆ = (5, 1, 0, 2, 1, 0)

3 2 2 0 4 1e a b c d

π = (5 1 2 3 4)

π̆ = (3, 2, 2, 0, 4, 1)

Para tornar a especificação em relação ao tamanho de cada região intergênica menos
rígida, criamos uma representação denominada de representação intergênica flexível. Para
isso, representamos um genoma G = (R1,G1,R2,G2 . . . ,Rn,Gn,Rn+1) com n genes não
repetidos G1, G2, . . . , Gn e n + 1 regiões intergênicas R1, R2, . . . , Rn+1 utilizando três
elementos. O primeiro elemento é uma permutação π = (π1 π2 . . . πn), de forma que cada
elemento πi, com 1 ≤ i ≤ n, da permutação π representa o gene Gi do genoma G. Caso a
orientação dos genes no genoma G seja conhecida, associamos um sinal “+” ou “−” a cada
elemento πi ∈ π para representar a orientação de cada um dos genes de G. Caso contrário,
o sinal é omitido. Os demais elementos são duas listas de número inteiros não negativos
π̆min = (π̆min

1 , π̆min
2 , . . . , π̆min

n+1) e π̆max = (π̆max
1 , π̆max

2 , . . . , π̆max
n+1), de forma que π̆min

i ≤ π̆max
i e

o tamanho da região intergênica Ri pertence ao intervalo [π̆min
i ..π̆max

i ], com 1 ≤ i ≤ n+ 1.
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Isso faz com que o tamanho de cada região intergênica seja flexível, tornando possível
especificar um intervalo de valores aceitáveis para o tamanho de cada uma delas ao invés
de apenas um único valor. Por fim, denotamos por representação intergênica flexível
com sinais quando a orientação dos genes é conhecida e por representação intergênica
flexível sem sinais caso contrário. O Exemplo 2.1.3 mostra representações intergênicas
flexíveis com sinais e sem sinais de genomas fictícios. Os elementos coloridos com letras
no interior representam os genes, sendo que na parte superior eles possuem orientação e
na parte inferior não possuem. Os retângulos com bordas arredondadas, localizados nas
extremidades e entre cada par de genes, representam as regiões intergênicas. O número na
parte superior de cada região intergênica indica o tamanho máximo permitido, enquanto
o número na parte inferior indica o tamanho mínimo permitido.

Exemplo 2.1.3.

6
3

3
2

4
2

5
1

6
3

3
0

e b a d c

π = (−5 +2 +1 −4 +3)

π̆min = (3, 2, 2, 1, 3, 0)

π̆max = (6, 3, 4, 5, 6, 3)

5
2

7
5

2
2

5
4

9
1

4
3

e a b c d

π = (5 1 2 3 4)

π̆min = (2, 5, 2, 4, 1, 3)

π̆max = (5, 7, 2, 5, 9, 4)

Dada a representação R de um genoma G, seja na forma clássica R = (π), intergênica
rígidaR = (π, π̆) ou intergênica flexívelR = (π, π̆min, π̆max), obtemos sua versão estendida
adicionando dois novos elementos em π, π0 = 0 e πn+1 = n+ 1, no início e no fim da
permutação π, respectivamente. Esses dois novos elementos adicionados em π representam
genes fictícios que não serão afetados por nenhum evento de rearranjo de genomas, e
serão utilizados apenas para tornar algumas definições mais simples. De agora em diante,
assumimos que qualquer representação de genoma estará na sua forma estendida, a não
ser que seja dito expressamente o contrário.

2.2 Eventos de Rearranjo

Nesta seção, apresentamos os eventos de rearranjo considerados nesta tese e como eles
podem afetar o genoma dependendo da representação utilizada.

Os eventos de rearranjo de genomas são classificados em conservativos ou não con-
servativos. Os eventos de rearranjo conservativos não alteram a quantidade de material
genético do genoma, enquanto os eventos de rearranjo não conservativos, sim. Dado um
evento de rearranjo γ e uma representação R de um genoma, denotamos por R · γ o
genoma resultante após a aplicação do evento de rearranjo γ em R. De maneira similar,
quando temos uma sequência de eventos de rearranjo S = (γ1, γ2, . . . , γk) e uma represen-
tação R de um genoma, denotamos por R · S = R · γ1 · γ2 · . . . · γk como sendo o genoma
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resultante após a aplicação da sequência S em R. A seguir, mostramos como os eventos
de rearranjo conservativos de reversão e transposição afetam a representação clássica de
um genoma.

Definição 2.2.1 (Reversão). Seja R = (π) uma representação clássica de um genoma
e sejam i e j números inteiros tais que 1 ≤ i ≤ j ≤ n. Uma reversão ρ(i,j) inverte o
segmento (πi πi+1 . . . πj−1 πj) de π. Caso a representação R do genoma seja clássica com
sinais, o sinal de cada elemento no segmento (πi πi+1 . . . πj−1 πj) também é invertido.

Os exemplos 2.2.1 e 2.2.2 mostram uma reversão ρ(i,j) genérica sendo aplicada em uma
representação clássica com e sem sinais de um genoma, respectivamente.

Exemplo 2.2.1.

π = (π0 π1 . . . πi−1 πi πi+1 . . . πj−1 πj πj+1 . . . πn πn+1)

π · ρ(i,j) = (π0 π1 . . . πi−1 −πj −πj−1 . . . −πi+1 −πi πj+1 . . . πn πn+1)

Exemplo 2.2.2.

π = (π0 π1 . . . πi−1 πi πi+1 . . . πj−1 πj πj+1 . . . πn πn+1)

π · ρ(i,j) = (π0 π1 . . . πi−1 πj πj−1 . . . πi+1 πi πj+1 . . . πn πn+1)

O Exemplo 2.2.3 mostra uma reversão ρ(2,4) sendo aplicada na representação clássica
com sinaisR = (π) = (+0−3 +2−4 +1 +5 +6) de um genoma, enquanto o Exemplo 2.2.4
mostra uma reversão ρ(1,5) sendo aplicada na representação clássica sem sinais R = (π) =

(0 4 5 3 2 1 6) de um genoma.

Exemplo 2.2.3.

π = (+0 −3 +2 −4 +1 +5 +6)

π · ρ(2,4) = (+0 −3 −1 +4 −2 +5 +6)

Exemplo 2.2.4.

π = (0 4 5 3 2 1 6)

π · ρ(1,5) = (0 1 2 3 5 4 6)

Definição 2.2.2 (Transposição). Seja R = (π) uma representação clássica de um genoma
e sejam i, j e k números inteiros tais que 1 ≤ i < j < k ≤ n+ 1. Uma transposição τ (i,j,k)

troca a posição dos segmentos consecutivos (πi πi+1 . . . πj−1) e (πj πj+1 . . . πk−1) de π.

O Exemplo 2.2.5 mostra uma transposição τ (i,j,k) genérica sendo aplicada em uma
representação clássica de um genoma. Note que a transposição pode ser aplicada em
ambas as representações clássicas, com e sem sinais.

Exemplo 2.2.5.

π = (π0 π1 . . . πi−1 πi πi+1 . . . πj−1 πj πj+1 . . . πk−1 πk . . . πn πn+1)

π · τ (i,j,k) = (π0 π1 . . . πi−1 πj πj+1 . . . πk−1 πi πi+1 . . . πj−1 πk . . . πn πn+1)
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O Exemplo 2.2.6 mostra uma transposição τ (1,3,5) sendo aplicada na representação
clássica com sinais R = (π) = (+0 −4 −3 +1 +2 +5 +6) de um genoma, enquanto o
Exemplo 2.2.7 mostra uma transposição τ (4,5,6) sendo aplicada na representação clássica
sem sinais R = (π) = (0 3 2 1 5 4 6) de um genoma.

Exemplo 2.2.6.

π = (+0 −4 −3 +1 +2 +5 +6)

π · τ (1,3,5) = (+0 +1 +2 −4 −3 +5 +6)

Exemplo 2.2.7.

π = (0 3 2 1 5 4 6)

π · τ (4,5,6) = (0 3 2 1 4 5 6)

A seguir, mostramos como os eventos de rearranjo conservativos de reversão inter-
gênica, transposição intergênica e move intergênico afetam a representação intergênica
rígida de um genoma.

Definição 2.2.3 (Reversão Intergênica). Seja R = (π, π̆) uma representação intergênica
rígida de um genoma e sejam i, j, x e y números inteiros tais que 1 ≤ i ≤ j ≤ n,
0 ≤ x ≤ π̆i e 0 ≤ y ≤ π̆j+1. Uma reversão intergênica ρ(i,j)

(x,y) divide as regiões intergênicas
π̆i e π̆j+1 da seguinte forma: π̆i em duas partes com tamanhos x e x′, onde x′ = π̆i − x; e
π̆j+1 em duas partes com tamanhos y e y′, onde y′ = π̆j+1 − y. Em seguida, o segmento
(x′, πi, π̆i+1 . . . π̆j, πj, y) do genoma é invertido. Caso a representação seja com sinais, os
sinais dos elementos de πi até πj também são invertidos. Por fim, os segmentos do genoma
são remontados com os pares de partes (x, y) e (x′, y′) fundindo-se e formando as novas
regiões intergênicas π̆i e π̆j+1 com tamanhos x+ y e x′ + y′, respectivamente.

O Exemplo 2.2.8 mostra uma reversão intergênica ρ(i,j)
(x,y) genérica sendo aplicada em

uma representação intergênica rígida com sinais de um genoma.

Exemplo 2.2.8.

· · · π̆i · · · π̆j+1 · · ·+π0 +πi−1 +πi +πj +πj+1 +πn+1

· · · x|x′ · · · y|y′ · · ·+π0 +πi−1 +πi +πj +πj+1 +πn+1

· · · x|y · · · x′|y′ · · ·+π0 +πi−1 −πj −πi +πj+1 +πn+1

O Exemplo 2.2.9 mostra uma reversão intergênica ρ(i,j)
(x,y) genérica sendo aplicada em

uma representação intergênica rígida sem sinais de um genoma.
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Exemplo 2.2.9.

· · · π̆i · · · π̆j+1 · · ·π0 πi−1 πi πj πj+1 πn+1

· · · x|x′ · · · y|y′ · · ·π0 πi−1 πi πj πj+1 πn+1

· · · x|y · · · x′|y′ · · ·π0 πi−1 πj πi πj+1 πn+1

O Exemplo 2.2.10 mostra uma reversão intergênica ρ(2,4)
(2,0) sendo aplicada na representa-

ção intergênica rígida com sinais R = (π, π̆) = ((+0 −3 +2 −4 +1 +5 +6), (1, 4, 4, 2, 0, 3))

de um genoma, enquanto o Exemplo 2.2.11 mostra uma reversão intergênica ρ(1,5)
(1,2) sendo

aplicada na representação intergênica rígida sem sinais R = (π, π̆) = ((0 4 5 3 2 1 6),

(1, 1, 7, 3, 0, 2)) de um genoma. As regiões intergênicas marcadas com sobrescrito podem
ter seus tamanhos alterados pelo evento, enquanto as regiões intergênicas marcadas com
subscrito sofrem apenas uma troca de posição.

Exemplo 2.2.10.

(π, π̆) = ((+0 −3 +2 −4 +1 +5 +6), (1, 4, 4, 2, 0, 3))

(π, π̆) · ρ(2,4)
(2,0) = ((+0 −3 −1 +4 −2 +5 +6), (1, 2, 2, 4, 2, 3))

Exemplo 2.2.11.

(π, π̆) = ((0 4 5 3 2 1 6), (1, 1, 7, 3, 0, 2))

(π, π̆) · ρ(1,5)
(1,2) = ((0 1 2 3 5 4 6), (3, 0, 3, 7, 1, 0))

Definição 2.2.4 (Transposição Intergênica). Seja R = (π, π̆) uma representação in-
tergênica rígida de um genoma e sejam i, j, k, x, y e z números inteiros tais que
1 ≤ i < j < k ≤ n + 1, 0 ≤ x ≤ π̆i, 0 ≤ y ≤ π̆j e 0 ≤ z ≤ π̆k. Uma transposição
intergênica τ (i,j,k)

(x,y,z) divide as regiões intergênicas π̆i, π̆j e π̆k da seguinte forma: π̆i em duas
partes com tamanhos x e x′, onde x′ = π̆i − x; π̆j em duas partes com tamanhos y e y′,
onde y′ = π̆j−y; e π̆k em duas partes com tamanhos z e z′, onde z′ = π̆k−z. Em seguida,
os segmentos consecutivos (x′, πi, π̆i+1, . . . π̆j−1, πj−1, y) e (y′, πj, π̆j+1 . . . π̆k−1, πk−1, z) tro-
cam de posição sem alterar a orientação dos genes contidos nos segmentos. Por fim,
os segmentos do genoma são remontados com os pares de partes (x, y′), (z, x′) e (y, z′)

fundindo-se e formando as novas regiões intergênicas π̆i, π̆k+i−j, e π̆k com tamanhos x+y′,
z + x′ e y + z′, respectivamente.

O Exemplo 2.2.12 mostra uma transposição intergênica τ (i,j,k)
(x,y,z) genérica sendo aplicada

em uma representação intergênica rígida de um genoma. Note que, caso a representa-
ção utilizada seja com sinais, o evento não altera a orientação dos genes nos segmentos
afetados.
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Exemplo 2.2.12.

· · · π̆i · · · π̆j · · · π̆k · · ·π0 πi−1 πi πj−1 πj πk−1 πk πn+1

· · · x|x′ · · · y|y′ · · · z|z′ · · ·π0 πi−1 πi πj−1 πj πk−1 πk πn+1

· · · x|y′ · · · z|x′ · · · y|z′ · · ·π0 πi−1 πj πk−1 πi πj−1 πk πn+1

O Exemplo 2.2.13 mostra uma transposição intergênica τ (1,3,6)
(1,1,3) sendo aplicada na re-

presentação intergênica rígida com sinais R = (π, π̆) = ((+0 −4 −3 +1 +2 +5 +6),

(3, 0, 2, 2, 4, 7)) de um genoma, enquanto o Exemplo 2.2.14 mostra uma transposição inter-
gênica τ (4,5,6)

(0,0,1) sendo aplicada na representação intergênica rígida sem sinais R = (π, π̆) =

((0 3 2 1 5 4 6), (3, 2, 4, 1, 0, 2)) de um genoma. As regiões intergênicas marcadas com so-
brescrito podem ter seus tamanhos alterados pelo evento, enquanto as regiões intergênicas
marcadas com subscrito sofrem apenas uma troca de posição.

Exemplo 2.2.13.

(π, π̆) = ((+0 −4 −3 +1 +2 +5 +6), (3, 0, 2, 2, 4, 7))

(π, π̆) · τ (1,3,6)
(1,1,3) = ((+0 +1 +2 +5 −4 −3 +6), (2, 2, 4, 5, 0, 5))

Exemplo 2.2.14.

(π, π̆) = ((0 3 2 1 5 4 6), (3, 2, 4, 1, 0, 2))

(π, π̆) · τ (4,5,6)
(0,0,1) = ((0 3 2 1 4 5 6), (3, 2, 4, 0, 2, 1))

Definição 2.2.5 (Move Intergênico). Seja R = (π, π̆) uma representação intergênica
rígida de um genoma e sejam i, j e x números inteiros tais que 1 ≤ i, j ≤ n e 0 ≤ x ≤ π̆i.
Um move intergênico µ(i,j)

(x) transfere x nucleotídeos da região intergênica π̆i para a região
intergênica π̆j.

O Exemplo 2.2.15 mostra um move intergênico µ(2,5)
(3) sendo aplicado na representação

intergênica rígida com sinais R = (π, π̆) = ((+0 −3 +2 −4 +1 +5 +6), (1, 4, 4, 2, 0, 3)) de
um genoma, enquanto o Exemplo 2.2.16 mostra um move intergênico µ(3,5)

(5) sendo aplicado
na representação intergênica rígida sem sinaisR = (π, π̆) = ((0 4 5 3 2 1 6), (1, 1, 7, 3, 0, 2))

de um genoma. As regiões intergênicas marcadas com sobrescrito sofrem alteração no seu
tamanho causada pelo evento.

Exemplo 2.2.15.

(π, π̆) = ((+0 −3 +2 −4 +1 +5 +6), (1, 4, 4, 2, 0, 3))

(π, π̆) · µ(2,5)
(3) = ((+0 −3 +2 −4 +1 +5 +6), (1, 1, 4, 2, 3, 3))
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Exemplo 2.2.16.

(π, π̆) = ((0 4 5 3 2 1 6), (1, 1, 7, 3, 0, 2))

(π, π̆) · µ(3,5)
(5) = ((0 4 5 3 2 1 6), (1, 1, 2, 3, 5, 2))

A seguir, mostramos como o evento de rearranjo não conservativo de indel intergênico
afeta a representação intergênica rígida de um genoma. O evento de rearranjo indel
intergênico é uma forma compacta para definir os eventos de inserção e deleção utilizando
a mesma notação.

Definição 2.2.6 (Indel Intergênico). Seja R = (π, π̆) uma representação intergênica
rígida de um genoma e sejam i e x números inteiros tais que 1 ≤ i ≤ n e x ≥ −π̆i. Um
indel intergênico δ(i)

(x) remove x nucleotídeos da região intergênica π̆i caso x seja negativo.
Caso contrário, um indel intergênico δ(i)

(x) insere x nucleotídeos na região intergênica π̆i.

O Exemplo 2.2.17 mostra um indel intergênico δ(5)
(9) sendo aplicado na representação

intergênica rígida com sinais R = (π, π̆) = ((+0 −3 +2 −4 +1 +5 +6), (3, 5, 1, 0, 2, 1)) de
um genoma, enquanto o Exemplo 2.2.18 mostra um indel intergênico δ(6)

(−6) sendo aplicado
na representação intergênica rígida sem sinaisR = (π, π̆) = ((0 4 5 3 2 1 6), (3, 3, 2, 1, 0, 7))

de um genoma. As regiões intergênicas marcadas com sobrescrito sofrem alteração no seu
tamanho causada pelo evento.

Exemplo 2.2.17.

(π, π̆) = ((+0 −3 +2 −4 +1 +5 +6), (3, 5, 1, 0, 2, 1))

(π, π̆) · δ(5)
(9) = ((+0 −3 +2 −4 +1 +5 +6), (3, 5, 1, 0, 11, 1))

Exemplo 2.2.18.

(π, π̆) = ((0 4 5 3 2 1 6), (3, 3, 2, 1, 0, 7))

(π, π̆) · δ(6)
(−6) = ((0 4 5 3 2 1 6), (3, 3, 2, 1, 0, 1))

2.3 Caracterização das Instâncias

Os problemas investigados nesta tese têm como principal objetivo transformar uma re-
presentação de um genoma de origem Ro em uma representação de um genoma alvo Ra

utilizando eventos de rearranjo de genoma para essa finalidade. Um modelo de rearranjo
M é um conjunto de eventos de rearranjo que podem ser utilizados para transformar um
genoma em outro. Os problemas de rearranjo de genomas diferenciam-se pela represen-
tação do genoma de origem e alvo utilizada e pelo modelo de rearranjo adotado. A seguir
descrevemos os tipos de instâncias que os problemas investigados posteriormente recebem
como entrada.

• Uma instância clássica é caracterizada por um par de representações clássicas de
genomas (π, ι) que compartilham o mesmo conjunto de genes, sendo que ambas
as representações podem ser com ou sem sinais. Por padrão, em uma instância
clássica utilizaremos π e ι como as representações dos genomas de origem e alvo,
respectivamente. O objetivo principal dos problemas que utilizam esse tipo de
instância consiste em transformar π em ι.
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• Uma instância intergênica rígida é caracterizada por um par de representações in-
tergênicas rígidas de genomas ((π, π̆), (ι, ῐ)) que compartilham o mesmo conjunto
de genes, sendo que ambas as representações podem ser com ou sem sinais. Por
padrão, em uma instância intergênica rígida utilizaremos (π, π̆) e (ι, ῐ) como as re-
presentações dos genomas de origem e alvo, respectivamente. O objetivo principal
dos problemas que utilizam esse tipo de instância consiste em transformar (π, π̆) em
(ι, ῐ).

• Uma instância intergênica flexível é caracterizada por um par de representações de
genomas ((π, π̆), (ι, ῐmin, ῐmax)) que compartilham o mesmo conjunto de genes, sendo
a primeira representação intergênica rígida e a segunda intergênica flexível. Ambas
as representações podem ser com ou sem sinais. Por padrão, em uma instância
intergênica flexível utilizaremos (π, π̆) e (ι, ῐmin, ῐmax) como as representações dos
genomas de origem e alvo, respectivamente. O objetivo principal dos problemas
que utilizam esse tipo de instância consiste em transformar (π, π̆) em (ι, ῐ′), tal que
∀i ∈ {1, 2, . . . , n+ 1} : ῐmin

i ≤ ῐ′i ≤ ῐmax
i .

Pelo fato dos genes serem representados por uma permutação e os genomas origem e
alvo compartilharem o mesmo conjunto de genes, podemos determinar uma permutação
padrão ι para os genes do genoma alvo e mapear a permutação do genoma de origem π

de acordo com os valores utilizados em ι. A permutação padrão para os genes do genoma
alvo é ι = (+1 +2 . . . +n) para uma representação com sinais e ι = (1 2 . . . n) para uma
representação sem sinais. Os elementos ῐ, ῐmin e ῐmax podem assumir quaisquer valores
inteiros não negativos, sendo seus valores definidos a cada instância.

O Exemplo 2.3.1 mostra uma instância clássica com sinais.
Exemplo 2.3.1.

π = +0 +2 −1 +4 +3 −6 −5 +7

ι = +0 +1 +2 +3 +4 +5 +6 +7

Definição 2.3.1. Uma instância intergênica rígida I = ((π, π̆), (ι, ῐ)) é chamada de ba-
lanceada se a seguinte igualdade é satisfeita:∑

π̆i ∈ π̆

π̆i =
∑
ῐi ∈ ῐ

ῐi.

Caso contrário, I é chamada de desbalanceada.

O Exemplo 2.3.2 mostra uma instância intergênica rígida balanceada sem sinais.
Exemplo 2.3.2.

(π, π̆) = 3 2 2 0 4 10 2 1 3 5 4 6

(ι, ῐ) = 2 2 1 1 4 20 1 2 3 4 5 6
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Definição 2.3.2. Uma instância intergênica flexível I = ((π, π̆), (ι, ῐmin, ῐmax)) é chamada
de balanceada se a seguinte condição é satisfeita:∑

ῐmin
i ∈ ῐmin

ῐmin
i ≤

∑
π̆i ∈ π̆

π̆i ≤
∑

ῐmax
i ∈ ῐmax

ῐmax
i .

Caso contrário, I é chamada de desbalanceada.

O Exemplo 2.3.3 mostra uma instância intergênica flexível balanceada com sinais.
Exemplo 2.3.3.

(π, π̆) = 3 2 2 0 4 1+0 −2 −1 +3 +5 +4 +6

(ι, ῐmin, ῐmax) =
5

2

3

2

3

0

4

1

7

3

6

2
+0 +1 +2 +3 +4 +5 +6

Note que instâncias intergênicas rígidas e flexíveis balanceadas possuem, no genoma de
origem, um total de nucleotídeos em que é possível atender todas as restrições referentes
aos tamanhos permitidos para cada região intergênica no genoma alvo. Por outro lado, em
instâncias intergênicas rígidas e flexíveis desbalanceadas, é necessário inserir ou remover
nucleotídeos nas regiões intergênicas do genoma de origem para ser possível transformá-lo
no genoma alvo.

2.4 Breakpoints

Nesta seção, apresentamos os conceitos de breakpoints em instâncias clássicas e intergêni-
cas rígidas. Esses conceitos são importantes para obtenção de limitantes inferiores e para
o desenvolvimento de algoritmos.

2.4.1 Breakpoint Clássico

Nesta seção, apresentamos o conceito de breakpoint para instâncias clássicas.

Definição 2.4.1 (Breakpoint Clássico Tipo Um). Dada uma instância clássica I = (π, ι),
um par de elementos (πi, πi+1), de forma que 0 ≤ i ≤ n, é um breakpoint clássico tipo um
se |πi+1 − πi| 6= 1.

Definição 2.4.2 (Breakpoint Clássico Tipo Dois). Dada uma instância clássica I = (π, ι),
um par de elementos (πi, πi+1), de forma que 0 ≤ i ≤ n, é um breakpoint clássico tipo dois
se πi+1 − πi 6= 1.

Dada uma instância clássica I = (π, ι), o número total de breakpoints clássicos tipo
um é denotado por b1(I). A variação no número de breakpoints clássicos tipo um após a
aplicação de uma sequência de eventos de rearranjo S em π é denotada por ∆b1(I, S) =

b1(I ′) − b1(I), onde I ′ = (π′, ι) e π′ = π · S. O número total de breakpoints clássicos
tipo dois é denotado por b2(I). A variação no número de breakpoints clássicos tipo
dois após a aplicação de uma sequência de eventos de rearranjo S em π é denotada por
∆b2(I, S) = b2(I ′)− b2(I), onde I ′ = (π′, ι) e π′ = π · S.
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Observação 2.4.1. A única instância clássica I com b1(I) = 0 ou b2(I) = 0 é I = (ι, ι).

Definição 2.4.3 (Strip). Dada uma instância clássica I = (π, ι), strips são sequências
maximais de elementos de π sem breakpoints clássicos.

Uma strip obtida de uma instância clássica sem sinais I = (π, ι) com apenas um
elemento πi é chamada de singleton e é definida como crescente caso i ∈ {0, n}. Caso
contrário, é definida como decrescente. Strips com mais de um elemento são chamadas
de crescentes caso os elementos formem uma sequência crescente. Caso contrário, são
chamadas de decrescentes. Uma strip obtida de uma instância clássica com sinais I =

(π, ι) é definida como positiva caso todos os elementos da strips tenham sinal positivo.
Caso contrário, a strip é definida como negativa.

O Exemplo 2.4.1 mostra uma instância clássica sem sinais I = ((0 1 2 5 4 3 6),

(0 1 2 3 4 5 6)). Note que a instância possui dois breakpoints clássicos tipo um (b1(I) = 2),
sendo eles (π2, π3) e (π5, π6). Além disso, obtemos as seguintes strips da instância I:
(0 1 2), (5 4 3) e (6), sendo que (0 1 2) e (6) são strips crescentes, enquanto (5 4 3) é uma
strip decrescente.
Exemplo 2.4.1.

π =

π0 π1 π2 π3 π4 π5 π6

0 1 2 5 4 3 6

ι =

ι0 ι1 ι2 ι3 ι4 ι5 ι6

0 1 2 3 4 5 6

O Exemplo 2.4.2 mostra uma instância clássica com sinais I = ((+0 +1 +2 +5 −4 −3

+6), (+0 +1 +2 +3 +4 +5 +6)). Note que a instância possui três breakpoints clássicos
tipo dois (b2(I) = 3), sendo eles (π2, π3), (π3, π4) e (π5, π6). As strips obtidas dessa
instância com esses breakpoints clássicos tipo dois são: (+0 +1 +2), (+5), (−4 −3) e
(+6). Sendo que (+0 +1 +2), (+5) e (+6) são positivas enquanto a strip (−4 −3) é
negativa.
Exemplo 2.4.2.

π =

π0 π1 π2 π3 π4 π5 π6

+0 +1 +2 +5 −4 −3 +6

ι =

ι0 ι1 ι2 ι3 ι4 ι5 ι6

+0 +1 +2 +3 +4 +5 +6

2.4.2 Breakpoint Intergênico

Nesta seção, apresentamos o conceito de breakpoint para instâncias intergênicas.

Definição 2.4.4 (Breakpoint Intergênico Tipo Um). Dada uma instância intergênica
rígida I = ((π, π̆), (ι, ῐ)), um par de elementos (πi, πi+1), de forma que 0 ≤ i ≤ n, é um
breakpoint intergênico tipo um se um dos seguintes casos ocorrer:
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• |πi+1 − πi| 6= 1

• |πi+1 − πi| = 1 e π̆i+1 6= ῐx, tal que x = max(πi, πi+1).

Definição 2.4.5 (Adjacência Intergênica). Dada uma instância intergênica rígida I =

((π, π̆), (ι, ῐ)), um par de elementos (πa, πb) é uma adjacência intergênica se |a− b| = 1 e
o par (πmin(a,b), πmax(a,b)) não é um breakpoint intergênico tipo um.

Note que um breakpoint intergênico tipo um indica um ponto no genoma de origem
que deve ser afetado por algum rearranjo de genoma com o objetivo de transformá-lo no
genoma alvo. Por outro lado, uma adjacência intergênica mostra um ponto no genoma
de origem em que o par de genes considerados também são consecutivos no genoma alvo.
Além disso, a região intergênica entre os genes tem o mesmo tamanho no genoma de
origem e alvo.

Definição 2.4.6 (Breakpoint Intergênico Sobrecarregado e Subcarregado). Dada uma
instância intergênica rígida I = ((π, π̆), (ι, ῐ)), um breakpoint intergênico tipo um
(πi, πi+1), tal que |πi+1 − πi| = 1, é chamado de sobrecarregado se π̆i+1 > ῐx, com
x = max(πi, πi+1). Caso contrário, o breakpoint intergênico tipo um (πi, πi+1) é cha-
mado de subcarregado.

Observe que um breakpoint intergênico sobrecarregado é formado por um par de genes
que são consecutivos nos genomas de origem e alvo. Contudo, o tamanho da região
intergênica entre o par de genes do genoma de origem é maior do que entre o mesmo
par de genes no genoma alvo. Já um breakpoint intergênico subcarregado é justamente
o cenário oposto: o par de genes são consecutivos nos genomas de origem e alvo, mas
a região intergênica entre o par de genes do genoma de origem é menor do que entre o
mesmo par de genes no genoma alvo.

Definição 2.4.7 (Breakpoint Intergênico Forte e Suave). Um breakpoint intergênico tipo
um (πi, πi+1) é chamado de forte se (πi, πi+1) é um breakpoint intergênico sobrecarregado
ou subcarregado. Caso contrário, o breakpoint intergênico tipo um (πi, πi+1) é chamado
de suave.

Definição 2.4.8 (Breakpoint Intergênico Super Forte). Um breakpoint intergênico forte
(πi, πi+1) é chamado de super forte se um dos seguintes casos ocorrer:

• i ∈ {0, n}

• (πi−1, πi) ou (πi+1, πi+2) é um breakpoint intergênico forte ou uma adjacência inter-
gênica.

Note que um breakpoint intergênico super forte está em uma das extremidades do
genoma de origem ou imediatamente antes ou depois existe um breakpoint intergênico
forte ou uma adjacência intergênica.

Definição 2.4.9 (Par Conectado de Breakpoints Intergênicos). Dada uma instância in-
tergênica rígida I = ((π, π̆), (ι, ῐ)), um par de breakpoints intergênicos tipo um (πi, πi+1)

e (πj, πj+1) é chamado de conectado se ambas as condições a seguir são satisfeitas:
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1. Existe um par de elementos dentre (πi, πi+1), (πj, πj+1), (πi, πj), (πi, πj+1), (πi+1, πj)

e (πi+1, πj+1) que são consecutivos em ι e tal par não forma uma adjacência inter-
gênica.

2. π̆i+1+π̆j+1 ≥ ῐk, tal que ῐk é o tamanho da região intergênica entre o par de elementos
consecutivos (que satisfaz a condição 1) em ι.

Um par de breakpoints intergênicos conectados indica a possibilidade de criar uma
adjacência intergênica utilizando apenas o material de ambos os breakpoints intergênicos
tipo um (genes e nucleotídeos das regiões intergênicas).

Definição 2.4.10 (Par Suavemente Conectado de Breakpoints Intergênicos). Dada uma
instância intergênica rígida I = ((π, π̆), (ι, ῐ)), um par de breakpoints intergênicos conec-
tados (πi, πi+1) e (πj, πj+1) é chamado de suavemente conectado se ambos os breakpoints
intergênicos são suaves.

Definição 2.4.11 (Strip Suave). Seja I = ((π, π̆), (ι, ῐ)) uma instância intergênica rígida,
strips suaves são sequências maximais de elementos de π sem breakpoints intergênicos
suaves.

Uma strip suave com apenas um elemento πi é chamada de singleton e é definida
como crescente caso i ∈ {0, n}. Caso contrário, é definida como decrescente. Strips suaves
com mais de um elemento são chamadas de crescentes caso os elementos formem uma
sequência crescente. Caso contrário, são chamadas de decrescentes.

Definição 2.4.12 (Breakpoint Intergênico Tipo Dois). Dada uma instância intergênica
rígida I = ((π, π̆), (ι, ῐ)), um par de elementos (πi, πi+1), de forma que 0 ≤ i ≤ n, é um
breakpoint intergênico tipo dois se um dos seguintes casos ocorrer:

• πi+1 − πi 6= 1

• πi+1 − πi = 1 e π̆i+1 6= ῐx, tal que x = max(|πi|, |πi+1|).

Os breakpoints intergênicos tipo um e dois são utilizados dependendo do tipo da ins-
tância intergênica rígida (com ou sem sinais) e do modelo de rearranjo que é considerado,
mas ambos os conceitos indicam a mesma informação: os pontos que devem ser afetados
no genoma de origem para transformá-lo no genoma alvo.

Dada uma instância intergênica rígida I = ((π, π̆), (ι, ῐ)), o número total de break-
points fortes e suaves são denotados por ibf (I) e ibs(I), respectivamente. O número total
de breakpoints intergênicos tipo um é denotado por ib1(I) e note que ib1(I) = ibf (I) +

ibs(I). A variação no número de breakpoints intergênicos tipo um após a aplicação de uma
sequência de eventos de rearranjo S em (π, π̆) é denotada por ∆ib1(I, S) = ib1(I ′)−ib1(I),
onde I ′ = ((π′, π̆′), (ι, ῐ)) e (π′, π̆′) = (π, π̆) ·S. O número total de breakpoints intergênicos
tipo dois é denotado por ib2(I). A variação no número de breakpoints intergênicos tipo
dois após a aplicação de uma sequência de eventos de rearranjo S em (π, π̆) é denotada
por ∆ib2(I, S) = ib2(I ′)− ib2(I), onde I ′ = ((π′, π̆′), (ι, ῐ)) e (π′, π̆′) = (π, π̆) · S.
Observação 2.4.2. A única instância intergênica rígida I com ib1(I) = 0 ou ib2(I) = 0 é
I = ((ι, ῐ), (ι, ῐ)).
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O Exemplo 2.4.3 mostra uma instância intergênica rígida sem sinais I = (((0 1 2 5 4 3

6), (5, 5, 3, 1, 1, 2)), ((0 1 2 3 4 5 6), (5, 0, 6, 4, 1, 1))). Note que a instância possui qua-
tro breakpoints intergênicos tipo um (ib1(I) = 4), sendo que ibf (I) = 2 e ibs(I) = 2.
Os breakpoints intergênicos tipo um (π1, π2) e (π4, π5) são fortes, sendo que (π1, π2) é
super forte e sobrecarregado, enquanto (π4, π5) é subcarregado. Os breakpoints intergê-
nicos tipo um (π2, π3) e (π5, π6) são suaves. Entre os pares de breakpoints intergênicos
que estão conectados na instância, podemos citar o par de breakpoints intergênicos tipo
um ((π1, π2), (π2, π3)), que está conectado, e o par de breakpoints intergênicos tipo um
((π1, π2), (π4, π5)), que está suavemente conectado. Além disso, obtemos as seguintes
strips suaves da instância I: (0 1 2), (5 4 3) e (6), sendo que (0 1 2) e (6) são strips suaves
crescentes, enquanto (5 4 3) é uma strip suave decrescente.

Exemplo 2.4.3.

(π, π̆) =

π0 π1 π2 π3 π4 π5 π6

5 5 3 1 1 20 1 2 5 4 3 6

(ι, ῐ) =

ι0 ι1 ι2 ι3 ι4 ι5 ι6

5 0 6 4 1 10 1 2 3 4 5 6

O Exemplo 2.4.4 mostra uma instância intergênica rígida com sinais I = (((+0 +1 +2

+5 −4 −3 +6), (5, 5, 3, 1, 4, 2)), ((+0 +1 +2 +3 +4 +5 +6), (2, 5, 6, 4, 1, 2))). Note que a
instância possui quatro breakpoints intergênicos tipo dois (ib2(I) = 4), sendo eles (π0, π1),
(π2, π3), (π3, π4) e (π5, π6).

Exemplo 2.4.4.

(π, π̆) =

π0 π1 π2 π3 π4 π5 π6

5 5 3 1 4 2+0 +1 +2 +5 −4 −3 +6

(ι, ῐ) =

ι0 ι1 ι2 ι3 ι4 ι5 ι6

2 5 6 4 1 2+0 +1 +2 +3 +4 +5 +6

2.5 Regiões Intergênicas Flexíveis

Nesta seção, apresentamos alguns conceitos relacionados às regiões intergênicas em ins-
tâncias intergênicas flexíveis sem sinais. Esses conceitos são importantes para o desenvol-
vimento de algoritmos e limitantes inferiores para os problemas investigados nos capítulos
seguintes.

Definição 2.5.1 (Região Intergênica Estável e Instável). Dada uma instância intergênica
flexível sem sinais I = ((π, π̆), (ι, ῐmin, ῐmax)), uma região intergênica π̆i é chamada de
estável se |πi − πi−1| = 1 e ῐmin

k ≤ π̆i ≤ ῐmax
k , tal que k = max(πi−1, πi). Caso contrário, a

região intergênica π̆i é chamada de instável.
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Uma região intergênica instável deve necessariamente ser afetada por um evento de
rearranjo, seja para unir genes consecutivos no genoma alvo ou para alterar a quantidade
de nucleotídeos na região intergênica. Dada uma instância intergênica flexível sem sinais
I = ((π, π̆), (ι, ῐmin, ῐmax)), os conjuntos de regiões intergênicas estáveis e instáveis em I são
denotados por Se(I) e Si(I), respectivamente. O número de regiões intergênicas estáveis
e instáveis em I é denotado por ire(I) e iri(I), respectivamente. A variação no número de
regiões intergênicas instáveis após a aplicação de uma sequência de eventos de rearranjo
S em (π, π̆) é denotada por ∆iri(I, S) = iri(I ′)− iri(I), onde I ′ = ((π′, π̆′), (ι, ῐmin, ῐmax))

e (π′, π̆′) = (π, π̆) · S.
Sejam I = ((π, π̆), (ι, ῐmin, ῐmax)) uma instância intergênica flexível sem sinais e π̆i uma

região intergênica estável. Denotamos por gapmin(π̆i) = π̆i− ῐmin
k e gapmax(π̆i) = ῐmax

k − π̆i,
tal que k = max(πi−1, πi), a quantidade de nucleotídeos que podem ser, respectivamente,
removidos e adicionados mantendo π̆i estável.
Observação 2.5.1. Dada uma instância intergênica flexível sem sinais I = ((π, π̆),

(ι, ῐmin, ῐmax)) tal que iri(I) = 0, então π = ι e ∀π̆i ∈ π̆ : ῐmin
i ≤ π̆i ≤ ῐmax

i .
De agora em diante, as definições e conceitos apresentados referem-se às instâncias

intergênicas flexíveis balanceadas sem sinais, com a adoção de modelos compostos ex-
clusivamente por eventos de rearranjo conservativos. Note que, dada uma instância in-
tergênica flexível balanceada sem sinais I = ((π, π̆), (ι, ῐmin, ῐmax)), todas as regiões in-
tergênicas instáveis precisam ser removidas para transformar (π, π̆) em (ι, π̆′), tal que
∀π̆′i ∈ π̆′ : ῐmin

i ≤ π̆′i ≤ ῐmax
i . Entretanto, nesse caso em particular, temos que algumas

regiões intergênicas estáveis também podem ser afetadas com esse objetivo, dependendo
do total de nucleotídeos nas regiões intergênicas instáveis. Regiões intergênicas estáveis
devem obrigatoriamente ser afetadas por algum evento de rearranjo conservativo se algum
dos seguintes cenários ocorrer:

(i)
∑

π̆i∈Si(I)

π̆i <
∑

ῐmin
i ∈ῐmin

ῐmin
i −

∑
π̆i∈Se(I)

(π̆i − gapmin(π̆i)).

(ii)
∑

π̆i∈Si(I)

π̆i >
∑

ῐmax
i ∈ῐmax

ῐmax
i −

∑
π̆i∈Se(I)

(π̆i + gapmax(π̆i)).

No cenário (i), chamado de fonte, a quantidade de nucleotídeos nas regiões inter-
gênicas instáveis não é suficiente para torná-las estáveis. Dessa forma, nucleotídeos das
regiões intergênicas estáveis devem ser transferidos para as regiões intergênicas instáveis.
No cenário (ii), chamado de sorvedouro, a quantidade de nucleotídeos nas regiões inter-
gênicas instáveis excede o limite total permitido para essas regiões intergênicas. Dessa
forma, nucleotídeos das regiões intergênicas instáveis devem ser transferidos para as re-
giões intergênicas estáveis. Uma instância intergênica flexível balanceada sem sinais que
não pertence ao cenário fonte ou sorvedouro pertence ao cenário de equilíbrio. Nesse caso,
a quantidade de nucleotídeos nas regiões intergênicas instáveis é suficiente para torná-
las estáveis. Com a possível necessidade de afetar algumas regiões intergênicas estáveis,
temos a seguinte definição.

Definição 2.5.2 (Região Intergênica Auxiliar e Definitiva). Dada uma instância inter-
gênica flexível balanceada sem sinais I = ((π, π̆), (ι, ῐmin, ῐmax)), uma região intergênica
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estável π̆i é chamada de auxiliar se π̆i deve receber nucleotídeos de regiões intergênicas
instáveis ou transferir nucleotídeos para regiões intergênicas instáveis. Caso contrário, π̆i
é chamada de definitiva.

O número total de regiões intergênicas auxiliares depende do cenário da instância I.
No caso do cenário fonte, o conjunto de regiões intergênicas auxiliares Sa(I) é tal que seu
tamanho é mínimo e a seguinte restrição é satisfeita:∑

π̆i∈Sa(I)

gapmin(π̆i) ≥
∑

ῐmin
i ∈ῐmin

ῐmin
i −

∑
π̆i∈Se(I)

(π̆i − gapmin(π̆i))−
∑

π̆i∈Si(I)

π̆i.

Note que o conjunto Sa(I) com tamanho mínimo pode ser facilmente obtido ordenando
as regiões intergênicas estáveis em ordem decrescente pelo valor de gapmin. Em seguida,
cada região intergênica é rotulada como auxiliar até que a restrição seja satisfeita. No
caso do cenário sorvedouro, o conjunto de regiões intergênicas auxiliares Sa(I) é tal que
seu tamanho é mínimo e a seguinte restrição é satisfeita:∑

π̆i∈Sa(I)

gapmax(π̆i) ≥
∑

π̆i∈Si(I)

π̆i −
∑

ῐmax
i ∈ῐmax

ῐmax
i +

∑
π̆i∈Se(I)

(π̆i + gapmax(π̆i)).

Semelhante ao cenário anterior, o conjunto Sa(I) com tamanho mínimo também pode
ser facilmente obtido ordenando as regiões intergênicas estáveis em ordem decrescente
pelo valor de gapmax e efetuando a rotulação das regiões intergênicas como auxiliares
até que a restrição seja satisfeita. Obtendo o conjunto Sa(I), temos que o conjunto das
regiões intergênicas definitivas Sd(I) pode ser obtido pela operação Se(I) \ Sa(I). Note
que Sa(I) ∪ Sd(I) = Se.

Caso o cenário de equilíbrio ocorra, então temos que Sa(I) = ∅ e Sd(I) = Se, ou seja, o
total de nucleotídeos nas regiões intergênicas instáveis é suficiente para torná-las estáveis
sem ser preciso afetar as regiões intergênicas estáveis. Dada uma instância intergênica
flexível balanceada sem sinais I = ((π, π̆), (ι, ῐmin, ῐmax)), o número de regiões intergênicas
auxiliares em I é denotado por ira(I). A variação no número de regiões intergênicas
auxiliares após aplicar uma sequência de eventos de rearranjo S em (π, π̆) é denotada por
∆ira(I, S) = ira(I ′)− ira(I), onde I ′ = ((π′, π̆′), (ι, ῐmin, ῐmax)) e (π′, π̆′) = (π, π̆) · S.

Observação 2.5.2. Dada uma instância intergênica flexível balanceada sem sinais I =

((π, π̆), (ι, ῐmin, ῐmax)) tal que iri(I) + ira(I) = 0, então π = ι e ∀π̆i ∈ π̆ : ῐmin
i ≤ π̆i ≤ ῐmax

i .

O Exemplo 2.5.1 mostra uma instância intergênica flexível balanceada sem sinais I =

(((0 1 2 5 4 3 6), (5, 0, 3, 1, 6, 2)), ((0 1 2 3 4 5 6), (4, 3, 3, 2, 2, 1), (6, 4, 8, 7, 3, 3))) que
pertence ao cenário fonte. Note que a instância I possui quatro regiões intergênicas
instáveis (iri(I) = 4, com Si = {π̆2, π̆3, π̆4, π̆6}) e duas regiões intergênicas estáveis (Se =

{π̆1, π̆5}). No exemplo, temos apenas uma região intergênica auxiliar (ira(I) = 1 e Sa =

{π̆5}). Note que gapmin(π̆1) = 1 e gapmin(π̆5) = 4.
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Exemplo 2.5.1.

(π, π̆) =

π0 π1 π2 π3 π4 π5 π6π̆1 π̆2 π̆3 π̆4 π̆5 π̆6

5 0 3 1 6 20 1 2 5 4 3 6

(ι, ῐmin, ῐmax) =

ι0 ι1 ι2 ι3 ι4 ι5 ι6

6

4

4

3

8

3

7

2

3

2

3

1
0 1 2 3 4 5 6

O Exemplo 2.5.2 mostra uma instância intergênica flexível balanceada sem sinais
I = (((0 1 2 5 4 3 6), (4, 3, 4, 1, 2, 8)), ((0 1 2 3 4 5 6), (4, 2, 1, 2, 0, 1), (6, 4, 3, 7, 1, 3)))

que pertence ao cenário sorvedouro. Note que a instância I possui duas regiões in-
tergênicas instáveis (iri(I) = 2 e Si = {π̆3, π̆6}) e quatro regiões intergênicas estáveis
(Se = {π̆1, π̆2, π̆4, π̆5}). No exemplo, temos duas regiões intergênica auxiliares (ira(I) =

2 e Sa = {π̆1, π̆5}). Note que gapmax(π̆1) = 2, gapmax(π̆2) = 1, gapmax(π̆4) = 0 e
gapmax(π̆5) = 5.

Exemplo 2.5.2.

(π, π̆) =

π0 π1 π2 π3 π4 π5 π6π̆1 π̆2 π̆3 π̆4 π̆5 π̆6

4 3 4 1 2 80 1 2 5 4 3 6

(ι, ῐmin, ῐmax) =

ι0 ι1 ι2 ι3 ι4 ι5 ι6

6

4

4

2

3

1

7

2

1

0

3

1
0 1 2 3 4 5 6

O Exemplo 2.5.3 mostra uma instância intergênica flexível balanceada sem sinais I =

(((0 1 2 5 4 3 6), (5, 5, 3, 1, 2, 3)), ((0 1 2 3 4 5 6), (2, 4, 1, 5, 1, 4), (4, 6, 3, 7, 3, 6))) que
não pertence ao cenário fonte ou sorvedouro. Note que por esse motivo a instância não
possui regiões intergênicas auxiliares, ou seja, ira(I) = 0 e Sa = ∅. A instância I possui
cinco regiões intergênicas instáveis (iri(I) = 5 e Si = {π̆1, π̆3, π̆4, π̆5, π̆6}) e uma região
intergênica estável (Se = {π̆2}).

Exemplo 2.5.3.

(π, π̆) =

π0 π1 π2 π3 π4 π5 π6π̆1 π̆2 π̆3 π̆4 π̆5 π̆6

5 5 3 1 2 30 1 2 5 4 3 6

(ι, ῐmin, ῐmax) =

ι0 ι1 ι2 ι3 ι4 ι5 ι6

4

2

6

4

3

1

7

5

3

1

6

4
0 1 2 3 4 5 6

2.6 Grafo de Ciclos

Grafos são estruturas amplamente utilizadas em problemas de rearranjo de genomas para
obtenção de limitantes inferiores e algoritmos. Nesta seção, apresentamos os grafos de
ciclos clássico, ponderado e ponderado flexível.
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2.6.1 Grafo de Ciclos Clássico

O grafo de ciclos clássico, também chamado de grafo de breakpoints [12,47], tem seu uso
bastante difundido em problemas de rearranjo de genomas que utilizam instâncias clássi-
cas. Esse grafo evidencia em uma mesma estrutura as adjacências presentes no genoma
de origem e as adjacências desejadas no genoma alvo. A seguir definimos formalmente o
grafo de ciclos clássico.

Dada uma instância clássica I = (π, ι), definimos o grafo de ciclos clássico por G(I) =

(V,E, `), tal que V , E e ` representam o conjunto de vértices, o conjunto de arestas e
uma função de rotulação de arestas, respectivamente. O conjunto de vértices V é dado
por {+π0,−π1,+π1,−π2,+π2, . . . ,−πn,+πn,−πn+1}. Note que para cada elemento πi,
com 1 ≤ i ≤ n, adicionamos em V os vértices −πi e +πi. Por fim, adicionamos em V

os vértices +π0 e −πn+1. O conjunto de arestas E = Ep ∪ Ec é dividido nos conjuntos
de arestas pretas (Ep) e arestas cinzas (Ec), onde Ep = {{−πi,+πi−1} | 1 ≤ i ≤ n + 1}
e Ec = {{+(i − 1),−i} | 1 ≤ i ≤ n + 1}. Perceba que as arestas pretas representam
os elementos adjacentes na permutação π, enquanto as arestas cinzas representam os
elementos adjacentes em ι.

Existem diferentes formas de desenhar o grafo de ciclos clássico. Entretanto, utili-
zaremos a forma que chamamos de padrão. Para essa forma de desenhar o grafo, os
vértices são posicionados horizontalmente da esquerda para direita, seguindo a ordem
+π0,−π1,+π1,−π2,+π2, . . . ,−πn,+πn,−πn+1. As arestas pretas são desenhadas for-
mando uma linha horizontal contínua, enquanto as arestas cinzas formam arcos com linhas
tracejadas sobre os vértices. O Exemplo 2.6.1 mostra o grafo de ciclos clássico construído
a partir da instância clássica I = ((+0 +4 +3 −1 +2 +5 +6), (+0 +1 +2 +3 +4 +5 +6)).

Exemplo 2.6.1.

+0 −4 +4 −3 +3 +1 −1 −2 +2 −5 +5 −6

` = −1 ` = 2 ` = −3 ` = 4 ` = 5 ` = 6

Pelo Exemplo 2.6.1, podemos perceber que o grafo de ciclos clássico possui 2n + 2

vértices e 2n + 2 arestas (n + 1 pretas e n + 1 cinzas), sendo que em cada vértice duas
arestas são incidentes, uma preta e uma cinza. Por esse motivo, há uma decomposição
única de G(I) em ciclos com arestas de cores alternadas.

A função de rotulação ` : Ep → {−(n+ 1),−n, . . . ,−2,−1, 1, 2, . . . , n, (n+ 1)} atribui
um rótulo para cada aresta preta no grafo em função da direção em que a aresta é
percorrida. Dada uma aresta preta ep = {−πi,+πi−1} ∈ Ep, a função ` atribui o rótulo i
em ep caso ela seja percorrida de −πi até +πi−1. Caso contrário, ep é rotulada com −i. Por
padrão, cada ciclo de G(I) é representado pela sequência de rótulos de suas arestas pretas
na ordem em que elas são percorridas, sendo que a primeira aresta preta de um ciclo é
aquela que encontra-se mais à direita no grafo, seguindo o desenho padrão, e é percorrida
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da direita para esquerda, ou seja, de −πi até +πi−1. Essa representação utilizada para os
ciclos faz com que eles sejam representados unicamente. No Exemplo 2.6.1, G(I) possui
três ciclos: C1 = (4,−1,−3), C2 = (5, 2) e C3 = (6).

O tamanho de um ciclo C em G(I) é dado pela quantidade de arestas pretas do ciclo.
Um ciclo de tamanho um é chamado de trivial. Um ciclo com tamanho menor que três é
chamado de curto. Caso contrário, é chamado de longo.

Definição 2.6.1 (Arestas Divergentes e Convergentes). Duas arestas pretas de um ciclo
C em G(I) são chamadas de divergentes se elas são percorridas em direções opostas. Caso
contrário, são chamadas de convergentes.

Definição 2.6.2 (Ciclo Divergente e Convergente). Um ciclo C em G(I) é chamado de
divergente se pelo menos um par de arestas pretas de C são divergentes. Caso contrário,
C é chamado de convergente.

Podemos ainda classificar ciclos convergentes como orientados ou não orientados.

Definição 2.6.3 (Ciclo Orientado e Não Orientado). Um ciclo convergente C = (c1, c2,

. . . , ck) em G(I) é classificado como não orientado se ci > ci+1, para todo i com 1 ≤ i < k.
Caso contrário, C é classificado como orientado.

Dois ciclos de mesmo tamanho C = (c1, c2, . . . , ck) e D = (d1, d2, . . . , dk), ambos
pertencentes ao grafo G(I), são entrelaçados se |c1| > |d1| > |c2| > |d2| > . . . > |ck| > |dk|
ou |d1| > |c1| > |d2| > |c2| > . . . > |dk| > |ck|. Seja g1 uma aresta cinza adjacente às
arestas pretas com rótulos x1 e y1 tais que |x1| < |y1|, e seja g2 uma aresta cinza adjacente
às arestas pretas com rótulos x2 e y2 tais que |x2| < |y2|. Dizemos que duas arestas cinzas
g1 e g2 cruzam-se caso |x1| < |x2| ≤ |y1| < |y2|. Dois ciclos C e D cruzam-se caso uma
aresta cinza de C cruza-se com uma aresta cinza de D. Um open gate é uma aresta cinza
de um ciclo não trivial C em G(I) que não se cruza com nenhuma outra aresta cinza de
C. Um open gate g1 de C é fechado se outra aresta cinza (de um ciclo diferente de C)
cruza com g1.

Observação 2.6.1. Todos os open gates em G(I) são fechados [11].

No Exemplo 2.6.1, os ciclos C1 = (4,−1,−3), C2 = (5, 2) e C3 = (6) são, respectiva-
mente, longo divergente, curto convergente orientado e trivial. Note que o ciclo C1 possui
o open gate (+3,−4), enquanto o ciclo C2 possui os seguintes open gates: (+2,−3) e
(+4,−5).

Dada uma instância clássica I = (π, ι), denotamos por c(G(I)) o número de ciclos
em G(I). Dada uma sequência de eventos de rearranjo S, denotamos por ∆c(G(I), S) =

c(G(I ′))− c(G(I)), tal que I ′ = (π ·S, ι), a variação no número de ciclos após a aplicação
da sequência S no genoma de origem π de I.
Observação 2.6.2. A única instância clássica I com c(G(I)) = n+ 1 é I = (ι, ι).

2.6.2 Grafo de Ciclos Ponderado Rígido

O grafo de ciclos ponderado rígido é uma extensão do grafo de ciclos clássico, incorpo-
rando na sua estrutura, através de pesos nas arestas, informações referentes ao tamanho
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das regiões intergênicas do genoma de origem e do genoma alvo. A seguir, definimos
formalmente o grafo de ciclos ponderado rígido.

Dada uma instância intergênica rígida I = ((π, π̆), (ι, ῐ)), definimos o grafo de ciclos
ponderado rígido por G(I) = (V,E = Ep ∪ Ec, `, wp, wc), tal que V , E e ` representam,
respectivamente, o conjunto de vértices, o conjunto de arestas e uma função de rotulação
de arestas, enquanto wp e wc são funções de peso. Pelo fato do grafo de ciclos ponderado
rígido tratar-se de uma extensão do grafo de ciclos clássico, V , E e ` comportam-se
exatamente como anteriormente descrito. Além disso, todos os conceitos, definições e
representações que foram apresentados no contexto de grafo de ciclos clássico também
são válidos e utilizados no grafo de ciclos ponderado rígido.

A função de peso wp : Ep → N0 associa os tamanhos das regiões intergênicas no genoma
de origem com pesos nas arestas pretas do grafo. A função de peso wc : Ec → N0 funciona
de maneira similar, mas associando os tamanhos das regiões intergênicas no genoma alvo
com pesos nas arestas cinzas do grafo. Para cada aresta preta ei = {−πi,+πi−1} ∈ Ep,
temos que wp(ei) = π̆i. Para cada aresta cinza e′i = {+(i − 1),−i} ∈ Ec, temos que
wc(e

′
i) = ῐi. Dado um ciclo C ∈ G(I), denotamos por Ep(C) e Ec(C), respectivamente,

os conjuntos de arestas pretas e cinzas que pertencem ao ciclo C.

Definição 2.6.4 (Ciclo Balanceado e Desbalanceado). Um ciclo C em G(I) é chamado
de balanceado caso

∑
e′i∈Ec(C) wc(e

′
i) −

∑
ei∈Ep(C) wp(ei) = 0. Caso contrário, o ciclo C é

chamado de desbalanceado.

Em outras palavras, em um ciclo balanceado a soma dos pesos em suas arestas pretas
é a mesma que a soma dos pesos em suas arestas cinzas.

Definição 2.6.5 (Ciclo Negativo e Positivo). Um ciclo desbalanceado C em G(I) é cha-
mado de negativo quando

∑
e′i∈Ec(C) wc(e

′
i)−

∑
ei∈Ep(C) wp(ei) < 0. Caso contrário, o ciclo

C é chamado de positivo.

Note que os eventos de rearranjo afetam apenas as arestas pretas no grafo de ciclos
e suas extensões. Considerando um contexto composto por eventos conservativos, um
ciclo negativo após ser afetado por evento de rearranjo apresenta um potencial maior de
gerar novos ciclos balanceados, uma vez que existe peso suficiente em suas arestas pretas
para atender o peso exigido em cada uma de suas arestas cinzas. Dada uma instância
intergênica rígida I = ((π, π̆), (ι, ῐ)), denotamos por c(G(I)) e cb(G(I)) o número de ciclos
e o número ciclos balanceados em G(I), respectivamente. Dada uma sequência de eventos
de rearranjo S, denotamos por ∆c(G(I), S) = c(G(I ′)) − c(G(I)) e ∆cb(G(I), S) =

cb(G(I ′)) − cb(G(I)), tal que I ′ = ((π, π̆) · S, (ι, ῐ)), a variação no número de ciclos e no
número ciclos balanceados, respectivamente, após aplicar a sequência S no genoma de
origem (π, π̆) de I.

O Exemplo 2.6.2 mostra o grafo de ciclos ponderado rígido construído a partir da
instância intergênica rígida I = (((+0 +4 +3 −1 +2 +5 +6), (0, 6, 2, 5, 1, 3)), ((+0 +1 +2

+3 +4 +5 +6), (3, 3, 4, 2, 3, 2))).
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Exemplo 2.6.2.
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No Exemplo 2.6.2, os ciclos C1 = (4,−1,−3), C2 = (5, 2) e C3 = (6) são, respectiva-
mente, longo positivo, curto balanceado e trivial negativo.

Observação 2.6.3. A única instância intergênica rígida I com c(G(I)) = n+1 e cb(G(I)) =

n+ 1 é I = ((ι, ῐ), (ι, ῐ)).

2.6.3 Grafo de Ciclos Ponderado Flexível

O grafo de ciclos ponderado flexível também é uma extensão do grafo de ciclos clássico,
incorporando na sua estrutura, através de pesos nas arestas, informações referentes ao
tamanho das regiões intergênicas do genoma de origem e os tamanhos mínimos e máximos
permitidos para cada região intergênica no genoma alvo. A seguir, definimos formalmente
o grafo de ciclos ponderado flexível.

Dada uma instância intergênica flexível I = ((π, π̆), (ι, ῐmin, ῐmax)), definimos o grafo de
ciclos ponderado flexível por G(I) = (V,E = Ep ∪Ec, `, wp, wmin

c , wmax
c ), tal que V , E e `

representam, respectivamente, o conjunto de vértices, o conjunto de arestas e uma função
de rotulação de arestas, enquanto wp, wmin

c e wmax
c são funções de peso. Pelo fato do grafo

de ciclos ponderado flexível também tratar-se de uma extensão do grafo de ciclos clássico,
V , E e ` comportam-se exatamente como já descrito. Além disso, todos os conceitos,
definições e representações que foram apresentados no contexto de grafo de ciclos clássico
também são válidos e utilizados no grafo de ciclos ponderado flexível.

A função de peso wp : Ep → N0 associa os tamanhos das regiões intergênicas no genoma
de origem com pesos nas arestas pretas do grafo. As funções de peso wmin

c : Ec → N0 e
wmax
c : Ec → N0 associam, respectivamente, os tamanhos mínimos e máximos permitidos

para as regiões intergênicas no genoma alvo com pesos nas arestas cinzas do grafo. Para
cada aresta preta ei = {−πi,+πi−1} ∈ Ep, temos que wp(ei) = π̆i. Para cada aresta cinza
e′i = {+(i− 1),−i} ∈ Ec, temos que wmin

c (e′i) = ῐmin
i e wmax

c (e′i) = ῐmax
i . Dado um ciclo C

em G(I), denotamos por Ep(C) e Ec(C), respectivamente, os conjuntos de arestas pretas
e cinzas que pertencem ao ciclo C. Dado um ciclo C em G(I), denotamos por Wp(C) =∑

ei∈Ep(C) wp(ei), W
min
c (C) =

∑
e′i∈Ec(C) w

min
c (e′i) e Wmax

c (C) =
∑

e′i∈Ec(C) w
max
c (e′i) o peso

total, peso mínimo total e peso máximo total de C, respectivamente. Note que o peso
total de um ciclo é a soma dos pesos em suas arestas pretas. Já os pesos mínimo total e
máximo total são, respectivamente, a soma dos pesos mínimos e máximos em suas arestas
cinzas.
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Definição 2.6.6 (Ciclos Estável e Instável). Dada uma instância intergênica flexível
I = ((π, π̆), (ι, ῐmin, ῐmax)), um ciclo C em G(I) é chamado de estável caso Wmin

c (C) ≤
Wp(C) ≤ Wmax

c (C). Caso contrário, o ciclo C é chamado de instável.

Em outras palavras, um ciclo estável indica que o peso total é suficiente para satisfazer
as restrições relativas aos pesos mínimos e máximos em cada uma de suas arestas cinzas.
Denotamos os conjuntos de ciclos estáveis e instáveis em G(I) como Se(G(I)) e Si(G(I)),
respectivamente. Dado um ciclo C em G(I), denotamos por gapmin(C) = Wp(C) −
Wmin
c (C) e gapmax(C) = Wmax

c (C)−Wp(C) os valores que se subtraídos e adicionados do
peso total de C resultam, respectivamente, nos pesos mínimo total e máximo total de C.

O Exemplo 2.6.3 mostra o grafo de ciclos ponderado flexível construído a partir da
instância intergênica flexível I = (((+0 +4 +3 −1 +2 +5 +6), (0, 6, 2, 5, 1, 3)), ((+0 +1 +2

+3 +4 +5 +6), (5, 4, 2, 0, 1, 2), (6, 6, 2, 2, 2, 4))).

Exemplo 2.6.3.
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No Exemplo 2.6.3, os ciclos C1 = (4,−1,−3), C2 = (5, 2) e C3 = (6) são, respectiva-
mente, longo instável, curto instável e trivial estável.

Dada uma instância intergênica flexível I = ((π, π̆), (ι, ῐmin, ῐmax)), denotamos por
c(G(I)) e ce(G(I)) o número de ciclos e o número ciclos estáveis emG(I), respectivamente.
Dada uma sequência de eventos de rearranjo S, denotamos por ∆c(G(I), S) = c(G(I ′))−
c(G(I)) e ∆ce(G(I), S) = ce(G(I ′))− ce(G(I)), tal que I ′ = ((π, π̆) · S, (ι, ῐ)), a variação
no número de ciclos e no número ciclos estáveis, respectivamente, após a aplicação da
sequência S no genoma de origem (π, π̆) de I.

Observação 2.6.4. Dada uma instância intergênica flexível I = ((π, π̆), (ι, ῐmin, ῐmax)) tal
que c(G(I)) = ce(G(I)) = n+ 1, temos que π = ι e ῐmin

i ≤ π̆i ≤ ῐmax
i para todo π̆i ∈ π̆.

De agora em diante, as definições e conceitos apresentados referem-se às instâncias
intergênicas flexíveis balanceadas cujos modelos são compostos exclusivamente por eventos
de rearranjo conservativos. Note que, dada uma instância intergênica flexível balanceada
I = ((π, π̆), (ι, ῐmin, ῐmax)), todos os ciclos instáveis devem ser removidos e G(I) deve
possuir n+1 ciclos estáveis para transformar (π, π̆) em (ι, π̆′), tal que ∀π̆′i ∈ π̆′, ῐmin

i ≤ π̆′i ≤
ῐmax
i . Dependendo da distribuição dos nucleotídeos e das restrições de tamanho mínimo
e máximo nas arestas cinzas, alguns dos ciclos estáveis também devem ser afetados para
realizar essa tarefa. Na verdade, existem dois cenários em que isso ocorre:

(i)
∑

C∈Si(G(I))

Wp(C) <
∑

C∈Si(G(I))

Wmin
c (C).
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(ii)
∑

C∈Si(G(I))

Wp(C) >
∑

C∈Si(G(I))

Wmax
c (C).

No cenário (i), chamado de fonte, a soma do peso total de todos os ciclos instáveis é
menor que a soma do peso mínimo total dos mesmos ciclos, ou seja, não é possível atender
todas as restrições de peso mínimo e máximo nas arestas cinzas dos ciclos instáveis sem
que alguns ciclos estáveis transfiram uma determinada quantidade de peso de suas arestas
pretas para os ciclos instáveis. No cenário (ii), chamado de sorvedouro, a soma do peso
total de todos os ciclos instáveis é maior que a soma do peso máximo total dos mesmos
ciclos. Nesse caso, alguns ciclos instáveis precisam transferir uma determinada quantidade
de peso de suas arestas pretas para alguns dos ciclos estáveis. Uma instância intergênica
flexível balanceada que não pertence ao cenário fonte ou sorvedouro, pertence ao cenário
de equilíbrio. Neste caso, é possível transformar os ciclos instáveis em estáveis sem afetar
os demais ciclos estáveis da instância.

Definição 2.6.7 (Ciclo Auxiliar e Definitivo). Dada uma instância intergênica flexível
balanceada I = ((π, π̆), (ι, ῐmin, ῐmax)), um ciclo estável C em G(I) é chamado de auxiliar
se ele deve receber ou transferir peso de suas arestas pretas para outro ciclo, e é chamado
de definitivo caso contrário.

Denotamos os conjuntos de ciclos auxiliares e definitivos em G(I) como Sa(G(I))

e Sd(G(I)), respectivamente. Observe que os cenários fonte e sorvedouro não ocorrem
se
∑

C∈Si(G(I))W
min
c (C) ≤

∑
C∈Si(G(I))Wp(C) ≤

∑
C∈Si(G(I))W

max
c (C), onde temos que

Sa(G(I)) = ∅ e Sd(G(I)) = Se(G(I)) (Exemplo 2.6.3). Note que os cenários fonte e
sorvedouro não podem ocorrer simultaneamente. Caso um deles ocorra, então é necessário
determinar os conjuntos Sa(G(I)) e Sd(G(I)), que são dependentes do cenário em que a
instância se encaixa.

Considerando o cenário fonte, um conjunto Sa(G(I)) de tamanho mínimo pode ser
composto do menor número de ciclos de forma que a seguinte restrição seja cumprida:∑

C∈Sa(G(I))

gapmin(C) +
∑

C∈Si(G(I))

gapmin(C) ≥ 0.

Considerando o cenário sorvedouro, um conjunto Sa(G(I)) de tamanho mínimo pode
ser composto do menor número de ciclos de forma que a seguinte restrição seja cumprida:∑

C∈Sa(G(I))

gapmax(C) +
∑

C∈Si(G(I))

gapmax(C) ≥ 0.

Observe que, em ambos os cenários, o conjunto Sa(G(I)) pode ser facilmente obtido
após a ordenação, de forma decrescente, dos ciclos estáveis pelos valores gapmin e gapmax,
considerando os casos fonte e sorvedouro, respectivamente. Então, seguindo a ordem
decrescente, os ciclos são rotulados como auxiliares até que a restrição seja satisfeita.
O conjunto de ciclos definitivos Sd(G(I)) é obtido por Se(G(I)) \ Sa(G(I)), note que
Sa(G(I)) ∪ Sd(G(I)) = Se(G(I)).

Dada uma instância intergênica flexível balanceada I = ((π, π̆), (ι, ῐmin, ῐmax)), deno-
tamos por cd(G(I)) o número de ciclos definitivos em G(I). Dada uma sequência de
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eventos de rearranjo S, denotamos por ∆cd(G(I), S) = cd(G(I ′)) − cd(G(I)), tal que
I ′ = ((π, π̆) · S, (ι, ῐ)), a variação no número de ciclos definitivos após a aplicação da
sequência S no genoma de origem (π, π̆) de I.

Observação 2.6.5. Seja I = ((π, π̆), (ι, ῐmin, ῐmax)) uma instância intergênica flexível ba-
lanceada tal que c(G(I)) = cd(G(I)) = n + 1. Então temos que π = ι e ῐmin

i ≤ π̆i ≤ ῐmax
i

para todo π̆i ∈ π̆.

O Exemplo 2.6.4 mostra o grafo de ciclos ponderado flexível construído a partir da
instância intergênica flexível I = (((+0 +3 +2 +1 +4 +5 +6), (1, 2, 0, 2, 6, 2)), ((+0 +1 +2

+3 +4 +5 +6), (3, 2, 4, 0, 2, 1), (4, 3, 5, 4, 6, 2))).

Exemplo 2.6.4.
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No Exemplo 2.6.4, G(I) possui quatro ciclos, sendo eles: C1 = (3, 1), C2 = (4, 2),
C3 = (5) e C4 = (6). Além disso, temos os conjuntos Si(G(I)) = {C1} e Se(G(I)) =

{C2, C3, C4}. Observe que a instância intergênica flexível I do Exemplo 2.6.4 pertence ao
caso fonte, onde apenas o ciclo instável C1 precisa aumentar o seu peso total para ser trans-
formado em um ciclo estável (1 = Wp(C1) < Wmin

c (C1) = 7). Note que gapmin(C2) = 2,
gapmin(C3) = 4 e gapmin(C4) = 1. Portanto, temos que Sa(G(I)) = {C2, C3} e Sd(G(I)) =

{C4}.
O Exemplo 2.6.5 mostra o grafo de ciclos ponderado flexível construído a partir da

instância intergênica flexível I = (((+0 +5 +4 +3 +2 +1 +6), (1, 2, 4, 2, 6, 2)), ((+0 +1 +2

+3 +4 +5 +6), (3, 2, 1, 0, 2, 1), (4, 3, 1, 4, 3, 4))).

Exemplo 2.6.5.
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No Exemplo 2.6.5, G(I) possui dois ciclos, sendo eles: C1 = (5, 3, 1) e C2 = (6, 4, 2).
Além disso, temos os conjuntos Si(G(I)) = {C1} e Se(G(I)) = {C2}. Observe que
a instância intergênica flexível I do Exemplo 2.6.5 pertence ao caso sorvedouro, onde
apenas o ciclo instável C1 precisa reduzir o seu peso total para ser transformado em um
ciclo estável (11 = Wp(C1) > Wmax

c (C1) = 8). Note que gapmax(C2) = 5. Portanto, temos
que Sa(G(I)) = {C2} e Sd(G(I)) = ∅.
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Capítulo 3

Modelos com Proporção entre
Operações

Os problemas de distância entre genomas podem utilizar uma abordagem não ponde-
rada, ou seja, cada evento de rearranjo utilizado para transformar o genoma de origem
no genoma alvo contribui em uma unidade para a distância. Essa abordagem tem como
característica que cada tipo de evento de rearranjo pertencente ao modelo de rearranjo
adotado possui a mesma probabilidade de ocorrer em um cenário evolutivo. Outra aborda-
gem que surgiu para possibilitar uma contribuição diferente para cada evento de rearranjo
é chamada de ponderada. Nessa abordagem, cada tipo de evento de rearranjo possui um
peso associado que é contabilizado na distância evolutiva entre os genomas, onde busca-se
minimizar a soma total dos pesos. A abordagem ponderada geralmente é utilizada para
mapear um cenário em que queremos que determinados eventos de rearranjo tenham uma
probabilidade maior de ocorrer do que outros. Para isso, basta atribuir um peso menor
para os eventos de rearranjo mais frequentes. Esses pesos podem ser atribuídos com base
em observações empíricas de determinados organismos ou através de análises realizadas
especificamente para esse objetivo [8, 41].

Os eventos de rearranjo de reversão e transposição são dois dos eventos mais estuda-
dos na literatura [14,40,64]. Considerando uma representação clássica e uma abordagem
não ponderada, temos o problema de Ordenação de Permutações por Reversões e Trans-
posições (SbRT), sendo que o problema possui a variação com e sem sinais. Ambas
as variações pertencem à classe NP-difícil de problemas [55]. Para a variação com si-
nais do problema existe um algoritmo de aproximação com fator 2 [71], enquanto para
a variação sem sinais existe um algoritmo de aproximação com fator 2α [62], onde α é o
fator de aproximação do algoritmo utilizado para a decomposição em ciclos do grafo de
ciclos [30, 31].

Considerando uma abordagem ponderada, temos o problema de Ordenação de Per-
mutações por Reversões e Transposições Ponderadas (SbWRT) na variação com e sem
sinais. Em 2002, Eriksen [42] apresentou um algoritmo com fator de aproximação 7

6
para

a variação com sinais do problema, utilizando os pesos 1 e 2 para os eventos de rever-
são e transposição, respectivamente. Oliveira et al. [56] desenvolveram um algoritmo de
aproximação com fator 1.5 para a variação com sinais do problema SbWRT, adotando os
pesos 2 e 3 para os eventos de reversão e transposição, respectivamente. Além disso, os
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autores mostraram que as variações com e sem sinais do problema SbWRT pertencem à
classe NP-difícil quando a razão entre os pesos dos eventos de transposição e reversão é
maior ou igual a 1.5.

Em 2007, Bader e Ohlebusch [9] apresentaram o problema de Ordenação de Permu-
tações por Reversões, Transposições e Transposições Inversa Ponderadas (SbWRTIT).
A transposição inversa é um evento similar ao evento de transposição, mas com um dos
segmentos afetados sendo invertido. Para a variação com sinais do problema os autores
apresentaram um algoritmo de aproximação com fator 1.5, utilizando o peso 1 para o
evento de reversão e o mesmo peso para os eventos de transposição e transposição inversa
no intervalo [1..2]. Em 2020, Alexandrino et al. [5] mostraram que as variações com e
sem sinais do problema SbWRTIT pertencem à classe NP-difícil quando os eventos de
transposição e transposição inversa possuem o mesmo peso e a razão entre os pesos dos
eventos de transposição e reversão é maior ou igual a 1.5.

A abordagem ponderada possui vantagens em comparação com a abordagem não pon-
derada quando queremos mapear um cenário evolutivo dando maior prioridade para de-
terminados tipos de eventos de rearranjo. Entretanto, ela não garante que os rearranjos de
menor peso, supostamente os mais frequentes em um cenário evolutivo, serão realmente os
mais utilizados pelos algoritmos. Para contornar esse obstáculo, propomos e investigamos
o problema de Ordenação de Permutações por Reversões e Transposições com Restrição
de Proporção (SbPRT) em instâncias clássicas com e sem sinais. Nesse cenário, buscamos
uma sequência de reversões e transposições S, capaz de transformar o genoma de origem
no genoma alvo, com uma restrição adicional na qual a relação entre o número de rever-
sões e o tamanho da sequência S deve ser maior ou igual a um determinado parâmetro
k ∈ [0..1].

Observe que tanto a abordagem ponderada como a de proporção tentam incorporar
no modelo a frequência com que os eventos de rearranjo afetam o genoma de um deter-
minado organismo. É importante notar que, do ponto de vista biológico, a frequência
e o conjunto de eventos de rearranjo podem variar dependendo do organismo conside-
rado. De um ponto de vista teórico, as abordagens possuem objetivos diferentes, apesar
de compartilharem finalidades comuns. Uma característica que difere da abordagem de
proporção é que, uma vez conhecida a frequência com que os eventos afetam o genoma,
a proporção pode ser facilmente derivada dessa informação, enquanto que na abordagem
ponderada o peso associado a cada tipo de evento precisa ser ajustado e validado através
de testes experimentais.

O Exemplo 3.0.1 mostra uma solução ótima S para a instância clássica com sinais
((+0 −1 +4 −8 +3 +5 +2 −7 −6 +9), (+0 +1 +2 +3 +4 +5 +6 +7 +8 +9)) considerando
os problemas SbRT e SbWRT (utilizando os pesos 2 e 3 para os eventos de reversão e
transposição, respectivamente). Note que metade dos eventos de rearranjo de S são
reversões e a outra metade transposições, mesmo utilizando um peso maior para o evento
de transposição.
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Exemplo 3.0.1.

π = (+0 −1 +4 −8 +3 +5 +2 −7 −6 +9)

π1 = π · ρ(1,5) = (+0 −5 −3 +8 −4 +1 +2 −7 −6 +9)

π2 = π1 · τ (2,4,9) = (+0 −5 −4 +1 +2 −7 −6 −3 +8 +9)

π3 = π2 · τ (1,3,7) = (+0 +1 +2 −7 −6 −5 −4 −3 +8 +9)

π4 = π3 · ρ(3,7) = (+0 +1 +2 +3 +4 +5 +6 +7 +8 +9)

S = (ρ(1,5), τ (2,4,9), τ (1,3,7), ρ(3,7))

O Exemplo 3.0.2 mostra uma solução ótima S ′ para a mesma instância clássica com
sinais apresentada no Exemplo 3.0.1 considerando o problema SbPRT e adotando um
valor de k = 0.6, ou seja, pelo menos 60% dos eventos de rearranjo em S ′ devem ser
reversões. Quando comparamos com o Exemplo 3.0.1, podemos perceber que S ′ possui
apenas um evento a mais que S, mas a proporção mínima de reversões em relação ao
tamanho da sequência S ′ é garantida.

Exemplo 3.0.2.

π = (+0 −1 +4 −8 +3 +5 +2 −7 −6 +9)

π1 = π · ρ(2,8) = (+0 −1 +6 +7 −2 −5 −3 +8 −4 +9)

π2 = π1 · ρ(2,4) = (+0 −1 +2 −7 −6 −5 −3 +8 −4 +9)

π3 = π2 · τ (6,8,9) = (+0 −1 +2 −7 −6 −5 −4 −3 +8 +9)

π4 = π3 · ρ(1,1) = (+0 +1 +2 −7 −6 −5 −4 −3 +8 +9)

π5 = π4 · ρ(3,7) = (+0 +1 +2 +3 +4 +5 +6 +7 +8 +9)

S ′ = (ρ(2,8), ρ(2,4), τ (6,8,9), ρ(1,1), ρ(3,7))

Dada uma sequência de eventos de rearranjo S, denotamos por |S| o tamanho da
sequência S, ou seja, a quantidade de eventos em S. Além disso, denotamos por |Sρ| a
quantidade de eventos de reversão em S. A seguir, descrevemos formalmente o problema
de Ordenação de Permutações por Reversões e Transposições com Restrição de Proporção.

Ordenação de Permutações por Reversões e Transposições com
Restrição de Proporção (SbPRT)
Entrada: Uma instância clássica com ou sem sinais I = (π, ι) e um número
racional k ∈ [0..1].
Objetivo: Com base no modelo de rearranjoM = {ρ, τ}, determinar uma
sequência de eventos de rearranjo S de tamanho mínimo capaz de transformar
π em ι, tal que |Sρ||S| ≥ k.

Dada uma instância clássica com ou sem sinais I = (π, ι) e um número racional
k ∈ [0..1], a distância de proporção entre π e ι, denotada por dpk(I), é o tamanho da
menor sequência de eventos de rearranjo S tal que todo evento de S pertence ao modelo
M = {ρ, τ}, π · S = ι e |Sρ||S| ≥ k. Por praticidade, neste capítulo nos referiremos a um
breakpoint clássico simplesmente por breakpoint. Além disso, faremos uso do grafo de
ciclos clássico.

Neste capítulo, provaremos que o problema SbPRT pertence à classe NP-difícil em
instâncias clássicas sem sinais para qualquer valor de k. Em instâncias clássicas com sinais,
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mostraremos que existe um algoritmo exato polinomial para o problema quando k = 1 e
provaremos que o problema pertence à classe NP-difícil quando k < 1. Para as variações
com e sem sinais do problema SbPRT, apresentaremos algoritmos de aproximação com
fatores 3 − 3k

2
e 3 − k, respectivamente. Além disso, apresentaremos um algoritmo de

aproximação assintótico com um fator teórico melhor para instâncias clássicas com sinais.
Por fim, realizaremos experimentos comparando o desempenho prático dos algoritmos
propostos.

Os resultados apresentados neste capítulo foram publicados em 2021 na revista Journal
of Bioinformatics and Computational Biology [18].

3.1 Limitantes Inferiores

Nesta seção, apresentaremos limitantes inferiores para as variações com e sem sinais do
problema SbPRT. Os limitantes inferiores fazem uso do conceito de breakpoint clássico
(Seção 2.4.1) e da estrutura do grafo de ciclos clássico (Seção 2.6.1).

Lema 3.1.1 (Kececioglu e Sankoff [50]). Seja I uma instância clássica sem sinais. Para
qualquer reversão ρ temos que ∆b1(I, S = (ρ)) ≥ −2.

Lema 3.1.2 (Walter et al. [71]). Seja I uma instância clássica sem sinais. Para qualquer
transposição τ temos que ∆b1(I, S = (τ)) ≥ −3.

Lema 3.1.3. Seja I uma instância clássica sem sinais para o problema SbPRT conside-
rando a proporção k ∈ [0..1], e seja S uma sequência ótima de eventos de rearranjo para o
problema. O número de breakpoints tipo um removidos por cada evento de S, em média,
é menor ou igual a 3− k.

Demonstração. Como S é uma sequência ótima para a instância I com base na proporção
k, temos que pelo menos |S|k eventos presentes em S são reversões. Pelos lemas 3.1.1 e
3.1.2, temos que uma reversão pode remover até dois breakpoints tipo um enquanto uma
transposição pode remover até três. Seja φb(S) o número médio de breakpoints tipo um
removidos por um evento de S, temos que:

φb(S) ≤ (2|S|k) + (3|S|(1− k))

|S|
= 2k + 3(1− k) = 3− k.

Lema 3.1.4 (Hannenhalli e Pevzner [48]). Seja I uma instância clássica com sinais.
Para qualquer reversão ρ temos que ∆b2(I, S = (ρ)) ≥ −2.

Lema 3.1.5. Seja I uma instância clássica com sinais. Para qualquer transposição τ

temos que ∆b2(I, S = (τ)) ≥ −3.

Demonstração. Note que uma transposição pode afetar no máximo três breakpoints tipo
dois de I. Logo, no melhor cenário, os três breakpoints são removidos e o lema segue.
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Lema 3.1.6. Seja I uma instância clássica com sinais para o problema SbPRT conside-
rando a proporção k ∈ [0..1], e seja S uma sequência ótima de eventos de rearranjo para o
problema. O número de breakpoints tipo dois removidos por cada evento de S, em média,
é menor ou igual a 3− k.

Demonstração. A prova é similar à descrita no Lema 3.1.3, mas considerando os le-
mas 3.1.4 e 3.1.5.

Lema 3.1.7 (Hannenhalli e Pevzner [48]). Seja I uma instância clássica com sinais.
Para qualquer reversão ρ temos que ∆c(G(I), S = (ρ)) ≤ 1.

Lema 3.1.8 (Bafna e Pevzner [10]; Walter et al. [71]). Seja I uma instância clássica com
ou sem sinais I. Para qualquer transposição τ temos que ∆c(G(I), S = (τ)) ≤ 2.

Lema 3.1.9. Seja I uma instância clássica com sinais para o problema SbPRT conside-
rando a proporção k ∈ [0..1], e seja S uma sequência ótima de eventos de rearranjo para
o problema. A variação no número de ciclos para cada evento de S, em média, é menor
ou igual a 2− k.

Demonstração. Como S é uma sequência ótima para a instância I com base na proporção
k, temos que pelo menos |S|k eventos presentes em S são reversões. Pelos lemas 3.1.7 e
3.1.8, temos que uma reversão pode criar até um novo ciclo, enquanto uma transposição
pode criar até dois. Seja φc(S) o número médio de ciclos criados por um evento de S,
temos que:

φc(S) ≤ (1|S|k) + (2|S|(1− k))

|S|
= 1k + 2(1− k) = 2− k.

Teorema 3.1.10. Seja I uma instância clássica sem sinais para o problema SbPRT
considerando uma proporção k ∈ [0..1]. Temos que dpk(I) ≥ b1(I)

3−k .

Demonstração. Note que, pela Observação 2.4.1, b1(I) breakpoints tipo um devem ser
removidos para transformar π em ι e, pelo Lema 3.1.3, até 3− k breakpoints tipo um são
removidos, em média, por cada operação de uma sequência ótima para o problema. Logo,
o teorema segue.

Teorema 3.1.11. Seja I uma instância clássica com sinais para o problema SbPRT
considerando uma proporção k ∈ [0..1]. Temos que dpk(I) ≥ b2(I)

3−k .

Demonstração. A prova é similar à descrita no Teorema 3.1.10, mas considerando o nú-
mero de breakpoints tipo dois em I e o Lema 3.1.6.

Teorema 3.1.12. Seja I uma instância clássica com sinais para o problema SbPRT
considerando uma proporção k ∈ [0..1]. Temos que dpk(I) ≥ n+1−c(G(I))

2−k .

Demonstração. Note que, pela Observação 2.6.2, n + 1 − c(G(I)) novos ciclos precisam
ser criados para transformar π em ι. Pelo Lema 3.1.9, até 2− k novos ciclos são criados,
em média, por cada operação de uma sequência ótima para o problema. Logo, o teorema
segue.
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3.2 Análise de Complexidade

Nesta seção, apresentamos uma análise de complexidade do problema SbPRT em ins-
tâncias clássicas com e sem sinais para todos os possíveis valores de k. Os problemas
citados e investigados nessa seção referem-se a suas respectivas versões de decisão. A
seguir, descrevemos formalmente a versão de decisão do problema SbPRT.

SbPRT (Versão de Decisão)
Entrada: Uma instância clássica com ou sem sinais I = (π, ι), um número
racional k ∈ [0..1] e um número natural t.
Pergunta: Existe uma sequência de eventos de rearranjo S, com base no
modelo de rearranjoM = {ρ, τ}, capaz de transformar π em ι, tal que |Sρ||S| ≥ k

e |S| = t?

Note que para o problema SbPRT é possível fornecer como entrada diferentes valores
para k. Entretanto, a complexidade do problema pode variar dependendo do tipo da
instância e do valor adotado para k. Com base nessa característica do problema obtemos
os seguintes lemas.

Lema 3.2.1. O problema SbPRT em instâncias clássicas com sinais pertence à classe
NP-difícil quando k = 0 e admite um algoritmo exato polinomial quando k = 1.

Demonstração. Quando k = 0, o problema SbPRT em instâncias clássicas com sinais
torna-se a variação com sinais do problema SbRT, que é NP-difícil [55]. Por outro lado,
quando k = 1, o problema SbPRT em instâncias clássicas com sinais torna-se a variação
com sinais do problema SbR, que possui um algoritmo exato polinomial [48].

Lema 3.2.2. O problema SbPRT em instâncias clássicas sem sinais pertence à classe
NP-difícil quando k ∈ {0, 1}.

Demonstração. Quando k = 0 e k = 1 o problema SbPRT em instâncias clássicas sem si-
nais torna-se a variação sem sinais dos problemas SbRT e SbR, respectivamente. Ambos
os problemas pertencem à classe NP-difícil [30, 55].

A seguir, investigamos a complexidade do problema SbPRT quando k pertence ao
intervalo (0..1). Para isso, apresentamos definições utilizadas para provar a complexidade
do problema para esse intervalo de valores de k. As transformações de duplicação, ori-
entação, extensão bridge e extensão gadget descritas a seguir utilizam uma representação
clássica de um genoma na sua forma não estendida. Caso a representação esteja na forma
estendida, os elementos π0 e πn+1 são ignorados, a transformação é aplicada e a nova
representação clássica resultante é então estendida.

Definição 3.2.1. Dada uma representação clássica sem sinais π de tamanho n, a dupli-
cação cria uma representação clássica sem sinais π′ de tamanho 2n de forma que cada
elemento πi ∈ π é mapeado em dois novos valores, com π′2i−1 = 2πi − 1 e π′2i = 2πi, para
i ∈ [1..n].

O Exemplo 3.2.1 mostra a transformação de duplicação aplicada na representação
clássica sem sinais π = (4 1 5 3 2).
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Exemplo 3.2.1.

π = (4 1 5 3 2)

π′ = (7 8 1 2 9 10 5 6 3 4)

Definição 3.2.2. Dada uma representação clássica sem sinais π de tamanho n, a orien-
tação cria uma representação clássica com sinais π′, também de tamanho n, de forma que
π′i = +πi, para i ∈ [1..n].

O Exemplo 3.2.2 mostra a transformação de orientação aplicada na representação
clássica sem sinais π = (4 1 5 3 2).

Exemplo 3.2.2.

π = (4 1 5 3 2)

π′ = (+4 +1 +5 +3 +2)

Definição 3.2.3. Dada uma representação clássica com ou sem sinais π de tamanho n,
a extensão bridge cria uma representação clássica π′ de tamanho n+ 3. Caso π seja uma
representação com sinais, π′ é gerado da seguinte forma: (i) π′i = πi e (ii) π′n+j = +(n+j),
para i ∈ [1..n] e j ∈ [1..3]. Caso contrário, π′ é gerado da seguinte forma: (i) π′i = πi e
(ii) π′n+j = n+j, para i ∈ [1..n] e j ∈ [1..3].

O Exemplo 3.2.3 mostra a transformação de extensão bridge aplicada na representação
clássica com sinais π = (+4 +1 +5 −3 −2).

Exemplo 3.2.3.

π = (+4 +1 +5 −3 −2)

π′ = (+4 +1 +5 −3 −2 +6 +7 +8)

O Exemplo 3.2.4 mostra a transformação de extensão bridge aplicada na representação
clássica sem sinais π = (4 1 5 3 2).

Exemplo 3.2.4.

π = (4 1 5 3 2)

π′ = (4 1 5 3 2 6 7 8)

Definição 3.2.4. Dada uma representação clássica com ou sem sinais π de tamanho n,
a extensão gadget cria uma representação clássica π′ de tamanho n + 6. Caso π seja
uma representação com sinais, π′ é gerado da seguinte forma: (i) π′i = πi; (ii) π′n+j =

−(n + 4− j); (iii) π′n+k = +(n+k), para i ∈ [1..n], j ∈ [1..3] e k ∈ [4..6]. Caso contrário,
π′ é gerado da seguinte forma: (i) π′i = πi; (ii) π′n+j = n + 4 − j; (iii) π′n+k = n+k, para
i ∈ [1..n], j ∈ [1..3] e k ∈ [4..6].

O Exemplo 3.2.5 mostra a transformação de extensão gadget aplicada na representação
clássica com sinais π = (+4 +1 +5 −3 −2).

Exemplo 3.2.5.

π = (+4 +1 +5 −3 −2)

π′ = (+4 +1 +5 −3 −2 −8 −7 −6 +9 +10 +11)

O Exemplo 3.2.6 mostra a transformação de extensão gadget aplicada na representação
clássica sem sinais π = (4 1 5 3 2).
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Exemplo 3.2.6.

π = (4 1 5 3 2)

π′ = (4 1 5 3 2 8 7 6 9 10 11)

A seguir, descrevemos formalmente a versão de decisão do problema de Ordenação de
Permutações por 3-Transposições (B3T).

B3T (Versão de Decisão)
Entrada: Uma instância clássica sem sinais I = (π, ι), tal que b2(I) = 3s e s é
um número natural positivo.
Pergunta: Existe uma sequência de eventos de rearranjo S, com base no
modelo de rearranjoM = {τ}, capaz de transformar π em ι, tal que |S| = b2(I)

3
?

Bulteau e coautores [27] provaram que o problema B3T pertence à classe NP-difícil.
Utilizaremos uma redução do problema B3T para provar que o problema SbPRT é NP-
difícil quando k pertence ao intervalo (0..1).

Lema 3.2.3 (Oliveira et al. [55]). Se uma instância clássica com sinais I possui apenas
strips positivas, para qualquer reversão ρ temos que ∆b2(I, S = (ρ)) ≥ 0.

Teorema 3.2.4. O problema SbPRT em instâncias clássicas com sinais pertence à classe
NP-difícil quando k ∈ (0..1).

Demonstração. Dada uma instância clássica sem sinais I = (π, ι) para o problema B3T,
definimos ` = b2(I)

3
≥ 1. Criamos uma instância clássica com sinais I ′ = (π′, ι′) para o

problema SbPRT da seguinte maneira:

1. Seja σ uma representação clássica com sinais de tamanho n + 3 obtida através do
processo de orientação aplicado em π, seguido da extensão bridge.

2. Seja k um número racional no intervalo (0..1), definimos p = d `k
1−ke ≥ 1, ou seja, p

é o menor número inteiro tal que p
p+`
≥ k.

3. Seja π′ uma representação clássica com sinais de tamanho n+ 3 + 6p obtida através
da aplicação consecutiva de p extensões gadget em σ.

4. Seja ι′ uma representação clássica com sinais de tamanho n+ 3 + 6p. Caso π esteja
na sua forma estendida, ι′i = +i para i ∈ [1..(n + 3 + 6p)]. Caso contrário, ι′i = +i

para i ∈ [0..(n+ 3 + 6p− 1)].

O Exemplo 3.2.7 mostra o processo de criação de uma instância clássica com sinais
I ′ = (π′, ι′) para o problema SbPRT a partir de uma instância clássica sem sinais I =

(π, ι) para o problema B3T. Note que, em ambas as instâncias, os genomas de origem
e alvo são representados na forma estendida. Além disso, é importante lembrar que o
problema B3T e a variação com sinais do problema SbPRT utilizam breakpoints tipo
dois. Note que a transformação de orientação preserva o número de breakpoints tipo dois,
já que adicionamos apenas um sinal positivo aos elementos da permutação. A extensão
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bridge também preserva o número de breakpoints tipo dois, já que adiciona apenas três
elementos consecutivos ao final da permutação. Por outro lado, cada extensão gadget
adiciona dois novos breakpoints tipo dois (ou seja, as extremidades de cada strip negativa),
então b2(I ′) = b2(I) + 2p.

Agora mostramos que a instância I do problema B3T é satisfeita se, e somente se,
dpk(I ′) ≤ `+ p.

(⇒) Suponha que exista uma sequência S com ` transposições, tal que π · S = ι. Isso
significa que cada transposição de S remove exatamente três breakpoints tipo dois de I.
Considere a sequência S ′ como sendo uma cópia de S incluindo p reversões, de forma que
cada reversão é aplicada sobre uma strip negativa de I ′. Como π′i = +πi para i ∈ [1..n],
cada transposição de S ′ também remove exatamente três breakpoints tipo dois, restando
apenas 2p breakpoints tipo dois para serem removidos. Contudo, cada reversão ρ ∈ S ′

remove dois breakpoints tipo dois (criados pela extensão gadget). Logo, |S ′| = ` + p,
π′ · S ′ = ι′ e |S

′
ρ|
|S′| = p

p+`
≥ k.

(⇐) Pelo Teorema 3.1.11, temos que dpk(I ′) ≥ b2(I′)
3−k = b2(I)+2p

3−k . Como temos por
construção que b2(I) = 3` e p−1

`+(p−1)
< k ≤ p

`+p
, segue que dpk(I ′) > (`+p−1)(3`+2p)

3`+2p−2
. Além

disso, ` ≥ 1 e p ≥ 1, então 3`+2p
3`+2p−2

> 1 e dpk(I ′) > `+p−1, o que resulta em dpk(I ′) ≥ `+p.
Suponha que exista uma sequência de eventos de rearranjo S ′ de tamanho ` + p, tal que
π′ · S ′ = ι′ e |S

′
ρ|
|S′| ≥ k.

Como b2(I ′) = 3` + 2p, então deve existir pelo menos ` transposições em S ′ com
cada uma removendo três breakpoints tipo dois. Caso contrário, S ′ não seria capaz
de transformar π′ em ι′. Além disso, deve existir no máximo ` transposições em S ′.
Caso contrário, a proporção |S

′
ρ|
|S′| não seria satisfeita. Dessa forma, temos que existem `

transposições em S ′ com cada uma removendo três breakpoints tipo dois. Logo, restam
|S ′| − ` = ` + p − ` = p reversões em S ′, e cada reversão deve remover dois breakpoints
tipo dois. Caso contrário, S ′ não seria capaz de transformar π′ em ι′.

Vamos definir três tipos de elementos em π′. Dizemos que um dado elemento π′i é
(i) original se i ∈ [1..n]; (ii) transitório se i ∈ [n+1..n+3]; e (iii) estendido se i > n+3.
Como os elementos originais e transitórios são todos positivos, as strips nas primeiras n+3

posições são todas positivas. Pelo Lema 3.2.3, nenhuma reversão ρ aplicada nesses elemen-
tos remove breakpoints tipo dois, e isto permanece verdadeiro enquanto as transposições
afetam apenas os elementos originais.

Como não é aplicada nenhuma reversão aos elementos originais, os 3` breakpoints
tipo dois (π′i, π

′
i+1), tal que pelo menos π′i é um elemento original, devem ser removidos

por transposições. Dessa forma, S ′ possui ` transposições τ (i,j,k) de tal maneira que
1 ≤ i < j < k ≤ n+ 1 (ou seja, as transposições afetam apenas os elementos originais).

Os eventos de rearranjo restantes de S ′, ou seja, as p reversões, devem remover 2p

breakpoints tipo dois (π′i, π
′
i+1), de tal forma que pelo menos π′i+1 seja um elemento es-

tendido (ou seja, i ≥ n + 3). A cada iteração, as únicas reversões que removem dois
breakpoints tipo dois são aquelas aplicadas nas duas extremidades de uma strip negativa,
implicando que cada reversão de S ′ é aplicada em uma das p strips negativas adicionadas
pelas extensões gadget.

Perceba que S ′ possui ` transposições que removem 3` breakpoints tipo dois (π′i, π
′
i+1),
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tal que i ≤ n. Seja S uma sequência de transposições criada a partir das transposições
de S ′ mantendo a mesma ordem relativa. Como π′i = +πi para i ∈ [1..n], π · S = ι, e o
teorema segue.

Exemplo 3.2.7. Dada a instância clássica sem sinais I = ((0 3 5 1 4 2 6), (0 1 2 3 4 5 6))

para o problema B3T, temos que b2(I) = 6. Para a criação da instância clássica com
sinais I ′ = (π′, ι′) para o problema SbPRT temos, no passo 1, a obtenção da representação
clássica com sinais σ = (+0 +3 +5 +1 +4 +2 +6 +7 +8 +9). Usando k = 0.3, temos
que p = d2×0.3

1−0.3
e = d0.6

0.7
e = 1 no passo 2. No passo 3, obtemos a representação clássica

com sinais π′ = (+0 +3 +5 +1 +4 +2 +6 +7 +8 −11 −10 −9 +12 +13 +14 +15) após
aplicar p = 1 extenções gadget em σ. No passo 4, obtemos a representação clássica com
sinais ι′ = (+0 +1 +2 +3 +4 +5 +6 +7 +8 +9 +10 +11 +12 +13 +14 +15). Note que
b2(I ′) = b2(I) + 2p = 6 + 2 = 8. A sequência S = (τ (1,3,6), τ (2,3,5)) é tal que π · S = ι

e |S| = 2 = b2(I)
3

= `, e a sequência S ′ = (τ (1,3,6), τ (2,3,5), ρ(9,11)), que possui a mesma
sequência de transposições de S, é tal que (i) π′ · S ′ = ι′; (ii) |S

′
ρ|
|S′| = 0.333 ≥ 0.3 = k; e

(iii) |S ′| = 3 = b2(I)
3

+ 1 = `+ p.

Lema 3.2.5 (Oliveira et al. [55]). Se uma instância clássica sem sinais I possui apenas
strips crescentes, para qualquer reversão ρ temos que ∆b1(I, S = (ρ)) ≥ 0.

Teorema 3.2.6. O problema SbPRT em instâncias clássicas sem sinais pertence à classe
NP-difícil quando k ∈ (0..1).

Demonstração. Dada uma instância clássica sem sinais I = (π, ι) para o problema B3T,
definimos ` = b2(I)

3
≥ 1. Criamos uma instância clássica com sinais I ′ = (π′, ι′) para o

problema SbPRT da seguinte maneira:

1. Seja σ uma representação clássica sem sinais de tamanho 2n + 3 obtida através do
processo de duplicação aplicado em π, seguido da extenção bridge.

2. Seja k um número racional no intervalo (0..1), definimos p = d `k
1−ke ≥ 1, ou seja, p

é o menor número inteiro tal que p
p+`
≥ k.

3. Seja π′ uma representação clássica sem sinais de tamanho 2n+3+6p obtida através
da aplicação consecutiva de p extensões gadget em σ.

4. Seja ι′ uma representação clássica com sinais de tamanho 2n+3+6p. Caso π esteja
na sua forma estendida, ι′i = i para i ∈ [1..(n+ 3 + 6p)]. Caso contrário, ι′i = i para
i ∈ [0..(n+ 3 + 6p− 1)].

O Exemplo 3.2.8 mostra o processo de criação de uma instância clássica sem sinais I ′ =
(π′, ι′) para o problema SbPRT a partir de uma instância clássica sem sinais I = (π, ι)

para o problema B3T. Note que, em ambas as instâncias, os genomas de origem e alvo são
representados na forma estendida. Note que, exceto por σ0, cada elemento em posições
pares de σ é igual ao elemento à sua esquerda mais um. Isto significa que (i) exceto para a
primeira e última strip, qualquer outra strip em σ deve ter pelo menos dois elementos, ou
seja, não existem singletons, e (ii) cada strip de σ é crescente. Essas observações também
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são válidas para as primeiras 2n+ 3 posições de π′. Além disso, é importante lembrar que
o problema B3T utiliza breakpoints tipo dois enquanto a variação sem sinais do problema
SbPRT utiliza breakpoints tipo um. Note que (i) para cada breakpoint tipo dois (πi, πi+1)

de I existe um breakpoint tipo um (π′2i, π
′
2i+1) em I ′ (criado durante a transformação de

duplicação), (ii) os pares (π′2i−1, π
′
2i) não são breakpoints tipo um, para i ∈ [1..n] e (iii)

os pares (π′2n+j, π
′
2n+j+1) não são breakpoints tipo um, para j ∈ [1..3]. Por outro lado,

cada extensão gadget adiciona dois novos breakpoints tipo um (ou seja, as extremidades
de cada strip decrescente), então b2(I ′) = b1(I) + 2p.

Agora mostramos que a instância I do problema B3T é satisfeita se, e somente se,
dpk(I ′) ≤ `+ p.

(⇒) Suponha que exista uma sequência S com ` transposições, tal que π · S = ι. Isso
significa que cada transposição de S remove exatamente três breakpoints tipo dois de
I. Considere a sequência S ′ criada da seguinte forma: (i) para cada transposição τ (i,j,k)

de S, seguindo a ordem relativa, adicione em S ′ a transposição τ (2i−1,2j−1,2k−1); (ii) em
seguida, adicione p reversões em S ′, de forma que cada reversão é aplicada sobre uma
strip decrescente de I ′. Note que cada transposição de S remove três breakpoints tipo
dois de I. Como temos que para cada breakpoint tipo dois (πi, πi+1) em I temos um
breakpoint tipo um (π′2i, π

′
2i+1) em I ′, isso significa que cada transposição de S ′ remove

três breakpoints tipo um de I ′. Com isso, restam apenas 2p breakpoints tipo um para
serem removidos em I ′. Contudo, cada reversão ρ ∈ S ′ remove dois breakpoints tipo dois
(criados pela extensão gadget). Logo, |S ′| = `+ p, π′ · S ′ = ι′ e |S

′
ρ|
|S′| = p

p+`
≥ k.

(⇐) Pelo Teorema 3.1.10, temos que dpk(I ′) ≥ b1(I′)
3−k = b2(I)+2p

3−k . Como temos por
construção que b2(I) = 3` e p−1

`+(p−1)
< k ≤ p

`+p
, segue que dpk(I ′) > (`+p−1)(3`+2p)

3`+2p−2
. Além

disso, ` ≥ 1 e p ≥ 1, então 3`+2p
3`+2p−2

> 1 e dpk(I ′) > `+p−1, o que resulta em dpk(I ′) ≥ `+p.
Suponha que exista uma sequência de eventos de rearranjo S ′ de tamanho ` + p, tal que
π′ · S ′ = ι′ e |S

′
ρ|
|S′| ≥ k.

Como b1(I ′) = 3`+ 2p, então deve existir pelo menos ` transposições em S ′ com cada
uma removendo três breakpoints tipo um, caso contrário, S ′ não seria capaz de transformar
π′ em ι′. Além disso, deve existir no máximo ` transposições em S ′, caso contrário, a
proporção |S

′
ρ|
|S′| não seria satisfeita. Dessa forma, temos que existem ` transposições em S ′

com cada uma removendo três breakpoints tipo um. Logo, restam |S ′|− ` = `+ p− ` = p

reversões em S ′, e cada reversão deve remover dois breakpoints tipo um, caso contrário,
S ′ não seria capaz de transformar π′ em ι′.

Vamos definir três tipos de elementos em π′. Dizemos que um dado elemento π′i é (i)
original se i ∈ [1..2n]; (ii) transitório se i ∈ [2n+1..2n+3]; e (iii) estendido se i > 2n+3.
Como todos elementos originais e transitórios fazem parte de uma strip crescente, pelo
Lema 3.2.5, nenhuma reversão ρ aplicada nesses elementos remove breakpoints tipo um,
e isto permanece verdadeiro enquanto as transposições afetam breakpoints tipo um entre
os elementos originais.

Como não é aplicada nenhuma reversão aos elementos originais, os 3` breakpoints
tipo um (π′i, π

′
i+1), tal que pelo menos π′i é um elemento original, devem ser removidos

por transposições. Dessa forma, S ′ possui ` transposições τ (i,j,k) de tal maneira que
1 ≤ i < j < k ≤ 2n+ 1 (ou seja, as transposições afetam apenas os elementos originais).
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Os eventos de rearranjo restantes de S ′, ou seja, as p reversões, devem remover 2p

breakpoints tipo um (π′i, π
′
i+1), de tal forma que pelo menos π′i+1 seja um elemento es-

tendido (ou seja, i ≥ 2n + 3). A cada iteração, as únicas reversões que removem dois
breakpoints tipo um são aquelas aplicadas nas duas extremidades de uma strip decres-
cente, implicando que cada reversão de S ′ é aplicada em uma das p strips decrescentes
adicionadas pelas extensões gadget.

Perceba que S ′ possui ` transposições que removem 3` breakpoints tipo um (π′i, π
′
i+1),

tal que i ≤ 2n. Seja S uma sequência de transposições criada a partir das transposições
de S ′ da seguinte forma: mantendo a mesma ordem relativa, para cada transposição τ (i,j,k)

de S ′ adicione em S a transposição τ ( i+1
2
, j+1

2
, k+1

2
). Como o mapeamento feito reflete que

cada transposição em S remove três breakpoints tipo dois de I, temos que π · S = ι, e o
teorema segue.

Exemplo 3.2.8. Dada a instância clássica sem sinais I = ((0 1 3 2 4 5), (0 1 2 3 4 5))

para o problema B3T, temos que b2(I) = 3. Para a criação da instância clássica sem
sinais I ′ = (π′, ι′) para o problema SbPRT temos, no passo 1, a obtenção da representação
clássica sem sinais σ = (0 1 2 5 6 3 4 7 8 9 10 11 12). Usando k = 0.6, temos que
p = d1×0.6

1−0.6
e = d0.6

0.4
e = 2 no passo 2. No passo 3, obtemos a representação clássica sem

sinais π′ = (0 1 2 5 6 3 4 7 8 9 10 11 14 13 12 15 16 17 20 19 18 21 22 23 24) após
aplicar p = 2 extenções gadget em σ. No passo 4, obtemos a representação clássica sem
sinais ι′ = (0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24). Note
que b1(I ′) = b2(I) + 2p = 3 + 4 = 7. A sequência S = (τ (2,3,4)) é tal que π · S = ι

e |S| = 1 = b2(I)
3

= `, e a sequência S ′ = (τ (3,5,7), ρ(12,14), ρ(18,20)), que possui a mesma
quantidade de transposições de S, é tal que (i) π′ · S ′ = ι′; (ii) |S

′
ρ|
|S′| = 0.666 ≥ 0.6 = k; e

(iii) |S ′| = 3 = b2(I)
3

+ 2 = `+ p.

3.3 Algoritmos de Aproximação

Nesta seção, apresentamos algoritmos de aproximação para as variações com e sem sinais
do problema SbPRT.

3.3.1 Instâncias Clássicas sem Sinais

Com base no conceito de breakpoint, apresentamos algoritmos de aproximação com fatores
3− k para o problema SbPRT em instâncias clássicas sem sinais.

Lema 3.3.1 (Kececioglu e Sankoff [50]). Seja I = (π, ι) uma instância clássica sem
sinais. É possível transformar π em ι utilizando no máximo b1(I) reversões.

Teorema 3.3.2. Existe um algoritmo de aproximação com fator 3 − k para o problema
SbPRT em instâncias clássicas sem sinais para uma proporção k ∈ [0..1].

Demonstração. Pelo Lema 3.3.1, dada uma instância clássica sem sinais I = (π, ι), é pos-
sível transformar π em ι utilizando no máximo b1(I) reversões. Como somente reversões
são utilizadas na sequência de rearranjo S, então a restrição |Sρ||S| ≥ k nunca é violada.
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Além disso, pelo Teorema 3.1.10, temos que dpk(I) ≥ b1(I)
3−k . Logo, b1(I)

b1(I)
3−k

= 3 − k, e o

teorema segue.

Note que o algoritmo de aproximação resultante do Teorema 3.3.2 utiliza somente
reversões. Para evitar que as soluções sejam compostas exclusivamente por reversões, nós
propomos o Algoritmo 1. Esse algoritmo também garante o fator de aproximação 3 − k
para instâncias clássicas sem sinais do problema SbPRT e para qualquer valor de k. Além
disso, a proporção entre a quantidade de reversões e o tamanho da sequência de eventos
de rearranjo fornecida pelo algoritmo tende a ser um valor próximo de k.

Algoritmo 1: Um algoritmo de aproximação para o problema SbPRT em instâncias
clássicas sem sinais e para k ∈ [0..1].
Entrada: Uma instância clássica sem sinais I = (π, ι) e um valor de k ∈ [0..1]

Saída: Uma sequência de reversões e transposições S, tal que π · S = ι e |Sρ||S| ≥ k

Seja S ← ()1

enquanto π 6= ι faça2

se |Sρ|
|S|+1

≥ k e existe uma transposição τ tal que ∆b1(I, (τ)) ≤ −1 então3

π ← π · τ4

S ← S + (τ)5

senão6

Seja S ′ uma sequência de reversões (de tamanho um ou dois) que remove, na7

média, um breakpoint tipo um por operação [50]
π ← π · S ′8

S ← S + S ′9

10

retorne S11

Observe que o Algoritmo 1 aplica uma transposição τ se duas restrições forem satis-
feitas: (i) |Sρ|

|S|+1
≥ k, que garante que a sequência de eventos de rearranjo S construída

pelo algoritmo obedecerá à restrição do problema que |Sρ||S| ≥ k; e (ii) ∆b1(I, (τ)) ≤ −1,
que garante que a sequência de ordenação conterá, no máximo, b1(I) operações, pois
cada sequência de reversões adicionada da sequência S remove, em média, um ou mais
breakpoints tipo um por operação. Como o Algoritmo 1 remove, em média, um ou mais
breakpoints tipo um por iteração, ele garante que π será transformada em ι. Além disso,
não mais do que b1(I) operações serão usadas para isso, mantendo o fator de aproximação
3− k. Como a transposição τ (linhas 3-5) e a sequência de no máximo duas reversões S ′

(linhas 6-9) podem ser encontradas em tempo linear, o tempo de execução do Algoritmo 1
é O(n2), considerando que |S| ≤ b1(I) ≤ n+ 1.

3.3.2 Instâncias Clássicas com Sinais

Com base na estrutura de grafo de ciclos clássico, apresentamos um algoritmo de aproxi-
mação com fator 3− 3k

2
para o problema SbPRT em instâncias clássicas com sinais.
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Lema 3.3.3. Seja I = (π, ι) uma instância clássica com sinais. Existe uma sequência de
reversões S que transforma π em ι e que o número de ciclos criados por cada reversão,
em média, é maior ou igual a 2

3
.

Demonstração. Se G(I) possuir um ciclo divergente C, então existe uma reversão que,
quando aplicada, aumenta o número de ciclos em uma unidade (Teorema 5 de [71]). Caso
contrário, todos os ciclos não triviais devem ser convergentes. Isso significa que um dos
seguintes cenários deve ocorrer obrigatoriamente [56]:

• Existe em G(I) um ciclo longo e orientado C (Figura 3.1, Caso 1);

• Existe em G(I) um ciclo curto C tal que os open gates são fechados por outro ciclo
não trivial D (Figura 3.1, Caso 2);

• Existe em G(I) um ciclo longo não orientado C tal que os open gates são fechados
por um ou mais ciclos não triviais (Figura 3.1, Caso 3);

Se G(I) possui um ciclo longo e orientado C, então podemos aplicar uma reversão
em suas arestas pretas de maneira que C é transformado em divergente. Como C é um
ciclo longo, então é possível aplicar, pelo menos, duas reversões de forma que cada uma
aumenta o número de ciclos em uma unidade (Figura 3.1, Caso 1).

Se algum dos outros casos ocorrer, então podemos tornar o ciclo C divergente após
aplicar uma reversão no(s) ciclo(s) que fecham os open gates de C. Se C for um ciclo
curto, então podemos aplicar uma reversão em suas arestas pretas quebrando-o em dois
ciclos triviais, o que aumenta o número de ciclos em uma unidade. Como resultado da
segunda reversão, o ciclo D também passa a ser divergente, o que nos garante aplicar uma
terceira reversão que aumenta o número de ciclos em uma unidade (Figura 3.1, Caso 2).
Se C for um ciclo longo, então é possível aplicar pelo menos duas reversões de forma que
cada uma aumenta o número de ciclos em uma unidade (Figura 3.1, Caso 3).

Nos três casos mencionados acima, aplicamos três reversões que aumentam em pelo
menos duas unidades o número de ciclos, e o lema segue.

Lema 3.3.4. Seja I = (π, ι) uma instância clássica com sinais. É possível transformar
π em ι utilizando no máximo 3(n+1−c(G(I)))

2
reversões.

Demonstração. O Lema 3.3.3 resulta em uma sequência de reversões que sempre aumenta
o número de ciclos. Logo, podemos aplicar o Lema 3.3.3 até que c(G(I)) seja igual a n+ 1.
Consequentemente, π será transformada em ι. Além disso, cada sequência de reversões S
obtidas através do Lema 3.3.3 garante que o número de ciclos criados por cada reversão
de S é, em média, maior ou igual a 2

3
. Logo, não mais do que 3(n+1−c(G(I)))

2
reversões são

utilizadas para transformar π em ι, e o lema segue.

Teorema 3.3.5. Existe um algoritmo de aproximação com fator 3− 3k
2
para o problema

SbPRT em instâncias clássicas com sinais para uma proporção k ∈ [0..1].

Demonstração. Pelo Lema 3.3.4, dada uma instância clássica com sinais I = (π, ι), é
possível transformar π em ι utilizando, no máximo, 3(n+1−c(G(I)))

2
reversões. Como somente
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1 2 3

−1 2 3

1 −2 3

1 2 3

Caso 1

1 2 3 4

−1 2 3 4

1 −2 3 4

1 2 3 4

Caso 2

1 2 3 4 5 6 7

1 −2 3 4 5 6 7

−1 2 3 4 5 6 7

1 2 3 4 5 6 7

Caso 3

Figura 3.1: Configurações e respectivas sequências de reversões aplicadas em cada um dos
casos do Lema 3.3.4. Indicamos, para cada um dos casos, o par de arestas pretas afetadas
por cada reversão. No Caso 1, o ciclo C = (3, 1, 2) é longo e orientado. No Caso 2, o ciclo
curto C = (3, 1) tem os open gates fechados pelo ciclo D = (4, 2). Por fim, no Caso 3, o
ciclo longo não orientado C = (6, 4, 2) tem os open gates fechados pelos ciclos D = (3, 1)
e E = (7, 5). Para os três casos, é mostrada uma sequência de três reversões que aumenta
o número de ciclos em duas unidades.

reversões são utilizadas na sequência de rearranjo S, então a restrição |Sρ||S| ≥ k nunca é
violada. Além disso, pelo Teorema 3.1.12, temos que dpk(I) ≥ n+1−c(G(I))

2−k . Logo,

3(n+1−c(G(I)))
2

n+1−c(G(I))
2−k

= 3− 3k

2
.

Note que o algoritmo de aproximação resultante do Teorema 3.3.5 aplica somente
reversões. Para evitar que as soluções sejam compostas exclusivamente por reversões, nós
propomos o Algoritmo 2. Esse algoritmo também garante um fator de aproximação de
3 − 3k

2
para instâncias clássicas com sinais do problema SbPRT e para qualquer valor

de k.
Observe que o Algoritmo 2 aplica uma transposição τ se duas restrições forem satis-

feitas: (i) |Sρ|
|S|+1

≥ k, que garante que a sequência de eventos de rearranjo S construída
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Algoritmo 2: Um algoritmo de aproximação para o problema SbPRT em instâncias
clássicas com sinais e k ∈ [0..1].
Entrada: Uma instância clássica com sinais I = (π, ι) e um valor de k ∈ [0..1]

Saída: Uma sequência de reversões e transposições S, tal que π · S = ι e |Sρ||S| ≥ k

Seja S ← ()1

enquanto π 6= ι faça2

se |Sρ|
|S|+1

≥ k e existe uma transposição τ tal que ∆c(G(I), (τ)) ≥ 1 então3

π ← π · τ4

S ← S + (τ)5

senão6

Seja S ′ uma sequência de reversões (de tamanho no máximo três), onde cada7

operação aumenta, em média, o número de ciclos em pelo menos 2/3 unidade
(Lema 3.3.3)
π ← π · S ′8

S ← S + S ′9

10

retorne S11

pelo algoritmo obedecerá à restrição do problema que |Sρ||S| ≥ k; e (ii) ∆c(G(I), (τ)) ≥ 1,
que garante que a sequência de ordenação conterá, no máximo, 3(n+1−c(G(I)))

2
operações,

pois cada sequência de reversões adicionada à sequência S aumenta, em média, o nú-
mero de ciclos em pelo menos 2/3 unidade. Dessa forma, o algoritmo garante o fator
de aproximação de 3− 3k

2
. A transposição τ (linhas 3-5) pode ser encontrada em tempo

linear, já a sequência de no máximo três reversões S ′ (linhas 6-9) pode ser encontrada em
tempo O(n2). Com isso, o tempo de execução do Algoritmo 2 é O(n3), considerando que
|S| ≤ 3(n+1−c(G(I)))

2
≤ 3(n+1)

2
.

Algoritmo de Aproximação Assintótica

Nesta seção, apresentamos um algoritmo de aproximação assintótica com fator 2−k
1−k/3 para

o problema SbPRT em instâncias clássicas com sinais.

Definição 3.3.1. Seja I = (π, ι) uma instância clássica com sinais e seja Aρ o algoritmo
descrito no Teorema 3.3.5 que transforma π em ι utilizando, no máximo, 3(n+1−c(G(I)))

2

reversões. Denotamos por Aρ(I) a sequência de reversões obtidas através de Aρ e que
transforma π em ι.

Note que o algoritmo exato para o problema SbR em instâncias clássicas com si-
nais [48], com complexidade subquadrática (O(n

3
2

√
( log n)) [69]) para obter uma sequên-

cia ótima de reversões e com complexidade linear caso apenas a distância seja desejada [6],
também pode ser utilizado como o algoritmo Aρ, uma vez que, para uma mesma instância,
o tamanho da sequência de reversões obtida por tal algoritmo é menor ou igual ao tama-
nho da sequência de reversões dada por um algoritmo de acordo com o Teorema 3.3.5.
Consequentemente, no máximo 3(n+1−c(G(I)))

2
reversões serão utilizadas.
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Observação 3.3.1 (Oliveira et al. [56]). Dada uma representação clássica π, uma trans-
posição τ (i,j,k) pode ser reproduzida por uma sequência de três reversões consecutivas
S = (ρ(i,j−1), ρ(j,k−1), ρ(i,k−1)), ou seja, π · τ (i,j,k) = π · S.

Agora considere o Algoritmo 3. Note que podemos fazer uma análise considerando
quatro sub-rotinas: (i) executar o algoritmo Aρ (linhas 2 e 12, tempo de execução sub-
quadrático), (ii) encontrar um ciclo divergente em G(I) e determinar os parâmetros da
reversão ρ que aumenta o número de ciclos em uma unidade (linhas 3-6, tempo de exe-
cução linear), (iii) determinar uma sequência de, no máximo, duas transposições que
aumenta o número de ciclos em duas unidades (linhas 7-10, tempo de execução O(n2))
e (iv) substituir até duas transposições de S por uma sequência equivalente de reversões
(linhas 13-14, tempo constante). Considerando que |S| ≤ n+ 1, o tempo de execução do
Algoritmo 3 é O(n3).

Algoritmo 3: Um algoritmo de aproximação assintótica para o problema SbPRT em
instâncias clássicas com sinais e k ∈ [0..1].
Entrada: Uma instância clássica com sinais I = (π, ι) e um valor de k ∈ [0..1]

Saída: Uma sequência de reversões e transposições S, tal que π · S = ι e |Sρ||S| ≥ k

Seja S ← ()1

enquanto |Aρ(I)| > k(|S|+ |Aρ(I)|) faça2

se em G(I) existe um ciclo divergente então3

Seja ρ uma reversão que aumenta o número de ciclos em uma unidade4

(Teorema 5 de [71])
I = (π · ρ, ι)5

S ← S + (ρ)6

senão7

Seja S ′ uma sequência de, no máximo, duas transposições que aumenta o8

número de ciclos em duas unidades (Teorema 3.4 de [12])
I = (π · S ′, ι)9

S ← S + S ′10

11

S ← S +Aρ(I)12

se |Sρ| < k|S| então13

Substitua até duas transposições de S por uma sequência equivalente de14

reversões (Observação 3.3.1)
retorne S15

Lema 3.3.6. Seja I = (π, ι) uma instância clássica com sinais e um valor k ∈ [0..1]. O
Algoritmo 3 fornece uma sequência de operações S com, no máximo, (n+1−c(G(I)))/(1−
k/3) + 4 operações de reversões e transposições, tal que π · S = ι e |Sρ||S| ≥ k.

Demonstração. Note que a sequência fornecida pelo algoritmo Aρ (linha 12) transforma π
em ι. Consequentemente, o Algoritmo 3 também transforma π em ι. Seja S a sequência
de operações gerada pelo Algoritmo 3 sem considerar a substituição de transposições
por reversões feita na linha 14. Seja S ′ a subsequência de S criada durante o laço de
repetição das linha 2 até 10. Note que, em média, cada operação em S ′ aumenta o
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número de ciclos em pelo menos uma unidade. Além disso, em média, cada operação
em S \ S ′ (ou seja, as reversões utilizadas pelo algoritmo Aρ na linha 12) aumenta o
número de ciclos em pelo menos 2/3 unidade. Pela condição na linha 2, temos que
|S ′| ≥ (1−k)|S|. Além disso, em média, cada operação de S aumenta o número de ciclos,
em pelo menos, (1−k)|S|+k|S|2/3

|S| = 1 − k/3. Como para transformar π em ι é necessário
aumentar o número de ciclos em n + 1− c(G(I)) unidades, temos que |S| ≤ n+1−c(G(I))

1−k/3 .

Note que a sequência S pode não satisfazer a restrição |Sρ||S| ≥ k. Caso isso ocorra, sabemos
que o Algoritmo 3 adiciona transposições em S somente enquanto a condição da linha 2
for satisfeita e que, no máximo, duas transposições são adicionadas por iteração. No pior
caso, garantimos que |Sρ||S| ≥ k substituindo até duas transposições de S por seis reversões.
Logo, |S| ≤ n+1−c(G(I))

1−k/3 + 4 e o lema segue.

Teorema 3.3.7. O Algoritmo 3 é uma 2−k
1−k/3-aproximação assintótica para o problema

SbPRT em instâncias clássicas com sinais para uma proporção k ∈ [0..1].

Demonstração. Pelo Lema 3.3.6 e Teorema 3.1.12, dada uma instância clássica com sinais
I = (π, ι) e um valor de k ∈ [0..1], temos que a sequência de operações S obtida através
do Algoritmo 3 satisfaz as seguintes condições: π · S = ι, |Sρ||S| ≥ k e |S| ≤ (n + 1 −
c(G(I)))/(1− k/3) + 4 = 2−k

1−k/3dpk(I) + 4. Logo, o teorema segue.

3.4 Resultados Práticos

Nesta seção, apresentamos os experimentos práticos e os resultados obtidos. Inicialmente,
descrevemos os algoritmos utilizados como baseline, bem como as modificações realizadas
para garantir que suas soluções sejam válidas para o problema SbPRT, ou seja, para
garantir que a restrição de proporção seja satisfeita. Em seguida, apresentamos as bases
de dados desenvolvidas e utilizadas como entrada pelos algoritmos. Por fim, discutimos
os resultados.

3.4.1 Algoritmos Comparados

Para fins de comparação com os resultados fornecidos por nossos algoritmos, usamos
seis algoritmos da literatura como baselines. Os algoritmos que descreveremos a seguir
foram desenvolvidos para problemas específicos que não consideram a restrição de pro-
porção entre os eventos de rearranjo e podem fornecer soluções inviáveis para o problema
SbPRT. Para garantir que todas as soluções sejam viáveis, quando necessário, ajustamos
a sequência de eventos de rearranjo substituindo transposições por reversões para atingir
a proporção mínima dada como entrada. A seguir, apresentamos os algoritmos de baseline
e o processo de modificação realizado.

• Instâncias clássicas sem sinais:

– UR: Algoritmo de aproximação com fator 2 para o problema de Ordenação de
Permutações por Reversões [50].



61

– UT: Algoritmo de aproximação com fator 1.5 para o problema de Ordenação
de Permutações por Transposições [12].

– URT: Algoritmo de aproximação com fator 2α para o problema de Ordenação
de Permutações por Reversões e Transposições [62], onde α é o fator de aproxi-
mação do algoritmo utilizado para a decomposição de ciclos do Grafo de Ciclos
(valor adotado α = 1.4193 + ε [52]).

• Instâncias clássicas com sinais:

– SR: Algoritmo exato e polinomial para o problema de Ordenação de Permuta-
ções por Reversões [48].

– SRT: Algoritmo de aproximação com fator 2 para o problema de Ordenação
de Permutações por Reversões e Transposições [71].

– SWRT: Algoritmo de aproximação com fator 1.5 para o problema de Ordenação
de Permutações por Reversões e Transposições Ponderadas [56] (adotando os
pesos 2 e 3 para os eventos de reversão e transposição, respectivamente).

O processo de modificação realizado na sequência de eventos de rearranjo para satisfa-
zer a restrição de proporção mínima difere entre instâncias clássicas com e sem sinais. No
caso de uma instância clássica com sinais, enquanto a proporção mínima não for atingida,
uma transposição é substituída por uma sequência de três reversões seguindo o processo
descrito na Observação 3.3.1. No caso de uma instância clássica sem sinais, esse pro-
cesso segue regras para evitar o crescimento desnecessário da sequência S gerada pelos
algoritmos de baseline: (i) se houver uma transposição τ (i,j,k) tal que k − i = 2, então a
substituição é realizada apenas por uma reversão ρ(i,k−1); (ii) se houver uma transposição
τ (i,j,k) tal que j − i = 1 ou k − j = 1, então a substituição é realizada por uma sequência
de duas reversões S = (ρ(i,k−1), ρ(i,k−2)) ou S = (ρ(i,k−1), ρ(i+1,k−1)); e caso contrário, (iii)
uma transposição é substituída por uma sequência de três reversões seguindo o processo
descrito na Observação 3.3.1. Este processo se repete enquanto a proporção mínima não
é atingida, seguindo a ordem das regras de substituição.

3.4.2 Base de Dados

Para verificar o desempenho dos algoritmos em diferentes cenários, criamos bases de dados
de instâncias clássicas para simular cenários com proporções fixas entre eventos de reversão
e transposição:

• DB1: Esta base de dados é dividida em grupos. Cada grupo tem um total de
10000 instâncias clássicas de tamanho 200 (ou seja, π e ι tem 200 elementos cada)
e é identificado pela proporção k adotada para criar as instâncias. Uma sequência
com 40 operações é gerada de forma que seja composta por 40k de reversões e
40(1 − k) de transposições. Os índices das reversões e transposições geradas são
escolhidos aleatoriamente entre os valores possíveis. Em seguida, a sequência de
operações é embaralhada e aplicada na permutação identidade ι. A permutação
resultante π, a permutação identidade ι e a proporção k, formam uma instância do
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grupo. Esse processo é repetido até que o grupo tenha um total de 10000 instâncias.
As proporções utilizadas variaram de 0 a 1, em intervalos de 0.1, totalizando 11
grupos. Essa base de dados tem as versões com instâncias clássicas com e sem sinais.
Considerando instâncias clássicas com e sem sinais, essa base de dados possui um
total de 220000 instâncias.

• DB2: Esta base de dados foi desenvolvida para refletir cenários onde o número de
reversões é 50% maior que o número de transposições. Assim, no processo de criação
das instâncias, foi mantida uma proporção de k = 0.6. A base de dados é dividida
em grupos com 10000 instâncias cada. Além disso, o identificador do grupo indica
o tamanho das instâncias contidas nele e o número de operações utilizadas para
criar as instâncias. Os tamanhos usados para as instâncias foram 100, 200, 300,
400 e 500. O número de operações foi baseado em uma porcentagem do tamanho
da instância, sendo adotados: 10%, 20%, 30%, 40% e 50%. As etapas finais do
processo são semelhantes ao que descrevemos anteriormente na base de dados DB1.
Essa base de dados possui uma versão apenas para instâncias clássicas com sinais e
um total de 250000 instâncias.

3.4.3 Comparação dos Algoritmos

Nesta seção, apresentamos os resultados fornecidos pelos algoritmos utilizando as bases de
dados DB1 e DB2. Nas tabelas 3.1, 3.2, 3.3 e 3.4, as colunas Min, Avg e Max representam
valores de mínimo, média e máximo, respectivamente. As colunas Proporção, Distância e
Aproximação indicam a proporção obtida nas soluções, a estimativa para a distância de
proporção fornecida pelos algoritmos e o fator de aproximação computado com base nos
limitantes inferiores, respectivamente.

O objetivo principal dos testes experimentais é a análise do desempenho prático dos
algoritmos propostos, comparando-os com as aproximações teóricas e com resultados for-
necidos por outros algoritmos da literatura. As tabelas 3.1 e 3.2 mostram os resultados
dos algoritmos considerando diferentes cenários de proporção, o que é útil para estudar o
comportamento dos algoritmos variando a proporção desejada. As siglas UPRT e SPRT
referem-se aos algoritmos 1 e 2, respectivamente. O Algoritmo 2 foi utilizado, ao invés
do Algoritmo 3, por possuir uma característica de decisão semelhante a do Algoritmo 1,
diferenciando-se apenas pela estrutura considerada (ciclos ao invés de breakpoints). Dessa
forma, é possível obter um comparativo mais justo entre esses dois algoritmos.

A Tabela 3.1 mostra os resultados dos algoritmos UR, UT, URT e UPRT aplicados
em instâncias sem sinais da base de dados DB1. Algumas soluções fornecidas por UT
e URT foram modificadas seguindo o processo descrito na Seção 3.4.1 para ajustar a
proporção mínima entre a quantidade de reversões e tamanho da sequência de rearranjo.
Considerando todas as instâncias da base de dados, um total de 90.90% e 34.39% das
soluções fornecidas por UT e URT, respectivamente, foram modificadas. A razão de
aproximação foi calculada adotando-se o limite inferior apresentado no Teorema 3.1.10.

Pela Tabela 3.1, podemos ver que UR apresenta uma razão média de aproximação
maior para os menores valores de k. No entanto, à medida que o valor de k aumenta, a
razão de aproximação média tende a diminuir. A partir dos resultados práticos de UR, é
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Tabela 3.1: Resultados dos algoritmos em instâncias clássicas sem sinais da base de dados
DB1.

UR

k Proporção Distância Aproximação
Min Avg Max Min Avg Max Min Avg Max

0.0 1.000 1.000 1.000 69 84.746 99 2.47 2.77 3.00
0.1 1.000 1.000 1.000 68 81.358 94 2.31 2.63 2.90
0.2 1.000 1.000 1.000 63 78.096 91 2.13 2.49 2.78
0.3 1.000 1.000 1.000 62 74.598 90 2.09 2.37 2.67
0.4 1.000 1.000 1.000 58 71.054 85 1.91 2.24 2.53
0.5 1.000 1.000 1.000 55 67.264 79 1.76 2.10 2.42
0.6 1.000 1.000 1.000 50 63.265 74 1.65 1.96 2.27
0.7 1.000 1.000 1.000 49 59.089 70 1.46 1.81 2.13
0.8 1.000 1.000 1.000 45 54.682 67 1.32 1.66 2.03
0.9 1.000 1.000 1.000 40 50.249 64 1.24 1.52 1.93
1.0 1.000 1.000 1.000 38 45.613 56 1.11 1.37 1.74

UT

k Proporção Distância Aproximação
Min Avg Max Min Avg Max Min Avg Max

0.0 0.000 0.000 0.000 35 40.475 45 1.14 1.33 1.56
0.1 0.100 0.117 0.156 42 80.488 125 1.27 2.60 4.24
0.2 0.200 0.214 0.241 51 88.408 126 1.72 2.83 4.20
0.3 0.300 0.312 0.333 61 96.265 140 1.94 3.06 4.67
0.4 0.400 0.410 0.429 65 104.689 147 2.13 3.30 4.93
0.5 0.500 0.507 0.519 75 115.007 155 2.39 3.60 5.12
0.6 0.600 0.606 0.619 78 127.210 170 2.52 3.94 6.00
0.7 0.700 0.705 0.716 87 142.344 211 2.75 4.36 6.56
0.8 0.800 0.804 0.811 103 161.781 225 3.15 4.92 7.50
0.9 0.900 0.903 0.909 119 187.906 257 3.56 5.67 8.76
1.0 1.000 1.000 1.000 118 223.210 328 3.47 6.71 10.36

URT

k Proporção Distância Aproximação
Min Avg Max Min Avg Max Min Avg Max

0.0 0.188 0.642 0.919 43 59.872 78 1.37 1.96 2.57
0.1 0.267 0.651 0.899 44 57.611 73 1.36 1.86 2.45
0.2 0.222 0.657 0.901 40 55.277 71 1.22 1.77 2.38
0.3 0.306 0.660 0.909 39 52.658 67 1.22 1.68 2.20
0.4 0.400 0.663 0.905 39 49.953 64 1.20 1.58 2.10
0.5 0.500 0.667 0.933 36 47.097 62 1.14 1.47 2.04
0.6 0.600 0.683 0.930 37 44.624 57 1.09 1.38 1.84
0.7 0.700 0.732 0.925 37 43.719 57 1.08 1.34 1.78
0.8 0.800 0.815 0.918 37 44.750 60 1.08 1.36 1.88
0.9 0.900 0.912 0.977 38 47.017 64 1.05 1.42 1.97
1.0 1.000 1.000 1.000 39 48.809 75 1.08 1.47 2.27

UPRT

k Proporção Distância Aproximação
Min Avg Max Min Avg Max Min Avg Max

0.0 0.024 0.251 0.491 38 46.595 57 1.21 1.54 1.92
0.1 0.143 0.345 0.590 38 47.496 61 1.26 1.56 1.94
0.2 0.200 0.385 0.596 38 46.415 56 1.25 1.51 1.86
0.3 0.302 0.444 0.660 39 45.713 56 1.22 1.48 1.80
0.4 0.400 0.510 0.667 38 45.114 53 1.17 1.44 1.72
0.5 0.500 0.579 0.723 38 44.385 53 1.15 1.41 1.75
0.6 0.600 0.662 0.787 37 43.976 52 1.14 1.38 1.73
0.7 0.700 0.744 0.844 37 43.302 52 1.14 1.35 1.68
0.8 0.800 0.829 0.889 37 42.536 50 1.07 1.31 1.72
0.9 0.900 0.918 0.956 36 41.857 50 1.06 1.28 1.69
1.0 1.000 1.000 1.000 36 40.818 49 1.07 1.24 1.74
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possível notar que a razão de aproximação média é muitas vezes melhor do que o fator de
aproximação teórico de 3− k provado para o problema (Teorema 3.3.2).

Analisando os resultados fornecidos por UT, é possível notar um comportamento
oposto ao de UR, com a razão de aproximação média aumentando à medida que o valor
de k aumenta. A razão de aproximação média foi menor que três apenas nos grupos em
que k é menor ou igual a 0.2, e a razão de aproximação média no grupo em que k = 1

foi de 6.71. Vale ressaltar que todas as soluções fornecidas por UT para grupos em que
0.1 ≤ k ≤ 1.0 foram modificadas para se adequarem à proporção mínima exigida pelo
problema SbPRT.

Considerando os grupos onde k ≥ 0.7, a distância máxima fornecida por UT foi supe-
rior a cinco vezes o número de eventos utilizados para criar as instâncias (40 operações).
Vale notar que, para esses grupos, a maior parte da sequência de eventos utilizada para
construir as instâncias é composta de reversões. Além disso, para replicar o efeito causado
por um evento de reversão pode ser necessário utilizar várias transposições. Essa é um
possível explicação para os valores elevados para a métrica de distância observada nesses
grupos adotando o algoritmo UT, que utiliza apenas transposições, juntamente com a
modificação das soluções para adequarem-se ao parâmetro k exigido em cada grupo.

Considerando os resultados de URT, podemos observar que a razão média de apro-
ximação foi menor ou igual a 1.96 para todos os grupos. Comparado com UR e UT, o
algoritmo URT apresentou melhores resultados para a aproximação média para grupos
onde 0.0 < k < 1.0. Os algoritmos UR e UT apresentaram melhores resultados quando
k = 1.0 e k = 0.0, respectivamente. O desempenho superior de UR e UT nesses cená-
rios particulares ocorre porque a sequência de ordenação, composta apenas por reversões,
encaixa-se perfeitamente no caso em que k = 1.0 e, quando k = 0.0, uma sequência de
transposições não sofre nenhuma modificação para respeitar a restrição de proporção.
Nesse caso, as sequências de eventos fornecidas pelos algoritmos não sofreram nenhuma
modificação e resultaram em bons resultados, independentemente do grupo.

Observando os resultados do algoritmo UPRT, podemos ver que a razão de aproxi-
mação média tende a diminuir à medida que o valor de k aumenta e, em comparação
com os demais algoritmos, sofre menor variação. Considerando a maior e a menor taxa
de aproximação média entre todos os grupos, temos 1.56 e 1.24, respectivamente. Esta
é uma variação de 0.32, o que mostra que o algoritmo é robusto, independentemente da
proporção adotada para o cenário. Observe que a variação da aproximação média mostra
o quanto o algoritmo oscila de acordo com as diferentes proporções. Deseja-se obter uma
variação tão pequena quanto possível. Isso ajuda a gerar resultados práticos estáveis,
independentemente da proporção desejada. A razão de aproximação média fornecida pelo
algoritmo foi melhor que as demais, exceto no grupo onde k = 0.0. Isso provavelmente
ocorre porque, quando k = 0.0, uma sequência composta exclusivamente por transposições
se enquadra na restrição de proporção. Considerando a razão de aproximação máxima
(pior caso prático), podemos observar que em todos os grupos o registro foi menor ou igual
a 1.94. Outra característica interessante dos resultados desse algoritmo está relacionada
às proporções obtidas nas soluções. A proporção média para todos os grupos é sempre
muito próxima do valor mínimo especificado para a instância.

A Tabela 3.2 mostra os resultados dos algoritmos SR, SRT, SWRT e SPRT aplicados
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em instâncias clássicas com sinais da base de dados DB1. Considerando todas as instân-
cias da base de dados, um total de 3.65% e 39.11% das soluções fornecidas por SRT e
SWRT, respectivamente, foram modificadas para se adequarem à proporção mínima entre
a quantidade de reversões e tamanho da sequência de rearranjo. A razão de aproximação
foi calculada adotando-se o limite inferior apresentado no Teorema 3.1.12.

Pela Tabela 3.2, podemos ver que o algoritmo SR apresentou um comportamento
semelhante ao algoritmo UR no caso sem sinal. No entanto, a aproximação média obtida
foi exatamente 2 − k, exceto para o grupo com k = 0.0. Observe que quando k = 1.0,
temos o problema de Ordenação de Permutações por Reversões e o algoritmo SR fornece
uma solução exata em tempo polinomial para o problema. Mantivemos esse cenário de
proporção em nossos experimentos para verificar o desempenho dos outros algoritmos
neste caso específico.

Os algoritmos SRT e SWRT não apresentam tendência de aumentar ou diminuir a
razão média de aproximação considerando o valor de k. Comparando ambos, podemos
ver que a variação média de aproximação do algoritmo SRT (1.88− 1.05 = 0.83) é maior
que a variação do algoritmo SWRT (1.19− 1.03 = 0.16). Em comparação com o SWRT,
a proporção média de soluções fornecidas pelo algoritmo SRT é maior. Exceto para o
grupo com k = 0.0, a proporção média foi superior a 0.97. O fato do algoritmo SRT
não ter aplicado nenhuma reversão no grupo em que k = 0 é explicado pelo próprio
comportamento do algoritmo, pois ele aplica reversões apenas em ciclos divergentes, e as
instâncias desses grupos foram geradas usando apenas transposições, o que não gera ciclos
divergentes.

O algoritmo SPRT apresentou a aproximação média mais consistente para os diferentes
valores de k. Observe que a aproximação média nos extremos quando k é igual a 0.0 e
1.0 foi 1.02 e 1.01, respectivamente. Além disso, a máxima aproximação média para
os diferentes valores de k foi de 1.17, mostrando a robustez do algoritmo considerando
diferentes cenários de proporção.

As tabelas 3.3 e 3.4 mostram, respectivamente, os resultados dos algoritmos SWRT e
SPRT considerando o cenário de proporção específico onde k = 0.6. Como o algoritmo
SWRT adota pesos 2 e 3 para eventos de reversão e transposição, respectivamente, uma
forma indireta de fornecer uma comparação justa é usar a proporção k = 0.6 (o número
de reversões em uma solução para o problema SbPRT é pelo menos 50% maior que o
número de transposições).

A Tabela 3.3 mostra os resultados do algoritmo SWRT aplicado em instâncias clássicas
com sinais da base de dados DB2. A coluna OP mostra o número de operações para criar as
instâncias. Considerando os grupos de instâncias de tamanho 100, 200, 300, 400 e 500, um
total de 37.00%, 69.46%, 79.98%, 84.81% e 87.59% das soluções fornecidas pelo algoritmo
SWRT foram modificadas, respectivamente. Considerando todas as instâncias, um total
de 71.76% das soluções fornecidas pelo algoritmo SWRT foram modificadas. A razão de
aproximação foi calculada adotando-se o limite inferior apresentado no Teorema 3.1.12.

Pela Tabela 3.3, é possível notar que a variação da razão de aproximação média é
pequena independentemente do tamanho da permutação ou do número de operações uti-
lizadas para criar a instância. Considerando a maior e a menor razão de aproximação
média, temos os valores 1.12 e 1.03, respectivamente. Além disso, a razão de aproximação
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Tabela 3.2: Resultados dos algoritmos em instâncias clássicas com sinais da base de dados
DB1.

SR

k Proporção Distância Aproximação
Min Avg Max Min Avg Max Min Avg Max

0.0 1.000 1.000 1.000 67 78.870 82 2.03 2.03 2.06
0.1 1.000 1.000 1.000 64 74.485 77 1.90 1.90 1.93
0.2 1.000 1.000 1.000 63 70.867 74 1.80 1.80 1.85
0.3 1.000 1.000 1.000 60 67.167 69 1.70 1.70 1.73
0.4 1.000 1.000 1.000 56 63.386 65 1.60 1.60 1.63
0.5 1.000 1.000 1.000 54 59.532 61 1.50 1.50 1.53
0.6 1.000 1.000 1.000 50 55.654 57 1.40 1.40 1.43
0.7 1.000 1.000 1.000 46 51.767 54 1.30 1.30 1.35
0.8 1.000 1.000 1.000 43 47.837 49 1.20 1.20 1.23
0.9 1.000 1.000 1.000 39 43.882 45 1.10 1.10 1.13
1.0 1.000 1.000 1.000 36 39.920 40 1.00 1.00 1.00

SRT

k Proporção Distância Aproximação
Min Avg Max Min Avg Max Min Avg Max

0.0 0.000 0.000 0.000 38 45.570 54 1.00 1.17 1.35
0.1 0.400 0.975 1.000 55 74.000 76 1.38 1.88 1.90
0.2 0.730 0.981 1.000 62 70.570 72 1.59 1.79 1.80
0.3 0.774 0.982 1.000 60 66.932 68 1.55 1.69 1.70
0.4 0.780 0.981 1.000 54 63.171 64 1.47 1.59 1.60
0.5 0.750 0.980 1.000 53 59.323 60 1.35 1.49 1.50
0.6 0.769 0.978 1.000 50 55.477 56 1.30 1.39 1.40
0.7 0.712 0.977 1.000 46 51.606 52 1.18 1.29 1.30
0.8 0.800 0.974 1.000 43 47.694 52 1.10 1.19 1.30
0.9 0.900 0.977 1.000 39 43.938 59 1.00 1.10 1.48
1.0 1.000 1.000 1.000 36 41.750 60 1.00 1.05 1.53

SWRT

k Proporção Distância Aproximação
Min Avg Max Min Avg Max Min Avg Max

0.0 0.000 0.000 0.000 35 40.153 45 1.00 1.03 1.14
0.1 0.100 0.334 0.737 37 45.021 57 1.00 1.15 1.50
0.2 0.200 0.422 0.727 37 45.141 55 1.00 1.14 1.41
0.3 0.300 0.478 0.778 37 44.345 54 1.00 1.12 1.39
0.4 0.400 0.526 0.792 37 43.248 53 1.00 1.09 1.33
0.5 0.500 0.575 0.816 37 42.116 50 1.00 1.06 1.26
0.6 0.600 0.638 0.833 37 41.576 48 1.00 1.04 1.20
0.7 0.700 0.720 0.894 36 42.131 54 1.00 1.06 1.35
0.8 0.800 0.814 0.909 37 43.511 56 1.00 1.09 1.40
0.9 0.900 0.911 0.952 38 45.516 60 1.00 1.14 1.50
1.0 1.000 1.000 1.000 38 47.336 66 1.00 1.19 1.65

SPRT

k Proporção Distância Aproximação
Min Avg Max Min Avg Max Min Avg Max

0.0 0.000 0.014 0.244 35 39.696 48 1.00 1.02 1.24
0.1 0.125 0.334 0.582 38 45.691 55 1.02 1.17 1.43
0.2 0.219 0.394 0.627 39 45.103 55 1.01 1.15 1.38
0.3 0.300 0.455 0.640 38 44.406 54 1.01 1.12 1.35
0.4 0.400 0.520 0.694 38 43.732 52 1.00 1.10 1.32
0.5 0.500 0.587 0.735 38 42.965 50 1.00 1.08 1.25
0.6 0.600 0.665 0.792 37 42.514 50 1.00 1.07 1.28
0.7 0.700 0.745 0.844 39 42.010 47 1.00 1.06 1.20
0.8 0.800 0.828 0.889 37 41.430 47 1.00 1.04 1.18
0.9 0.900 0.918 0.954 36 40.941 46 1.00 1.03 1.15
1.0 1.000 1.000 1.000 36 40.059 42 1.00 1.01 1.05
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Tabela 3.3: Resultados do algoritmo SWRT em instâncias clássicas com sinais da base de
dados DB2.

Tamanho da Instância = 100

OP Proporção Distância Aproximação
Min Avg Max Min Avg Max Min Avg Max

10 0.600 0.711 1.000 8 11.197 17 1.00 1.12 1.70
20 0.600 0.697 0.963 18 21.624 28 1.00 1.08 1.40
30 0.600 0.663 0.921 26 31.134 38 1.00 1.05 1.28
40 0.600 0.637 0.878 32 39.931 49 1.00 1.03 1.22
50 0.600 0.624 0.818 38 47.398 57 1.00 1.03 1.16

Tamanho da Instância = 200

OP Proporção Distância Aproximação
Min Avg Max Min Avg Max Min Avg Max

20 0.600 0.693 0.963 19 21.808 28 1.00 1.09 1.40
40 0.600 0.637 0.857 37 41.565 49 1.00 1.04 1.22
60 0.600 0.614 0.738 55 62.137 71 1.00 1.04 1.18
80 0.600 0.610 0.645 70 82.220 91 1.00 1.06 1.15

100 0.600 0.608 0.618 83 98.919 111 1.00 1.07 1.17

Tamanho da Instância = 300

OP Proporção Distância Aproximação
Min Avg Max Min Avg Max Min Avg Max

30 0.600 0.667 0.895 28 31.947 39 1.00 1.06 1.30
60 0.600 0.615 0.746 57 62.345 70 1.00 1.04 1.16
90 0.600 0.608 0.618 86 95.273 104 1.00 1.06 1.15

120 0.600 0.606 0.613 115 126.313 135 1.03 1.08 1.14
150 0.600 0.605 0.612 136 151.915 166 1.04 1.09 1.15

Tamanho da Instância = 400

OP Proporção Distância Aproximação
Min Avg Max Min Avg Max Min Avg Max

40 0.600 0.647 0.857 38 41.928 49 1.00 1.04 1.22
80 0.600 0.610 0.698 77 83.992 94 1.00 1.05 1.17

120 0.600 0.606 0.613 120 128.804 139 1.02 1.08 1.15
160 0.600 0.605 0.610 155 170.892 181 1.05 1.10 1.14
200 0.600 0.604 0.608 189 205.193 224 1.07 1.11 1.14

Tamanho da Instância = 500

OP Proporção Distância Aproximação
Min Avg Max Min Avg Max Min Avg Max

50 0.600 0.631 0.810 48 51.872 61 1.00 1.03 1.22
100 0.600 0.607 0.620 99 105.745 119 1.00 1.05 1.19
150 0.600 0.605 0.610 153 162.374 172 1.04 1.08 1.14
200 0.600 0.604 0.608 201 215.583 227 1.06 1.10 1.14
250 0.600 0.603 0.607 240 258.773 279 1.09 1.11 1.14

máxima foi de 1.70, observada no grupo de instâncias com tamanho 100. Note que o algo-
ritmo apresenta bons resultados mesmo com 71.76% das soluções sendo modificadas para
satisfazer a restrição de proporção mínima. Isso mostra que o processo de modificação
pode produzir bons resultados dependendo do algoritmo utilizado.

A Tabela 3.4 mostra os resultados do algoritmo SPRT aplicado em instâncias clássicas
com sinais da base de dados DB2. A coluna OP mostra o número de operações utilizadas
para criar as instâncias. A razão de aproximação foi calculada adotando-se o limite inferior
apresentado no Teorema 3.1.12.

A partir da Tabela 3.4, é possível notar que o algoritmo SPRT apresenta uma tendên-
cia de diminuir a razão de aproximação média à medida que o tamanho da permutação
e o número de operações utilizadas para criar as instâncias (OP) crescem. Outro fato
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Tabela 3.4: Resultados do algoritmo SPRT em instâncias clássicas com sinais da base de
dados DB2.

Tamanho da Instância = 100

OP Proporção Distância Aproximação
Min Avg Max Min Avg Max Min Avg Max

10 0.600 0.733 1.000 8 11.349 16 1.00 1.13 1.60
20 0.600 0.701 0.889 17 21.882 28 1.00 1.10 1.40
30 0.600 0.681 0.824 25 31.725 39 1.00 1.07 1.30
40 0.600 0.666 0.800 32 40.592 49 1.00 1.05 1.25
50 0.600 0.659 0.769 39 47.919 57 1.00 1.05 1.22

Tamanho da Instância = 200

OP Proporção Distância Aproximação
Min Avg Max Min Avg Max Min Avg Max

20 0.600 0.700 0.923 19 22.155 29 1.00 1.10 1.45
40 0.600 0.666 0.809 38 42.556 50 1.00 1.06 1.25
60 0.600 0.649 0.742 55 62.097 69 1.00 1.04 1.16
80 0.600 0.639 0.711 70 80.046 89 1.00 1.03 1.14

100 0.600 0.633 0.697 83 94.773 105 1.00 1.03 1.10

Tamanho da Instância = 300

OP Proporção Distância Aproximação
Min Avg Max Min Avg Max Min Avg Max

30 0.600 0.679 0.842 29 32.601 39 1.00 1.08 1.30
60 0.600 0.650 0.758 58 62.951 70 1.00 1.05 1.16
90 0.600 0.635 0.704 85 92.262 100 1.00 1.03 1.12

120 0.600 0.628 0.681 110 119.250 129 1.00 1.02 1.09
150 0.600 0.623 0.664 128 141.327 153 1.00 1.02 1.08

Tamanho da Instância = 400

OP Proporção Distância Aproximação
Min Avg Max Min Avg Max Min Avg Max

40 0.600 0.666 0.816 39 42.867 50 1.00 1.07 1.25
80 0.600 0.640 0.727 76 83.148 93 1.00 1.04 1.16

120 0.600 0.627 0.683 115 122.314 130 1.00 1.02 1.09
160 0.600 0.622 0.656 149 158.546 168 1.00 1.02 1.07
200 0.600 0.619 0.647 175 187.099 198 1.00 1.01 1.06

Tamanho da Instância = 500

OP Proporção Distância Aproximação
Min Avg Max Min Avg Max Min Avg Max

50 0.600 0.656 0.793 49 53.064 60 1.00 1.06 1.20
100 0.600 0.633 0.697 98 103.272 111 1.00 1.03 1.12
150 0.600 0.622 0.673 145 152.283 162 1.00 1.02 1.08
200 0.601 0.618 0.645 186 197.490 204 1.00 1.01 1.05
250 0.603 0.617 0.634 226 233.744 239 1.00 1.01 1.04

importante é que em todos os grupos (considerando o tamanho da instância e o número
de operações utilizadas para criar as instâncias), o algoritmo SPRT conseguiu encontrar,
para pelo menos uma instância do grupo, uma solução ótima. Podemos confirmar esse
comportamento observando a coluna da razão de aproximação mínima. Além disso, con-
siderando os grupos de instâncias com tamanho maior que 100 e os casos em que foram
utilizadas sequências de operações maiores que 20% do tamanho das instâncias, o algo-
ritmo SPRT, em comparação com o algoritmo SWRT, apresentou resultados equivalentes
ou melhores ao observar a razão de aproximação média.

A partir dos resultados, observamos que os algoritmos propostos apresentam um ex-
celente desempenho na prática, tanto na variação sem sinais do problema SbPRT, como
também na variação com sinais. Vale ressaltar que o processo proposto de modificação
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da solução para viabilizar soluções obtidas através de algoritmos para outros problemas
também apresentou bons resultados, principalmente quando aplicado ao algoritmo SWRT.

3.5 Conclusões

Nesse capítulo, investigamos o problema de Ordenação de Permutações por Reversões e
Transposições com Restrição de Proporção. Como resultado, apresentamos uma análise
de complexidade do problema para qualquer valor permitido de k e consideramos as
variações com e sem sinais. Apresentamos algoritmos de aproximação com fatores 3− 3k

2

e 3 − k para as variações com e sem sinais, respectivamente. Além disso, apresentamos
um algoritmo de aproximação assintótica com fator 2−k

1−k/3 para a variação com sinais do
problema. Por fim, realizamos testes experimentais comparando os algoritmos propostos
com outros algoritmos da literatura que fornecem uma solução válida para o problema ou
que a solução foi modificada para tornar a comparação possível.
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Capítulo 4

Modelos Intergênicos Rígidos

A representação de um genoma por meio de uma sequência de genes é bastante útil e
amplamente utilizada em problemas de rearranjo de genomas. Entretanto, informações
que não estão associadas diretamente aos genes são descartadas, o que implica em uma
perda de informação. Em particular, informações referentes às regiões intergênicas, que
são regiões entre cada par consecutivo de genes e nas extremidades de um genoma, não
são consideradas pelos modelos que adotam uma representação clássica de um genoma.
Estudos sugerem que incorporar tais estruturas aos modelos pode propiciar resultados
mais realistas para a distância evolutiva entre os organismos [15,16]. Cada região intergê-
nica possui uma quantidade de nucleotídeos, a qual denominamos de tamanho da região
intergênica. Neste capítulo, investigaremos as variações com e sem sinais dos seguintes
problemas que consideram a informação dos genes e do tamanho das regiões intergênicas
de um genoma adotando uma abordagem não ponderada:

• Ordenação de Permutações por Reversões Intergênicas (SbIR)

• Ordenação de Permutações por Operações Intergênicas de Reversão e Indel (SbIRI)

• Ordenação de Permutações por Operações Intergênicas de Reversão e Move
(SbIRM)

• Ordenação de Permutações por Operações Intergênicas de Reversão, Move e Indel
(SbIRMI)

• Ordenação de Permutações por Operações Intergênicas de Reversão e Transposição
(SbIRT)

• Ordenação de Permutações por Operações Intergênicas de Reversão, Transposição
e Indel (SbIRTI)

• Ordenação de Permutações por Operações Intergênicas de Reversão, Transposição
e Move (SbIRTM)

• Ordenação de Permutações por Operações Intergênicas de Reversão, Transposição,
Move e Indel (SbIRTMI)
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Além disso, investigaremos as variações com e sem sinais dos seguintes problemas
considerando uma abordagem ponderada:

• Ordenação de Permutações por Operações Intergênicas Ponderadas de Reversão e
Indel (SbWIRI)

• Ordenação de Permutações por Operações Intergênicas Ponderadas de Reversão e
Transposição (SbWIRT)

• Ordenação de Permutações por Operações Intergênicas Ponderadas de Reversão,
Transposição e Indel (SbWIRTI)

Neste capítulo, iremos referenciar aos eventos de rearranjo de reversão intergênica,
transposição intergênica, move intergênico e indel intergênico simplesmente por reversão,
transposição, move e indel, respectivamente. Além disso, referiremos a um breakpoint
intergênico simplesmente por breakpoint. Dada uma sequência de eventos de rearranjo
S, denotamos por |S| o tamanho da sequência S, ou seja, a quantidade de eventos em S.

Dada uma instância intergênica rígida com ou sem sinais I = ((π, π̆), (ι, ῐ)) e adotando
um cenário não ponderado, a distância entre (π, π̆) e (ι, ῐ), denotada por diM(I), é o
tamanho da menor sequência de eventos de rearranjo S, tal que todo evento de S pertence
ao modeloM e (π, π̆) ·S = (ι, ῐ). Os modelos de rearranjo em um cenário não ponderado
considerados neste capítulo são identificados pelas siglas apresentadas na Tabela 4.1.

Tabela 4.1: Siglas dos modelos de rearranjo considerados para instâncias intergênicas
rígidas em um cenário não ponderado.

Problema Sigla do Modelo Conjunto de Eventos de Rearranjo
SbIR R {ρ}
SbIRI RI {ρ, δ}
SbIRM RM {ρ, µ}
SbIRMI RMI {ρ, µ, δ}
SbIRT RT {ρ, τ}
SbIRTI RTI {ρ, τ, δ}
SbIRTM RTM {ρ, τ, µ}
SbIRTMI RTMI {ρ, τ, µ, δ}

Dada uma instância intergênica rígida com ou sem sinais I = ((π, π̆), (ι, ῐ)) e adotando
um cenário ponderado, a distância ponderada entre (π, π̆) e (ι, ῐ), denotada por dwiM(I),
é o custo da sequência de eventos de rearranjo S com menor custo total, tal que todo
evento de S pertence ao modeloM e (π, π̆) · S = (ι, ῐ). O custo total de uma sequência
de eventos de rearranjo S = (γ1, γ2, . . . , γk), onde cada evento pertence ao modeloM, é
dado por

∑
γi∈S c(γi), tal que c(γi) representa o custo associado ao tipo do evento γi por

uma função de custo. Os modelos de rearranjo em um cenário ponderado considerados
neste capítulo são identificados pelas siglas apresentadas na Tabela 4.2.

Quando for adotado um modelo de rearranjo composto exclusivamente por eventos de
rearranjo conservativos, será assumido que a instância intergênica rígida para o problema
será sempre balanceada.
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Tabela 4.2: Siglas dos modelos de rearranjo considerados para instâncias intergênicas
rígidas em um cenário ponderado.

Problema Sigla do Modelo Conjunto de Eventos de Rearranjo
SbWIRI RI {ρ, δ}
SbWIRT RT {ρ, τ}
SbWIRTI RTI {ρ, τ, δ}

Parte dos resultados que serão apresentados neste capítulo foram publicados nas re-
vistas Journal of Computational Biology [22] e Algorithms for Molecular Biology [23] em
2020 e 2021, respectivamente.

4.1 Abordagem não Ponderada

Nesta seção, apresentaremos os resultados para as variações com e sem sinais dos proble-
mas SbIR, SbIRI, SbIRM, SbIRMI, SbIRT, SbIRTI, SbIRTM e SbIRTMI em um
cenário não ponderado.

4.1.1 Limitantes Inferiores

Nesta seção, apresentaremos limitantes inferiores para as variações com e sem sinais dos
problemas investigados neste capítulo em um cenário não ponderado.

Em instâncias intergênicas rígidas com e sem sinais utilizaremos os conceitos de break-
point intergênicos tipo dois e um, respectivamente (Seção 2.4.2). Os eventos de rearranjo
de reversão, transposição, move e indel afetam, respectivamente, as seguintes quantidades
de regiões intergênicas: duas, três, duas e uma. No melhor cenário, cada uma das regiões
intergênicas afetadas faz parte de um breakpoint removido após o evento de rearranjo ser
aplicado. Com isso, obtemos os seguintes lemas.

Lema 4.1.1. Seja I uma instância intergênica rígida sem sinais. Para qualquer reversão
ρ temos que ∆ib1(I, S = (ρ)) ≥ −2.

Lema 4.1.2. Seja I uma instância intergênica rígida sem sinais. Para qualquer trans-
posição τ temos que ∆ib1(I, S = (τ)) ≥ −3.

Lema 4.1.3. Seja I uma instância intergênica rígida sem sinais. Para qualquer move µ
temos que ∆ib1(I, S = (µ)) ≥ −2.

Lema 4.1.4. Seja I uma instância intergênica rígida sem sinais. Para qualquer indel δ
temos que ∆ib1(I, S = (δ)) ≥ −1.

Lema 4.1.5. Seja I uma instância intergênica rígida com sinais. Para qualquer reversão
ρ temos que ∆ib2(I, S = (ρ)) ≥ −2.

Lema 4.1.6. Seja I uma instância intergênica rígida com sinais. Para qualquer trans-
posição τ temos que ∆ib2(I, S = (τ)) ≥ −3.
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Lema 4.1.7. Seja I uma instância intergênica rígida com sinais. Para qualquer move µ
temos que ∆ib2(I, S = (µ)) ≥ −2.

Lema 4.1.8. Seja I uma instância intergênica rígida com sinais. Para qualquer indel δ
temos que ∆ib2(I, S = (δ)) ≥ −1.

Teorema 4.1.9. Seja I = ((π, π̆), (ι, ῐ)) uma instância intergênica rígida sem sinais.
Temos que:

diR(I) ≥ ib1(I)
2

,
diRI(I) ≥ ib1(I)

2
,

diRM(I) ≥ ib1(I)
2

,
diRMI(I) ≥ ib1(I)

2
,

diRT(I) ≥ ib1(I)
3

,
diRTI(I) ≥ ib1(I)

3
,

diRTM(I) ≥ ib1(I)
3

e
diRTMI(I) ≥ ib1(I)

3
.

Demonstração. Pela Observação 2.4.2, para transformar (π, π̆) em (ι, ῐ) é necessário remo-
ver os ib1(I) breakpoints tipo um de I. Dessa forma, obtemos um limitante inferior para
cada um dos modelos através da divisão de ib1(I) pela maior quantidade de breakpoints
tipo um que podem ser removidos por um evento permitido no modelo de rearranjo. Os
lemas 4.1.1, 4.1.2, 4.1.3 e 4.1.4 mostram a quantidade máxima de breakpoints tipo um
que podem ser removidos de uma instância intergênica rígida sem sinais pelos eventos de
reversão, transposição, move e indel, respectivamente. Logo, o teorema segue.

Teorema 4.1.10. Seja I = ((π, π̆), (ι, ῐ)) uma instância intergênica rígida sem sinais.
Se I for balanceada, então temos que diRTI(I) ≥ ib1(I)

3
. Caso contrário, temos que

diRTI(I) ≥ ib1(I)+2
3

.

Demonstração. Pela Observação 2.4.2, para transformar (π, π̆) em (ι, ῐ) é necessário re-
mover os ib1(I) breakpoints tipo um de I. Note que se I for balanceada, então podemos
aplicar o Teorema 4.1.9. Caso contrário, sabemos que para ser possível transformar (π, π̆)

em (ι, ῐ), pelo menos um indel deve ser utilizado. Pelo Lema 4.1.4, temos que, no máximo,
um breakpoint tipo um pode ser removido utilizando uma operação de indel. No melhor
caso, após aplicar apenas um indel, I torna-se uma instância balanceada e um breakpoint
tipo um é removido. Assim, restam ib1(I) − 1 breakpoints para serem removidos de I.
Considerando os eventos de reversão, transposição e indel, três breakpoints tipo um, no
máximo, podem ser removidos por operação (lemas 4.1.1, 4.1.2 e 4.1.4). Logo, pelo menos
ib1(I)−1

3
eventos de reversão, transposição ou indel são necessários para remover o restante

dos breakpoints tipo um. Dessa forma, pelo menos ib1(I)−1
3

+ 1 = ib1(I)+2
3

eventos de re-
versão, transposição e indel são necessários para transformar (π, π̆) em (ι, ῐ), e o teorema
segue.

Teorema 4.1.11. Seja I = ((π, π̆), (ι, ῐ)) uma instância intergênica rígida com sinais.
Temos que:
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diR(I) ≥ ib2(I)
2

,
diRI(I) ≥ ib2(I)

2
,

diRM(I) ≥ ib2(I)
2

,
diRMI(I) ≥ ib2(I)

2
,

diRT(I) ≥ ib2(I)
3

,
diRTI(I) ≥ ib2(I)

3
,

diRTM(I) ≥ ib2(I)
3

e
diRTMI(I) ≥ ib2(I)

3
.

Demonstração. A prova é similar à descrita no Teorema 4.1.9, mas considerando os le-
mas 4.1.5, 4.1.6, 4.1.7 e 4.1.8.

Teorema 4.1.12. Seja I = ((π, π̆), (ι, ῐ)) uma instância intergênica rígida com sinais.
Se I for balanceada, então temos que diRTI(I) ≥ ib2(I)

3
. Caso contrário, temos que

diRTI(I) ≥ ib2(I)+2
3

.

Demonstração. Pela Observação 2.4.2, para transformar (π, π̆) em (ι, ῐ) é necessário re-
mover os ib2(I) breakpoints tipo dois de I. Note que se I for balanceada, então podemos
aplicar o Teorema 4.1.11. Caso contrário, sabemos que para ser possível transformar (π, π̆)

em (ι, ῐ), pelo menos um indel deve ser utilizado. Pelo Lema 4.1.8, temos que, no máximo,
um breakpoint tipo dois pode ser removido utilizando uma operação de indel. No melhor
caso, após aplicar apenas um indel, I torna-se uma instância balanceada e um breakpoint
tipo dois é removido. Assim, restam ib2(I) − 1 breakpoints para serem removidos de I.
Considerando os eventos de reversão, transposição e indel, três breakpoints tipo um, no
máximo, podem ser removidos por operação (lemas 4.1.5, 4.1.6 e 4.1.8). Logo, pelo menos
ib2(I)−1

3
eventos de reversão, transposição ou indel são necessários para remover o restante

dos breakpoints tipo dois. Dessa forma, pelo menos ib2(I)−1
3

+ 1 = ib2(I)+2
3

eventos de re-
versão, transposição e indel são necessários para transformar (π, π̆) em (ι, ῐ), e o teorema
segue.

Considerando o grafo de ciclos ponderado rígido (Seção 2.6.2) criado a partir de uma
instância intergênica rígida com sinais, o evento de reversão afeta duas arestas pretas do
grafo e pode aumentar tanto o número de ciclos como também o número de ciclos ba-
lanceados. O evento de transposição afeta três arestas pretas do grafo e pode aumentar
tanto o número de ciclos como o número de ciclos balanceados. O evento de move afeta
duas arestas pretas do grafo e pode aumentar somente o número de ciclos balanceados no
grafo. O evento de indel afeta apenas uma aresta preta do grafo e pode aumentar somente
o número de ciclos balanceados. Dessa forma, dada uma instância intergênica rígida com
sinais I = ((π, π̆), (ι, ῐ)), temos que ∆c(G(I), S = (ρ)) ∈ {1, 0,−1} e ∆cb(G(I), S =

(ρ)) ∈ {1, 0,−1} para qualquer reversão ρ [11, 57]. De maneira similar, temos que
∆c(G(I), S = (τ)) ∈ {2, 0,−2} e ∆cb(G(I), S = (τ)) ∈ {2, 1, 0,−1,−2} para qualquer
transposição τ [12, 59], ∆c(G(I), S = (µ)) = 0 e ∆cb(G(I), S = (µ)) ∈ {2, 1, 0,−1,−2}
para qualquer move µ [59], e ∆c(G(I), S = (δ)) = 0 e ∆cb(G(I), S = (δ)) ∈ {1, 0,−1}
para qualquer indel δ [57]. Com isso, obtemos os seguintes limitantes inferiores.

Teorema 4.1.13. Seja I = ((π, π̆), (ι, ῐ)) uma instância intergênica rígida com sinais.
Temos que:
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diRM(I) ≥ n+ 1− c(G(I))+cb(G(I))
2

e
diRMI(I) ≥ n+ 1− c(G(I))+cb(G(I))

2
.

Demonstração. Note que, para atingir o genoma alvo, é necessário aumentar tanto o
número de ciclos quanto o de ciclos balanceados em G(I) para n+ 1 (Observação 2.6.3).
Dados os eventos de reversão, move e indel, temos que c(G(I))+cb(G(I)) pode aumentar,
no máximo, em duas unidades. Logo, o teorema segue.

Teorema 4.1.14. Seja I = ((π, π̆), (ι, ῐ)) uma instância intergênica rígida com sinais.
Temos que:

diRTI(I) ≥ n+1−cb(G(I))
2

e
diRTMI(I) ≥ n+1−cb(G(I))

2
.

Demonstração. Note que, para atingir o genoma alvo, é necessário aumentar o número de
ciclos balanceados em G(I) para n+ 1 (Observação 2.6.3). Dados os eventos de reversão,
transposição, move e indel, temos que cb(G(I)) pode aumentar, no máximo, em duas
unidades. Logo, o teorema segue.

4.1.2 Análise de Complexidade

Nesta seção, realizaremos uma análise de complexidade considerando as variações com
e sem sinais dos problemas investigados neste capítulo em um cenário não ponderado.
Os problemas citados e investigados nessa seção referem-se a suas respectivas versões de
decisão.

Inicialmente, descrevemos a versão de decisão de alguns problemas, sendo eles:

• A variação sem sinais do problema de Ordenação de Permutações por Reversões
(SbR)

• As variações com e sem sinais do problema de Ordenação de Permutações por Re-
versões e Transposições (SbRT)

• O problema 3-Partição (3-PART).

Esses três problemas pertencem à classe NP-difícil [30, 46,55].

(SbR) (Versão de Decisão)
Entrada: Uma instância clássica sem sinais I = (π, ι) e um número natural d.
Pergunta: Existe uma sequência de eventos de rearranjo S, com base no
modelo de rearranjoM = {ρ}, capaz de transformar π em ι, tal que |S| ≤ d?

(SbRT) (Versão de Decisão)
Entrada: Uma instância clássica com ou sem sinais I = (π, ι) e um número
natural d.
Pergunta: Existe uma sequência de eventos de rearranjo S, com base no
modelo de rearranjoM = {ρ, τ}, capaz de transformar π em ι, tal que |S| ≤ d?
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(3-PART) (Versão de Decisão)
Entrada: Um conjunto de números inteiros positivos A = {a1, a2, . . . , a3n}, tal
que

∑3n
i=1 ai = Bn e B ∈ Z+. Além disso, B

4
< ai <

B
2
, com 1 ≤ i ≤ 3n.

Pergunta: Existe uma partição do conjunto A em triplas A1, A2, . . . , An, tal
que

∑
ai∈Aj ai = B para cada tripla Aj, com 1 ≤ j ≤ n?

A seguir, descrevemos a versão de decisão das variações com e sem sinais dos problemas
que investigaremos neste capítulo em um cenário não ponderado.

SbIR (Versão de Decisão)
Entrada: Um número natural t e uma instância intergênica rígida com ou sem
sinais I = ((π, π̆), (ι, ῐ)).
Pergunta: Existe uma sequência de eventos de rearranjo S, com base no
modelo de rearranjoM = {ρ}, capaz de transformar (π, π̆) em (ι, ῐ), tal que
|S| ≤ t?

SbIRI (Versão de Decisão)
Entrada: Um número natural t e uma instância intergênica rígida com ou sem
sinais I = ((π, π̆), (ι, ῐ)).
Pergunta: Existe uma sequência de eventos de rearranjo S, com base no
modelo de rearranjoM = {ρ, δ}, capaz de transformar (π, π̆) em (ι, ῐ), tal que
|S| ≤ t?

SbIRM (Versão de Decisão)
Entrada: Um número natural t e uma instância intergênica rígida com ou sem
sinais I = ((π, π̆), (ι, ῐ)).
Pergunta: Existe uma sequência de eventos de rearranjo S, com base no
modelo de rearranjoM = {ρ, µ}, capaz de transformar (π, π̆) em (ι, ῐ), tal que
|S| ≤ t?

SbIRMI (Versão de Decisão)
Entrada: Um número natural t e uma instância intergênica rígida com ou sem
sinais I = ((π, π̆), (ι, ῐ)).
Pergunta: Existe uma sequência de eventos de rearranjo S, com base no
modelo de rearranjoM = {ρ, µ, δ}, capaz de transformar (π, π̆) em (ι, ῐ), tal
que |S| ≤ t?

SbIRT (Versão de Decisão)
Entrada: Um número natural t e uma instância intergênica rígida com ou sem
sinais I = ((π, π̆), (ι, ῐ)).
Pergunta: Existe uma sequência de eventos de rearranjo S, com base no
modelo de rearranjoM = {ρ, τ}, capaz de transformar (π, π̆) em (ι, ῐ), tal que
|S| ≤ t?
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SbIRTI (Versão de Decisão)
Entrada: Um número natural t e uma instância intergênica rígida com ou sem
sinais I = ((π, π̆), (ι, ῐ)).
Pergunta: Existe uma sequência de eventos de rearranjo S, com base no
modelo de rearranjoM = {ρ, τ, δ}, capaz de transformar (π, π̆) em (ι, ῐ), tal
que |S| ≤ t?

SbIRTM (Versão de Decisão)
Entrada: Um número natural t e uma instância intergênica rígida com ou sem
sinais I = ((π, π̆), (ι, ῐ)).
Pergunta: Existe uma sequência de eventos de rearranjo S, com base no
modelo de rearranjoM = {ρ, τ, µ}, capaz de transformar (π, π̆) em (ι, ῐ), tal
que |S| ≤ t?

SbIRTMI (Versão de Decisão)
Entrada: Um número natural t e uma instância intergênica rígida com ou sem
sinais I = ((π, π̆), (ι, ῐ)).
Pergunta: Existe uma sequência de eventos de rearranjo S, com base no
modelo de rearranjoM = {ρ, τ, µ, δ}, capaz de transformar (π, π̆) em (ι, ῐ), tal
que |S| ≤ t?

A seguir mostramos que todas as variações sem sinais dos problemas investigados nesse
capítulo, em um cenário não ponderado, pertencem à classe NP-difícil.

Teorema 4.1.15. Os problemas SbIR, SbIRI, SbIRM e SbIRMI em instâncias inter-
gênicas rígidas sem sinais pertencem à classe NP-difícil.

Demonstração. Dada uma instância clássica sem sinais I = (π, ι) e um valor d para a
versão de decisão do problema SbR, criaremos uma instância intergênica rígida sem sinais
I ′ = ((π′, π̆′), (ι′, ῐ′)) e um valor t para a versão de decisão do problema SbIR, SbIRI,
SbIRM ou SbIRMI da seguinte maneira: (i) π′ = π, (ii) ι′ = ι, (iii) π̆′ = ῐ′ = (0, 0, . . . , 0)

e (iv) t = d. Agora mostramos que a instância (I, d) do problema SbR é sim se, e somente
se, a instância (I ′, t) do problema SbIR, SbIRI, SbIRM ou SbIRMI é sim.

(⇒) Suponha que exista uma sequência S com d reversões, tal que π·S = ι. Considere a
sequência S ′ criada a partir da sequência S mapeando cada reversão ρ(i,j) em uma reversão
intergênica ρ(i,j)

(0,0). Note que (π, π̆) · S ′ = (ι, ῐ) e |S ′| = t = d, uma vez que o tamanho de
todas as regiões intergênicas no genoma de origem e alvo é zero.

(⇐) Agora suponha que exista uma sequência S ′ com t eventos de rearranjo tal que
(π, π̆) · S ′ = (ι, ῐ). Primeiramente, mostraremos que se a sequência S ′ não for composta
exclusivamente por reversões intergênicas, então ela pode ser modificada para possuir tal
característica mantendo a resposta positiva para a instância (I ′, t). Seja S ′ uma sequência
que gera uma resposta positiva para a instância (I ′, t) do problema SbIR, SbIRI, SbIRM
ou SbIRMI e não é composta exclusivamente por reversões intergênicas. Neste caso,
criaremos uma sequência S ′′ composta exclusivamente por reversões intergênicas, tal que
|S ′′| < |S ′| e (π, π̆) · S ′′ = (ι, ῐ). Para cada reversão intergênica ρ

(i,j)
(x,y) de S ′ adicione
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em S ′′ a reversão intergênica ρ(i,j)
(0,0). Note que os eventos de move e indel não afetam a

ordem dos genes. Além disso, pela construção de I ′, temos que π̆′ = ῐ′. Logo, (π, π̆) ·
S ′′ = (ι, ῐ). Por fim, substitua S ′ por S ′′. Agora, com S ′ composta exclusivamente por
reversões intergênicas, considere a sequência S criada a partir da sequência S ′ mapeando
cada reversão intergênica ρ(i,j)

(x,y) em uma reversão ρ(i,j). É importante notar que, como
a sequência S ′ é composta exclusivamente por reversões intergênicas, isso implica que
nenhum nucleotídeo é inserido no genoma de origem. Logo, para cada reversão intergênica
ρ

(i,j)
(x,y) de S

′, temos que x = y = 0 e isso faz com que seja possível realizar tal mapeamento.
Dessa forma, temos que π · S = ι e |S| ≤ t = d. Logo, o teorema segue.

Teorema 4.1.16. Os problemas SbIRT, SbIRTI, SbIRTM e SbIRTMI em instâncias
intergênicas rígidas sem sinais pertencem à classe NP-difícil.

Demonstração. A prova é similar à descrita no Teorema 4.1.15, mas utilizando uma re-
dução da versão de decisão da variação sem sinais do problema SbRT e considerando
que a sequência S ′ para a instância (I ′, t) do problema SbIRT, SbIRTI, SbIRTM ou
SbIRTMI é composta por reversões intergênicas e transposições intergênicas ao invés de
ser composta exclusivamente por reversões intergênicas.

Os problemas SbIR, SbIRT e SbIRTM em instâncias intergênicas rígidas com sinais
pertencem à classe NP-difícil [57, 59]. A seguir, mostramos que a variação com sinais
dos problemas SbIRM, SbIRMI, SbIRTI e SbIRTMI também pertencem à classe NP-
difícil. Para a variação com sinais dos problemas SbIRM e SbIRMI iremos realizar uma
redução do problema 3-PART, enquanto que para a variação com sinais dos problemas
SbIRTI e SbIRTMI utilizaremos um redução da variação com sinais do problema SbRT.

Teorema 4.1.17. Os problemas SbIRM e SbIRMI em instâncias intergênicas rígidas
com sinais pertencem à classe NP-difícil.

Demonstração. Dada uma instância A = {a1, a2, . . . , a3n} do problema 3-PART, criamos
uma instância intergênica rígida com sinais I = ((π, π̆), (ι, ῐ)) do problema SbIRM ou
SbIRMI da seguinte forma:

i. π = ι = (+0 +1 +2 . . . +4n).

ii. Atribua o valor π̆i = ai, para 1 ≤ i ≤ 3n, e o valor π̆j = 0, para 3n+ 1 ≤ j ≤ 4n.

iii. Atribua o valor ῐi = 0, para 1 ≤ i ≤ 3n, e o valor ῐj = B, para 3n+ 1 ≤ j ≤ 4n.

iv. t = 3n.

O Exemplo 4.1.1 ilustra o processo de criação de uma instância I do problema SbIRM
ou SbIRMI com base na instância A do problema 3-PART. Note que o grafo de ciclos
ponderado rígido G(I) é composto exclusivamente por ciclos triviais.



79

Exemplo 4.1.1.

A = {a1, a2, . . . , a3n}

(π, π̆) = ((+0 +1 +2 . . . +4n), (a1, a2, . . . , a3n, 0, 0, . . . , 0))

(ι, ῐ) = ((+0 +1 +2 . . . +4n), ( 0, 0, . . . , 0, B,B, . . . , B))

I = ((π, π̆), (ι, ῐ))

G(I)

3n ciclos triviais negativos n ciclos triviais positivos

+0 −1 +1 −2 . . . . . .
a1

1

a2

2

a3n

3n

0

3n+1

0

3n+2

0

4n

0 0 0 B B B

Agora, mostramos que a instância A do 3-PART é sim se, e somente se,
diRM(I) ≤ t = 3n e diRMI(I) ≤ t = 3n.

(⇒) Suponha que seja possível particionar a instância A = {a1, a2, . . . , a3n} do pro-
blema 3-PART em n triplas, tal que

∑
ai∈Aj ai = B para cada tripla Aj, com 1 ≤ j ≤ n.

Então, é possível transformar o genoma de origem (π, π̆) no genoma alvo (ι, ῐ) usando 3n

operações de move. Para cada tripla Aj, com 1 ≤ j ≤ n, aplique as seguintes operações de
move µ(i,3n+j)

(ai)
, para ai ∈ Aj. Repita esse procedimento em todas as n triplas, produzindo

uma sequência de 3n operações de move que resulta em c(G(I)) = cb(G(I)) = 4n. Assim,
diRM(I) ≤ 3n e diRMI(I) ≤ 3n.

(⇐) Agora suponha que diRM(I) ≤ 3n e diRMI(I) ≤ 3n. Observe que, para atingir
o genoma alvo desejado, os ciclos triviais com arestas pretas rotuladas com o valor 0 até
3n devem formar ciclos triviais com peso zero em suas arestas pretas.

Note que G(I) tem 4n ciclos triviais, onde: os primeiros 3n ciclos triviais (da esquerda
para a direita usando a representação padrão de G(I)) têm peso positivo em suas arestas
pretas; e os últimos n ciclos triviais têm peso zero em suas arestas pretas.

Dizemos que um ciclo C = (c1) é alpha se C for trivial e tiver peso zero em suas
duas arestas (preta e cinza). Denotamos por cα(G(I)) o número de ciclos alpha em G(I).
Observe que qualquer sequência de operações de rearranjo que transforme o genoma de
origem no genoma alvo deve, necessariamente, afetar os primeiros 3n ciclos triviais para
alterar o peso em suas arestas pretas para zero. Consequentemente, ao alcançar o genoma
alvo temos que cα(G(I)) = 3n.

Dada uma sequência S de operações, denotamos por:

∆cα(G(I), S) =
cα(G(I ′))− cα(G(I))

|S|
,

tal que I ′ = ((π, π̆) · S, (ι, ῐ)), a variação média no número de ciclos alpha gerados pela
sequência S.

Um move µ(i,j)
(x) atua em até dois ciclos. Se o move µ atua em duas arestas pretas do

mesmo ciclo, então o peso desse ciclo permanece inalterado (∆cα(G(I), S = (µ)) = 0).
Quando atua em dois ciclos, temos os seguintes casos:
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• Se nenhum dos ciclos for trivial, então ∆cα(G(I), S = (µ)) = 0, dado que a operação
de move não altera o tamanho dos ciclos.

• Se pelo menos um dos ciclos for trivial, então o move pode transferir o peso em sua
aresta preta para outro ciclo e, na melhor das hipóteses, ∆cα(G(I), S = (µ)) ≤ 1.

• Se ambos os ciclos são alpha, então ∆cα(G(I), S = (µ)) = 0, dado que, neste caso,
as arestas pretas de ambos os ciclos têm peso zero. Consequentemente, o peso da
aresta preta dos ciclos permanece inalterado.

Uma reversão ρ(i,j)
(x,y) pode criar até dois ciclos alpha (∆cα(G(I), S = (ρ)) ≤ 2). No

entanto, isso ocorre apenas no caso particular em que uma reversão divide um ciclo de
tamanho dois onde ambas as arestas pretas têm peso zero. Dado que uma operação
de move não altera o tamanho dos ciclos, para obter um ciclo de tamanho dois com tal
característica, temos que uma reversão ρ que une dois ciclos deve ser aplicada previamente.
Observe que qualquer reversão que une ciclos não cria ciclos alpha (∆cα(G(I), S = (ρ)) ≤
0), pois esta operação resulta em um ciclo não trivial. Para obter um ciclo de tamanho
dois onde ambas as arestas pretas tenham peso zero, temos três possibilidades:

• O primeiro caso consiste em uma reversão ρ1, que une dois ciclos alpha (diminuindo
o número de ciclos alpha em duas unidades), seguida por uma reversão ρ2, que
divide esse ciclo de tamanho dois gerado em dois ciclos alpha novamente. Observe
que neste caso a reversão ρ2 desfaz ρ1, então ∆cα(G(I), S = (ρ1, ρ2)) = 0, uma vez
que ∆cα(G(I), S = (ρ1)) = −2 e ∆cα(G(I), S = (ρ2)) = 2.

• No segundo caso, temos uma reversão ρ1 que une dois ciclos triviais onde ambas as
arestas pretas têm peso maior que zero. Pela construção do ciclo de tamanho dois,
temos que pelo menos uma de suas arestas pretas tem peso maior que zero. Para
remover o peso nas arestas pretas do ciclo de tamanho dois, pelo menos um move
µ1 deve ser aplicado. Observe que o move µ1 não cria ciclos alpha (∆cα(G(I), s =

(µ1)) ≤ 0), pois transfere o peso de uma aresta preta de um ciclo de tamanho dois
para outro ciclo. Por fim, é aplicada uma reversão ρ2, que divide o ciclo de tamanho
dois, gerando dois ciclos alpha. Observe que ∆cα(G(I), S = (ρ1, µ1, ρ2)) ≤ 2

3
, uma

vez que ∆cα(G(I), S = (ρ1)) = 0, ∆cα(G(I), S = (µ1)) ≤ 0 e ∆cα(G(I), S =

(ρ2)) = 2.

• A última possibilidade é quando uma reversão ρ1 une um ciclo trivial cuja aresta
preta tem peso maior que zero com um ciclo alpha, diminuindo o número de ciclos
alpha em uma unidade. Semelhante ao caso anterior, pelo menos uma das arestas
pretas no ciclo de tamanho dois tem peso maior que zero e, pelo menos uma operação
de move µ1 deve ser aplicada. No final, uma reversão ρ2 é aplicada no ciclo de
tamanho dois, gerando dois ciclos alpha. Esse caso resulta em ∆cα(G(I), S =

(ρ1, µ1, ρ2)) ≤ 1
3
, uma vez que ∆cα(G(I), S = (ρ1)) = −1, ∆cα(G(I), S = (µ1)) ≤ 0

e ∆cα(G(I), S = (ρ2)) = 2.

Considerando o cenário em que uma reversão cria apenas um ciclo alpha, também
temos o fato de que uma reversão que une ciclos deve ser aplicada previamente. Assim,
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temos que ∆cα(G(I), S = (ρ1, ρ2)) ≤ 1
2
. Isto implica que se qualquer reversão for usada

em uma sequência S que transforma (π, π̆) em (ι, ῐ), então |S| > 3n.
Para indels, notamos que depois que removemos o peso de uma resta preta, ela pode

aumentar o número de ciclos alpha em uma unidade. No entanto, após qualquer indel
que remove peso de arestas pretas, pelo menos um indel que insere peso é necessário
para balancear a instância I novamente e, como esse indel não pode aumentar o número
de ciclos alpha, temos como resultado mais de 3n operações em uma sequência S que
transforma (π, π̆) em (ι, ῐ).

Nesse caso, para a instância I do problema SbIRM ou SbIRMI, temos que uma
sequência S, tal que |S| ≤ 3n e (π, π̆) · S = (ι, ῐ), deve ser composta exclusivamente por
moves.

As 3n operações de move transferirão todo o peso das 3n arestas pretas com rótulos
de 1 até 3n para as arestas pretas com rótulos de 3n + 1 até 4n, criando um ciclo alpha
cada. As arestas pretas com rótulos de 3n + 1 até 4n devem receber um peso total que
corresponda à soma dos pesos de exatamente três arestas pretas com rótulos 1 até 3n,
pois B

2
> ai >

B
4
. Ao final do processo, basta rastrear o peso que foi transferido para criar

cada ciclo alpha para construir uma solução para a instância A do 3-PART.

Teorema 4.1.18. Os problemas SbIRTI e SbIRTMI em instâncias intergênicas rígidas
com sinais pertencem à classe NP-difícil.

Demonstração. A prova é similar à descrita no Teorema 4.1.15, mas utilizando uma re-
dução da versão de decisão da variação com sinais do problema SbRT e considerando
que a sequência S ′ para a instância (I ′, t) do problema SbIRTI ou SbIRTMI é com-
posta por reversões intergênicas e transposições intergênicas ao invés de ser composta
exclusivamente por reversões intergênicas.

4.1.3 Instâncias Intergênicas Rígidas sem Sinais

Nesta seção, apresentaremos algoritmos para os problemas em um cenário não ponderado
e em instâncias intergênicas rígidas sem sinais.

Inicialmente iremos apresentar lemas utilizados por múltiplos algoritmos. O lema se-
guinte faz uso do conceito de um par conectado de breakpoints (Definição 2.4.9) para
mostrar uma característica importante presente em instâncias intergênicas rígidas balan-
ceadas sem sinais e também em instâncias intergênicas rígidas sem sinais em que o total
de nucleotídeos no genoma de origem é maior do que o total de nucleotídeos no genoma
alvo.

Lema 4.1.19. Seja I = ((π, π̆), (ι, ῐ)) uma instância intergênica rígida sem sinais tal
que

∑n+1
i=1 π̆i ≥

∑n+1
i=1 ῐi e ib1(I) > 1. É sempre possível encontrar um par conectado de

breakpoints.

Demonstração. Suponha por contradição que exista uma instância intergênica rígida sem
sinais I = ((π, π̆), (ι, ῐ)), tal que

∑n+1
i=1 π̆i ≥

∑n+1
i=1 ῐi, ib1(I) > 1, e que não exista nenhum

par conectado de breakpoints em I. Note que I não deve possuir nenhum breakpoint
sobrecarregado, uma vez que, pela característica de um breakpoint sobrecarregado, ele
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está conectado com qualquer outro breakpoint. Além disso, I deve possuir, pelo menos,
um breakpoint suave. Note que, se I possuir apenas breakpoints subcarregados, implica
que

∑n+1
i=1 π̆i <

∑n+1
i=1 ῐi, o que contradiz a suposição inicial de que

∑n+1
i=1 π̆i ≥

∑n+1
i=1 ῐi.

Como não existe nenhum par conectado de breakpoints em I, isso implica que as regiões
intergênicas dos breakpoints suaves não possuem nucleotídeos suficiente para removê-
los sem torná-los subcarregados. Dessa forma, temos que

∑n+1
i=1 π̆i <

∑n+1
i=1 ῐi, o que

novamente contradiz a suposição inicial de que
∑n+1

i=1 π̆i ≥
∑n+1

i=1 ῐi. Logo, o lema segue.

Lema 4.1.20. Seja I = ((π, π̆), (ι, ῐ)) uma instância intergênica rígida sem sinais com
apenas um breakpoint tipo um (πi, πi+1). Então (πi, πi+1) é um breakpoint forte.

Demonstração. Suponha por contradição que I é uma instância intergênica rígida sem
sinais com apenas um breakpoint tipo um (πi, πi+1), tal que (πi, πi+1) não é um breakpoint
forte. Por definição, temos que |πi+1− πi| 6= 1. Seja πj o elemento em π com valor πi + 1.
Note que j 6= i+ 1, uma vez que |πi+1 − πi| 6= 1. Consequentemente, (πj−1, πj) ou
(πj, πj+1) forma um breakpoint tipo um, o que contradiz a suposição de I possuir apenas
um breakpoint tipo um.

Lema 4.1.21. Seja I = ((π, π̆), (ι, ῐ)) uma instância intergênica rígida balanceada sem
sinais. Temos que ib1(I) 6= 1.

Demonstração. Como I é uma instância intergênica rígida balanceada, temos que a se-
guinte condição é verdadeira:

∑n+1
i=1 π̆i =

∑n+1
i=1 ῐi. Agora vamos mostrar que não existe

tal instância em que ib1(I) = 1. Suponha por contradição que exista uma instância inter-
gênica rígida balanceada sem sinais I = ((π, π̆), (ι, ῐ)) com ib1(I) = 1. Como ib1(I) = 1,
então o breakpoint tipo um (πi, πi+1), obrigatoriamente, deve ser forte (Lema 4.1.20).
Caso contrário, temos que ib1(I) > 1. Logo, temos que π̆i+1 6= ῐi+1, o que implica que∑n+1

i=1 π̆i 6=
∑n+1

i=1 ῐi e contradiz a suposição inicial de que I é balanceada.

Note que, pelo Lema 4.1.21, podemos concluir que não existe uma instância intergênica
rígida balanceada sem sinais com apenas um breakpoint tipo um.

Reversão

Nesta seção, apresentaremos um algoritmo de aproximação com fator 4 para a variação
sem sinais do problema SbIR.

Lema 4.1.22. Seja I = ((π, π̆), (ι, ῐ)) uma instância intergênica rígida sem sinais e
sejam (πi, πi+1) e (πj, πj+1) um par conectado de breakpoints. Então é possível remover
pelo menos um breakpoint tipo um de I utilizando, no máximo, duas reversões.

Demonstração. Sem perda de generalidade, assuma que i < j. Como os breakpoints
(πi, πi+1) e (πj, πj+1) estão conectados, por definição, um dos seguintes casos deve ocorrer:

i. O par de elementos (πi, πj) ou (πi+1, πj+1) não forma uma adjacência intergênica,
sendo os elementos consecutivos em ι e π̆i+1 + π̆j+1 ≥ ῐk, onde ῐk é o tamanho da
região intergênica entre o par de elementos consecutivos em ι. Neste caso, precisamos
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aplicar apenas uma reversão ρ
(i+1,j)
(x,y) para posicionar o elemento πj no lado direito

do elemento πi ou posicionar o elemento πi+1 no lado esquerdo do elemento πj+1.
Como π̆i+1 + π̆j+1 ≥ ῐk, então sempre é possível atribuir valores para os parâmetros
x e y de forma que o tamanho da região intergênica entre os elementos consecutivos,
posicionados pela reversão, tenha o mesmo tamanho que a região intergênica entre os
mesmos elementos no genoma alvo (Figura 4.1(a)).

ii. O par de elementos (πi, πj+1) não forma uma adjacência intergênica, sendo os elemen-
tos consecutivos em ι e π̆i+1 + π̆j+1 ≥ ῐk, onde ῐk é o tamanho da região intergênica
entre o par de elementos consecutivos em ι. Inicialmente, iremos provar que deve
existir um breakpoint tipo um (πk, πk+1), tal que k < i ou k > j. Suponha por
contradição que não exista um breakpoint tipo um (πk, πk+1), tal que k < i ou k > j.
Isso implica que os segmentos (π0, . . . , πi) e (πj+1, . . . , πn+1) são compostos por ele-
mentos consecutivos, ou seja, não existe breakpoints tipo um entre os elementos de
ambos os segmentos. Sabemos também que πi e πj+1 são elementos consecutivos em ι.
Entretanto, se ambas as afirmações forem verdadeiras, então os valores dos elementos
no segmento (πi+1, . . . , πj) não estão presentes em ι, o que contradiz a construção
da instância I, pois π e ι são permutações que compartilham o mesmo conjunto de
valores. Após identificar o breakpoint tipo um (πk, πk+1), temos duas possibilidades:
se k < i, aplicamos a reversão ρ(k+1,i)

(0,π̆i+1), que não gera nenhum novo breakpoint, e ob-

temos o caso (i) (Figura 4.1(b)); se k > j, aplicamos a reversão ρ(j+1,k)
(0,π̆k+1), que também

não gera nenhum novo breakpoint, e obtemos o caso (i) (Figura 4.1(c)).

iii. O par de elementos (πi+1, πj) não forma uma adjacência intergênica, sendo os elemen-
tos consecutivos em ι e π̆i+1 + π̆j+1 ≥ ῐk, onde ῐk é o tamanho da região intergênica
entre o par de elementos consecutivos em ι. Inicialmente, vamos provar que deve exis-
tir um breakpoint tipo um (πk, πk+1), tal que i < k < j. Suponha por contradição
que não exista um breakpoint tipo um (πk, πk+1), tal que i < k < j. Isso implica
que o segmento (πi+1, πi+2, . . . , πj) é composto por pelo menos três elementos con-
secutivos, ou seja, não existe breakpoints tipo um entre os elementos do segmento.
Caso contrário, (πi+1, πj) seria uma adjacência intergênica. Sabemos também que
πi+1 e πj são elementos consecutivos em ι. Entretanto, se ambas as afirmações forem
verdadeiras, então |πj − πi+1| > 1, o que contradiz a suposição de que πi+1 e πj são
elementos consecutivos em ι. Após identificar o breakpoint tipo um (πk, πk+1), apli-
camos a reversão ρ(i+1,k)

(0,π̆k+1), que não gera nenhum novo breakpoint, e obtemos o caso
(i) (Figura 4.1(d)).

iv. O par de elementos (πi, πi+1) ou (πj, πj+1) não forma uma adjacência intergênica,
sendo os elementos consecutivos em ι e π̆i+1 + π̆j+1 ≥ ῐk, onde ῐk é o tamanho da
região intergênica entre o par de elementos consecutivos em ι. Inicialmente, aplicamos
a reversão ρ(i+1,j)

(0,π̆j+1), que não modifica o tamanho das regiões intergênicas π̆i+1 e π̆j+1,
e obtemos o caso (i) (Figura 4.1(e)).

Note que o caso (i) aplica apenas uma reversão e remove, pelo menos, um breakpoint tipo
um. Os casos (ii), (iii) e (iv) aplicam uma reversão que não remove nenhum breakpoint
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tipo um, mas garante que nenhum novo breakpoint seja gerado e que o caso (i) poderá
ser aplicado em seguida. No pior caso, duas reversões são aplicadas e, pelo menos, um
breakpoint tipo um é removido de I. Logo, o lema segue.

a)

· · · π̆i+1 · · · π̆j+1 · · ·π0 πi πi+1 πj πj+1 πn+1

ρ1

b)

· · · π̆k+1 · · · π̆i+1 · · · π̆j+1 · · ·π0 πk πk+1 πi πi+1 πj πj+1 πn+1

ρ1

ρ2

c)

· · · π̆i+1 · · · π̆j+1 · · · π̆k+1 · · ·π0 πi πi+1 πj πj+1 πk πk+1 πn+1

ρ1

ρ2

d)

· · · π̆i+1 · · · π̆k+1 · · · π̆j+1 · · ·π0 πi πi+1 πk πk+1 πj πj+1 πn+1

ρ1 ρ2

e)

· · · π̆i+1 · · · π̆j+1 · · ·π0 πi πi+1 πj πj+1 πn+1

ρ1

ρ2

Figura 4.1: Possibilidades que podem surgir quando existe um par de breakpoints conec-
tados e reversões que podem ser aplicadas para remover, pelo menos, um breakpoint tipo
um. O par de elementos consecutivos no genoma alvo está representado por tons de cinza.

Considere o Algoritmo 4 para a variação sem sinais do problema SbIR.

Lema 4.1.23. Seja I = ((π, π̆), (ι, ῐ)) uma instância intergênica rígida balanceada sem
sinais. O Algoritmo 4 transforma (π, π̆) em (ι, ῐ) utilizando, no máximo, 2ib1(I) reversões.

Demonstração. No Algoritmo 4, temos que enquanto ib1(I) for maior que um, ou seja,
(π, π̆) for diferente de (ι, ῐ) (pela Observação 2.4.2 e Lema 4.1.21), o seguinte procedimento
é aplicado: pelos lemas 4.1.19 e 4.1.22, sempre podemos encontrar um par conectado de
breakpoints e remover, pelo menos, um breakpoint tipo um após aplicar duas reversões,
no máximo. A cada iteração do algoritmo, pelo menos um breakpoint tipo um é removido.
Dessa forma, o genoma alvo eventualmente será alcançado. No pior caso, cada breakpoint
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Algoritmo 4: Um algoritmo de aproximação para o problema SbIR.
Entrada: Uma instância intergênica rígida balanceada sem sinais I = ((π, π̆), (ι, ῐ))
Saída: Uma sequência de reversões S, tal que (π, π̆) · S = (ι, ῐ)
Seja S ← ()1

enquanto ib1(I) > 1 faça2

. Lema 4.1.19
(πi, πi+1), (πj, πj+1)← encontre um par de breakpoints conectados3

. Lema 4.1.22
se (πi, πi+1), (πj, πj+1) pertence ao caso (i) então4

S ′ ← (ρ1)5

senão se (πi, πi+1), (πj, πj+1) pertence ao caso (ii) então6

S ′ ← (ρ1, ρ2)7

senão se (πi, πi+1), (πj, πj+1) pertence ao caso (iii) então8

S ′ ← (ρ1, ρ2)9

senão se (πi, πi+1), (πj, πj+1) pertence ao caso (iv) então10

S ′ ← (ρ1, ρ2)11

S ← S + S ′12

I ← ((π, π̆) · S ′, (ι, ῐ))13

retorne S14

tipo um é removido utilizando duas reversões, e 2ib1(I) reversões são utilizadas para
transformar (π, π̆) em (ι, ῐ). Logo, o lema segue.

Note que o Algoritmo 4 pode ser analisado considerando os seguintes pontos:

• Encontrar o par conectado de breakpoints, que pode ser feito em tempo linear com
o auxílio da permutação inversa de π.

• Aplicação dos casos do Lema 4.1.22, que no pior caso também pode levar um tempo
linear se for necessário encontrar o breakpoint tipo um (πk, πk+1) nos casos (ii) e
(iii).

Como esse processo é repetido n vezes, no máximo, então o tempo de execução do
Algoritmo 4 é O(n2).

Teorema 4.1.24. O Algoritmo 4 é uma 4-aproximação para a variação sem sinais do
problema SbIR.

Demonstração. Seja I = ((π, π̆), (ι, ῐ)) uma instância intergênica rígida balanceada sem
sinais. Pelo Lema 4.1.23, o Algoritmo 4 transforma (π, π̆) em (ι, ῐ) utilizando, no máximo,
2ib1(I) reversões. Pelo Teorema 4.1.9, temos o seguinte limitante inferior: diR(I) ≥ ib1(I)

2
.

Logo, o teorema segue.

Reversão e Indel

Nesta seção, apresentaremos um algoritmo de aproximação com fator 4 para a variação
sem sinais do problema SbIRI.



86

Lema 4.1.25. Seja I = ((π, π̆), (ι, ῐ)) uma instância intergênica rígida desbalanceada
sem sinais tal que

∑n+1
i=1 π̆i <

∑n+1
i=1 ῐi. É sempre possível aplicar um indel δ de forma que

∆ib1(I, S = (δ)) ≤ 0 e I torna-se uma instância intergênica rígida balanceada.

Demonstração. Como I é desbalanceada, então ib1(I) > 0. Seja (πi, πi+1) um breakpoint
tipo um de I. Aplique o indel δ(i+1)

(x) , tal que x =
∑n+1

i=1 ῐi −
∑n+1

i=1 π̆i. Note que o indel
insere a quantidade necessária de nucleotídeos na região intergênica π̆i+1 para tornar I
uma instância balanceada. No pior caso, (πi, πi+1) continua sendo um breakpoint tipo um
e o lema segue.

Lema 4.1.26. Seja I = ((π, π̆), (ι, ῐ)) uma instância intergênica rígida desbalanceada sem
sinais tal que ib1(I) = 1. É sempre possível aplicar um indel δ de forma que ∆ib1(I, S =

(δ)) = −1.

Demonstração. Seja (πi, πi+1) o único breakpoint tipo um de I. Como (πi, πi+1) é único
breakpoint tipo um de I, então ele deve ser um breakpoint forte, obrigatoriamente
(Lema 4.1.20). Aplique o indel δ(i+1)

(x) , tal que x = ῐi+1 − π̆i+1. Note que o indel in-
sere ou remove a quantidade necessária de nucleotídeos na região intergênica π̆i+1 para
remover o breakpoint (πi, πi+1) caso ele seja subcarregado ou sobrecarregado, respectiva-
mente. O breakpoint (πi, πi+1) é removido após a aplicação do evento de indel e o lema
segue.

Considere o Algoritmo 5 para a variação sem sinais do problema SbIRI.

Lema 4.1.27. Seja I = ((π, π̆), (ι, ῐ)) uma instância intergênica rígida sem sinais. O
Algoritmo 5 transforma (π, π̆) em (ι, ῐ) utilizando, no máximo, 2ib1(I) eventos de reversão
e indel.

Demonstração. Podemos analisar o Algoritmo 5 considerando três cenários:

•
∑n+1

i=1 π̆i <
∑n+1

i=1 ῐi: nesse cenário o Algoritmo 5 aplica um indel (linhas 2-5) que
pode não remover nenhum breakpoint tipo um, mas transforma I em uma instân-
cia balanceada. Caso ainda existam breakpoints em I, então o laço de repetição
(linhas 6-17) remove, por iteração, pelo menos um breakpoint tipo um utilizando,
no máximo, duas reversões. Esse processo se repete até que todos os breakpoints
tipo um de I sejam removidos. Como todos os breakpoints tipo um são removidos,
então (π, π̆) é transformada em (ι, ῐ). Note que, se o indel aplicado inicialmente não
remover nenhum breakpoint tipo um, então pelo menos uma reversão é aplicada em
seguida. Além disso, pelo Lema 4.1.21, podemos deduzir que a última reversão que
transforma (π, π̆) em (ι, ῐ) deve, obrigatoriamente, remover dois breakpoints tipo
um. Isso implica que, no máximo, 2ib1(I) reversões e indels são utilizadas pelo
Algoritmo 5 para transformar (π, π̆) em (ι, ῐ).

•
∑n+1

i=1 π̆i =
∑n+1

i=1 ῐi: para esse cenário o Algoritmo 5 comporta-se exatamente como
o Algoritmo 4, que transforma (π, π̆) em (ι, ῐ) utilizando, no máximo, 2ib1(I) rever-
sões.
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Algoritmo 5: Um algoritmo de aproximação para o problema SbIRI.
Entrada: Uma instância intergênica rígida sem sinais I = ((π, π̆), (ι, ῐ))
Saída: Uma sequência de reversões e indels S, tal que (π, π̆) · S = (ι, ῐ)
Seja S ← ()1

. Lema 4.1.25
se
∑n+1

i=1 π̆i <
∑n+1

i=1 ῐi então2

S ′ ← (δ1)3

S ← S + S ′4

I ← ((π, π̆) · S ′, (ι, ῐ))5

enquanto ib1(I) > 1 faça6

. Lema 4.1.19
(πi, πi+1), (πj, πj+1)← encontre um par de breakpoints conectados7

. Lema 4.1.22
se (πi, πi+1), (πj, πj+1) pertence ao caso (i) então8

S ′ ← (ρ1)9

senão se (πi, πi+1), (πj, πj+1) pertence ao caso (ii) então10

S ′ ← (ρ1, ρ2)11

senão se (πi, πi+1), (πj, πj+1) pertence ao caso (iii) então12

S ′ ← (ρ1, ρ2)13

senão se (πi, πi+1), (πj, πj+1) pertence ao caso (iv) então14

S ′ ← (ρ1, ρ2)15

S ← S + S ′16

I ← ((π, π̆) · S ′, (ι, ῐ))17

. Lema 4.1.2618

se ib1(I) = 1 então19

S ′ ← (δ1)20

S ← S + S ′21

I ← ((π, π̆) · S ′, (ι, ῐ))22

retorne S23

•
∑n+1

i=1 π̆i >
∑n+1

i=1 ῐi: nesse último cenário enquanto ib1(I) for maior que um, o
Algoritmo 5 aplica, no máximo, duas reversões a cada iteração do laço de repetição
(linhas 6-17) que removem, pelo menos, um breakpoint tipo um. Por fim, um indel
é aplicado (linhas 19-22) removendo o último breakpoint tipo um e transformando
(π, π̆) em (ι, ῐ).

Nos três cenários, o Algoritmo 5 transforma (π, π̆) em (ι, ῐ) utilizando, no máximo, 2ib1(I)

reversões e indels. Logo, o lema segue.

Note que o Algoritmo 5 difere do Algoritmo 4 pelos trechos responsáveis por aplicar
uma operação de indel (linhas 2-5 e 19-22). Ambos os trechos podem ser realizados em
tempo linear. Dessa forma, o tempo de execução do Algoritmo 5 também é O(n2).

Teorema 4.1.28. O Algoritmo 5 é uma 4-aproximação para a variação sem sinais do
problema SbIRI.

Demonstração. Seja I = ((π, π̆), (ι, ῐ)) uma instância intergênica rígida sem sinais. Pelo
Lema 4.1.27, o Algoritmo 5 transforma (π, π̆) em (ι, ῐ) utilizando, no máximo, 2ib1(I)



88

eventos de reversão e indel. Pelo Teorema 4.1.9, temos o seguinte limitante inferior:
diRI(I) ≥ ib1(I)

2
. Logo, o teorema segue.

Reversão e Move

Nesta seção, apresentaremos um algoritmo de aproximação com fator 4 para a variação
sem sinais do problema SbIRM.

Lema 4.1.29. Seja I = ((π, π̆), (ι, ῐ)) uma instância intergênica rígida sem sinais e sejam
(πi, πi+1) e (πj, πj+1) um par conectado de breakpoints. É possível remover pelo menos um
breakpoint tipo um de I utilizando, no máximo, duas reversões ou um move.

Demonstração. Note que a aplicação do Lema 4.1.22 já é suficiente para provar este lema.
Entretanto, iremos melhorar o caso (iv) para utilizarmos apenas um evento de move ao
invés de duas reversões. Sem perda de generalidade, assuma que i < j. Como o par de
breakpoints (πi, πi+1) e (πj, πj+1) está conectado, por definição, um dos seguintes casos
deve ocorrer:

i. O par de elementos (πi, πj) ou (πi+1, πj+1) não forma uma adjacência intergênica,
sendo os elementos consecutivos em ι e π̆i+1 + π̆j+1 ≥ ῐk, onde ῐk é o tamanho da
região intergênica entre o par de elementos consecutivos em ι. Aplique uma reversão
como descrito no caso (i) do Lema 4.1.22.

ii. O par de elementos (πi, πj+1) não forma uma adjacência intergênica, sendo os elemen-
tos consecutivos em ι e π̆i+1 + π̆j+1 ≥ ῐk, onde ῐk é o tamanho da região intergênica
entre o par de elementos consecutivos em ι. Aplique uma sequência de duas reversões
como descrito no caso (ii) do Lema 4.1.22.

iii. O par de elementos (πi+1, πj) não forma uma adjacência intergênica, sendo os elemen-
tos consecutivos em ι e π̆i+1 + π̆j+1 ≥ ῐk, onde ῐk é o tamanho da região intergênica
entre o par de elementos consecutivos em ι. Aplique uma sequência de duas reversões
como descrito no caso (iii) do Lema 4.1.22.

iv. O par de elementos (πi, πi+1) ou (πj, πj+1) não forma uma adjacência intergênica,
sendo os elementos consecutivos em ι e π̆i+1+π̆j+1 ≥ ῐk, onde ῐk é o tamanho da região
intergênica entre o par de elementos consecutivos em ι. Note que, pela definição,
(πi, πi+1) ou (πj, πj+1) é um breakpoint forte. Se (πi, πi+1) for um breakpoint forte,
então ele pode ser sobrecarregado ou subcarregado. Caso ele seja sobrecarregado,
então aplicamos um move µ(i+1,j+1)

(x) , tal que x = π̆i+1 − ῐmax(πi,πi+1). Caso contrário,
aplicamos um move µ(j+1,i+1)

(x) , tal que x = ῐmax(πi,πi+1) − π̆i+1. De maneira similar, se
(πj, πj+1) for um breakpoint forte, então ele pode ser sobrecarregado ou subcarregado.
Caso ele seja sobrecarregado, então aplicamos um move µ(j+1,i+1)

(x) , tal que x = π̆j+1−
ῐmax(πj ,πj+1). Caso contrário, aplicamos um move µ(i+1,j+1)

(x) , tal que x = ῐmax(πj ,πj+1)−
π̆j+1. Em ambos os cenários, pelo menos um breakpoint tipo um é removido após a
aplicação do move (Figura 4.2).
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Note que o caso (i) aplica apenas uma reversão e remove, pelo menos, um breakpoint
tipo um. Os casos (ii) e (iii) aplicam inicialmente uma reversão que não remove nenhum
breakpoint tipo um, mas garante que nenhum novo breakpoint é gerado e que o caso (i)

poderá ser aplicado em seguida. Por fim, o caso (iv) remove, pelo menos, um breakpoint
tipo um utilizando um move. No pior caso, duas reversões são aplicadas e, pelo menos,
um breakpoint tipo um é removido de I. Logo, o lema segue.

· · · π̆i+1 · · · π̆j+1 · · ·π0 πi πi+1 πj πj+1 πn+1

µ

Figura 4.2: Exemplo de remoção de pelo menos um breakpoint tipo um após a aplicação
de um move µ.

Considere o Algoritmo 6 para a variação sem sinais do problema SbIRM.

Algoritmo 6: Um algoritmo de aproximação para o problema SbIRM.
Entrada: Uma instância intergênica rígida balanceada sem sinais I = ((π, π̆), (ι, ῐ))
Saída: Uma sequência de reversões e moves S, tal que (π, π̆) · S = (ι, ῐ)
Seja S ← ()1

enquanto ib1(I) > 1 faça2

. Lema 4.1.19
(πi, πi+1), (πj, πj+1)← encontre um par de breakpoints conectados3

. Lema 4.1.29
se (πi, πi+1), (πj, πj+1) pertence ao caso (i) então4

S ′ ← (ρ1)5

senão se (πi, πi+1), (πj, πj+1) pertence ao caso (iv) então6

S ′ ← (µ1)7

senão se (πi, πi+1), (πj, πj+1) pertence ao caso (ii) então8

S ′ ← (ρ1, ρ2)9

senão se (πi, πi+1), (πj, πj+1) pertence ao caso (iii) então10

S ′ ← (ρ1, ρ2)11

S ← S + S ′12

I ← ((π, π̆) · S ′, (ι, ῐ))13

retorne S14

Lema 4.1.30. Seja I = ((π, π̆), (ι, ῐ)) uma instância intergênica rígida balanceada sem
sinais. O Algoritmo 6 transforma (π, π̆) em (ι, ῐ) utilizando, no máximo, 2ib1(I) eventos
de reversão e move.

Demonstração. No Algoritmo 6, temos que enquanto ib1(I) for maior que um, ou seja,
(π, π̆) for diferente de (ι, ῐ) (pela Observação 2.4.2 e Lema 4.1.21), o seguinte procedimento
é aplicado: pelos lemas 4.1.19 e 4.1.29, sempre podemos encontrar um par conectado de
breakpoints e remover, pelo menos, um breakpoint tipo um após aplicar, no máximo,
duas reversões ou um move. A cada iteração do algoritmo, pelo menos um breakpoint



90

tipo um é removido. Dessa forma, o genoma alvo eventualmente será alcançado. No pior
caso, cada breakpoint tipo um é removido utilizando dois eventos de rearranjo. Logo,
uma sequência com, no máximo, 2ib1(I) reversões e moves é utilizada para transformar
(π, π̆) em (ι, ῐ) e o lema segue.

Note que o Algoritmo 6 difere do Algoritmo 4 apenas pelo caso (iv) de um par co-
nectado de breakpoints, que pode ser realizado em tempo constante. Logo, o tempo de
execução do Algoritmo 6 também é O(n2).

Teorema 4.1.31. O Algoritmo 6 é uma 4-aproximação para a variação sem sinais do
problema SbIRM.

Demonstração. Seja I = ((π, π̆), (ι, ῐ)) uma instância intergênica rígida balanceada sem
sinais. Pelo Lema 4.1.30, o Algoritmo 6 transforma (π, π̆) em (ι, ῐ) utilizando, no máximo,
2ib1(I) eventos de reversão e move. Pelo Teorema 4.1.9, temos o seguinte limitante
inferior: diRM(I) ≥ ib1(I)

2
. Logo, o teorema segue.

Reversão, Move e Indel

Nesta seção, apresentaremos um algoritmo de aproximação com fator 4 para a variação
sem sinais do problema SbIRMI (Algoritmo 7).

Lema 4.1.32. Seja I = ((π, π̆), (ι, ῐ)) uma instância intergênica rígida sem sinais. O Al-
goritmo 7 transforma (π, π̆) em (ι, ῐ) utilizando, no máximo, 2ib1(I) eventos de reversão,
move e indel.

Demonstração. A prova é similar à descrita no Lema 4.1.27.

Note que o Algoritmo 7, em comparação com o Algoritmo 5, difere apenas pelo caso
(iv) de um par conectado de breakpoints, que pode ser realizado em tempo constante.
Logo, o tempo de execução do Algoritmo 7 também é O(n2).

Teorema 4.1.33. O Algoritmo 7 é uma 4-aproximação para a variação sem sinais do
problema SbIRMI.

Demonstração. Seja I = ((π, π̆), (ι, ῐ)) uma instância intergênica rígida sem sinais. Pelo
Lema 4.1.32, o Algoritmo 7 transforma (π, π̆) em (ι, ῐ) utilizando, no máximo, 2ib1(I)

eventos de reversão, move e indel. Pelo Teorema 4.1.9, temos o seguinte limitante inferior:
diRMI(I) ≥ ib1(I)

2
. Logo, o teorema segue.

Reversão e Transposição

Nesta seção, apresentaremos algoritmos para a variação sem sinais do problema SbIRT
com fatores de aproximação 6, 4.5 e 4.

Lema 4.1.34. Seja I = ((π, π̆), (ι, ῐ)) uma instância intergênica rígida sem sinais e sejam
(πi, πi+1) e (πj, πj+1) um par conectado de breakpoints. É possível remover pelo menos um
breakpoint tipo um de I utilizando, no máximo, duas reversões ou uma transposição.
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Algoritmo 7: Um algoritmo de aproximação para o problema SbIRMI.
Entrada: Uma instância intergênica rígida sem sinais I = ((π, π̆), (ι, ῐ))
Saída: Uma sequência de reversões, moves e indels S, tal que (π, π̆) · S = (ι, ῐ)
Seja S ← ()1

. Lema 4.1.25
se
∑n+1

i=1 π̆i <
∑n+1

i=1 ῐi então2

S ′ ← (δ1)3

S ← S + S ′4

I ← ((π, π̆) · S ′, (ι, ῐ))5

enquanto ib1(I) > 1 faça6

. Lema 4.1.19
(πi, πi+1), (πj, πj+1)← encontre um par de breakpoints conectados7

. Lema 4.1.29
se (πi, πi+1), (πj, πj+1) pertence ao caso (i) então8

S ′ ← (ρ1)9

senão se (πi, πi+1), (πj, πj+1) pertence ao caso (iv) então10

S ′ ← (µ1)11

senão se (πi, πi+1), (πj, πj+1) pertence ao caso (ii) então12

S ′ ← (ρ1, ρ2)13

senão se (πi, πi+1), (πj, πj+1) pertence ao caso (iii) então14

S ′ ← (ρ1, ρ2)15

S ← S + S ′16

I ← ((π, π̆) · S ′, (ι, ῐ))17

. Lema 4.1.2618

se ib1(I) = 1 então19

S ′ ← (δ1)20

S ← S + S ′21

I ← ((π, π̆) · S ′, (ι, ῐ))22

retorne S23

Demonstração. Note que a aplicação do Lema 4.1.22 já é suficiente para provar este
lema. Entretanto, iremos melhorar os casos (ii) e (iii) para utilizarmos apenas um evento
de transposição ao invés de duas reversões. Sem perda de generalidade, assuma que
i < j. Como os breakpoints (πi, πi+1) e (πj, πj+1) estão conectados, por definição, um dos
seguintes casos deve ocorrer:

i. O par de elementos (πi, πj) ou (πi+1, πj+1) não forma uma adjacência intergênica,
sendo os elementos consecutivos em ι e π̆i+1 + π̆j+1 ≥ ῐk, onde ῐk é o tamanho da
região intergênica entre o par de elementos consecutivos em ι. Aplique uma reversão
como descrito no caso (i) do Lema 4.1.22.

ii. O par de elementos (πi, πj+1) não forma uma adjacência intergênica, sendo os elemen-
tos consecutivos em ι e π̆i+1 + π̆j+1 ≥ ῐk, onde ῐk é o tamanho da região intergênica
entre o par de elementos consecutivos em ι. Nesse caso, sabemos que deve existir
um breakpoint tipo um (πk, πk+1), tal que k < i ou k > j (caso (ii), Lema 4.1.22).
Se k < i, aplicamos uma transposição τ (k+1,i+1,j+1)

(x,y,z) para posicionar o elemento πi no



92

lado esquerdo do elemento πj+1 (Figura 4.3(a)). Se k > j, aplicamos uma trans-
posição τ (i+1,j+1,k+1)

(x,y,z) para posicionar o elemento πj+1 no lado direito do elemento πi
(Figura 4.3(b)). Em ambos os cenários, temos que π̆i+1 + π̆j+1 ≥ ῐk. Logo, os parâ-
metros x, y e z sempre podem ser escolhidos de forma que, ao posicionar lado a lado
o par de elementos (πi, πj+1), o tamanho da região entre eles seja igual no genoma de
origem e alvo.

iii. O par de elementos (πi+1, πj) não forma uma adjacência intergênica, sendo os elemen-
tos consecutivos em ι e π̆i+1 + π̆j+1 ≥ ῐk, onde ῐk é o tamanho da região intergênica
entre o par de elementos consecutivos em ι. Nesse caso, sabemos que deve existir um
breakpoint tipo um (πk, πk+1), tal que i < k < j (caso (iii), Lema 4.1.22). Após iden-
tificar o breakpoint tipo um (πk, πk+1), aplicamos a transposição τ (i+1,k+1,j+1)

(x,y,z) para
posicionar o elemento πj no lado esquerdo do elemento πi+1 (Figura 4.3(c)). Como
π̆i+1 + π̆j+1 ≥ ῐk, então os parâmetros x, y e z sempre podem ser escolhidos de forma
que, ao posicionar lado a lado o par de elementos (πi+1, πj), o tamanho da região
entre eles seja igual no genoma de origem e alvo.

iv. O par de elementos (πi, πi+1) ou (πj, πj+1) não forma uma adjacência intergênica,
sendo os elementos consecutivos em ι e π̆i+1 + π̆j+1 ≥ ῐk, onde ῐk é o tamanho da
região intergênica entre o par de elementos consecutivos em ι. Aplique uma sequência
de duas reversões como descrito no caso (iv) do Lema 4.1.22.

Note que o caso (i) aplica apenas uma reversão que remove pelo menos um breakpoint
tipo um. Os casos (ii) e (iii) aplicam apenas uma transposição que remove pelo menos
um breakpoint tipo um. Por fim, o caso (iv) aplica duas reversões e remove pelo menos
um breakpoint tipo um. No pior caso, duas reversões são aplicadas e, pelo menos, um
breakpoint tipo um é removido de I. Logo, o lema segue.

a)

· · · π̆k+1 · · · π̆i+1 · · · π̆j+1 · · ·π0 πk πk+1 πi πi+1 πj πj+1 πn+1

τ

b)

· · · π̆i+1 · · · π̆j+1 · · · π̆k+1 · · ·π0 πi πi+1 πj πj+1 πk πk+1 πn+1

τ

c)

· · · π̆i+1 · · · π̆k+1 · · · π̆j+1 · · ·π0 πi πi+1 πk πk+1 πj πj+1 πn+1

τ

Figura 4.3: Exemplo de remoção de, pelo menos, um breakpoint tipo um após a aplicação
de uma transposição τ .
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Considere o Algoritmo 8 para a variação sem sinais do problema SbIRT.

Algoritmo 8: Um algoritmo de aproximação para o problema SbIRT.
Entrada: Uma instância intergênica rígida balanceada sem sinais I = ((π, π̆), (ι, ῐ))
Saída: Uma sequência de reversões e transposições S, tal que (π, π̆) · S = (ι, ῐ)
Seja S ← ()1

enquanto ib1(I) > 1 faça2

. Lema 4.1.19
(πi, πi+1), (πj, πj+1)← encontre um par de breakpoints conectados3

. Lema 4.1.34
se (πi, πi+1), (πj, πj+1) pertence ao caso (i) então4

S ′ ← (ρ1)5

senão se (πi, πi+1), (πj, πj+1) pertence ao caso (ii) então6

S ′ ← (τ1)7

senão se (πi, πi+1), (πj, πj+1) pertence ao caso (iii) então8

S ′ ← (τ1)9

senão se (πi, πi+1), (πj, πj+1) pertence ao caso (iv) então10

S ′ ← (ρ1, ρ2)11

S ← S + S ′12

I ← ((π, π̆) · S ′, (ι, ῐ))13

retorne S14

Lema 4.1.35. Seja I = ((π, π̆), (ι, ῐ)) uma instância intergênica rígida balanceada sem
sinais. O Algoritmo 8 transforma (π, π̆) em (ι, ῐ) utilizando, no máximo, 2ib1(I) eventos
de reversão e transposição.

Demonstração. No Algoritmo 8, temos que enquanto ib1(I) for maior que um, ou seja,
(π, π̆) for diferente de (ι, ῐ) (pela Observação 2.4.2 e Lema 4.1.21), o seguinte procedimento
é aplicado: pelos lemas 4.1.19 e 4.1.34, sempre podemos encontrar um par conectado de
breakpoints e remover pelo menos um breakpoint tipo um após aplicar, no máximo, duas
reversões ou uma transposição. A cada iteração do algoritmo, pelo menos um breakpoint
tipo um é removido. Dessa forma, o genoma alvo eventualmente será alcançado. No pior
caso, cada breakpoint tipo um é removido utilizando dois eventos de rearranjo. Logo, uma
sequência com, no máximo, 2ib1(I) reversões e transposições é utilizada para transformar
(π, π̆) em (ι, ῐ) e o lema segue.

Note que o Algoritmo 8, em comparação com o Algoritmo 4, difere apenas pelos casos
(ii) e (iii) de um par conectado de breakpoints, que também podem ser realizados em
tempo linear. Logo, o tempo de execução do Algoritmo 8 também é O(n2).

Teorema 4.1.36. O Algoritmo 8 é uma 6-aproximação para a variação sem sinais do
problema SbIRT.

Demonstração. Seja I = ((π, π̆), (ι, ῐ)) uma instância intergênica rígida balanceada sem
sinais. Pelo Lema 4.1.35, o Algoritmo 8 transforma (π, π̆) em (ι, ῐ) utilizando, no máximo,
2ib1(I) eventos de reversão e transposição. Pelo Teorema 4.1.9, temos o seguinte limitante
inferior: diRT(I) ≥ ib1(I)

3
. Logo, o teorema segue.
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A seguir, apresentaremos lemas que serão utilizados para obtermos um algoritmo de
aproximação com fator 4.5 para a variação sem sinais do problema SbIRT.

Lema 4.1.37. Seja (π, π̆) uma representação intergênica rígida e sejam duas transposi-
ções consecutivas no formato τ (i,j,k)

(ϕi,ϕj ,ϕk) e τ
(i,i+k−j,k)

(ϕ′i,ϕ
′
i+k−j ,ϕ

′
k). É possível realizar qualquer redis-

tribuição de nucleotídeos nas regiões intergênicas π̆i, π̆j e π̆k após aplicas consecutivamente
as transposições τ (i,j,k)

(ϕi,ϕj ,ϕk) e τ
(i,i+k−j,k)

(ϕ′i,ϕ
′
i+k−j ,ϕ

′
k) em (π, π̆).

Demonstração. Temos que mostrar que sempre é possível encontrar valores para as tri-
plas (ϕi, ϕj, ϕk) e (ϕ′i, ϕ

′
i+k−j, ϕ

′
k) para qualquer redistribuição de nucleotídeos nas regiões

intergênicas π̆i, π̆j e π̆k.
Como usamos apenas transposições, sabemos que π̆i + π̆j + π̆k = π̆′′i + π̆′′j + π̆′′k , onde

π̆′′i , π̆′′j e π̆′′k representam os tamanhos das regiões intergênicas após a aplicação das duas
transposições consecutivas.

Com base no fluxo de nucleotídeos entre as regiões intergênicas, realizaremos uma re-
dução para uma instância IMF do problema de fluxo máximo, e mostraremos que sempre
é possível encontrar uma solução para essa instância que satisfaça as restrições de redistri-
buição das regiões intergênicas π̆i, π̆j e π̆k. Uma instância do problema de fluxo máximo
é dada em um grafo onde cada aresta possui uma capacidade máxima de fluxo que pode
ser transferido entre o par de vértices conectados. O objetivo consiste em determinar o
fluxo máximo que pode ser enviado de um vértice de origem até um vértice de destino no
grafo.

A Figura 4.4 (esquerda) mostra o fluxo que os nucleotídeos nas regiões intergênicas
podem seguir ao aplicar as duas transposições consecutivas (declaradas no enunciado).
Note que cada região intergênica pode enviar nucleotídeos para duas regiões intergênicas
distintas. Assim, podemos criar um grafo, com vértices numerados de 1 até 9, onde cada
vértice corresponde a uma região intergênica e onde existe um arco (f, g) com capacidade
ilimitada se a região intergênica f puder enviar nucleotídeos para a região intergênica g.

Por fim, para obter a instância IMF do problema de fluxo máximo, adicionaremos os
vértices 0 (origem) e 10 (destino), juntamente com os seguintes arcos: (0, 1), (0, 2), (0, 3),
(7, 10), (8, 10) e (9, 10) com suas respectivas capacidades: a = π̆i, b = π̆j, c = π̆k, x = π̆′′i ,
y = π̆′′j e z = π̆′′k . Todos os outros arcos têm capacidade infinita atribuída. A Figura 4.4
(direita) mostra a instância IMF obtida do problema de fluxo máximo.

Se analisarmos a Figura 4.4 (direita), podemos ver que o fluxo máximo da instância
IMF é limitado a max{(a+b+c), (x+y+z)}, mas sabemos que (a+b+c) = (x+y+z) = F .
Observe também que, se houver uma redistribuição das regiões intergênicas π̆i, π̆j e π̆k,
isso significa que a instância IMF tem uma solução onde o máximo fluxo é F . Por outro
lado, podemos ver que, se a instância IMF tiver uma solução com fluxo máximo de F e
todas as variáveis da solução forem inteiras, isso significa que é possível redistribuir as
regiões intergênicas π̆i, π̆j e π̆k.

Agora, mostraremos que a instância IMF sempre tem uma solução com fluxo máximo
F , onde todas as variáveis da solução são inteiras. Vamos provar este resultado fornecendo
uma solução para a instância IMF , que é obtida em três etapas.

A etapa 1 consiste em remover os vértices 8 e 9 de IMF (Figura 4.5 (esquerda)), e
resolver a instância usando Programação Linear (PL) para obter uma possível solução
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π̆i π̆j π̆k

π̆′i π̆′i+k−j π̆′k

π̆′′i π̆′′j π̆′′k

0

1 2 3

4 5 6

7 8 9

10

a b c

∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞

∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞

x y z

Figura 4.4: No lado esquerdo, uma representação do fluxo de nucleotídeos entre as regiões
intergênicas. No lado direito, a instância IMF do problema de fluxo máximo com os
vértices de origem (0) e destino (10).

fracionária. Observe que o fluxo máximo para essa etapa é menor ou igual a x, pois
(a + b + c) ≥ x e x é o valor do corte mínimo para a instância. Além disso, existe
uma solução que atinge exatamente x (por exemplo, envie até a pelo caminho (1, 4, 7);
envie até b pelo caminho (2, 4, 7); envie até c pelo caminho (3, 5, 7)). Seja X ′ a matriz
da solução, na qual X ′i,j representa o fluxo que vai do vértice i ao vértice j na solução.
Sabemos que (X ′0,1 +X ′0,2 +X ′0,3) = x e x ∈ N. Se {X ′0,1, X ′0,2, X ′0,3} 6⊂ N, podemos obter
valores inteiros para as variáveis X ′0,1, X ′0,2 e X ′0,3 redistribuindo a parte fracionária entre
os arcos, isso é possível porque sabemos que (a + b + c) ≥ x. Como todos os caminhos
que partem dos vértices 1, 2 e 3 e chegam ao vértice 7 têm capacidade ilimitada, podemos
obter uma solução inteira para as variáveis restantes. Após esse processo, obtemos uma
solução inteira X ′ para a etapa 1.

A etapa 2 consiste em remover os vértices 7 e 9 de IMF , e atualizar a capacidade dos
arcos (0, 1), (0, 2) e (0, 3) para a′ = a−X ′0,1, b′ = b−X ′0,2 e c′ = c−X ′0,3, respectivamente
(Figura 4.5 (centro)). Em outras palavras, levamos em consideração, para os arcos (0, 1),
(0, 2) e (0, 3), as capacidades que já foram utilizadas na etapa 1. Observe que a′+b′+c′ =

a + b + c − x, mas também sabemos que a + b + c = x + y + z, assim a′ + b′ + c′ =

a+ b+ c− x = y + z ≥ y. Observe que o fluxo máximo para essa etapa é menor ou igual
a y, pois a′+ b′+ c′ ≥ y e y é o valor do corte mínimo para a instância. Além disso, existe
uma solução que atinge exatamente y (por exemplo, envie até a′ pelo caminho (1, 4, 8);
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envie até b′ pelo caminho (2, 4, 8); envie até c′ pelo caminho (3, 6, 8)). Similarmente ao
processo realizado na etapa 1, resolvemos o problema para obter uma solução X ′′ onde o
fluxo máximo é y e todas as variáveis são inteiras.

A etapa 3 consiste em remover os vértices 7 e 8 de IMF , e atualizar a capacidade
dos arcos (0, 1), (0, 2) e (0, 3) para a′′ = a′ − X ′′0,1, b′′ = b′ − X ′′0,2 e c′′ = c′ − X ′′0,3,
respectivamente (Figura 4.5 (direita)). Em outras palavras, levamos em consideração,
para os arcos (0, 1), (0, 2) e (0, 3), as capacidades que já foram utilizadas nas etapas 1 e 2.
Observe que a′′+b′′+c′′ = a+b+c−x−y, mas também sabemos que a+b+c = x+y+z,
portanto a′′ + b′′ + c′′ = a + b + c − x − y = z. Observe que o fluxo máximo para essa
etapa é igual a z, pois a′′ + b′′ + c′′ = z, e existe uma solução que atinge exatamente z
(por exemplo, envie a′′ pelo caminho (1, 5, 9); envie b′′ pelo caminho (2, 6, 9); envie c′′ pelo
caminho (3, 6, 9)). Da mesma forma que o processo realizado na etapa 1, resolvemos o
problema para obter uma solução X ′′′ onde o fluxo máximo é z e todas as variáveis são
números inteiros.

0

1 2 3

4 5 6

7

10

a b c

∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞

∞ ∞

x

0

1 2 3

4 5 6

8

10

a′ b′ c′

∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞

∞ ∞

y

0

1 2 3

4 5 6

9

10

a′′ b′′ c′′

∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞

∞ ∞

z

Figura 4.5: Divisão da instância IMF do problema de fluxo máximo em três etapas.

A solução final X consiste na soma de todas as capacidades utilizadas pelas soluções
nas etapas 1, 2 e 3, ou seja, ∀ 1 ≤ i, j ≤ 10, Xi,j = X ′i,j + X ′′i,j + X ′′′i,j. Observe que a
solução X não viola nenhuma restrição de capacidade, todas as variáveis são inteiras e o
fluxo máximo é F = a+ b+ c = x+ y + z.

Em resumo, o Lema 4.1.37 nos permite, com duas transposições consecutivas, redis-
tribuir o tamanho de três regiões intergênicas mantendo os genes na mesma ordem e
orientação.

Lema 4.1.38. Seja I = ((π, π̆), (ι, ῐ)) uma instância intergênica rígida balanceada sem
sinais com pelo menos dois breakpoints sobrecarregados. Existe uma sequência de duas
transposições que remove pelo menos dois breakpoints tipo um de I.
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Demonstração. Sejam (πi, πi+1) e (πj, πj+1) dois breakpoints sobrecarregados de I. Agora,
observe que deve existir um terceiro breakpoint tipo um (πk, πk+1) em I. Caso con-
trário, I seria uma instância desbalanceada. Pelo Lema 4.1.37, sabemos que é pos-
sível realizar qualquer redistribuição de nucleotídeos em três regiões intergênicas utili-
zando duas transposições consecutivas. Dessa forma, podemos realizar a redistribuição
do tamanho das regiões intergênicas π̆i+1, π̆j+1 e π̆k+1 para ῐmax(πi,πi+1), ῐmax(πj ,πj+1) e
π̆k+1 + (π̆i+1 − ῐmax(πi,πi+1)) + (π̆j+1 − ῐmax(πj ,πj+1)), respectivamente. Nesse caso, o ex-
cesso de nucleotídeos nos breakpoints sobrecarregados é transferido para o breakpoint
(πk, πk+1). Como resultado, pelo menos dois breakpoints tipo um são removidos após a
aplicação de duas transposições, e o lema segue.

Lema 4.1.39. Seja I = ((π, π̆), (ι, ῐ)) uma instância intergênica rígida balanceada sem
sinais com apenas um breakpoint sobrecarregado (πi, πi+1) e com pelo menos um breakpoint
subcarregado (πj, πj+1) tal que π̆i+1 + π̆j+1 ≥ ῐx + ῐy, onde x = max(πi, πi+1) e y =

max(πj, πj+1). Existe uma sequência de duas transposições ou duas reversões que remove
pelo menos dois breakpoints tipo um de I.

Demonstração. Note que o excesso de nucleotídeos na região intergênica π̆i+1 é maior ou
igual à quantidade de nucleotídeos que falta na região intergênica π̆j+1. Caso ib1(I) ≥ 3,
utilizaremos, para selecionar o terceiro breakpoint tipo um (πk, πk+1) (k /∈ {i, j}), a se-
guinte ordem de prioridade: breakpoint suave, breakpoint sobrecarregado e breakpoint
subcarregado. Note que o terceiro breakpoint tipo um deve ser de um dos tipos da lista
de prioridades, obrigatoriamente. Em seguida, aplicamos o mesmo processo descrito no
Lema 4.1.38. Caso contrário (ib1(I) < 3), isso implica que o excesso de nucleotídeos na
região intergênica π̆i+1 é justamente a quantidade de nucleotídeos que falta na região inter-
gênica π̆j+1. Logo, podemos aplicar as duas reversões descritas no caso iv do Lema 4.1.22,
e o lema segue.

Lema 4.1.40. Seja I = ((π, π̆), (ι, ῐ)) uma instância intergênica rígida balanceada sem si-
nais com apenas um breakpoint sobrecarregado (πi, πi+1) e sem nenhum breakpoint subcar-
regado (πj, πj+1) tal que π̆i+1 + π̆j+1 ≥ ῐx+ ῐy, onde x = max(πi, πi+1) e y = max(πj, πj+1).
Existe uma sequência de duas reversões que remove o breakpoint sobrecarregado (πi, πi+1)

de I e não gera nenhum outro.

Demonstração. Note que um breakpoint sobrecarregado sempre vai estar conectado com
qualquer outro breakpoint tipo um. Além disso, um segundo breakpoint tipo um (πk, πk+1)

deve existir (subcarregado ou suave). Dessa forma, pelo caso (iv) do Lema 4.1.22, temos
que os breakpoints (πi, πi+1) e (πk, πk+1) estão conectados e o breakpoint sobrecarregado
(πi, πi+1) é removido por uma sequência de duas reversões. Como não existe nenhum
breakpoint subcarregado (πj, πj+1) em I, tal que π̆i+1 + π̆j+1 ≥ ῐmax(πi,πi+1) + ῐmax(πj ,πj+1),
isso implica que a aplicação das duas reversões não gera breakpoints sobrecarregados, e o
lema segue.

Lema 4.1.41. Seja I = ((π, π̆), (ι, ῐ)) uma instância intergênica rígida balanceada sem
sinais, sem breakpoints sobrecarregados e com ib1(I) > 0. Existe em I pelo menos um
par suavemente conectado de breakpoints.
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Demonstração. Dada uma instância intergênica rígida balanceada sem sinais I = ((π, π̆),

(ι, ῐ)), sem breakpoints sobrecarregados e com ib1(I) > 0. Suponha por contradição que
em I não existe um par suavemente conectado de breakpoints. Como I não possui break-
points sobrecarregados, devem existir pelo menos dois breakpoints suaves. Caso contrário,
I teria apenas breakpoints subcarregados e isso implicaria que I é uma instância desba-
lanceada, ou seja,

∑n+1
i=1 π̆i <

∑n+1
i=1 ῐi, o que não é possível, dado que I é uma instância

intergênica rígida balanceada. Entretanto, como estamos supondo que não existe em I
um par suavemente conectado de breakpoints, então os nucleotídeos presentes nas regiões
intergênicas dos breakpoints suaves não são suficientes para removê-los sem torná-los bre-
akpoints subcarregados. Logo, temos que

∑n+1
i=1 π̆i <

∑n+1
i=1 ῐi, o que é uma contradição

por I ser uma instância intergênica rígida balanceada.

Lema 4.1.42. Seja I = ((π, π̆), (ι, ῐ)) uma instância intergênica rígida sem sinais e sejam
(πi, πi+1) e (πj, πj+1) um par suavemente conectado de breakpoints. É possível remover
pelo menos um breakpoint tipo um de I utilizando, no máximo, uma reversão ou uma
transposição.

Demonstração. O Lema 4.1.34 apresenta os quatro casos que abrangem todas as possi-
bilidades a partir de um par conectado de breakpoints. Em particular, os casos (i), (ii)

e (iii) são os únicos em que é possível que ambos os breakpoints tipo um sejam suaves.
Nos três casos, apenas uma reversão ou uma transposição é utilizada para remover pelo
menos um breakpoint tipo um de I. Logo, o lema segue.

Considere o Algoritmo 9 para a variação sem sinais do problema SbIRT.

Lema 4.1.43. Seja I = ((π, π̆), (ι, ῐ)) uma instância intergênica rígida balanceada sem
sinais. O Algoritmo 9 transforma (π, π̆) em (ι, ῐ) utilizando, no máximo, 3ib1(I)

2
eventos

de reversão e transposição.

Demonstração. Podemos realizar a análise de cada iteração do Algoritmo 9 considerando
duas fases:

• A remoção de breakpoints sobrecarregados: Caso existam dois ou mais breakpoints
sobrecarregados em I, duas transposições são aplicadas removendo dois breakpoints
sobrecarregados (linhas 3-4). Caso exista apenas um breakpoint sobrecarregado
em I, então é verificado se existe um breakpoint subcarregado de forma que o
excesso de nucleotídeos na região intergênica do breakpoint sobrecarregado seja
suficiente para remover o breakpoint subcarregado. Caso exista este breakpoint
subcarregado, então duas transposições ou duas reversões são aplicadas removendo
tanto o breakpoint sobrecarregado como o subcarregado (linhas 6-7). Caso contrário,
o breakpoint sobrecarregado é removido com duas reversões, sem gerar nenhum
breakpoint sobrecarregado (linhas 8-9).

• A remoção de breakpoints suaves: Se o algoritmo chegou até esse ponto (linha
11), isso significa que não existe nenhum breakpoint sobrecarregado em I e deve
existir pelo menos um par suavemente conectado de breakpoints. Dado um par
suavemente conectado de breakpoints, então é possível remover um breakpoint tipo
um utilizando, no máximo, uma reversão ou uma transposição.
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Algoritmo 9: Um algoritmo de aproximação para o problema SbIRT.
Entrada: Uma instância intergênica rígida balanceada sem sinais I = ((π, π̆), (ι, ῐ))
Saída: Uma sequência de reversões e transposições S, tal que (π, π̆) · S = (ι, ῐ)
Seja S ← ()1

enquanto ib1(I) > 1 faça2

se existir pelo menos dois breakpoints sobrecarregados em I então3

. Lema 4.1.38
S ′ ← (τ1, τ2)4

senão se existir apenas um breakpoint sobrecarregado (πi, πi+1) em I então5

se existir um breakpoint subcarregado (πj, πj+1) em I, tal que6

π̆i+1 + π̆j+1 ≥ ῐx + ῐy, onde x = max(πi, πi+1) e y = max(πj, πj+1) então
. Lema 4.1.39
S ′ ← (τ1, τ2) ou (ρ1, ρ2)7

senão8

. Lema 4.1.40
S ′ ← (ρ1, ρ2)9

10

senão11

. Lemas 4.1.41 e 4.1.42
(πi, πi+1), (πj, πj+1)← encontre um par suavemente conectado de breakpoints12

se (πi, πi+1), (πj, πj+1) pertence ao caso (i) então13

S ′ ← (ρ1)14

senão se (πi, πi+1), (πj, πj+1) pertence ao caso (ii) então15

S ′ ← (τ1)16

senão se (πi, πi+1), (πj, πj+1) pertence ao caso (iii) então17

S ′ ← (τ1)18

19

S ← S + S ′20

I ← ((π, π̆) · S ′, (ι, ῐ))21

retorne S22

Note que, a cada iteração do Algoritmo 9, pelo menos um breakpoint tipo um é removido.
Dessa forma, o genoma alvo eventualmente será alcançado. Além disso, observe que, no
pior caso, pelo menos um breakpoint tipo um é removido por duas reversões na fase de
remoção de breakpoints sobrecarregados e pelo menos um breakpoint tipo um é removido
por uma reversão ou uma transposição na fase de remoção de breakpoints suaves. Entre-
tanto, se o pior caso da fase de remoção de breakpoints sobrecarregados ocorrer, sabemos
que: (i) o genoma alvo ainda não foi alcançado, ou seja, (π, π̆) é diferente de (ι, ῐ); (ii) I
não possui mais nenhum breakpoint sobrecarregado. Com essas duas constatações temos
que o pior caso da fase de remoção de breakpoints sobrecarregados é, obrigatoriamente,
seguido por uma fase de remoção de breakpoints suaves. Logo, no pior caso, temos que
pelo menos dois breakpoints tipo um são removidos após a aplicação de, no máximo,
três eventos de reversão e transposição. Como inicialmente I possui ib1(I) breakpoints
tipo um, então no máximo 3ib1(I)

2
eventos de reversão e transposição são utilizados pelo

Algoritmo 9 para transformar (π, π̆) em (ι, ῐ), e o lema segue.
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Note que as fases de remoção de breakpoints sobrecarregados e suaves podem ser
realizadas em tempo linear. Como a quantidade máxima de breakpoints tipo um em uma
instância é n + 1 e o algoritmo, a cada iteração, remove pelo menos um breakpoint tipo
um, então o tempo de execução do Algoritmo 9 é O(n2).

Teorema 4.1.44. O Algoritmo 9 é uma 4.5-aproximação para a variação sem sinais do
problema SbIRT.

Demonstração. Seja I = ((π, π̆), (ι, ῐ)) uma instância intergênica rígida balanceada sem
sinais. Pelo Lema 4.1.43, o Algoritmo 9 transforma (π, π̆) em (ι, ῐ) utilizando, no máximo,
3ib1(I)

2
eventos de reversão e transposição. Pelo Teorema 4.1.9, temos o seguinte limitante

inferior: diRT(I) ≥ ib1(I)
3

. Logo, o teorema segue.

A seguir, apresentaremos lemas que serão utilizados para obtermos um algoritmo de
aproximação com fator 4 para a variação sem sinais do problema SbIRT.

Lema 4.1.45. Seja I = ((π, π̆), (ι, ῐ)) uma instância intergênica rígida balanceada sem
sinais. Se ib1(I) > 0 e não existir nenhum par suavemente conectado de breakpoints em
I, então deve existir pelo menos um breakpoint sobrecarregado em I.

Demonstração. Suponha por contradição que não exista um breakpoint sobrecarregado
em I. Note que I não pode ter apenas breakpoints subcarregados, pois isso implica que∑n+1

i=1 π̆i <
∑n+1

i=1 ῐi, o que contradiz o fato de que I é uma instância intergênica rígida
balanceada. Nesse caso, devem existir pelo menos dois breakpoints suaves. Entretanto,
como não existe em I um par suavemente conectado de breakpoints, isso significa que os
nucleotídeos presentes nas regiões intergênicas dos breakpoints suaves não são suficientes
para removê-los sem torná-los em breakpoints subcarregados. Logo, temos que

∑n+1
i=1 π̆i <∑n+1

i=1 ῐi, o que contradiz o fato de que I é uma instância intergênica rígida balanceada.

Lema 4.1.46. Seja I = ((π, π̆), (ι, ῐ)) uma instância intergênica rígida balanceada sem
sinais. Se I possui apenas um breakpoint sobrecarregado (πi, πi+1), pelo menos um break-
point subcarregado (πj, πj+1) e nenhum par suavemente conectado de breakpoints, então
π̆i+1 + π̆j+1 ≥ ῐx + ῐy, onde x = max(πi, πi+1) e y = max(πj, πj+1).

Demonstração. Suponha por contradição que π̆i+1 + π̆j+1 < ῐx + ῐy. Como não existe
nenhum par suavemente conectado de breakpoints em I, temos que I não possui bre-
akpoints suaves ou a quantidade de nucleotídeos presente em suas regiões intergênicas
é insuficiente para removê-los. Em ambos os casos, ao mover o excesso de nucleotídeos
da região intergênica π̆i+1 do breakpoint sobrecarregado (πi, πi+1) para a região intergê-
nica π̆j+1 do breakpoint subcarregado (πj, πj+1), temos que I ainda permanece com, pelo
menos, um breakpoint subcarregado e possivelmente breakpoints suaves que não estão
suavemente conectados. Logo, temos que

∑n+1
i=1 π̆i <

∑n+1
i=1 ῐi, o que contradiz o fato de

que I é uma instância intergênica rígida balanceada.

Lema 4.1.47. Seja I = ((π, π̆), (ι, ῐ)) uma instância intergênica rígida balanceada sem
sinais. Se I possui apenas um breakpoint sobrecarregado (πi, πi+1), pelo menos um break-
point subcarregado (πj, πj+1) e nenhum par suavemente conectado de breakpoints, então
existe uma sequência de duas transposições ou duas reversões que remove, pelo menos,
dois breakpoints tipo um de I.
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Demonstração. Seja x = max(πi, πi+1) e y = max(πj, πj+1), pelo Lema 4.1.46, sabemos
que π̆i+1 + π̆j+1 ≥ ῐx + ῐy. Logo, podemos aplicar o Lema 4.1.39, e o lema segue.

Note que a sequência de transposições aplicadas pelo Lema 4.1.47 pode até gerar um
breakpoint sobrecarregado. Entretanto, se isso ocorrer implica que a instância I não
possui breakpoints suaves. Esse fato é decorrente da lista de prioridades para a seleção
do terceiro breakpoint no Lema 4.1.39, uma vez que adicionar ou remover nucleotídeos
em uma região intergênica de um breakpoint suave não o transforma em um breakpoint
forte.

Observação 4.1.1. Nenhum breakpoint super forte pode ser removido por uma operação
de reversão ou transposição resultante do Lema 4.1.42.

Lema 4.1.48. Seja I = ((π, π̆), (ι, ῐ)) uma instância intergênica rígida balanceada sem
sinais. Se I não possui um par suavemente conectado de breakpoints, então é possível,
após aplicar uma reversão ou uma transposição, criar um breakpoint subcarregado man-
tendo I sem um par suavemente conectado de breakpoints ou criar um breakpoint super
forte subcarregado.

Demonstração. Se houver pelo menos uma strip suave decrescente em I, então existe um
par de breakpoints suaves (πi, πi+1) e (πj, πj+1), com i < j, tal que (πi, πj) ou (πi+1, πj+1)

são consecutivos em ι [50]. Se (πi, πj) são consecutivos em ι, então aplicamos uma reversão
ρ

(i+1,j)
(π̆i+1,π̆j+1). Caso contrário, (πi+1, πj+1) são consecutivos em ι e aplicamos uma reversão

ρ
(i+1,j)
(0,0) . Observe que, em ambos os casos, todos os nucleotídeos são movidos para o

breakpoint forte subcarregado criado, o que garante que a instância permaneça sem um
par suavemente conectado de breakpoints. Se não houver uma strip decrescente em I,
sempre é possível encontrar três breakpoints suaves (πi, πi+1), (πj, πj+1) e (πk, πk+1), de
modo que uma transposição τ (i+1,j+1,k+1)

(0,0,0) cria um breakpoint forte subcarregado e nenhum
breakpoint forte é removido [71]. Além disso, como a instância possui apenas strips suaves
crescentes, temos a garantia de que o breakpoint forte subcarregado criado (unindo duas
strips suaves crescentes) é um breakpoint super forte subcarregado, e o lema segue.

Lema 4.1.49. Seja I = ((π, π̆), (ι, ῐ)) uma instância intergênica rígida balanceada sem
sinais com apenas um breakpoint sobrecarregado, sem nenhum breakpoint subcarregado e
sem nenhum par suavemente conectado de breakpoints. Existe uma sequência com no
máximo três operações que remove pelo menos dois breakpoints tipo um ou uma sequência
com no máximo quatro operações que remove pelo menos três breakpoints tipo um.

Demonstração. Inicialmente, podemos notar que ib1(I) ≥ 3, uma vez que é impossível
criar uma instância intergênica rígida balanceada com apenas um breakpoint sobrecar-
regado e um breakpoint suave. Aplicando o Lema 4.1.48, temos duas possibilidades: (i)
um breakpoint subcarregado é criado, mantendo I sem um par suavemente conectado de
breakpoints e, assim, podemos aplicar o Lema 4.1.47 (resultando em uma sequência com
três operações que remove, pelo menos, dois breakpoints tipo um); (ii) um breakpoint su-
per forte subcarregado é criado. Nesse caso, se I continuar sem nenhum par suavemente
conectado de breakpoints, então podemos aplicar o Lema 4.1.47 (resultando também em
uma sequência com três operações que remove, pelo menos, dois breakpoints tipo um).
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Caso contrário, se I tiver um par suavemente conectado do breakpoints, o Lema 4.1.42
pode ser aplicado. Pela Observação 4.1.1, nenhum breakpoint super forte pode ser remo-
vido por uma operação de reversão ou transposição resultante do Lema 4.1.42. Logo, um
dos seguintes casos pode ocorrer:

• Um novo breakpoint sobrecarregado é criado e podemos aplicar o Lema 4.1.38 (re-
sultando em uma sequência com quatro operações que remove, pelo menos, três
breakpoints tipo um).

• Um par suavemente conectado de breakpoints é criado e o Lema 4.1.42 é aplicado
(resultando em uma sequência com três operações que remove, pelo menos, dois
breakpoints tipo um).

• Não existe nenhum par suavemente conectado de breakpoints em I e o Lema 4.1.47
é aplicado (resultando em uma sequência com quatro operações que remove, pelo
menos, três breakpoints tipo um).

Observação 4.1.2. Note que, se apenas dois breakpoints tipo um forem removidos pelo
Lema 4.1.49, então isso implica que o genoma alvo ainda não foi alcançado, ou seja, (π, π̆)

é diferente de (ι, ῐ).

Agora considere o Algoritmo 10, que consiste em quatro casos dependendo do número
de breakpoints sobrecarregados ou da existência de um par suavemente conectado de
breakpoints.

Lema 4.1.50. Seja I = ((π, π̆), (ι, ῐ)) uma instância intergênica rígida balanceada sem
sinais. O Algoritmo 10 transforma (π, π̆) em (ι, ῐ) utilizando, no máximo, 4ib1(I)

3
eventos

de reversão e transposição.

Demonstração. O Algoritmo 10 pode ser analisado considerando os seguintes casos:

• I tem pelo menos dois breakpoints sobrecarregados (linhas 3-4).

• I tem pelo menos um par suavemente conectado de breakpoints (linhas 5-6).

• I tem apenas um breakpoint sobrecarregado, pelo menos um breakpoint subcarre-
gado e nenhum par suavemente conectado de breakpoints (linhas 8-9).

• I tem apenas um breakpoint sobrecarregado, nenhum breakpoint subcarregado e
nenhum par suavemente conectado de breakpoints (linhas 10-11).

Note que, a cada iteração do Algoritmo 10, pelo menos um dos quatro casos deve obri-
gatoriamente ser aplicado e, pelo menos, um breakpoint tipo um é removido. Dessa
forma, o genoma alvo eventualmente será alcançado e o algoritmo para. Observe que,
se o algoritmo atingir os casos 3 ou 4, há exatamente um breakpoint sobrecarregado em
I (Lema 4.1.45) e nenhum par suavemente conectado de breakpoints. Caso contrário, o
caso 1 ou 2 seria aplicado.
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Algoritmo 10: Um algoritmo de aproximação para o problema SbIRT.
Entrada: Uma instância intergênica rígida balanceada sem sinais I = ((π, π̆), (ι, ῐ))
Saída: Uma sequência de reversões e transposições S, tal que (π, π̆) · S = (ι, ῐ)
Seja S ← ()1

enquanto ib1(I) > 1 faça2

se existir pelo menos dois breakpoints sobrecarregados em I então3

. Lema 4.1.38
Seja S ′ uma sequência com duas transposições que remove, pelo menos, dois4

breakpoints tipo um de I
senão se existir um par suavemente conectado de breakpoints em I então5

. Lema 4.1.42
Seja S ′ uma sequência com uma reversão ou uma transposição que remove,6

pelo menos, um breakpoint tipo um de I
senão7

. Existe exatamente um breakpoint sobrecarregado (Lema 4.1.45)
se existir pelo menos um breakpoint subcarregado em I então8

. Lema 4.1.47
Seja S ′ uma sequência com duas transposições ou duas reversões que9

remove, pelo menos, dois breakpoints tipo um de I
senão10

. Lema 4.1.49
Seja S ′ uma sequência com, no máximo, três operações que remove, pelo11

menos, dois breakpoints tipo um de I ou uma sequência com, no máximo,
quatro operações que remove, pelo menos, três breakpoints tipo um de I

12

S ← S + S ′13

I ← ((π, π̆) · S ′, (ι, ῐ))14

retorne S15

Os casos 1, 2 e 3 removem, em média, um breakpoint tipo um por operação. No
pior cenário do caso 4 (onde dois breakpoints tipo um são removidos com três operações),
temos, pela Observação 4.1.2, que (π, π̆) 6= (ι, ῐ), e o caso 1, 2 ou 3 será aplicado posterior-
mente, com todos eles garantindo uma sequência de operações que remove, em média, um
breakpoint tipo um por operação. Assim, em média, cada breakpoint tipo um é removido
usando, no máximo, 4

3
operações. Logo, o lema segue.

Note que cada caso do Algoritmo 10 é realizado em tempo linear utilizando as es-
truturas auxiliares de lista de breakpoints e a permutação inversa de π (ou seja, uma
permutação que indica a posição de cada elemento i em π). Como ib1(I) ≤ n + 1, o
tempo de execução do Algoritmo 10 é O(n2).

Teorema 4.1.51. O Algoritmo 10 é uma 4-aproximação para a variação sem sinais do
problema SbIRT.

Demonstração. Seja I = ((π, π̆), (ι, ῐ)) uma instância intergênica rígida balanceada sem
sinais. Pelo Lema 4.1.50, o Algoritmo 10 transforma (π, π̆) em (ι, ῐ) utilizando, no máximo,
4ib1(I)

3
eventos de reversão e transposição. Pelo Teorema 4.1.9, temos o seguinte limitante

inferior: diRT(I) ≥ ib1(I)
3

. Logo, o teorema segue.
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Reversão, Transposição e Indel

Nesta seção, apresentaremos um algoritmo de aproximação com fator 4 para a variação
sem sinais do problema SbIRTI.

Lema 4.1.52. Seja I = ((π, π̆), (ι, ῐ)) uma instância intergênica rígida sem sinais e seja
S uma sequência de reversões, transposições e indels que transforma (ι, ῐ) em (π, π̆). É
possível construir uma sequência S ′ que transforma (π, π̆) em (ι, ῐ), tal que |S| = |S ′|.

Demonstração. Criaremos a sequência S ′ com base nas operações da sequência S. Para
cada evento de rearranjo β em S, mantendo a ordem relativa, utilize o seguinte mapea-
mento:

• Se β for uma reversão ρ(i,j)
(x,y), então adicione em S ′ a reversão ρ(i,j)

(x,x′).

• Se β for uma transposição τ (i,j,k)
(x,y,z), então adicione em S ′ a transposição ρ(i,i+k−j,k)

(x,z,y) .

• Se β for um indel δ(i)
(x), então adicione em S ′ o indel δ(i)

(−x).

Por fim, inverta a sequência S ′. Note que cada operação adicionada na sequência S ′

desfaz a mudança realizada por sua respectiva operação β da sequência S. Além disso, ao
inverter a sequência S ′ temos que a ordem com que as operações são aplicadas também é
invertida. Logo, (π, π̆) · S ′ = (ι, ῐ) e |S| = |S ′|, e o lema segue.

A Figura 4.6 mostra um exemplo de uma sequência S ′ = (τ
(3,6,7)
(1,1,0) , ρ

(1,5)
(0,1), δ

(0)
(+5)) sendo

construída a partir de uma instância I = (((0 5 4 2 1 6 3 7), (3, 3, 1, 2, 3, 3, 0)), ((0 1 2

3 4 5 6 7), (6, 2, 0, 3, 3, 5, 1))) e uma sequência S = (δ
(0)
(−5), ρ

(1,5)
(0,3), τ

(3,4,7)
(1,0,1) ) que transforma o

genoma alvo no genoma de origem.

(ι, ῐ) = 6 2 0 3 3 5 10 1 2 3 4 5 6 7

δ
(0)
(−5)

δ
(0)
(+5)

1 2 0 3 3 5 10 1 2 3 4 5 6 7

ρ
(1,5)
(0,3)

ρ
(1,5)
(0,1)

3 3 3 0 2 3 10 5 4 3 2 1 6 7

τ
(3,4,7)
(1,0,1)

τ
(3,6,7)
(1,1,0)

(π, π̆) = 3 3 1 2 3 3 00 5 4 2 1 6 3 7

Figura 4.6: Exemplo de construção de uma sequência S ′ que transforma (π, π̆) em (ι, ῐ) a
partir de uma sequência S que transforma (ι, ῐ) em (π, π̆).

Observação 4.1.3. Note que, se temos uma instância intergênica rígida sem sinais I =

((π, π̆), (ι, ῐ)) e um algoritmo A que fornece uma sequência de eventos que transforma



105

(π, π̆) em (ι, ῐ), então podemos utilizar o algoritmo A para obter uma sequência de eventos
que transforma (ι, ῐ) em (π, π̆). Para isso, basta criarmos uma instância intergênica rígida
sem sinais I ′ = ((π−1 ◦ ι, ῐ), (π−1 ◦ π, π̆)), onde α ◦ σ representa a operação de composição
entre as permutações α e σ. A sequência fornecida pelo algoritmo A para a instância I ′
também transforma (ι, ῐ) em (π, π̆). Além disso, temos que ib1(I) = ib1(I ′), uma vez que
esse processo apenas realiza um novo mapeamento para os rótulos dos genes de forma
que, no genoma alvo, eles sigam o padrão definido para a permutação identidade.

A composição entre as permutações α = (α1, α2, . . . , αn) e σ = (σ1, σ2, . . . , σn) resulta
em uma nova permutação α ◦ σ = (ασ1 , ασ2 , . . . , ασn). Além disso, σ ◦ σ−1 = σ−1 ◦ σ = ι.
Em outras palavras, ao criar a instância I ′ estamos mapeando os genes do genoma de
origem (elementos da permutação π) com os valores padrão da permutação identidade e
alterando os valores dos genes do genoma alvo (elementos da permutação ι) para refletir
que os genes iguais no genoma de origem e alvo possuam o mesmo valor associado.

Considere o Algoritmo 11 para a variação sem sinais do problema SbIRTI.

Algoritmo 11: Um algoritmo de aproximação para o problema SbIRTI.
Entrada: Uma instância intergênica rígida sem sinais I = ((π, π̆), (ι, ῐ))
Saída: Uma sequência de reversões, transposições e indels S, tal que (π, π̆) ·S = (ι, ῐ)
se I for uma instância balanceada então1

Seja S uma sequência de operações fornecida pelo Algoritmo 10 para a instância2

I
retorne S3

senão4

se
∑n+1

i=1 π̆i <
∑n+1

i=1 ῐi então5

. Lema 4.1.25
Seja δ1 um indel que torna I uma instância balanceada6

I ← ((π, π̆) · δ1, (ι, ῐ))7

Seja S uma sequência de operações fornecida pelo Algoritmo 10 para a8

instância I
retorne (δ1) + S9

senão10

I ′ ← ((π−1 ◦ ι, ῐ), (π−1 ◦ π, π̆))11

. Lema 4.1.25
Seja δ1 um indel que torna I ′ uma instância balanceada12

I ′ ← ((π−1 ◦ ι, ῐ) · δ1, (π
−1 ◦ π, π̆))13

Seja S uma sequência de operações fornecida pelo Algoritmo 10 para a14

instância I ′
S ← (δ1) + S15

. Lema 4.1.52
Seja S ′ uma sequência, criada a partir de S e I, que transforma (π, π̆) em (ι, ῐ)16

retorne S ′17

18

19

Lema 4.1.53. Seja I = ((π, π̆), (ι, ῐ)) uma instância intergênica rígida sem sinais. O
Algoritmo 11 transforma (π, π̆) em (ι, ῐ). Caso I seja uma instância intergênica rígida
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balanceada, então são utilizados, no máximo, 4ib1(I)
3

eventos de reversão e transposição.
Caso contrário, são utilizados, no máximo, 4ib1(I)

3
+ 1 eventos de reversão, transposição e

indel.

Demonstração. O Algoritmo 11 pode ser analisado considerando dois cenários. Caso I
seja uma instância intergênica rígida balanceada, então o Algoritmo 10 é aplicado e, pelo
Lema 4.1.50, a sequência de eventos fornecida pelo Algoritmo 10 transforma (π, π̆) em
(ι, ῐ) utilizando, no máximo, 4b1(I)

3
eventos de reversão e transposição. Caso contrário, I

é desbalanceada e, nesse cenário, temos duas possibilidades:

•
∑n+1

i=1 π̆i <
∑n+1

i=1 ῐi: Nesse caso, pelo Lema 4.1.25, existe um indel que torna I
uma instância intergênica rígida balanceada e, em seguida, o Algoritmo 10 pode ser
aplicado. Como resultado, no máximo, 4ib1(I)

3
+ 1 eventos de reversão, transposição

e indel são utilizados para transformar (π, π̆) em (ι, ῐ).

•
∑n+1

i=1 π̆i >
∑n+1

i=1 ῐi: Nesse caso, pela Observação 4.1.3, uma instância auxiliar I ′ =
((π′, π̆′), (ι′, ῐ′)) é criada, onde π̆′ = ῐ, ῐ′ = π̆,

∑n+1
i=1 π̆

′
i <

∑n+1
i=1 ῐ

′
i e ib1(I) = ib1(I ′).

Pelo Lema 4.1.25, existe um indel que torna I ′ uma instância intergênica rígida
balanceada e, em seguida, o Algoritmo 10 pode ser aplicado, resultando em uma
sequência S com, no máximo, 4ib1(I′)

3
+ 1 eventos de reversão, transposição e indel

que transforma (ι, ῐ) em (π, π̆). Pelo Lema 4.1.52, podemos criar uma sequência S ′,
com o mesmo tamanho de S, e que transforma (π, π̆) em (ι, ῐ).

Em ambos os cenários, (π, π̆) é transformado em (ι, ῐ) e a quantidade de eventos utilizados
para tal não ultrapassa o limite estabelecido, e o lema segue.

Note que o Algoritmo 11 não possui laços de repetição e a sub-rotina com maior gasto
computacional de tempo é decorrente do uso do Algoritmo 10 (O(n2)), sendo que as
demais operações podem ser realizadas em tempo linear. Logo, o tempo de execução do
Algoritmo 11 também é O(n2).

Teorema 4.1.54. O Algoritmo 11 é uma 4-aproximação para a variação sem sinais do
problema SbIRTI.

Demonstração. Seja I = ((π, π̆), (ι, ῐ)) uma instância intergênica rígida sem sinais. Pelo
Lema 4.1.53, o Algoritmo 10 transforma (π, π̆) em (ι, ῐ). Além disso, caso I seja uma
instância intergênica rígida balanceada, então são utilizados, no máximo, 4ib1(I)

3
eventos

de reversão e transposição. Caso contrário, são utilizados, no máximo, 4ib1(I)
3

+ 1 eventos
de reversão, transposição e indel. Pelo Teorema 4.1.10, temos o seguinte limitante inferior:
(i) caso I seja uma instância intergênica rígida balanceada, diRTI(I) ≥ ib1(I)

3
; (ii) caso

contrário, diRTI(I) ≥ ib1(I)+2
3

. Se I for balanceada, temos que
4ib1(I)

3
ib1(I)

3

= 4. Se I for

desbalanceada, temos que
4ib1(I)

3
+1

ib1(I)+2
3

=
4ib1(I)+3

3
ib1(I)+2

3

= 4ib1(I)+3
ib1(I)+2

. Entretanto, como 4ib1(I)+3
ib1(I)+2

<

4(ib1(I)+2)
ib1(I)+2

= 4, o teorema segue.
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Reversão, Transposição e Move

Nesta seção, apresentaremos um algoritmo de aproximação com fator 3 para a variação
sem sinais do problema SbIRTM.

Lema 4.1.55. Seja I = ((π, π̆), (ι, ῐ)) uma instância intergênica rígida sem sinais e sejam
(πi, πi+1) e (πj, πj+1) um par conectado de breakpoints. É possível remover pelo menos um
breakpoint tipo um de I utilizando apenas um evento de reversão, transposição ou move.

Demonstração. Sem perda de generalidade, assuma que i < j. Como os breakpoints
(πi, πi+1) e (πj, πj+1) estão conectados, por definição, um dos seguintes casos deve ocorrer:

i. O par de elementos (πi, πj) ou (πi+1, πj+1) não forma uma adjacência intergênica,
sendo os elementos consecutivos em ι e π̆i+1 + π̆j+1 ≥ ῐk, onde ῐk é o tamanho da
região intergênica entre o par de elementos consecutivos em ι. Aplique uma reversão
como descrito no caso (i) do Lema 4.1.22.

ii. O par de elementos (πi, πj+1) não forma uma adjacência intergênica, sendo os elemen-
tos consecutivos em ι e π̆i+1 + π̆j+1 ≥ ῐk, onde ῐk é o tamanho da região intergênica
entre o par de elementos consecutivos em ι. Aplique uma transposição como descrito
no caso (ii) do Lema 4.1.34.

iii. O par de elementos (πi+1, πj) não forma uma adjacência intergênica, sendo os elemen-
tos consecutivos em ι e π̆i+1 + π̆j+1 ≥ ῐk, onde ῐk é o tamanho da região intergênica
entre o par de elementos consecutivos em ι. Aplique uma transposição como descrito
no caso (iii) do Lema 4.1.34.

iv. O par de elementos (πi, πi+1) ou (πj, πj+1) não forma uma adjacência intergênica,
sendo os elementos consecutivos em ι e π̆i+1 + π̆j+1 ≥ ῐk, onde ῐk é o tamanho da
região intergênica entre o par de elementos consecutivos em ι. Aplique um move como
descrito no caso (iv) do Lema 4.1.29.

Note que os casos (i), (ii), (iii) e (iv) removem pelo menos um breakpoint tipo um de I
utilizando apenas um evento de reversão, transposição ou move. Logo, o lema segue.

Considere o Algoritmo 12 para a variação sem sinais do problema SbIRTM.

Lema 4.1.56. Seja I = ((π, π̆), (ι, ῐ)) uma instância intergênica rígida balanceada sem
sinais. O Algoritmo 12 transforma (π, π̆) em (ι, ῐ) utilizando, no máximo, ib1(I) eventos
de reversão, transposição e move.

Demonstração. No Algoritmo 12, temos que enquanto ib1(I) for maior que um, ou seja,
(π, π̆) for diferente de (ι, ῐ) (pela Observação 2.4.2 e Lema 4.1.21), o seguinte procedimento
é aplicado: pelos lemas 4.1.19 e 4.1.55, sempre podemos encontrar um par conectado de
breakpoints e remover, pelo menos, um breakpoint tipo um após aplicar uma operação de
reversão, transposição ou move. A cada iteração do algoritmo, pelo menos um breakpoint
tipo um é removido. Dessa forma, o genoma alvo eventualmente será alcançado. No pior
caso, cada breakpoint tipo um é removido utilizando um evento de rearranjo. Logo, ib1(I)

operações de reversão, transposição ou move são utilizadas, no máximo, para transformar
(π, π̆) em (ι, ῐ), e o lema segue.
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Algoritmo 12: Um algoritmo de aproximação para o problema SbIRTM.
Entrada: Uma instância intergênica rígida balanceada sem sinais I = ((π, π̆), (ι, ῐ))
Saída: Uma sequência de reversões, transposições e moves S, tal que

(π, π̆) · S = (ι, ῐ)
Seja S ← ()1

enquanto ib1(I) > 1 faça2

. Lema 4.1.19
(πi, πi+1), (πj, πj+1)← encontre um par de breakpoints conectados3

. Lema 4.1.55
se (πi, πi+1), (πj, πj+1) pertence ao caso (i) então4

S ′ ← (ρ1)5

senão se (πi, πi+1), (πj, πj+1) pertence ao caso (ii) então6

S ′ ← (τ1)7

senão se (πi, πi+1), (πj, πj+1) pertence ao caso (iii) então8

S ′ ← (τ1)9

senão se (πi, πi+1), (πj, πj+1) pertence ao caso (iv) então10

S ′ ← (µ1)11

S ← S + S ′12

I ← ((π, π̆) · S ′, (ι, ῐ))13

retorne S14

Note que, no pior caso, cada iteração do Algoritmo 12 pode levar um tempo linear
para ser aplicada. Como pelo menos um breakpoint tipo um é removido por iteração e
ib1(I) ≤ n+ 1, então o tempo de execução do Algoritmo 12 é O(n2).

Teorema 4.1.57. O Algoritmo 12 é uma 3-aproximação para a variação sem sinais do
problema SbIRTM.

Demonstração. Seja I = ((π, π̆), (ι, ῐ)) uma instância intergênica rígida balanceada sem
sinais. Pelo Lema 4.1.56, o Algoritmo 12 transforma (π, π̆) em (ι, ῐ) utilizando, no máximo,
ib1(I) eventos de reversão, transposição e move. Pelo Teorema 4.1.9, temos o seguinte
limitante inferior: diRTM(I) ≥ ib1(I)

3
. Logo, o teorema segue.

Reversão, Transposição, Move e Indel

Nesta seção, apresentaremos um algoritmo de aproximação com fator 3 para a variação
sem sinais do problema SbIRTMI (Algoritmo 13).

Lema 4.1.58. Seja I = ((π, π̆), (ι, ῐ)) uma instância intergênica rígida sem sinais. O Al-
goritmo 13 transforma (π, π̆) em (ι, ῐ) utilizando, no máximo, ib1(I) eventos de reversão,
transposição, move e indel.

Demonstração. A prova é similar à descrita no Lema 4.1.27.

Podemos notar que Algoritmo 13, em comparação com o Algoritmo 12, possui adici-
onalmente apenas sub-rotinas que podem ser realizadas em tempo linear. Logo, o tempo
de execução do Algoritmo 13 é O(n2).
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Algoritmo 13: Um algoritmo de aproximação para o problema SbIRTMI.
Entrada: Uma instância intergênica rígida sem sinais I = ((π, π̆), (ι, ῐ))
Saída: Uma sequência de reversões, transposições, moves e indels S, tal que

(π, π̆) · S = (ι, ῐ)
Seja S ← ()1

. Lema 4.1.25
se
∑n+1

i=1 π̆i <
∑n+1

i=1 ῐi então2

S ′ ← (δ1)3

S ← S + S ′4

I ← ((π, π̆) · S ′, (ι, ῐ))5

enquanto ib1(I) > 1 faça6

. Lema 4.1.19
(πi, πi+1), (πj, πj+1)← encontre um par de breakpoints conectados7

. Lema 4.1.55
se (πi, πi+1), (πj, πj+1) pertence ao caso (i) então8

S ′ ← (ρ1)9

senão se (πi, πi+1), (πj, πj+1) pertence ao caso (ii) então10

S ′ ← (τ1)11

senão se (πi, πi+1), (πj, πj+1) pertence ao caso (iii) então12

S ′ ← (τ1)13

senão se (πi, πi+1), (πj, πj+1) pertence ao caso (iv) então14

S ′ ← (µ1)15

S ← S + S ′16

I ← ((π, π̆) · S ′, (ι, ῐ))17

. Lema 4.1.2618

se ib1(I) = 1 então19

S ′ ← (δ1)20

S ← S + S ′21

I ← ((π, π̆) · S ′, (ι, ῐ))22

retorne S23

Teorema 4.1.59. O Algoritmo 13 é uma 3-aproximação para a variação sem sinais do
problema SbIRTMI.

Demonstração. Seja I = ((π, π̆), (ι, ῐ)) uma instância intergênica rígida sem sinais. Pelo
Lema 4.1.58, o Algoritmo 13 transforma (π, π̆) em (ι, ῐ) utilizando, no máximo, ib1(I)

eventos de reversão, transposição, move e indel. Pelo Teorema 4.1.9, temos o seguinte
limitante inferior: diRTMI(I) ≥ ib1(I)

3
. Logo, o teorema segue.

Resultados Experimentais

Nesta seção, apresentaremos os resultados práticos dos algoritmos desenvolvidos para a
variação sem sinais dos problemas SbIR, SbIRI, SbIRM, SbIRMI, SbIRT, SbIRTI,
SbIRTM e SbIRTMI.

Nós criamos uma base de dados para cada problema e utilizamos os identificadores
USbIR, USbIRI, USbIRM, USbIRMI, USbIRT, USbIRTI, USbIRTM e USbIRTMI para a base de



110

dados dos problemas SbIR, SbIRI, SbIRM, SbIRMI, SbIRT, SbIRTI, SbIRTM e
SbIRTMI, respectivamente. Cada base de dados é dividida em cinco grupos. Cada grupo
possui 1000 instâncias do mesmo tamanho, sendo que o tamanho de uma instância é a
quantidade de genes do genoma de origem e alvo. Além disso, cada grupo é identificado
pelo tamanho das instâncias contidas nele. Os identificadores do grupos de cada base de
dados são 100, 200, 300, 400 e 500. A quantidade de operações utilizadas para gerar cada
instância é baseada em uma porcentagem do identificador de cada grupo e difere entre as
bases de dados. A Tabela 4.3 mostra, para cada base de dados, a porcentagem adotada
por operação ao se criar uma instância.

Tabela 4.3: Porcentagem de operações aplicadas para gerar cada instância intergênica
rígida sem sinais.

Base de Dados Revesões Transposições Moves Indels
USbIR 50% 0% 0% 0%
USbIRI 40% 0% 0% 10%
USbIRM 40% 0% 10% 0%
USbIRMI 40% 0% 5% 5%
USbIRT 25% 25% 0% 0%
USbIRTI 20% 20% 0% 10%
USbIRTM 20% 20% 10% 0%
USbIRTMI 20% 20% 5% 5%

Cada instância é gerada da seguinte forma: Seja T = (ι, ῐ) uma representação in-
tergênica rígida sem sinais de um genoma alvo, de forma que o tamanho de cada região
intergênica ῐi foi escolhido de maneira aleatória no intervalo [0..100]. Em seguida, criamos
a representação do genoma de origem S realizando uma cópia de T . Com base na dis-
ponibilidade de operações de reversão, transposição, move e indel determinada para cada
base de dados e grupo, uma operação σ é escolhida de maneira aleatória e aplicada em S
(S = S · σ). Os parâmetros de cada operação também são escolhidos de forma aleatória
dentro do limite de valores válidos. O valor do parâmetro x de um indel δ(i)

(x) aplicado em
uma região intergênica π̆i é escolhido dentro do intervalo [−π̆i..π̆i], também de maneira
aleatória. Quando não houver operações disponíveis para serem aplicadas, então temos
a instância I, composta pela dupla de representação intergênica rígida sem sinais (S, T ).
Esse processo repete-se até que cada grupo possua um total de 1000 instâncias. Em todos
os casos, consideramos sorteios aleatórios com uma distribuição uniforme.

Note que, para cada base de dados, a soma das porcentagens adotadas considerando
cada operação é igual a 50%. Logo, toda instância de um grupo foi gerada utilizando
um total de operações que corresponde a metade do identificador do grupo, sendo que a
quantidade de operações por tipo depende da base de dados que é considerada.

A seguir, apresentamos os resultados dos algoritmos propostos para a variação sem
sinais dos problemas SbIR, SbIRI, SbIRM, SbIRMI, SbIRT, SbIRTI, SbIRTM e
SbIRTMI. A coluna OP indica o total de operações utilizadas para gerar cada instância
de um grupo. As colunas Distância e Aproximação indicam a quantidade de operações e
o fator de aproximação para uma solução fornecida por um algoritmo.

A Tabela 4.4 mostra os resultados do Algoritmo 4 utilizando a base de dados USbIR.
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Os fatores de aproximação foram computados utilizando o limitante inferior apresentado
no Teorema 4.1.9.

Tabela 4.4: Resultados do Algoritmo 4 utilizando a base de dados USbIR.
- - Distância Aproximação

Grupo OP Mínimo Média Máximo Mínimo Média Máximo
100 50 68 83.94 106 2.15 2.61 3.18
200 100 144 168.79 193 2.33 2.65 3.04
300 150 216 253.66 287 2.27 2.65 3.05
400 200 301 337.98 381 2.41 2.66 2.95
500 250 380 423.19 469 2.45 2.66 2.87

A partir da Tabela 4.4, é possível notar que a aproximação média fornecida pelo
Algoritmo 4 para cada grupo tende a ser bem estável, com uma variação de apenas 0.05.
O maior fator de aproximação registrado foi de 3.18, que pode ser observado no grupo
100. Na prática, observa-se que os fatores de aproximação fornecidos pelo algoritmo na
base de dados foram significativamente menores do que o limite teórico provado para o
algoritmo.

A Tabela 4.5 mostra os resultados do Algoritmo 5 utilizando a base de dados USbIRI.
Os fatores de aproximação foram computados utilizando o limitante inferior apresentado
no Teorema 4.1.9.

Tabela 4.5: Resultados do Algoritmo 5 utilizando a base de dados USbIRI.
- - Distância Aproximação

Grupo OP Mínimo Média Máximo Mínimo Média Máximo
100 50 65 82.99 104 2.24 2.75 3.29
200 100 139 164.76 194 2.39 2.75 3.12
300 150 216 247.57 285 2.51 2.77 3.12
400 200 287 329.26 369 2.50 2.76 3.03
500 250 374 412.41 457 2.50 2.77 3.02

Pela Tabela 4.5, podemos perceber que o Algoritmo 5, em comparação com o Algo-
ritmo 4, apesar de apresentar uma distância média menor em todos os grupos, forneceu
uma aproximação média superior para todos os grupos analisados. Uma possível explica-
ção para esse comportamento é devido ao fato de um evento de indel criar, no máximo,
um breakpoint durante o processo de criação de cada instância, enquanto uma reversão
pode criar até dois breakpoints. O Algoritmo 5 também apresenta pouca variação na
aproximação média entre os diferentes grupos e, na prática, os fatores de aproximação
observados pelo algoritmo na base de dados também foram significativamente menores do
que o limite teórico provado para o algoritmo.

A Tabela 4.6 mostra os resultados do Algoritmo 6 utilizando a base de dados USbIRM.
Os fatores de aproximação foram computados utilizando o limitante inferior apresentado
no Teorema 4.1.9.

Podemos perceber pela Tabela 4.6 que o Algoritmo 6 apresenta um comportamento
similar aos algoritmos 4 e 5, mas com uma variação na aproximação média levemente
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Tabela 4.6: Resultados do Algoritmo 6 utilizando a base de dados USbIRM.
- - Distância Aproximação

Grupo OP Mínimo Média Máximo Mínimo Média Máximo
100 50 68 86.95 109 2.22 2.71 3.16
200 100 150 176.10 202 2.34 2.78 3.11
300 150 231 266.10 306 2.50 2.81 3.10
400 200 312 355.62 397 2.56 2.82 3.03
500 250 403 445.95 493 2.62 2.83 3.04

maior entre os grupos. A maior e a menor aproximação observada foi, respectivamente,
3.16 e 2.22, com ambos os registros ocorrendo no grupo 100.

A Tabela 4.7 mostra os resultados do Algoritmo 7 utilizando a base de dados USbIRMI.
Os fatores de aproximação foram computados utilizando o limitante inferior apresentado
no Teorema 4.1.9.

Tabela 4.7: Resultados do Algoritmo 7 utilizando a base de dados USbIRMI.
- - Distância Aproximação

Grupo OP Mínimo Média Máximo Mínimo Média Máximo
100 50 63 84.21 103 2.18 2.71 3.22
200 100 144 170.58 196 2.45 2.76 3.10
300 150 218 256.80 292 2.44 2.78 3.16
400 200 303 342.47 384 2.53 2.79 3.05
500 250 383 430.03 468 2.53 2.80 3.01

Na Tabela 4.7 podemos observar que a aproximação média do Algoritmo 7 variou de
2.71 até 2.80. A menor e a maior aproximação observada foi, respectivamente, 2.18 e 3.22,
com ambos os registros ocorrendo no grupo 100. Logo, o grupo 100 foi o que apresentou
maior variação entre os valores mínimo e máximo do fator de aproximação, com a variação
sendo de 1.04. O grupo que apresentou a menor variação entre as aproximações mínima
e máxima foi o grupo 500, com o valor de 0.48. Na prática, o Algoritmo 7 apresentou
resultados melhores do que o limite teórico provado para o mesmo.

A Tabela 4.8 mostra os resultados dos algoritmos 8, 9 e 10 utilizando a base de dados
USbIRT. Os fatores de aproximação foram computados utilizando o limitante inferior
apresentado no Teorema 4.1.9.

A partir da Tabela 4.8, podemos perceber que os três algoritmos apresentaram re-
sultados bem similares considerando a distância e aproximação média, mesmo possuindo
diferentes limites teóricos de aproximação. Inicialmente, podemos perceber que o Al-
goritmo 8, mesmo possuindo um limite teórico de aproximação superior, forneceu uma
distância média ligeiramente menor, comparada à fornecida pelo Algoritmo 9, em todos os
grupos. Note que a diferença foi extremamente pequena, sendo que a diferença absoluta
para cada grupo foi inferior a 0.75. O algoritmo que apresentou o melhor resultado, con-
siderando as métricas de distância média e aproximação média, foi o Algoritmo 10, sendo
que a maior aproximação observada foi de 3.04, registrada no grupo 100, e para os demais
grupos a aproximação foi menor ou igual a 3.0. É importante mencionar o bom desempe-
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Tabela 4.8: Resultados dos algoritmos 8, 9 e 10 utilizando a base de dados USbIRT.
Algoritmo 8

- - Distância Aproximação
Grupo OP Mínimo Média Máximo Mínimo Média Máximo
100 50 62 72.24 84 2.79 2.96 3.16
200 100 125 143.11 159 2.85 2.97 3.08
300 150 196 214.05 231 2.88 2.97 3.05
400 200 262 284.96 304 2.90 2.97 3.04
500 250 334 355.82 380 2.91 2.97 3.02

Algoritmo 9
- - Distância Aproximação

Grupo OP Mínimo Média Máximo Mínimo Média Máximo
100 50 62 72.39 83 2.79 2.96 3.20
200 100 126 143.57 159 2.85 2.97 3.11
300 150 194 214.53 231 2.90 2.98 3.09
400 200 265 285.54 306 2.90 2.98 3.06
500 250 335 356.56 380 2.92 2.98 3.05

Algoritmo 10
- - Distância Aproximação

Grupo OP Mínimo Média Máximo Mínimo Média Máximo
100 50 59 71.18 80 2.76 2.91 3.04
200 100 126 142.12 156 2.85 2.94 3.00
300 150 194 213.11 230 2.88 2.96 3.00
400 200 260 283.95 305 2.89 2.96 3.00
500 250 334 354.92 375 2.91 2.96 3.00

nho prático dos três algoritmos apresentando fatores de aproximação significativamente
menores do que os limites teóricos provados para cada um deles.

A Tabela 4.9 mostra os resultados do Algoritmo 11 utilizando a base de dados USbIRTI.
Os fatores de aproximação foram computados utilizando o limitante inferior apresentado
no Teorema 4.1.10.

Tabela 4.9: Resultados do Algoritmo 11 utilizando a base de dados USbIRTI.
- - Distância Aproximação

Grupo OP Mínimo Média Máximo Mínimo Média Máximo
100 50 57 67.13 77 2.65 2.86 2.96
200 100 118 133.46 147 2.82 2.92 2.97
300 150 184 199.48 218 2.85 2.94 2.98
400 200 249 265.46 285 2.89 2.95 2.98
500 250 308 331.91 356 2.90 2.95 2.99

Pela Tabela 4.9, é possível notar que houve pouca variação entre a aproximação média
fornecida pelo Algoritmo 11 para os grupos. Além disso, considerando a variação entre
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a menor e a maior aproximação observada em cada grupo, temos que o grupo 100 foi
o que apresentou a maior variação, com o valor de 0.31, enquanto os grupos 400 e 500
apresentaram a menor variação, com o valor de 0.09. Por fim, a aproximação máxima
observada em todos os grupos foi menor que 3.00.

A Tabela 4.10 mostra os resultados do Algoritmo 12 utilizando a base de dados
USbIRTM. Os fatores de aproximação foram computados utilizando o limitante inferior
apresentado no Teorema 4.1.9.

Tabela 4.10: Resultados do Algoritmo 12 utilizando a base de dados USbIRTM.
- - Distância Aproximação

Grupo OP Mínimo Média Máximo Mínimo Média Máximo
100 50 58 68.77 78 2.76 2.89 2.96
200 100 122 137.88 153 2.80 2.93 2.98
300 150 186 207.02 226 2.88 2.95 2.98
400 200 255 276.14 296 2.88 2.96 2.98
500 250 322 344.79 365 2.90 2.96 2.99

Na Tabela 4.10, podemos notar que a aproximação média fornecida pelo Algoritmo 12,
para cada grupo, apresentou um valor próximo tanto da aproximação mínima como da
aproximação máxima. Além disso, considerando todos os grupos, a menor e a maior
aproximação foram 2.76 e 2.99, respectivamente. A menor aproximação foi registrada no
grupo 100, enquanto a maior aproximação foi registrada no grupo 500.

A Tabela 4.11 mostra os resultados do Algoritmo 13 utilizando a base de dados
USbIRTMI. Os fatores de aproximação foram computados utilizando o limitante inferior
apresentado no Teorema 4.1.9.

Tabela 4.11: Resultados do Algoritmo 13 utilizando a base de dados USbIRTMI.
- - Distância Aproximação

Grupo OP Mínimo Média Máximo Mínimo Média Máximo
100 50 57 68.25 79 2.75 2.93 3.00
200 100 122 136.20 155 2.84 2.95 3.00
300 150 184 203.75 224 2.89 2.96 3.00
400 200 249 271.46 292 2.91 2.96 3.00
500 250 319 338.86 362 2.91 2.97 3.00

A partir da Tabela 4.11 notamos que em todos os grupos o Algoritmo 13 apresentou,
para pelo menos uma instância, uma aproximação (computada com base no limitante
inferior) que atingiu o limite teórico provado para o mesmo (coluna aproximação máxima).
Além disso, a aproximação média tende a aumentar conforme o tamanho da instância
cresce, mas a variação entre os grupos foi de apenas 0.04.

De maneira geral, todos os algoritmos apresentaram um bom desempenho na prática.
Vale ressaltar o desempenho dos algoritmos 8 e 9 para a variação sem sinais do problema
SbIRT, que mesmo possuindo um limite teórico para a aproximação mais elevado, apre-
sentaram resultados compatíveis com os resultados do melhor algoritmo conhecido para
o problema até o momento (Algoritmo 10).
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Heurística Gulosa

Com base em uma estratégia gulosa, nós propomos duas heurísticas que podem ser in-
corporadas aos algoritmos desenvolvidos para a variação sem sinais dos problemas inves-
tigados neste capítulo. As heurísticas consistem em verificar se existe, em uma instância
intergênica sem sinais I, uma operação de reversão, transposição ou move que remove dois
ou mais breakpoints tipo um e aplicá-la. O Algoritmo 14 mostra os passos da heurística
I, que devem ser executados seguindo uma ordem de prioridade, e considera apenas os
eventos de reversão e transposição.

Algoritmo 14: Heurística Gulosa I.
Entrada: Uma instância intergênica rígida sem sinais I = ((π, π̆), (ι, ῐ)) e um

modelo de rearranjoM
Saída: Uma sequência vazia ou com apenas um evento de reversão ou transposição
S ← ()1

se τ ∈M e existe uma transposição τ que remove três breakpoints tipo um então2

S ← (τ1)3

se τ ∈M e existe uma transposição τ que remove dois breakpoints tipo um então4

S ← (τ1)5

se ρ ∈M e existe uma reversão ρ que remove dois breakpoints tipo um então6

S ← (ρ1)7

retorne S8

O Algoritmo 15 mostra os passos da heurística II, que é uma extensão da heurística I
incluindo o evento de move.

Algoritmo 15: Heurística Gulosa II.
Entrada: Uma instância intergênica rígida sem sinais I = ((π, π̆), (ι, ῐ)) e um

modelo de rearranjoM
Saída: Uma sequência vazia ou com apenas um evento de reversão, transposição ou

move
S ← ()1

se τ ∈M e existe uma transposição τ que remove três breakpoints tipo um então2

S ← (τ1)3

se τ ∈M e existe uma transposição τ que remove dois breakpoints tipo um então4

S ← (τ1)5

se ρ ∈M e existe uma reversão ρ que remove dois breakpoints tipo um então6

S ← (ρ1)7

se µ ∈M e existe um move µ que remove dois breakpoints tipo um então8

S ← (µ1)9

retorne S10

Os algoritmos propostos para a variação sem sinais dos problemas SbIR, SbIRI,
SbIRM, SbIRMI, SbIRT, SbIRTI, SbIRTM e SbIRTMI devem, a cada iteração,
verificar se a heurística I ou II fornece uma sequência não vazia. Caso a resposta seja po-
sitiva, então o algoritmo deve incluir a operação fornecida pela heurística na sua sequência
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de eventos e atualizar a instância intergênica sem sinais I. Após isso, uma nova iteração
deve ser realizada pelo algoritmo. Caso contrário, o algoritmo segue aplicando normal-
mente os demais passos previstos.

Note que caso a heurística I ou II forneça alguma operação, então sabemos que pelo
menos dois breakpoints tipo um de I são removidos. Logo, a utilização de uma das
heurísticas pelos algoritmos indicados não altera o fator de aproximação teórico garantido
pelos mesmos. Entretanto, existe uma diferença entre o tempo de execução da heurística
I e II. Note que os passos que aplicam uma reversão ou uma transposição podem ser
realizados em tempo linear, com auxílio da permutação inversa de π. Contudo, o passo
que aplica um move, no pior caso, possui um tempo de execução de O(n log n). Note
que esse passo utiliza apenas breakpoints subcarregados e sobrecarregados, verificando se
existe um par com um breakpoint sobrecarregado e um breakpoint subcarregado, tal que
o excesso no tamanho da região intergênica do breakpoint sobrecarregado é exatamente
a quantidade que falta na região intergênica do breakpoint subcarregado. Uma forma de
realizar esse passo é ordenando os breakpoints sobrecarregados pelo excesso no tamanho
da região intergênica e, para cada breakpoint subcarregado, realizar uma busca binária
verificando se é possível encontrar um par com tal característica.

Dessa forma, a utilização da heurística I (Algoritmo 14) não altera o tempo de execução
dos algoritmos propostos para a variação sem sinais dos problemas SbIR, SbIRI, SbIRM,
SbIRMI, SbIRT, SbIRTI, SbIRTM e SbIRTMI, mantendo-os em O(n2). Entretanto,
o uso da heurística II (Algoritmo 15) afeta o tempo de execução dos algoritmos para a
variação sem sinais dos problemas SbIRM, SbIRMI, SbIRTM e SbIRTMI, alterando-
os para O(n2 log n).

4.1.4 Instâncias Intergênicas Rígidas com Sinais

Nesta seção, apresentaremos algoritmos para os problemas investigados neste capítulo em
um cenário não ponderado e em instâncias intergênicas rígidas com sinais. Inicialmente
iremos apresentar algumas definições e lemas que serão utilizados por múltiplos algoritmos.

A seguir, descrevemos a transformação de duplicação, que pode ser aplicada em uma re-
presentação intergênica rígida com sinais. Caso a representação esteja na forma estendida,
os elementos π0 e πn+1 são ignorados, a transformação é aplicada e a nova representação
resultante é então estendida.

Definição 4.1.1. Dada uma representação intergênica rígida com sinaisR = (π, π̆) com n

genes, a duplicação D(R) cria uma representação intergênica rígida sem sinaisR′ = (π′, π̆′)

com 2n genes, de forma que cada elemento πi ∈ π é mapeado em dois elementos de π′

(π′2i−1 e π′2i). Caso πi > 0, então π′2i−1 = 2πi− 1 e π′2i = 2πi. Caso contrário, π′2i−1 = |2πi|
e π′2i = |2πi| − 1. Além disso, π̆′2i−1 = π̆i, para i ∈ [1..n+ 1], e π̆′2j = 0, para j ∈ [1..n].

O Exemplo 4.1.2 mostra a transformação de duplicação sendo aplicada em uma repre-
sentação intergênica rígida com sinais R = ((+0 +1 −3 −2 +4), (5, 3, 1, 2)).

Exemplo 4.1.2.

5 3 1 2+0 +1 −3 −2 +4
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π = (+0 +1 −3 −2 +4)

π̆ = (5, 3, 1, 2)

5 0 3 0 1 0 20 1 2 6 5 4 3 7

π′ = (0 1 2 6 5 4 3 7)

π̆′ = (5, 0, 3, 0, 1, 0, 2)

Seja F uma função que recebe uma instância intergênica rígida com sinais I =

((π, π̆), (ι, ῐ)), com n genes, e cria uma instância intergênica rígida sem sinais I ′ = ((π′, π̆′),

(ι′, ῐ′)), com 2n genes, da seguinte forma: (i) (π′, π̆′) = D((π, π̆)) e (ii) (ι′, ῐ′) = D((ι, ῐ)).

Lema 4.1.60. Dada uma instância intergênica rígida com sinais I = ((π, π̆), (ι, ῐ)) com
n genes, a função F cria uma instância intergênica rígida sem sinais I ′ = ((π′, π̆′), (ι′, ῐ′))

com 2n genes, tal que ib1(I ′) = ib2(I).

Demonstração. Perceba que cada breakpoint tipo dois em I é mapeado pela função F
em um breakpoint tipo um em I ′. Além disso, cada elemento πi ∈ π, que é mapeado
em dois elementos de π′ (π′2i−1 e π′2i), sempre gera uma adjacência intergênica em I ′,
pois |π′2i−1 − π′2i| = 1 e a região intergênica entre π′2i−1 e π′2i tem tamanho zero tanto
no genoma de origem como no genoma alvo. Por fim, se um par (πi, πi+1) não é um
breakpoint tipo dois em I, então uma adjacência intergênica (π′2i, π

′
2i+1) é criada em I ′.

Logo, ib1(I ′) = ib2(I) e o lema segue.

Lema 4.1.61. Seja I ′ = ((π′, π̆′), (ι′, ῐ′)) uma instância intergênica rígida sem sinais tal
que I ′ = F(I = ((π, π̆), (ι, ῐ))). Seja S ′ uma sequência de eventos de reversão, transpo-
sição, move e indel que transforma (π′, π̆′) em (ι′, ῐ′) de forma que nenhum evento de S ′

afeta as adjacências intergênicas de I ′. Existe uma função G que cria, a partir de S ′,
uma sequência de eventos S que transforma (π, π̆) em (ι, ῐ) e |S| = |S ′|.

Demonstração. Seja G uma função que cria uma sequência S com base nas operações
da sequência S ′. Para cada evento de rearranjo β em S ′, mantendo a ordem relativa, o
seguinte mapeamento é utilizado:

• Se β for uma reversão ρ(i,j)
(x,y), então adicione em S a reversão ρ( i+1

2
, j
2

)

(x,y) .

• Se β for uma transposição τ (i,j,k)
(x,y,z), então adicione em S a transposição ρ( i+1

2
, j+1

2
, k+1

2
)

(x,y,z) .

• Se β for um move µ(i,j)
(x) , então adicione em S o move µ( i+1

2
, j+1

2
)

(x) .

• Se β for um indel δ(i)
(x), então adicione em S o indel δ( i+1

2
)

(x) .

Como as adjacências intergênicas de I ′ não são afetadas por qualquer evento de S ′, então
isso significa que nenhuma região π̆′2j, para j ∈ [1..n], foi afetada. Sabendo disso, temos
a garantia de que nenhum evento de S ′ separa os pares de elemento π′2i−1 e π′2i, para
i ∈ [1..n]. Note que o mapeamento utilizado pela função G considera a mudança na posição
dos elementos causada pela transformação de duplicação. Dessa forma, a sequência S
fornecida pela função G é capaz de transformar (π, π̆) em (ι, ῐ) e |S| = |S ′|. Logo, o lema
segue.

Note que as funções F e G podem ser computadas em tempo linear.
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Reversão

Nesta seção, apresentaremos um algoritmo de aproximação com fator 4 para a variação
com sinais do problema SbIR (Algoritmo 16).

Algoritmo 16: Um algoritmo de aproximação para o problema SbIR.
Entrada: Uma instância intergênica rígida balanceada com sinais I = ((π, π̆), (ι, ῐ))
Saída: Uma sequência de eventos de reversão S, tal que (π, π̆) · S = (ι, ῐ)
. Lema 4.1.60
I ′ ← F(I)1

Seja S ′ uma sequência de eventos de reversão fornecida pelo Algoritmo 4 para a2

instância I ′
. Lema 4.1.61
S ← G(S ′)3

retorne S4

Note que o tempo de execução do Algoritmo 16 é O(n2) (tempo de execução do
Algoritmo 4), uma vez que as funções F e G são executas em tempo linear.

Teorema 4.1.62. O Algoritmo 16 é uma 4-aproximação para a variação com sinais do
problema SbIR.

Demonstração. Seja I = ((π, π̆), (ι, ῐ)) uma instância intergênica rígida balanceada com
sinais. Note que o Algoritmo 4 fornece uma sequência de reversões que afetam apenas
breakpoints tipo um. Logo, nenhuma adjacência intergênica de I ′ é afetada. Além disso,
pelo Lema 4.1.23, Algoritmo 4 utiliza, no máximo, 2ib1(I ′) reversões para transformar
(π′, π̆′) em (ι′, ῐ′). Pelo Lema 4.1.61, temos que (π, π̆) · S = (ι, ῐ) e |S| = |S ′| ≤ 2ib1(I ′).
Pelo Lema 4.1.60, temos que ib1(I ′) = ib2(I). Logo, |S| ≤ 2ib2(I). Pelo Teorema 4.1.11,
temos o seguinte limitante inferior: diR(I) ≥ ib2(I)

2
. Logo, o teorema segue.

Reversão e Indel

Nesta seção, apresentaremos um algoritmo de aproximação com fator 4 para a variação
com sinais do problema SbIRI (Algoritmo 17).

Algoritmo 17: Um algoritmo de aproximação para o problema SbIRI.
Entrada: Uma instância intergênica rígida com sinais I = ((π, π̆), (ι, ῐ))
Saída: Uma sequência de eventos de reversão e indel S, tal que (π, π̆) · S = (ι, ῐ)
. Lema 4.1.60
I ′ ← F(I)1

Seja S ′ uma sequência de eventos de reversão e indel fornecida pelo Algoritmo 5 para2

a instância I ′
. Lema 4.1.61
S ← G(S ′)3

retorne S4
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Teorema 4.1.63. O Algoritmo 17 é uma 4-aproximação para a variação com sinais do
problema SbIRI.

Demonstração. A prova é similar à descrita no Teorema 4.1.62, mas considerando que
o Algoritmo 5 utiliza, no máximo, 2ib1(I ′) eventos de reversão e indel para transformar
(π′, π̆′) em (ι′, ῐ′) (Lema 4.1.27).

Reversão e Move

Nesta seção, apresentaremos algoritmos de aproximação com fatores 4 e 2 para a variação
com sinais do problema SbIRM. Agora, considere o Algoritmo 18.

Algoritmo 18: Um algoritmo de aproximação para o problema SbIRM.
Entrada: Uma instância intergênica rígida balanceada com sinais I = ((π, π̆), (ι, ῐ))
Saída: Uma sequência de eventos de reversão e move S, tal que (π, π̆) · S = (ι, ῐ)
. Lema 4.1.60
I ′ ← F(I)1

Seja S ′ uma sequência de eventos de reversão e move fornecida pelo Algoritmo 6 para2

a instância I ′
. Lema 4.1.61
S ← G(S ′)3

retorne S4

Teorema 4.1.64. O Algoritmo 18 é uma 4-aproximação para a variação com sinais do
problema SbIRM.

Demonstração. A prova é similar à descrita no Teorema 4.1.62, mas considerando que o
Algoritmo 6 utiliza, no máximo, 2ib1(I ′) eventos de reversão e move para transformar
(π′, π̆′) em (ι′, ῐ′) (Lema 4.1.30).

A seguir, utilizaremos a estrutura de grafo de ciclos ponderado rígido e apresentaremos
lemas usados para obtenção de um algoritmo que garante um fator de aproximação 2 para
a variação com sinais do problema SbIRM.

Lema 4.1.65. Seja I = ((π, π̆), (ι, ῐ)) uma instância intergênica rígida balanceada com
sinais tal que em G(I) existe um ciclo negativo. Existe em G(I) pelo menos um ciclo
positivo.

Demonstração. Suponha por contradição que I = ((π, π̆), (ι, ῐ)) é uma instância intergê-
nica rígida balanceada com sinais, tal que em G(I) existe um ciclo negativo e não existe
nenhum ciclo positivo. Como em G(I) existe, pelo menos, um ciclo negativo e os ciclos
restantes só podem ser negativos ou balanceados, temos que

∑n+1
i=1 π̆i >

∑n+1
i=1 ῐi, o que

contradiz a suposição de que I é uma instância intergênica rígida balanceada.

Lema 4.1.66. Seja I = ((π, π̆), (ι, ῐ)) uma instância intergênica rígida com sinais tal
que em G(I) existe um ciclo trivial negativo C = (c1) e pelo menos um outro ciclo
D = (d1, . . . , dk) desbalanceado. É possível aumentar o número de ciclos balanceados de
G(I) em pelo menos uma unidade após aplicar uma operação de move.
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Demonstração. Neste caso, basta transferir o peso extra da aresta preta c1 para a primeira
aresta preta do ciclo D utilizando uma operação de move. Como C é um ciclo trivial,
após aplicação da operação de move ele se torna balanceado, e o lema segue.

Lema 4.1.67. [Lema 5.1 de Oliveira et al. [57]] Seja I = ((π, π̆), (ι, ῐ)) uma instância
intergênica rígida com sinais tal que em G(I) existe pelo menos um ciclo divergente
negativo ou balanceado C. É possível aumentar o número de ciclos de G(I) em uma
unidade e o número de ciclos balanceados de G(I) em uma unidade, após aplicar uma
operação de reversão.

Lema 4.1.68. [Lema 5.2 de Oliveira et al. [57]] Seja I = ((π, π̆), (ι, ῐ)) uma instância
intergênica rígida com sinais tal que todos os ciclos não triviais negativos ou balanceados
de G(I) são convergentes. É possível aumentar o número de ciclos de G(I) em uma
unidade e o número de ciclos balanceados de G(I) em uma unidade, após aplicar uma
sequência de duas reversões.

Agora considere o Algoritmo 19 e observe que ele possui três passos: (i) operações de
move aplicadas a ciclos negativos triviais (lemas 4.1.65 e 4.1.66); (ii) reversões aplicadas em
ciclos divergentes negativos ou balanceados (Lema 4.1.67); (iii) duas reversões consecutivas
aplicadas em ciclos convergentes negativos ou balanceados (Lema 4.1.68).

Algoritmo 19: Um algoritmo de aproximação para o problema SbIRM.
Entrada: Uma instância intergênica rígida balanceada com sinais I = ((π, π̆), (ι, ῐ))
Saída: Uma sequência de reversões e moves S, tal que (π, π̆) · S = (ι, ῐ)
Seja S ← ()1

enquanto c(G(I)) < n+ 1 ou cb(G(I)) < n+ 1 faça2

se existir um ciclo trivial negativo em G(I) então3

. Lemas 4.1.65 e 4.1.66
S ′ ← (µ1)4

senão se existir um ciclo divergente negativo ou balanceado em G(I) então5

. Lema 4.1.67
S ′ ← (ρ1)6

senão7

. Lema 4.1.68
S ′ ← (ρ1, ρ2)8

S ← S + S ′9

I ← ((π, π̆) · S ′, (ι, ῐ))10

retorne S11

Dada uma instância intergênica rígida com sinais I = ((π, π̆), (ι, ῐ)) e uma sequência
de eventos de rearranjo S, seja ∆c+cb(I, S) = ∆c(G(I),S)+∆cb(G(I),S)

|S| o número médio de
ciclos e de ciclos balanceados criados por cada operação de S. Note que nas sequências
geradas pelos passos (i), (ii) e (iii) temos que ∆c+cb(I, S) ≥ 1.

Lema 4.1.69. Seja I = ((π, π̆), (ι, ῐ)) uma instância intergênica rígida balanceada com
sinais. O Algoritmo 19 transforma (π, π̆) em (ι, ῐ) utilizando, no máximo, 2(n + 1) −
(c(G(I)) + cb(G(I))) eventos de reversão e move.



121

Demonstração. Pela Observação 2.6.3, sabemos que se c(G(I)) = n+ 1 e cb(G(I)) =

n+ 1, então o genoma alvo foi alcançado. Note que, enquanto essa condição não for
satisfeita, o Algoritmo 19 garante que todo ciclo trivial negativo seja transformado em
balanceado pelos lemas 4.1.65 e 4.1.66. Se não existir nenhum ciclo trivial negativo,
qualquer ciclo divergente negativo ou balanceado é dividido em dois ciclos com a ga-
rantia de que pelo menos um deles seja balanceado (Lema 4.1.67). Se nenhuma dessas
duas situações anteriores ocorrer, G(I) pode ter ciclos triviais positivos ou balanceados,
ciclos divergentes positivos e ciclos convergentes (positivos, negativos ou balanceados).
Assim, todos os ciclos não triviais negativos e balanceados em G(I) são convergentes e
o Lema 4.1.68 pode ser aplicado. Observe que o Algoritmo 19, em cada iteração, sem-
pre executa um dos passos (i), (ii) ou (iii). Além disso, cada passo aumenta, em pelo
menos uma unidade, o número de ciclos ou, em pelo menos uma unidade, o número de
ciclos balanceados. Esse processo se repete até G(I) possuir n+ 1 ciclos e n+ 1 ciclos
balanceados que, consequentemente transforma (π, π̆) em (ι, ῐ) e o algoritmo encerra sua
execução. Como ∆c+cb(I, S) ≥ 1 para as sequências geradas pelos passos (i), (ii) e (iii),
no máximo, 2(n + 1) − (c(G(I)) + cb(G(I))) eventos de reversão e move são utilizados.
Assim, o lema segue.

Perceba que os passos (i) e (ii) do Algoritmo 19 podem ser realizados em tempo linear.
Entretanto, o tempo de execução do passo (iii) é O(n2), uma vez que é necessário verificar
o cruzamento dos ciclos para determinar a sequência de duas reversões. Como o laço da
linha 2 repete-se, no máximo, n vezes, então o tempo de execução do Algoritmo 19 é
O(n3).

Teorema 4.1.70. O Algoritmo 19 é uma 2-aproximação para a variação com sinais do
problema SbIRM.

Demonstração. Seja I = ((π, π̆), (ι, ῐ)) uma instância intergênica rígida balanceada com
sinais. Pelo Lema 4.1.69, o Algoritmo 19 transforma (π, π̆) em (ι, ῐ) utilizando, no máximo,
2(n+1)− (c(G(I))+ cb(G(I))) eventos de reversão e move. Pelo Teorema 4.1.13, temos o
seguinte limitante inferior: diRM(I) ≥ n+ 1− c(G(I))+cb(G(I))

2
. Assim, o teorema segue.

Reversão, Move e Indel

Nesta seção, apresentaremos algoritmos de aproximação com fatores 4 e 2 para a variação
com sinais do problema SbIRMI. Agora, considere o Algoritmo 20.

Teorema 4.1.71. O Algoritmo 20 é uma 4-aproximação para a variação com sinais do
problema SbIRMI.

Demonstração. A prova é similar à descrita no Teorema 4.1.62, mas considerando que o
Algoritmo 7 utiliza, no máximo, 2ib1(I ′) eventos de reversão, move e indel para transfor-
mar (π′, π̆′) em (ι′, ῐ′) (Lema 4.1.32).

A seguir, utilizaremos a estrutura de grafo de ciclos ponderado rígido e apresentaremos
lemas usados para obtenção de um algoritmo que garante um fator de aproximação 2 para
a variação com sinais do problema SbIRMI.
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Algoritmo 20: Um algoritmo de aproximação para o problema SbIRMI.
Entrada: Uma instância intergênica rígida com sinais I = ((π, π̆), (ι, ῐ))
Saída: Uma sequência de eventos de reversão, move e indel S, tal que

(π, π̆) · S = (ι, ῐ)
. Lema 4.1.60
I ′ ← F(I)1

Seja S ′ uma sequência de eventos de reversão, move e indel fornecida pelo2

Algoritmo 7 para a instância I ′
. Lema 4.1.61
S ← G(S ′)3

retorne S4

Lema 4.1.72. Seja I = ((π, π̆), (ι, ῐ)) uma instância intergênica rígida com sinais tal
que em G(I) existe um ciclo trivial negativo C = (c1). É possível aumentar o número de
ciclos balanceados de G(I) em uma unidade, após aplicar uma operação de indel.

Demonstração. Note que o ciclo C é trivial, então ele possui apenas uma aresta preta
e uma aresta cinza. Neste caso, basta aplicar um indel na aresta preta c1 do ciclo C

removendo |
∑

e′i∈Ec(C) wc(e
′
i) −

∑
ei∈Ep(C) wp(ei)| nucleotídeos. Dessa forma, o ciclo C é

transformado em balanceado, e o lema segue.

Lema 4.1.73. Seja I = ((π, π̆), (ι, ῐ)) uma instância intergênica rígida com sinais tal que
em G(I) existe um ciclo positivo C. É possível aumentar o número de ciclos balanceados
de G(I) em uma unidade, após aplicar uma operação de indel.

Demonstração. Neste caso, basta aplicar um indel na primeira aresta preta do ciclo C
inserindo

∑
e′i∈Ec(C) wc(e

′
i)−

∑
ei∈Ep(C) wp(ei) nucleotídeos. Dessa forma, o ciclo C é trans-

formado em balanceado, e o lema segue.

Agora, considere o Algoritmo 21 e observe que ele possui quatro passos: (i) opera-
ções de move ou indel aplicadas em ciclos negativos triviais (lemas 4.1.66 e 4.1.72); (ii)

reversões aplicadas em ciclos divergentes negativos ou balanceados (Lema 4.1.67); (iii)

duas reversões consecutivas aplicadas em ciclos convergentes negativos ou balanceados
(Lema 4.1.68); (iv) indels aplicados em ciclos positivos (Lema 4.1.73).

Note que nas sequências geradas pelos passos (i), (ii), (iii) e (iv) do Algoritmo 21,
também temos que ∆c+cb(I, S) ≥ 1.

Lema 4.1.74. Seja I = ((π, π̆), (ι, ῐ)) uma instância intergênica rígida com sinais. O
Algoritmo 21 transforma (π, π̆) em (ι, ῐ) utilizando, no máximo, 2(n + 1) − (c(G(I)) +

cb(G(I))) eventos de reversão, move e indel.

Demonstração. Pela Observação 2.6.3, sabemos que se c(G(I)) = n+ 1 e cb(G(I)) =

n+ 1, então o genoma alvo foi alcançado. Note que, enquanto essa condição não for
satisfeita, o Algoritmo 21 garante que todo ciclo trivial negativo seja transformado em
balanceado pelos lemas 4.1.66 e 4.1.72. Se não existir nenhum ciclo trivial negativo,
qualquer ciclo divergente negativo ou balanceado é dividido em dois ciclos com a garantia
de que pelo menos um deles seja balanceado (Lema 4.1.67). Se nenhuma dessas duas
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Algoritmo 21: Um algoritmo de aproximação para o problema SbIRMI.
Entrada: Uma instância intergênica rígida balanceada com sinais I = ((π, π̆), (ι, ῐ))
Saída: Uma sequência de reversões, moves e indels S, tal que (π, π̆) · S = (ι, ῐ)
Seja S ← ()1

enquanto c(G(I)) < n+ 1 ou cb(G(I)) < n+ 1 faça2

se existir um ciclo trivial negativo C em G(I) então3

se existir um ciclo desbalanceado D em G(I), tal que D 6= C, então4

. Lema 4.1.66
S ′ ← (µ1)5

senão6

. Lema 4.1.72
S ′ ← (δ1)7

8

senão se existir um ciclo divergente negativo ou balanceado em G(I) então9

. Lema 4.1.67
S ′ ← (ρ1)10

senão se existir um ciclo convergente negativo ou balanceado em G(I) então11

. Lema 4.1.68
S ′ ← (ρ1, ρ2)12

senão13

. Lema 4.1.73
S ′ ← (δ1)14

S ← S + S ′15

I ← ((π, π̆) · S ′, (ι, ῐ))16

retorne S17

situações anteriores ocorrer, G(I) pode ter ciclos triviais positivos ou balanceados, ciclos
divergentes positivos e ciclos convergentes (positivos, negativos ou balanceados). Se existir
pelo menos um ciclo convergente negativo ou balanceado, então o Lema 4.1.68 pode ser
aplicado. Caso o passo (iii) não seja aplicado, isso implica que deve existir pelo menos
um ciclo positivo em G(I) e o passo (iv) pode ser aplicado, aumentando o número de
ciclos balanceados em uma unidade (Lema 4.1.73). Observe que o Algoritmo 21, em
cada iteração, sempre executa um dos passos (i), (ii), (iii) ou (iv). Além disso, cada
passo aumenta, em pelo menos uma unidade, o número de ciclos ou, em pelo menos uma
unidade, o número de ciclos balanceados. Esse processo se repete até G(I) possuir n+ 1

ciclos e n+ 1 ciclos balanceados que, consequentemente transforma (π, π̆) em (ι, ῐ) e o
algoritmo encerra sua execução. Como ∆c+cb(I, S) ≥ 1 para as sequências geradas pelos
passos (i), (ii), (iii) e (iv), no máximo, 2(n+1)−(c(G(I))+cb(G(I))) eventos de reversão,
move e indel são utilizados. Assim, o lema segue.

Note que o Algoritmo 21, em comparação com o Algoritmo 19, difere apenas pelos
passos (i) e (iv), que podem ser realizados em tempo linear. Logo, o tempo de execução
do Algoritmo 21 também é O(n3).

Teorema 4.1.75. O Algoritmo 21 é uma 2-aproximação para a variação com sinais do
problema SbIRMI.
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Demonstração. Seja I = ((π, π̆), (ι, ῐ)) uma instância intergênica rígida com sinais. Pelo
Lema 4.1.74, o Algoritmo 21 transforma (π, π̆) em (ι, ῐ) utilizando, no máximo, 2(n+1)−
(c(G(I)) + cb(G(I))) eventos de reversão, move e indel. Pelo Teorema 4.1.13, temos o
seguinte limitante inferior: diRMI(I) ≥ n+ 1 − c(G(I))+cb(G(I))

2
. Assim, o teorema segue.

Reversão e Transposição

Nesta seção, apresentaremos um algoritmo de aproximação com fator 4 para a variação
com sinais do problema SbIRT (Algoritmo 22).

Algoritmo 22: Um algoritmo de aproximação para o problema SbIRT.
Entrada: Uma instância intergênica rígida balanceada com sinais I = ((π, π̆), (ι, ῐ))
Saída: Uma sequência de eventos de reversão e transposição S, tal que

(π, π̆) · S = (ι, ῐ)
. Lema 4.1.60
I ′ ← F(I)1

Seja S ′ uma sequência de eventos de reversão e transposição fornecida pelo2

Algoritmo 10 para a instância I ′
. Lema 4.1.61
S ← G(S ′)3

retorne S4

Teorema 4.1.76. O Algoritmo 22 é uma 4-aproximação para a variação com sinais do
problema SbIRT.

Demonstração. Seja I = ((π, π̆), (ι, ῐ)) uma instância intergênica rígida balanceada com
sinais. Note que o Algoritmo 10 fornece uma sequência de reversões e transposições
que afetam apenas breakpoints tipo um. Logo, nenhuma adjacência intergênica de I ′ é
afetada. Além disso, pelo Lema 4.1.50, o Algoritmo 10 utiliza, no máximo, 4ib1(I′)

3
eventos

de reversão e transposição para transformar (π′, π̆′) em (ι′, ῐ′). Pelo Lema 4.1.61, temos que
(π, π̆)·S = (ι, ῐ) e |S| = |S ′| ≤ 4ib1(I′)

3
. Pelo Lema 4.1.60, temos que ib1(I ′) = ib2(I). Logo,

|S| ≤ 4ib2(I)
3

. Pelo Teorema 4.1.11, temos o seguinte limitante inferior: diRT(I) ≥ ib2(I)
3

.
Logo, o teorema segue.

Reversão, Transposição e Indel

Nesta seção, apresentaremos dois algoritmos de aproximação com fatores 4 e 3 para a
variação com sinais do problema SbIRTI. Considere o Algoritmo 23.

Teorema 4.1.77. O Algoritmo 23 é uma 4-aproximação para a variação com sinais do
problema SbIRTI.

Demonstração. Seja I = ((π, π̆), (ι, ῐ)) uma instância intergênica rígida com sinais. Note
que o Algoritmo 11 fornece uma sequência de reversões, transposições e indels que afetam
apenas breakpoints tipo um. Logo, nenhuma adjacência intergênica de I ′ é afetada. Além
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Algoritmo 23: Um algoritmo de aproximação para o problema SbIRTI.
Entrada: Uma instância intergênica rígida com sinais I = ((π, π̆), (ι, ῐ))
Saída: Uma sequência de eventos de reversão, transposição e indel S, tal que

(π, π̆) · S = (ι, ῐ)
. Lema 4.1.60
I ′ ← F(I)1

Seja S ′ uma sequência de eventos de reversão, transposição e indel fornecida pelo2

Algoritmo 11 para a instância I ′
. Lema 4.1.61
S ← G(S ′)3

retorne S4

disso, pelo Lema 4.1.53, o Algoritmo 11 utiliza, no máximo, 4ib1(I′)
3

ou 4ib1(I′)
3

+ 1 eventos
de reversão, transposição e indel para transformar (π′, π̆′) em (ι′, ῐ′), se I ′ for balanceada
ou desbalanceada, respectivamente. Pelo Lema 4.1.61, temos que (π, π̆) · S = (ι, ῐ) e
|S| = |S ′|. Pelo Lema 4.1.60, temos que ib1(I ′) = ib2(I). Logo, caso I seja balanceada
temos que |S| ≤ 4ib2(I)

3
. Caso contrário, temos que |S| ≤ 4ib2(I)

3
+ 1. Pelo Teorema 4.1.12,

temos o seguinte limitante inferior: (i) se I for balanceada, então diRT(I) ≥ ib2(I)
3

; (ii)

caso contrário, diRT(I) ≥ ib2(I)+2
3

. Se I for balanceada, temos que
4b2(I)

3
ib2(I)

3

= 4. Se I for

desbalanceada, temos que
4ib2(I)

3
+1

ib2(I)+2
3

=
4ib2(I)+3

3
ib2(I)+2

3

= 4ib2(I)+3
ib2(I)+2

. Entretanto, como 4ib2(I)+3
ib2(I)+2

<

4(ib2(I)+2)
ib2(I)+2

= 4, o teorema segue.

A seguir, utilizaremos a estrutura de grafo de ciclos ponderado rígido e apresentaremos
lemas usados para obtenção de um algoritmo de aproximação com um fator 3 para a
variação com sinais do problema SbIRTI.

Lema 4.1.78. [Lema 4.3 de Oliveira et al. [59]] Seja I = ((π, π̆), (ι, ῐ)) uma instância
intergênica rígida com sinais tal que em G(I) existe pelo menos um ciclo orientado nega-
tivo C. É é possível aumentar o número de ciclos balanceados de G(I) em uma unidade,
após aplicar uma operação de transposição.

Lema 4.1.79. [Lema 4.6 de Oliveira et al. [59]] Seja I = ((π, π̆), (ι, ῐ)) uma instância
intergênica rígida com sinais tal que em G(I) existe pelo menos um ciclo orientado balan-
ceado C. É possível aumentar o número de ciclos balanceados de G(I) em duas unidades,
após aplicar três operações de transposição.

Lema 4.1.80. Seja I = ((π, π̆), (ι, ῐ)) uma instância intergênica rígida com sinais tal
que em G(I) todos os ciclos não triviais são não orientados balanceados ou negativos. É
possível aumentar o número de ciclos balanceados de G(I) em duas unidades, após aplicar
três operações de reversão.

Demonstração. Seja C um ciclo não orientado balanceado ou negativo em G(I). Como C
é um ciclo não orientado, ele possui pelo menos um open gate. Como todos os open gates
em G(I) são fechados [11], então existe um ciclo não trivial D que se cruza com C. Como
todos os ciclos não triviais em G(I) são não orientados balanceados ou negativos, então D
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é um ciclo não orientado balanceado ou negativo. Neste caso, basta aplicar uma reversão
nas arestas pretas de D que estão imediatamente antes e depois da aresta cinza que fecha
o open gate de C. Como resultado, C passa a ser um ciclo divergente e o Lema 4.1.67 pode
ser aplicado, aumentando o número de ciclos balanceados em uma unidade. Entretanto,
a segunda reversão faz com que o ciclo D se torne divergente e o Lema 4.1.67 pode ser
aplicado novamente, aumentando o número de ciclos balanceados em mais uma unidade.
No fim, o número de ciclos balanceados de G(I) aumenta em duas unidades, após aplicar
três operações de reversão e o lema segue.

Agora considere o Algoritmo 24. Note que, em cada passo, é tratado um determinado
tipo de ciclo visando aumentar o número de ciclos balanceados em G(I).

Algoritmo 24: Um algoritmo de aproximação para o problema SbIRTI.
Entrada: Uma instância intergênica rígida balanceada com sinais I = ((π, π̆), (ι, ῐ))
Saída: Uma sequência de reversões, transposições e indels S, tal que (π, π̆) ·S = (ι, ῐ)
Seja S ← ()1

enquanto cb(G(I)) < n+ 1 faça2

se existir um ciclo positivo em G(I) então3

. Lema 4.1.73
S ′ ← (δ1)4

senão se existir um ciclo trivial negativo em G(I) então5

. Lema 4.1.72
S ′ ← (δ1)6

senão se existir um ciclo divergente em G(I) então7

. Lema 4.1.67
S ′ ← (ρ1)8

senão se existir um ciclo orientado C em G(I) então9

se C for negativo então10

. Lema 4.1.78
S ′ ← (τ1)11

senão12

. Lema 4.1.79
S ′ ← (τ1, τ2, τ3)13

14

senão15

. Lema 4.1.80
S ′ ← (ρ1, ρ2, ρ3)16

S ← S + S ′17

I ← ((π, π̆) · S ′, (ι, ῐ))18

retorne S19

Lema 4.1.81. Seja I = ((π, π̆), (ι, ῐ)) uma instância intergênica rígida com sinais. O
Algoritmo 24 transforma (π, π̆) em (ι, ῐ) utilizando, no máximo, 3(n+1−cb(G(I)))

2
eventos de

reversão, transposição e indel.

Demonstração. Pela Observação 2.6.3, sabemos que se cb(G(I)) = n+ 1, então o genoma
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alvo foi alcançado. Note que, enquanto essa condição não for satisfeita, o Algoritmo 24
aplicará um dos seguintes passos:

i. Se houver algum ciclo positivo em G(I), então aplicando um indel o ciclo torna-se
balanceado (Lema 4.1.73).

ii. Se existir um ciclo trivial negativo em G(I), então aplicando um indel o ciclo torna-se
balanceado (Lema 4.1.72).

iii. Note que neste ponto do algoritmo todos os ciclos de G(I) são negativos ou balan-
ceados. Se houver algum ciclo divergente (negativo ou balanceado) em G(I), então
aplicando uma reversão é possível aumentar o número de ciclos balanceados em uma
unidade (Lema 4.1.67).

iv. Neste ponto do algoritmo os ciclos não triviais em G(I) são, obrigatoriamente, conver-
gentes. Caso exista um ciclo orientado negativo, então com uma transposição é pos-
sível aumentar o número de ciclos balanceados em uma unidade (Lema 4.1.78). Caso
exista um ciclo orientado balanceado, então com uma sequência de três transposições
é possível aumentar o número de ciclos balanceados em duas unidades (Lema 4.1.79).

v. Neste ponto do algoritmo os ciclos não triviais em G(I) são, obrigatoriamente, con-
vergentes não orientados balanceados ou negativos. Por fim, com uma sequência de
três reversões é possível aumentar o número de ciclos balanceados em duas unidades
(Lema 4.1.80).

Note que nos cinco passos o número de ciclos balanceados aumenta em pelo menos
uma unidade. Logo, o genoma alvo eventualmente será alcançado e o algoritmo termina a
execução. Além disso, no pior caso, três operações são utilizadas para aumentar o número
de ciclos em duas unidades. Dessa forma, temos que, no máximo, 3(n+1−cb(G(I)))

2
eventos

de reversão, transposição e indel são utilizados para transformar (π, π̆) em (ι, ῐ), e o lema
segue.

Note que o Algoritmo 24 é uma extensão do algoritmo apresentado por Oliveira et
al. [59] para o problema SbIRT em instâncias intergênicas balanceadas com sinais. Por
esse motivo, no pior caso, o tempo de execução do Algoritmo 24 também é O(n4).

Teorema 4.1.82. O Algoritmo 24 é uma 3-aproximação para a variação com sinais do
problema SbIRTI.

Demonstração. Seja I = ((π, π̆), (ι, ῐ)) uma instância intergênica rígida com sinais. Pelo
Lema 4.1.81, temos que o Algoritmo 24 transforma (π, π̆) em (ι, ῐ) utilizando, no máximo,
3(n+1−cb(G(I)))

2
eventos de reversão, transposição e indel. Pelo Teorema 4.1.14, temos o

seguinte limitante inferior: diRTI(I) ≥ n+1−cb(G(I))
2

. Logo, o teorema segue.
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Algoritmo 25: Um algoritmo de aproximação para o problema SbIRTM.
Entrada: Uma instância intergênica rígida balanceada com sinais I = ((π, π̆), (ι, ῐ))
Saída: Uma sequência de eventos de reversão, transposição e move S, tal que

(π, π̆) · S = (ι, ῐ)
. Lema 4.1.60
I ′ ← F(I)1

Seja S ′ uma sequência de eventos de reversão, transposição e move fornecida pelo2

Algoritmo 12 para a instância I ′
. Lema 4.1.61
S ← G(S ′)3

retorne S4

Reversão, Transposição e Move

Nesta seção, apresentaremos um algoritmo de aproximação com fator 3 para a variação
com sinais do problema SbIRTM (Algoritmo 25).

Teorema 4.1.83. O Algoritmo 25 é uma 3-aproximação para a variação com sinais do
problema SbIRTM.

Demonstração. A prova é similar à descrita no Teorema 4.1.76, mas considerando que o
Algoritmo 12 utiliza, no máximo, ib1(I ′) eventos de reversão, transposição e move para
transformar (π′, π̆′) em (ι′, ῐ′) (Lema 4.1.56).

Reversão, Transposição, Move e Indel

Nesta seção, apresentaremos dois algoritmos de aproximação com fator 3 para a variação
com sinais do problema SbIRTMI. O primeiro é baseado no conceito de breakpoints
intergênicos e o segundo é baseado na estrutura de grafo de ciclos ponderado rígido.
Considere o Algoritmo 26.

Algoritmo 26: Um algoritmo de aproximação para o problema SbIRTMI.
Entrada: Uma instância intergênica rígida com sinais I = ((π, π̆), (ι, ῐ))
Saída: Uma sequência de eventos de reversão, transposição, move e indel S, tal que

(π, π̆) · S = (ι, ῐ)
. Lema 4.1.60
I ′ ← F(I)1

Seja S ′ uma sequência de eventos de reversão, transposição, move e indel fornecida2

pelo Algoritmo 13 para a instância I ′
. Lema 4.1.61
S ← G(S ′)3

retorne S4

Teorema 4.1.84. O Algoritmo 26 é uma 3-aproximação para a variação com sinais do
problema SbIRTMI.
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Demonstração. A prova é similar à descrita no Teorema 4.1.76, mas considerando que o
Algoritmo 13 utiliza, no máximo, ib1(I ′) eventos de reversão, transposição, move e indel
para transformar (π′, π̆′) em (ι′, ῐ′) (Lema 4.1.58).

A seguir, utilizaremos a estrutura de grafo de ciclos ponderado rígido e apresentaremos
outro algoritmo de aproximação com um fator 3. Considere o Algoritmo 27, que é similar
ao Algoritmo 24, mas inclui o evento de move como uma possibilidade no segundo caso.

Algoritmo 27: Um algoritmo de aproximação para o problema SbIRTMI.
Entrada: Uma instância intergênica rígida com sinais I = ((π, π̆), (ι, ῐ))
Saída: Uma sequência de reversões, transposições, moves e indels S, tal que

(π, π̆) · S = (ι, ῐ)
Seja S ← ()1

enquanto cb(G(I)) < n+ 1 faça2

se existir um ciclo positivo em G(I) então3

. Lema 4.1.73
S ′ ← (δ1)4

senão se existir um ciclo trivial negativo em G(I) então5

se existir um outro ciclo desbalanceado em G(I) então6

. Lema 4.1.66
S ′ ← (µ1)7

senão8

. Lema 4.1.72
S ′ ← (δ1)9

10

senão se existir um ciclo divergente em G(I) então11

. Lema 4.1.67
S ′ ← (ρ1)12

senão se existir um ciclo orientado C em G(I) então13

se C for negativo então14

. Lema 4.1.78
S ′ ← (τ1)15

senão16

. Lema 4.1.79
S ′ ← (τ1, τ2, τ3)17

18

senão19

. Lema 4.1.80
S ′ ← (ρ1, ρ2, ρ3)20

S ← S + S ′21

I ← ((π, π̆) · S ′, (ι, ῐ))22

retorne S23

Lema 4.1.85. Seja I = ((π, π̆), (ι, ῐ)) uma instância intergênica rígida com sinais, o
Algoritmo 27 transforma (π, π̆) em (ι, ῐ) utilizando, no máximo, 3(n+1−cb(G(I)))

2
eventos de

reversão, transposição, move e indel.
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Demonstração. A prova é similar à descrita no Lema 4.1.81 considerando que no segundo
caso do algoritmo, um ciclo trivial negativo pode ser transformado em balanceado através
de um evento de move ou indel.

Note que o Algoritmo 27, no pior caso, tem o tempo de execução equiparável ao
Algoritmo 24, que é O(n4).

Teorema 4.1.86. O Algoritmo 27 é uma 3-aproximação para a variação com sinais do
problema SbIRTMI.

Demonstração. Seja I = ((π, π̆), (ι, ῐ)) uma instância intergênica rígida com sinais. Pelo
Lema 4.1.85, temos que o Algoritmo 27 transforma (π, π̆) em (ι, ῐ) utilizando, no máximo,
3(n+1−cb(G(I)))

2
eventos de reversão, transposição, move e indel. Pelo Teorema 4.1.14, temos

o seguinte limitante inferior: diRTMI(I) ≥ n+1−cb(G(I))
2

. Logo, o teorema segue.

Resultados Experimentais

Nesta seção, apresentaremos os resultados práticos dos algoritmos propostos para a va-
riação com sinais dos problemas SbIR, SbIRI, SbIRM, SbIRMI, SbIRT, SbIRTI,
SbIRTM e SbIRTMI.

Criamos também uma base de dados para cada problema e utilizamos os identificadores
SSbIR, SSbIRI, SSbIRM, SSbIRMI, SSbIRT, SSbIRTI, SSbIRTM e SSbIRTMI para a base de
dados dos problemas SbIR, SbIRI, SbIRM, SbIRMI, SbIRT, SbIRTI, SbIRTM e
SbIRTMI, respectivamente. O processo de criação das bases de dados foi similar ao
descrito na Seção 4.1.3, diferindo apenas pelo fato de que cada instância foi criada a
partir de um par de representações intergênicas rígidas com sinais. Logo, ao aplicar um
evento de reversão, os genes do segmento afetado também têm suas orientações invertidas.

Além das bases de dados criadas por nós, utilizamos outras duas apresentadas por
Oliveira et al. [59]. As bases foram geradas da seguinte forma: Inicialmente, utilizando
uma representação intergênica com sinais, foram gerados 100 genomas alvos (ι, ῐ), com
100 genes cada, sendo cada valor de ῐi, com 1 ≤ i ≤ 101, escolhido aleatoriamente e de
maneira uniforme no intervalo [0..100]. Depois disso, a partir de cada genoma alvo (ι, ῐ),
foram gerados 100 genomas de origem (π, π̆) aplicando:

• DBSbIRT: OP operações aleatórias de reversões e transposições (sendo 50% de cada)
em cada genoma alvo (ι, ῐ).

• DBSbIRTM: OP operações aleatórias de reversões, transposições e moves (sendo 50%
de reversões, 40% de transposições e 10% de moves) em cada genoma alvo (ι, ῐ).

Os parâmetros de cada operação aplicada foram gerados aleatoriamente considerando
a faixa de valores válidos. O valor de OP variou de 10 até 100, em intervalos de 10. Para
cada valor de OP, foi gerado um grupo com 10.000 instâncias. As bases de dados DBSbIRT

e DBSbIRTM têm um total de 100.000 instâncias cada.
A seguir, apresentamos os resultados dos algoritmos propostos para a variação com

sinais dos problemas SbIR, SbIRI, SbIRM, SbIRMI, SbIRT, SbIRTI, SbIRTM e
SbIRTMI. A coluna OP indica o total de operações utilizadas para gerar cada instância
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de um grupo. As colunas Distância e Aproximação indicam, respectivamente, a quan-
tidade de operações e o fator de aproximação para uma solução fornecida por um dado
algoritmo.

A Tabela 4.12 mostra os resultados do Algoritmo 16 utilizando a base de dados SSbIR.
O fator de aproximação foi computado utilizando o limitante inferior apresentado no
Teorema 4.1.11.

Tabela 4.12: Resultados do Algoritmo 16 utilizando a base de dados SSbIR.
- - Distância Aproximação

Grupo OP Mínimo Média Máximo Mínimo Média Máximo
100 50 72 91.49 114 2.31 2.85 3.35
200 100 150 184.58 210 2.46 2.89 3.18
300 150 233 278.13 308 2.60 2.91 3.17
400 200 328 371.25 415 2.68 2.92 3.18
500 250 407 464.12 515 2.67 2.92 3.19

Pela Tabela 4.12, podemos perceber que, em média, a distância fornecida pelo Algo-
ritmo 16 é um valor próximo de 90% do tamanho das instâncias. Além disso, o fator
mínimo de aproximação obtido foi de 2.31 no grupo 100. Já o fator de aproximação
máximo obtido foi de 3.35, também no grupo 100. Podemos notar ainda que o fator
de aproximação médio tende a aumentar conforme o tamanho da instância também au-
menta. Entretanto, a variação entre os fatores de aproximação mínimo e máximo tende a
diminuir conforme o tamanho da instância aumenta. Além disso, o fator de aproximação
observado na prática foi significativamente menor do que o fator teórico provado para o
algoritmo. Vale ressaltar que existe para a variação com sinais do problema SbIR um
algoritmo com fator de aproximação 2 [57] baseado na estrutura de grafo de ciclos. O
Algoritmo 16 garante um fator de aproximação 4, mas utiliza o conceito de breakpoint.

A Tabela 4.13 mostra os resultados do Algoritmo 17 utilizando a base de dados SSbIRI.
Os fatores de aproximação foram computados utilizando o limitante inferior apresentado
no Teorema 4.1.11.

Tabela 4.13: Resultados do Algoritmo 17 utilizando a base de dados SSbIRI.
- - Distância Aproximação

Grupo OP Mínimo Média Máximo Mínimo Média Máximo
100 50 68 88.94 109 2.36 2.94 3.46
200 100 143 178.26 204 2.60 2.98 3.32
300 150 234 267.55 303 2.66 2.99 3.25
400 200 311 356.04 394 2.72 2.99 3.22
500 250 397 445.76 495 2.76 3.00 3.24

Pela Tabela 4.13, podemos notar que o Algoritmo 17 apresentou um desempenho
similar ao Algoritmo 16. É importante mencionar que o fator de aproximação médio
foi levemente maior em todos os grupos. Entretanto, a distância média fornecida pelo
Algoritmo 17, em todos os grupos, foi menor.
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A Tabela 4.14 mostra os resultados dos algoritmos 18 e 19 utilizando a base de da-
dos SSbIRM. Os fatores de aproximação do Algoritmo 18 foram computados utilizando o
limitante inferior apresentado no Teorema 4.1.11. Já os fatores de aproximação do Algo-
ritmo 19 foram computados utilizando o limitante inferior apresentado no Teorema 4.1.13.

Tabela 4.14: Resultados dos algoritmos 18 e 19 utilizando a base de dados SSbIRM.
Algoritmo 18

- - Distância Aproximação
Grupo OP Mínimo Média Máximo Mínimo Média Máximo
100 50 68 93.081 113 2.37 2.91 3.35
200 100 159 189.21 231 2.50 2.98 3.38
300 150 250 286.05 324 2.71 3.02 3.27
400 200 344 382.30 426 2.77 3.03 3.30
500 250 421 478.94 531 2.82 3.04 3.25

Algoritmo 19
- - Distância Aproximação

Grupo OP Mínimo Média Máximo Mínimo Média Máximo
100 50 46 53.41 61 1.03 1.13 1.22
200 100 97 107.62 117 1.09 1.14 1.22
300 150 150 161.69 174 1.09 1.14 1.18
400 200 201 215.68 229 1.10 1.14 1.19
500 250 256 269.92 284 1.11 1.14 1.18

É possível notar, pelos dados da Tabela 4.14, que o fator de aproximação médio forne-
cido pelo Algoritmo 18, baseado no conceito de breakpoints, tende a aumentar conforme
o tamanho da instância cresce. Além disso, ele foi superior a 3.0 nos grupos 300, 400 e
500. O menor fator de aproximação foi de 2.37, observado no grupo 100. Já o maior fator
de aproximação foi de 3.38, observado no grupo 200. Considerando a distância média, em
cada grupo, temos um valor superior a 90% do tamanho das instâncias. Considerando o
Algoritmo 19, que é baseado na estrutura de grafo de ciclos ponderado rígido, podemos
notar que ele tende a fornecer soluções melhores para a variação com sinais do problema
SbIRM, em comparação com o Algoritmo 18. Podemos constatar essa tendência pela
coluna de aproximação média, que para o grupo 100 apresentou um valor de 1.13 e, para
os demais grupos, de 1.14. Além disso, pela coluna de distância média, é possível notar
que a quantidade de operações utilizadas nas soluções fornecidas pelo Algoritmo 19 foi
próxima da quantidade de operações utilizadas para gerar as instâncias em cada grupo
(coluna OP).

A Tabela 4.15 mostra os resultados dos algoritmos 20 e 21 utilizando a base de dados
SSbIRMI. Os fatores de aproximação do Algoritmo 20 foram computados utilizando o
limitante inferior apresentado no Teorema 4.1.11. Já os fatores de aproximação do Algo-
ritmo 21 foram computados utilizando o limitante inferior apresentado no Teorema 4.1.13

Pelos resultados mostrados na Tabela 4.15, podemos notar um comportamento similar
ao observado nos algoritmos da Tabela 4.14, com o Algoritmo 21 (baseado na estrutura
de grafo de ciclos ponderado rígido) tendendo a fornecer melhores soluções para a varia-
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Tabela 4.15: Resultados dos algoritmos 20 e 21 utilizando a base de dados SSbIRMI.
Algoritmo 20

- - Distância Aproximação
Grupo OP Mínimo Média Máximo Mínimo Média Máximo
100 50 69 90.98 112 2.34 2.93 3.43
200 100 148 183.65 212 2.55 2.97 3.33
300 150 237 276.73 320 2.63 3.00 3.24
400 200 327 369.42 411 2.73 3.01 3.21
500 250 415 462.58 520 2.77 3.02 3.25

Algoritmo 21
- - Distância Aproximação

Grupo OP Mínimo Média Máximo Mínimo Média Máximo
100 50 46 51.50 58 1.04 1.13 1.22
200 100 94 102.84 110 1.07 1.12 1.19
300 150 143 154.12 163 1.09 1.12 1.17
400 200 192 205.23 216 1.08 1.12 1.15
500 250 246 256.71 268 1.09 1.12 1.15

ção com sinais do problema SbIRMI, quando comparado ao Algoritmo 20 (baseado no
conceito de breakpoints). É importante notar que, em ambos os algoritmos e em todos os
grupos, houve uma redução no valor da distância média em comparação com os resultados
dos algoritmos da Tabela 4.14.

A Tabela 4.16 mostra os resultados do Algoritmo 22 utilizando a base de dados SSbIRT.
Os fatores de aproximação foram computados utilizando o limitante inferior apresentado
no Teorema 4.1.11.

Tabela 4.16: Resultados do Algoritmo 22 utilizando a base de dados SSbIRT.
- - Distância Aproximação

Grupo OP Mínimo Média Máximo Mínimo Média Máximo
100 50 57 71.03 81 2.75 2.91 3.00
200 100 127 141.76 156 2.82 2.94 3.00
300 150 196 212.60 230 2.86 2.95 3.00
400 200 259 283.29 301 2.89 2.95 3.00
500 250 332 354.02 379 2.88 2.96 3.00

Pela Tabela 4.16, podemos notar que o fator de aproximação máximo observado pelo
Algoritmo 22 foi de 3.0 e ocorreu em todos os grupos. Além disso, há uma tendência
crescente do fator de aproximação conforme o aumento do tamanho das instâncias. En-
tretanto, a variação no fator de aproximação médio foi pequena, com o menor valor sendo
de 2.91 (observado no grupo 100) e o maior valor sendo de 2.96 (observado no grupo 500).

Existe, para a variação com sinais do problema SbIRT, um algoritmo com fator de
aproximação 3 (baseado na estrutura de grafo de ciclos ponderado rígido), que iremos
chamar de 3SbIRT. Como os fatores de aproximação dos algoritmos 22 e 3SbIRT estão
próximos, nós realizamos um comparativo entre eles utilizando a base de dados DBSbIRT.
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O Algoritmo 22 foi executado adotando a heurística I (Algoritmo 14). A Tabela 4.17
mostra os resultados dos algoritmos 22 e 3SbIRT utilizando a base de dados DBSbIRT.
Na referida tabela, os valores presentes nas colunas M e ME indicam, para cada grupo, a
porcentagem de soluções fornecidas pelo Algoritmo 22 com tamanho estritamente menor
(coluna M) e com tamanho menor ou igual (coluna ME), quando comparadas às soluções
fornecidas pelo algoritmo 3SbIRT. Os fatores de aproximação de ambos os algoritmos
foram computados utilizando o limitante inferior baseado na estrutura de grafo de ciclos
ponderado rígido [59, Teorema 3.8].

Tabela 4.17: Comparação entre os algoritmos 22 e 3SbIRT utilizando a base de dados
DBSbIRT.

OP
Algoritmo 22 3SbIRT

M MEDistância Aproximação Distância Aproximação
Média Média Média Média

10 12.19 1.63 12.60 1.68 51.37% 68.70%
20 25.60 1.71 26.37 1.77 54.72% 66.48%
30 36.91 1.66 40.23 1.81 78.60% 85.53%
40 46.10 1.60 53.29 1.85 95.84% 97.62%
50 53.21 1.56 63.78 1.87 99.46% 99.74%
60 58.97 1.55 71.88 1.89 99.81% 99.92%
70 63.29 1.55 77.83 1.90 99.97% 99.98%
80 66.73 1.55 82.45 1.91 99.95% 99.99%
90 69.48 1.55 85.98 1.92 99.97% 99.99%
100 71.64 1.56 88.78 1.93 99.99% 99.99%

A partir dos dados da Tabela 4.17, é possível observar que o Algoritmo 22, em todos
os grupos, foi capaz de fornecer melhores resultados considerando as métricas de apro-
ximação média e distância média. Além disso, considerando os grupos com OP maior
que 20, o algoritmo forneceu melhores soluções em mais de 75% das instâncias (coluna
M). Considerando os grupos com OP maior que 30, o Algoritmo 22 forneceu soluções de
tamanho melhor ou igual (coluna ME) em mais de 97% das instâncias. É importante
observar que, à medida que o valor de OP aumenta, a diferença absoluta entre a distân-
cia média fornecida pelos algoritmos 22 e 3SbIRT também aumenta significativamente.
Quando OP é maior que 50, a diferença absoluta entre as distâncias médias é superior a
10, o que indica que o Algoritmo 22 tende a oferecer melhores soluções em cenários onde
foi utilizado um número maior de operações.

A Tabela 4.18 mostra os resultados dos algoritmos 23 e 24 utilizando a base de da-
dos SSbIRTI. Os fatores de aproximação do Algoritmo 23 foram computados utilizando o
limitante inferior apresentado no Teorema 4.1.12. Já os fatores de aproximação do Algo-
ritmo 24 foram computados utilizando o limitante inferior apresentado no Teorema 4.1.14.

Pela Tabela 4.18, podemos perceber que o Algoritmo 23 apresentou um comporta-
mento similar ao Algoritmo 22 na Tabela 4.16. Um ponto de diferença foi que o fator de
aproximação máximo obtido pelo Algoritmo 23 foi de 2.99, observado no grupo 500. Além
disso, a aproximação média foi levemente menor em todos os grupos. O Algoritmo 24
foi o que apresentou o melhor desempenho, fornecendo fator de aproximação médio pra-
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Tabela 4.18: Resultados dos algoritmos 23 e 24 utilizando a base de dados SSbIRTI.
Algoritmo 23

- - Distância Aproximação
Grupo OP Mínimo Média Máximo Mínimo Média Máximo
100 50 58 67.00 78 2.68 2.86 2.96
200 100 118 133.06 147 2.74 2.91 2.97
300 150 180 198.95 218 2.82 2.93 2.98
400 200 249 264.78 284 2.84 2.94 2.98
500 250 306 331.04 354 2.87 2.94 2.99

Algoritmo 24
- - Distância Aproximação

Grupo OP Mínimo Média Máximo Mínimo Média Máximo
100 50 55 63.41 71 1.96 2.01 2.13
200 100 113 126.13 136 1.96 2.00 2.08
300 150 173 188.59 202 1.98 2.00 2.06
400 200 236 251.23 265 1.99 2.00 2.04
500 250 294 313.94 329 1.99 2.00 2.03

ticamente estável em todos os grupos, variando entre 2.00 e 2.01. Além disso, o fator de
aproximação máximo atingido foi de 2.13, no grupo 100.

A Tabela 4.19 mostra os resultados do Algoritmo 25 utilizando a base de dados
SSbIRTM. Os fatores de aproximação foram computados utilizando o limitante inferior
apresentado no Teorema 4.1.11.

Tabela 4.19: Resultados do Algoritmo 25 utilizando a base de dados SSbIRTM.
- - Distância Aproximação

Grupo OP Mínimo Média Máximo Mínimo Média Máximo
100 50 57 68.58 78 2.73 2.88 2.96
200 100 120 137.53 152 2.82 2.93 2.98
300 150 183 206.42 224 2.85 2.94 2.98
400 200 253 275.25 297 2.87 2.95 2.98
500 250 322 343.59 363 2.88 2.95 2.99

A partir da Tabela 4.19, é possível notar que as métricas de mínimo, média e máximo
para a aproximação fornecida pelo Algoritmo 25 tendem a ser estáveis nos diferentes
grupos. A maior variação foi observada na aproximação mínima, com o menor valor
sendo 2.73 no grupo 100 e o maior valor sendo 2.88 no grupo 500. A menor variação foi
observada na aproximação máxima, com o menor valor sendo 2.96 também no grupo 100
e o maior valor sendo 2.99 também no grupo 500.

Existe, para a variação com sinais do problema SbIRTM, um algoritmo com fator de
aproximação 2.5 (baseado na estrutura de grafo de ciclos ponderado rígido), que iremos
chamar de 2.5SbIRTM. Como os fatores de aproximação dos algoritmos 25 e 2.5SbIRTM
estão próximos, nós realizamos um comparativo entre eles utilizando a base de dados
DBSbIRTM. O Algoritmo 25 foi executado adotando a heurística I (Algoritmo 14). A



136

Tabela 4.20 mostra os resultados dos algoritmos 25 e 2.5SbIRTM utilizando a base de
dados DBSbIRTM. Na referida tabela, os valores presentes nas colunas M e ME indicam,
para cada grupo, a porcentagem de soluções fornecidas pelo Algoritmo 25 com tamanho
estritamente menor (coluna M) e com tamanho menor ou igual (coluna ME), quando
comparadas às soluções fornecidas pelo algoritmo 2.5SbIRTM. Os fatores de aproximação
de ambos os algoritmos foram computados utilizando o limitante inferior baseado na
estrutura de grafo de ciclos ponderado rígido [59, Teorema 7.6].

Tabela 4.20: Comparação entre os algoritmos 25 e 2.5SbIRT utilizando a base de dados
DBSbIRTM.

OP
Algoritmo 25 2.5SbIRTM

M MEDistância Aproximação Distância Aproximação
Média Média Média Média

10 12.25 1.64 11.79 1.57 32.30% 53.18%
20 25.57 1.72 24.97 1.68 34.77% 49.58%
30 36.69 1.67 38.21 1.74 63.31% 73.75%
40 45.61 1.62 50.47 1.79 89.60% 93.69%
50 52.65 1.58 60.46 1.81 97.69% 98.75%
60 58.19 1.56 68.17 1.83 99.45% 99.78%
70 62.54 1.55 74.06 1.84 99.75% 99.90%
80 65.96 1.55 78.68 1.85 99.93% 99.96%
90 68.67 1.55 82.09 1.85 99.92% 99.97%
100 70.82 1.55 84.85 1.86 99.97% 100.00%

Pelos dados da Tabela 4.20, podemos notar que o algoritmo 2.5SbIRTM, quando
comparado ao Algoritmo 25, apresentou um resultado ligeiramente melhor em relação à
aproximação média e distância média nos grupos com OP = 10 e OP = 20. Conside-
rando esses dois grupos (OP = 10 e OP = 20), a diferença absoluta entre a distância
média fornecida pelos algoritmos foi menor que 0.61. Além disso, pela coluna M, podemos
notar que, nos referidos grupos o Algoritmo 25 forneceu melhores soluções em 32.30% e
34.77% das instâncias, respectivamente. Isso mostra que o Algoritmo 25 pode atuar de
forma complementar ao algoritmo 2.5SbIRTM, mesmo nos casos em que ambos forne-
cem resultados semelhantes. Como melhores estimativas tendem a resultar em análises
aprimoradas, selecionar o melhor resultado entre cada algoritmo é uma boa alternativa
para auxiliar nessa tarefa. Em relação aos grupos onde OP é maior que 20, o Algo-
ritmo 25 forneceu melhores resultados, considerando a aproximação média e distância
média. Além disso, nos mesmos grupos, o Algoritmo 25 forneceu soluções de tamanho
menor ou equivalente (coluna ME) em mais de 73% das instâncias.

A Tabela 4.21 mostra os resultados dos algoritmos 26 e 27 utilizando a base de dados
SSbIRTMI. Os fatores de aproximação do Algoritmo 26 foram computados utilizando o
limitante inferior apresentado no Teorema 4.1.11. Já os fatores de aproximação do Algo-
ritmo 27 foram computados utilizando o limitante inferior apresentado no Teorema 4.1.14.

Pela Tabela 4.21, é possível notar que para o Algoritmo 26, em pelo menos uma
instância de cada grupo, foi observado um fator de aproximação (computado com base no
limitante inferior) que atingiu o limite teórico, sendo este igual a 3 (coluna aproximação
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Tabela 4.21: Resultados dos algoritmos 26 e 27 utilizando a base de dados SSbIRTMI.
Algoritmo 26

- - Distância Aproximação
Grupo OP Mínimo Média Máximo Mínimo Média Máximo
100 50 57 68.01 77 2.73 2.92 3.00
200 100 122 135.70 153 2.81 2.94 3.00
300 150 181 203.11 225 2.86 2.95 3.00
400 200 250 270.60 291 2.88 2.95 3.00
500 250 317 337.80 360 2.90 2.96 3.00

Algoritmo 27
- - Distância Aproximação

Grupo OP Mínimo Média Máximo Mínimo Média Máximo
100 50 55 65.31 74 1.91 2.00 2.15
200 100 117 130.16 142 1.96 2.00 2.07
300 150 180 194.70 208 1.97 2.00 2.05
400 200 241 259.25 276 1.97 2.00 2.03
500 250 309 323.66 340 1.98 2.00 2.03

máxima). Considerando todos os grupos, a aproximação média foi superior a 2.91 e inferior
a 2.97. Levando-se em conta a distância fornecida pelo Algoritmo 26, temos uma variação
relativamente pequena, uma vez que a distância máxima subtraída da distância mínima
observada em cada grupo foi menor do que 45. O algoritmo 27 foi o que apresentou o
melhor desempenho, com uma aproximação média de 2.00 em todos os grupos. Além
disso, a variação entre a menor (1.91) e a maior (2.15) aproximação observada foi de
apenas 0.24, com ambos os registros ocorrendo no grupo 100.

De maneira geral, todos os algoritmos apresentaram um bom desempenho na prática.
O único algoritmo em que foi possível observar uma aproximação, computada com base
no limitante inferior, que atingiu o limite teórico foi o Algoritmo 26. Vale ressaltar que
isso não significa que o fator de aproximação teórico provado para o algoritmo é justo.
Uma aproximação é justa quando encontramos uma instância cuja a razão entre a solução
fornecida pelo algoritmo e uma solução ótima é igual, ou tão próxima quanto se queira,
do fator teórico de aproximação garantido pelo algoritmo. Note que, até o momento,
computar o valor ótimo para a distância das instâncias que foram utilizadas é uma ta-
refa impraticável. Por esse motivo, utilizamos os limitantes inferiores para computar a
informação referente ao fator de aproximação obtido em cada instância pelos algoritmos.

Resultados com Genomas Reais

Nesta seção, apresentaremos os resultados utilizando genomas reais de cianobactérias.
Para demonstrar a aplicabilidade dos algoritmos propostos, utilizamos dados reais

de 97 genomas de cianobactérias do Cyanorak 2.1 [45], um sistema para visualização
e curadoria de genomas de picocianobactérias marinhas e salobras. A quantidade de
genes por genoma variou de 1834 até 4391, sendo que a porcentagem da quantidade de
genes replicados em relação à quantidade total de genes, na média, foi menor que 5%.
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Realizamos uma etapa de pré-processamento para garantir que os dados se ajustassem às
restrições do modelo, que é dividida em duas fases:

• Mapear a sequência de genes e o tamanho das regiões intergênicas em uma represen-
tação intergênica rígida com sinais (π, π̆): Para cada genoma, mapeamos a primeira
ocorrência dos genes em uma permutação π e calculamos o tamanho das regiões
intergênicas para obter π̆.

• Emparelhamento: Para cada par de genomas, realizamos um emparelhamento para
que os genes e os blocos conservados compartilhados por ambos os genomas fossem
mantidos, enquanto os genes restantes fossem removidos através de um processo que
simula uma sequência de deleções. Por fim, se a instância resultante não for balan-
ceada, aplicamos apenas um indel para torná-la balanceada inserindo nucleotídeos
do genoma com menos nucleotídeos no total.

Para realizarmos um comparativo, utilizamos o Algoritmo 25 (com a heurística I, Algo-
ritmo 14), proposto para o problema SbIRTM, que leva em consideração tanto a estrutura
dos genes como o tamanho das regiões intergênica, e o Algoritmo 2SbRT [71], que é uma
2-aproximação para a variação com sinais do problema de Ordenação de Permutações por
Reversões e Transposições (SbRT). Os problemas SbIRTM e SbRT possuem modelos
de rerranjo semelhantes, diferenciando apenas pelo evento de move. Entretanto, como
mencionado previamente, o evento de move atua como uma generalização do evento de
transposição em um contexto intergênico, onde um dos segmentos afetados é uma região
intergênica. Por esse motivo, o Algoritmo 25 foi utilizado no comparativo.

Executamos os algoritmos para cada instância resultante do emparelhamento, mas
note que o algoritmo 2SbRT considera apenas a estrutura dos genes. Logo, o algo-
ritmo 2SbRT recebeu como entrada apenas (π, ι) de cada instância resultante do empa-
relhamento. O número de eventos de rearranjo do genoma para cada emparelhamento foi
calculado pelo total de deleções usadas na etapa de pré-processamento acrescido do ta-
manho da sequência de reversões, transposições e moves fornecida pelos algoritmos. Para
cada algoritmo, esses números foram armazenados em uma matriz de distâncias.

Por fim, construímos duas árvores filogenéticas com base nas matrizes de distâncias
calculadas a partir dos algoritmos e usando o método de Reconstrução de Ordem Circu-
lar [53]. Para analisar as características topológicas das árvores filogenéticas, realizamos
uma comparação com a árvore filogenética apresentada por Laurence et al. [45] usando
uma ferramenta, baseada nas subárvores de concordância máxima (MAST), para determi-
nar a congruência topológica entre duas árvores filogenéticas [70]. A Tabela 4.22 mostra
os resultados obtidos. A coluna MAST indica o número de folhas nas subárvores de con-
cordância máxima. A coluna Icong mostra o índice de congruência topológica, computado
através do MAST obtido normalizado pela média esperada do MAST de árvores aleató-
rias. A coluna P-value mostra a probabilidade, sob a suposição de que a hipótese nula é
verdadeira, de se obter um resultado similar ou superior ao observado. Note que indica-
tivos para bons resultados são: (i) possuir um MAST com o maior número de folhas; (ii)
apresentar um valor maior que um para Icong; e (iii) obter um valor de P-value o mais
próximo de zero possível.
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Tabela 4.22: Análise das características topológicas das árvores filogenéticas, geradas pelos
resultados dos algoritmos 25 e 2SbRT, comparadas com a árvore filogenética apresentada
por Laurence et al. [45].

MAST Icong P-value
2SbRT 46 folhas 3.17 6.76e-22
Algoritmo 25 51 folhas 3.52 2.77e-25

A Tabela 4.22 indica que ambas as árvores filogenéticas têm uma alta concordância
com as árvores filogenéticas apresentadas por Laurence et al. [45], com a árvore filogenética
obtida através do Algoritmo 25 fornecendo um MAST com mais folhas e, consequente-
mente, um melhor valor para Icong e P-value. É importante mencionar que o objetivo deste
experimento usando genomas reais é demonstrar a aplicabilidade do nosso algoritmo, que
considera as informações referentes aos genes e o tamanho das regiões intergênicas, com-
parado com um modelo similar que considera apenas a ordem e orientação dos genes. Nós
utilizamos o mesmo estágio de pré-processamento de dados e método de reconstrução para
fornecer uma comparação justa. No entanto, os resultados podem diferir especialmente
considerando genomas com características diferentes e o método de reconstrução adotado.
A Figura 4.7 mostra a árvore filogenética construída usando o método de Reconstrução
de Ordem Circular [53] com a matriz de distâncias do Algoritmo 25.

Pela Figura 4.7, observamos que a abordagem separou os organismos considerando as
espécies e realizou bons agrupamentos1. Vale ressaltar que a árvore foi baseada exclusi-
vamente em informações de eventos de rearranjo.

1Figura criada usando o pacote treeio da linguagem R [72])



140

Espécie Grupo

Figura 4.7: Árvore filogenética baseada em rearranjos de genomas usando o Algoritmo 25
(com a estratégia gulosa da heurística I) e 97 genomas do sistema Cyanorak 2.1.
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4.2 Abordagem Ponderada

Nesta seção, apresentaremos os resultados considerando diferentes funções de custo para
as variações com e sem sinais dos problemas SbWIRI, SbWIRTI e SbWIRT em um
cenário ponderado.

A primeira função de custo, que chamamos deW1, considera que os eventos de reversão
e transposição possuem custo igual a 1, enquanto um indel tem um custo equivalente à
quantidade de nucleotídeos inseridos ou removidos da região intergênica. Essa função de
custo foi estudada para investigar limitantes para o modelo considerando o caso em que
o peso do evento de indel é variável e está diretamente ligado com o quanto a região
intergênica é afetada. A seguir, descrevemos formalmente a função de custo W1:

W1(β) =


|x|, para β = δ

(i)
(x)

1, para β = ρ
(i,j)
(x,y)

1, para β = τ
(i,j,k)
(x,y,z)

Dada uma instância intergênica rígida com ou sem sinais I = ((π, π̆), (ι, ῐ)), denotamos
por IR(I) = |

∑
π̆i∈π̆ π̆i−

∑
ῐi∈ῐ ῐi| a quantidade de nucleotídeos que precisam ser removidos

ou inseridos no genoma de origem para que I seja uma instância balanceada. Note que
reversões e transposições podem transferir nucleotídeos entre regiões intergênicas, mas
não removem ou inserem nucleotídeos. Logo, toda instância intergênica rígida com ou
sem sinais I = ((π, π̆), (ι, ῐ)) para os problemas SbWIRI e SbWIRTI induz um custo
mínimo de IR(I), o que resulta nos seguintes limitantes inferiores.

Teorema 4.2.1. Seja I = ((π, π̆), (ι, ῐ)) uma instância intergênica rígida sem sinais.
Com base na função de custo W1, temos que:

dwiRI(I) ≥ max(IR(I), ib1(I)
2

) e
dwiRTI(I) ≥ max(IR(I), ib1(I)

3
).

Demonstração. Diretamente pelo Teorema 4.1.9 e pelo custo mínimo de IR(I) discutido
anteriormente.

Teorema 4.2.2. Seja I = ((π, π̆), (ι, ῐ)) uma instância intergênica rígida com sinais.
Com base na função de custo W1, temos que:

dwiRI(I) ≥ max(IR(I), ib2(I)
2

) e
dwiRTI(I) ≥ max(IR(I), ib2(I)

3
).

Demonstração. Diretamente pelo Teorema 4.1.11 e pelo custo mínimo de IR(I) discutido
anteriormente.

A seguir, mostramos que, com base na função de custo W1, é possível garantir aproxi-
mações para os problemas SbWIRI e SbWIRTI a partir de alguns dos algoritmos apre-
sentados para o cenário não ponderado.

Teorema 4.2.3. O Algoritmo 5 é uma 5-aproximação para a variação sem sinais do
problema SbWIRI considerando a função de custo W1.
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Demonstração. Seja I = ((π, π̆), (ι, ῐ)) uma instância intergênica rígida sem sinais. Note
que o Algoritmo 5 transforma (π, π̆) em (ι, ῐ) utilizando, no máximo, 2ib1(I) eventos de
reversão e indel (Lema 4.1.27). Entretanto, caso I seja uma instância desbalanceada,
então o Algoritmo 5 aplica, no máximo, um indel com custo IR(I). Caso contrário,
apenas reversões são utilizadas. Logo, no pior caso, uma sequência de eventos de rearranjo
fornecida pelo Algoritmo 5 tem um custo total de IR(I) + 2ib1(I). Agora, consideramos
duas possibilidades:

• IR(I) ≥ ib1(I)
2

: Neste caso, 2IR(I) ≥ ib1(I) e o custo máximo da sequência de
eventos de rearranjo fornecida pelo Algoritmo 5 é 5IR(I).

• IR(I) < ib1(I)
2

: Neste caso, o custo máximo da sequência de eventos de rearranjo
fornecida pelo Algoritmo 5 é 5ib1(I)

2
.

Em ambos os casos, o custo máximo da sequência de eventos de rearranjo fornecida pelo
Algoritmo 5 dividido pelo valor do limitante inferior, apresentado no Teorema 4.2.1, é
igual a 5 e o teorema segue.

Teorema 4.2.4. O Algoritmo 17 é uma 5-aproximação para a variação com sinais do
problema SbWIRI considerando a função de custo W1.

Demonstração. A prova é similar à descrita no Teorema 4.2.3, mas considerando o Al-
goritmo 17, que utiliza o Algoritmo 5 em parte de sua execução, e o limitante inferior
apresentado no Teorema 4.2.2.

Teorema 4.2.5. O Algoritmo 11 é uma 5-aproximação para a variação sem sinais do
problema SbWIRTI considerando a função de custo W1.

Demonstração. Seja I = ((π, π̆), (ι, ῐ)) uma instância intergênica rígida sem sinais. Pelo
Lema 4.1.53, o Algoritmo 11 utiliza, no máximo, 4ib1(I)

3
ou 4ib1(I)

3
+ 1 eventos de reversão,

transposição e indel para transformar (π, π̆) em (ι, ῐ), se I for balanceada ou desba-
lanceada, respectivamente. Entretanto, caso I seja uma instância desbalanceada, então
Algoritmo 11 aplica, no máximo, um indel com custo IR(I). Caso contrário, apenas
reversões e transposições são utilizadas. Logo, no pior caso, uma sequência de eventos
de rearranjo fornecida pelo Algoritmo 11 tem um custo total de IR(I) + 4ib1(I)

3
. Agora,

consideramos duas possibilidades:

• IR(I) ≥ ib1(I)
3

: Neste caso, 3IR(I) ≥ ib1(I) e o custo máximo da sequência de
eventos de rearranjo fornecida pelo Algoritmo 11 é IR(I) + 12IR(I)

3
= 5IR(I).

• IR(I) < ib1(I)
3

: Neste caso, o custo máximo da sequência de eventos de rearranjo
fornecida pelo Algoritmo 11 é ib1(I)

3
+ 4ib1(I)

3
= 5ib1(I)

3
.

Em ambos os casos, o custo máximo da sequência de eventos de rearranjo fornecida pelo
Algoritmo 11 dividido pelo valor do limitante inferior, apresentado no Teorema 4.2.1, é
igual a 5 e o teorema segue.

Teorema 4.2.6. O Algoritmo 23 é uma 5-aproximação para a variação com sinais do
problema SbWIRI considerando a função de custo W1.
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Demonstração. A prova é similar à descrita no Teorema 4.2.5, mas considerando o Al-
goritmo 23, que utiliza o Algoritmo 11 em parte de sua execução, e o limitante inferior
apresentado no Teorema 4.2.2.

A segunda função de custo, chamada de W2, é baseada no fato de que um indel afeta
apenas uma região intergênica do genoma e não altera a ordem dos genes. Dessa forma,
consideramos que o evento de indel possui a metade do custo de um evento de reversão
ou transposição. A seguir, descrevemos formalmente a função de custo W2:

W2(β) =


1
2
, para β = δ

(i)
(x)

1, para β = ρ
(i,j)
(x,y)

1, para β = τ
(i,j,k)
(x,y,z)

Com base nos custos da função W2, obtemos para as variações com e sem sinais do
problema SbWIRTI, os seguintes limitantes inferiores.

Teorema 4.2.7. Seja I = ((π, π̆), (ι, ῐ)) uma instância intergênica rígida sem sinais.
Com base na função de custo W2, temos que dwiRTI(I) ≥ ib1(I)

3
.

Demonstração. Pelos lemas 4.1.1, 4.1.2 e 4.1.4, sabemos que, por operação, os eventos de
reversão, transposição e indel removem, respectivamente, no máximo 2, 3 e 1 breakpoint
tipo um. Com base no melhor caso de cada evento de rearranjo e na função de custo W2,
temos que:

dwiRTI(I) ≥ min

(
ib1(I)

2
× 1,

ib1(I)

3
× 1, ib1(I)× 1

2

)
=
ib1(I)

3
,

e o teorema segue.

Teorema 4.2.8. Seja I = ((π, π̆), (ι, ῐ)) uma instância intergênica rígida com sinais.
Com base na função de custo W2, temos que dwiRTI(I) ≥ ib2(I)

3
.

Demonstração. A prova é similar à descrita no Teorema 4.2.7, mas considerando os le-
mas 4.1.5, 4.1.6 e 4.1.8.

Lema 4.2.9. Seja I = ((π, π̆), (ι, ῐ)) uma instância intergênica rígida sem sinais e sejam
(πi, πi+1) e (πj, πj+1) um par conectado de breakpoints. É possível remover pelo menos um
breakpoint tipo um de I utilizando no máximo uma reversão, uma transposição ou dois
indels.

Demonstração. Sem perda de generalidade, assuma que i < j. Como os breakpoints
(πi, πi+1) e (πj, πj+1) estão conectados, por definição, uma das seguintes possibilidades
deve ocorrer:

i. O par de elementos (πi, πj) ou (πi+1, πj+1) não forma uma adjacência intergênica,
sendo os elementos consecutivos em ι e π̆i+1 + π̆j+1 ≥ ῐk, onde ῐk é o tamanho da
região intergênica entre o par de elementos consecutivos em ι. Aplique uma reversão
como descrito no caso (i) do Lema 4.1.22.
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ii. O par de elementos (πi, πj+1) não forma uma adjacência intergênica, sendo os elemen-
tos consecutivos em ι e π̆i+1 + π̆j+1 ≥ ῐk, onde ῐk é o tamanho da região intergênica
entre o par de elementos consecutivos em ι. Aplique uma transposição como descrito
no caso (ii) do Lema 4.1.34.

iii. O par de elementos (πi+1, πj) não forma uma adjacência intergênica, sendo os elemen-
tos consecutivos em ι e π̆i+1 + π̆j+1 ≥ ῐk, onde ῐk é o tamanho da região intergênica
entre o par de elementos consecutivos em ι. Aplique uma transposição como descrito
no caso (iii) do Lema 4.1.34.

iv. O par de elementos (πi, πi+1) ou (πj, πj+1) não forma uma adjacência intergênica,
sendo os elementos consecutivos em ι e π̆i+1 + π̆j+1 ≥ ῐk, onde ῐk é o tamanho da
região intergênica entre o par de elementos consecutivos em ι. Neste caso, (πi, πi+1)

ou (πj, πj+1) deve ser um breakpoint forte. Caso (πi, πi+1) seja um breakpoint forte,
então ele pode ser subcarregado ou sobrecarregado. Caso (πi, πi+1) seja subcarregado,
então aplique a sequência de dois indels (δi+1

(x) , δ
j+1
(−x)), com x = |π̆i+1 − ῐmax(πi,πi+1)|.

Caso contrário, aplique a sequência de dois indels (δi+1
(−x), δ

j+1
(x) ), com x = |π̆i+1 −

ῐmax(πi,πi+1)|. Caso (πj, πj+1) seja um breakpoint forte, basta replicar a sequência de
indels considerando a mudança no breakpoint. Note que essa sequência sempre pode
ser aplicada, pois os dois breakpoints estão conectados. Além disso, o breakpoint tipo
um é removido sem afetar quantidade total de nucleotídeos de I.

Note que o caso (i) aplica apenas um reversão e remove, pelo menos, um breakpoint tipo
um. Os casos (ii) e (iii) aplicam apenas uma transposição e removem, pelo menos, um
breakpoint tipo um. Por fim, o caso (iv) remove, pelo menos, um breakpoint tipo um
após aplicar dois indels. Logo, o lema segue.

Considere o Algoritmo 28 para a variação sem sinais do problema SbWIRTI conside-
rando a função de custo W2.

Lema 4.2.10. Seja I = ((π, π̆), (ι, ῐ)) uma instância intergênica rígida sem sinais. O
Algoritmo 28, considerando a função de custo W2, transforma (π, π̆) em (ι, ῐ) utilizando
uma sequência de eventos de reversão, transposição e indel S, com um custo total de, no
máximo, ib1(I).

Demonstração. Podemos analisar o Algoritmo 28 considerando três cenários:

•
∑n+1

i=1 π̆i <
∑n+1

i=1 ῐi: neste cenário o Algoritmo 28 aplica um indel (linhas 2-5) que
pode não remover nenhum breakpoint tipo um, mas torna I uma instância balance-
ada. Caso ainda existam breakpoints em I, então o laço de repetição (linhas 6-17)
remove, por iteração, pelo menos um breakpoint tipo um utilizando, no máximo,
uma reversão, uma transposição ou dois indels (Lema 4.2.9). Esse processo repete-se
até que todos os breakpoints tipo um de I sejam removidos. Como todos os bre-
akpoints tipo um são removidos, então (π, π̆) é transformado em (ι, ῐ). Note que se
o indel aplicado inicialmente não remover nenhum breakpoint tipo um, então pelo
menos uma reversão, uma transposição ou dois indels são aplicados em seguida.
Além disso, pelo Lema 4.1.21, podemos deduzir que caso a última operação que
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Algoritmo 28: Um algoritmo de aproximação para o problema SbWIRTI.
Entrada: Uma instância intergênica rígida sem sinais I = ((π, π̆), (ι, ῐ))
Saída: Uma sequência de reversões transposições e indels S, tal que (π, π̆) · S = (ι, ῐ)
Seja S ← ()1

. Lema 4.1.25
se
∑n+1

i=1 π̆i <
∑n+1

i=1 ῐi então2

S ′ ← (δ1)3

S ← S + S ′4

I ← ((π, π̆) · S ′, (ι, ῐ))5

enquanto ib1(I) > 1 faça6

. Lema 4.1.19
(πi, πi+1), (πj, πj+1)← encontre um par de breakpoints conectados7

. Lema 4.2.9
se (πi, πi+1), (πj, πj+1) pertence ao caso (i) então8

S ′ ← (ρ1)9

senão se (πi, πi+1), (πj, πj+1) pertence ao caso (ii) então10

S ′ ← (τ1)11

senão se (πi, πi+1), (πj, πj+1) pertence ao caso (iii) então12

S ′ ← (τ1)13

senão se (πi, πi+1), (πj, πj+1) pertence ao caso (iv) então14

S ′ ← (δ1, δ2)15

S ← S + S ′16

I ← ((π, π̆) · S ′, (ι, ῐ))17

. Lema 4.1.2618

se ib(I) = 1 então19

S ′ ← (δ1)20

S ← S + S ′21

I ← ((π, π̆) · S ′, (ι, ῐ))22

retorne S23

transforma (π, π̆) em (ι, ῐ) seja uma reversão ou uma transposição, então ela deve,
obrigatoriamente, remover pelo menos dois breakpoints tipo um. Caso essa ope-
ração seja um indel, então as duas últimas operações são indels e ambas removem
um breakpoint tipo um. Isso implica que o custo total da sequência fornecida pelo
Algoritmo 28 é de, no máximo, ib1(I).

•
∑n+1

i=1 π̆i =
∑n+1

i=1 ῐi: para esse cenário o Algoritmo 28 executará o laço de repetição
(linhas 6-17) que remove, por iteração, pelo menos um breakpoint tipo um utili-
zando, no máximo, uma reversão, uma transposição ou dois indels (Lema 4.2.9).
Logo, o custo total da sequência fornecida pelo Algoritmo 28 é de, no máximo,
ib1(I).

•
∑n+1

i=1 π̆i >
∑n+1

i=1 ῐi: neste último cenário, enquanto ib1(I) for maior que um, o
Algoritmo 28 aplica, no máximo, uma reversão, uma transposição ou dois indels
em cada iteração do laço de repetição (linhas 6-17) que removem pelo menos um
breakpoint tipo um. Por fim, um indel é aplicado (linhas 19-22) transformando
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(π, π̆) em (ι, ῐ). O custo para remover cada breakpoint nesse caso é de, no máximo,
um. Logo, o custo total da sequência fornecida pelo Algoritmo 28 é de, no máximo,
ib1(I).

Nos três cenários o Algoritmo 28 transforma (π, π̆) em (ι, ῐ) utilizando uma sequência
de reversões, transposições e indels com um custo total de, no máximo, ib1(I), e o lema
segue.

Note que o tempo de execução do Algoritmo 28 é O(n2), uma vez que aplicar cada
uma das operações requer um tempo linear (considerando encontrar um par conectado de
breakpoints) e o processo pode repetir-se por até ib1(I) ≤ n+ 1 vezes.

Teorema 4.2.11. O Algoritmo 28 é uma 3-aproximação para a variação sem sinais do
problema SbWIRTI considerando a função de custo W2.

Demonstração. Seja I = ((π, π̆), (ι, ῐ)) uma instância intergênica rígida sem sinais. Pelo
Lema 4.2.10, o Algoritmo 28 transforma (π, π̆) em (ι, ῐ) utilizando uma sequência de
eventos de reversão, transposição e indel S, com um custo total de, no máximo, ib1(I).
Pelo limitante inferior, apresentado no Teorema 4.2.7, temos que: dwiRTI(I) ≥ ib1(I)

3
.

Logo, o teorema segue.

Considere o Algoritmo 29 para a variação com sinais do problema SbWIRTI conside-
rando a função de custo W2.

Algoritmo 29: Um algoritmo de aproximação para o problema SbWIRTI.
Entrada: Uma instância intergênica rígida com sinais I = ((π, π̆), (ι, ῐ))
Saída: Uma sequência de eventos de reversão, transposição e indel S, tal que

(π, π̆) · S = (ι, ῐ)
. Lema 4.1.60
I ′ ← F(I)1

Seja S ′ uma sequência de eventos de reversão, transposição e indel fornecida pelo2

Algoritmo 28 para a instância I ′
. Lema 4.1.61
S ← G(S ′)3

retorne S4

Lema 4.2.12. Seja I = ((π, π̆), (ι, ῐ)) uma instância intergênica rígida com sinais. O
Algoritmo 28, considerando a função de custo W2, transforma (π, π̆) em (ι, ῐ) utilizando
uma sequência de eventos de reversão, transposição e indel S, com um custo total de, no
máximo, ib2(I).

Demonstração. Note que o Algoritmo 28 fornece uma sequência de reversões, transposi-
ções e indels que afetam apenas breakpoints tipo um. Logo, nenhuma adjacência intergê-
nica de I ′ é afetada. Além disso, pelo Lema 4.2.10, o Algoritmo 28 utiliza uma sequência
de eventos de reversão, transposição e indel, com um custo total de, no máximo, ib1(I ′).
Pelo Lema 4.1.61, temos que (π, π̆) ·S = (ι, ῐ) e |S| = |S ′|. Além disso, S e |S ′| possuem a
mesma quantidade de operações por tipo. Pelo Lema 4.1.60, temos que ib1(I ′) = ib2(I).
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Logo, o custo total da sequência de eventos de reversão, transposição e indel fornecida
pelo Algoritmo 29 é de, no máximo, ib2(I).

O Algoritmo 29 também possui um tempo de execução de O(n2), uma vez que as
funções F e G são executadas em tempo linear e o Algoritmo 28, no pior caso, requer um
tempo quadrático.

Teorema 4.2.13. O Algoritmo 29 é uma 3-aproximação para a variação com sinais do
problema SbWIRTI considerando a função de custo W2.

Demonstração. Seja I = ((π, π̆), (ι, ῐ)) uma instância intergênica rígida com sinais. Pelo
Lema 4.2.12, o Algoritmo 29 transforma (π, π̆) em (ι, ῐ) utilizando uma sequência de
eventos de reversão, transposição e indel, com um custo total de, no máximo, ib2(I). Pelo
limitante inferior, apresentado no Teorema 4.2.8, temos que: dwiRTI(I) ≥ ib2(I)

3
. Logo, o

teorema segue.

A terceira função de custo, chamada de W3, é baseada na proporção de regiões inter-
gênicas afetadas por cada evento de rearranjo [4]. A seguir, descrevemos formalmente a
função de custo W3:

W3(β) =


1, para β = δ

(i)
(x)

2, para β = ρ
(i,j)
(x,y)

3, para β = τ
(i,j,k)
(x,y,z)

Com base nos custos da função W3, obtemos para as variações com e sem sinais do
problema SbWIRTI, os seguintes limitantes inferiores.

Teorema 4.2.14. Seja I = ((π, π̆), (ι, ῐ)) uma instância intergênica rígida sem sinais.
Com base na função de custo W3, temos que dwiRTI(I) ≥ ib1(I).

Demonstração. Pelos lemas 4.1.1, 4.1.2 e 4.1.4, sabemos que, por operação, os eventos de
reversão, transposição e indel removem, respectivamente, no máximo 2, 3 e 1 breakpoint
tipo um. Com base no melhor caso de cada evento de rearranjo e na função de custo W3,
temos que:

dwiRTI(I) ≥ min

(
ib1(I)

2
× 2,

ib1(I)

3
× 3, ib1(I)× 1

)
= ib1(I),

e o teorema segue.

Teorema 4.2.15. Seja I = ((π, π̆), (ι, ῐ)) uma instância intergênica rígida com sinais.
Com base na função de custo W3, temos que dwiRTI(I) ≥ ib2(I).

Demonstração. A prova é similar à descrita no Teorema 4.2.14, mas considerando os
lemas 4.1.5, 4.1.6 e 4.1.8.

Lema 4.2.16. Seja I = ((π, π̆), (ι, ῐ)) uma instância intergênica rígida sem sinais. o
Algoritmo 28, considerando a função de custo W3, transforma (π, π̆) em (ι, ῐ) utilizando
uma sequência de eventos de reversão, transposição e indel S, com um custo total de, no
máximo, 3ib1(I).
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Demonstração. A prova é similar à descrita no Lema 4.2.10 considerando a função de
custo W3.

Teorema 4.2.17. O Algoritmo 28 é uma 3-aproximação para a variação sem sinais do
problema SbWIRTI considerando a função de custo W3.

Demonstração. Seja I = ((π, π̆), (ι, ῐ)) uma instância intergênica rígida sem sinais. Pelo
Lema 4.2.16, o Algoritmo 28 transforma (π, π̆) em (ι, ῐ) utilizando uma sequência de
eventos de reversão, transposição e indel S, com um custo total de, no máximo, 3ib1(I).
Pelo limitante inferior, apresentado no Teorema 4.2.14, temos que: dwiRTI(I) ≥ ib1(I).
Logo, o teorema segue.

Lema 4.2.18. Seja I = ((π, π̆), (ι, ῐ)) uma instância intergênica rígida com sinais. O
Algoritmo 29, considerando a função de custo W3, transforma (π, π̆) em (ι, ῐ) utilizando
uma sequência de eventos de reversão, transposição e indel S, com um custo total de, no
máximo, 3ib2(I).

Demonstração. A prova é similar à descrita no Lema 4.2.12 considerando a função de
custo W3.

Teorema 4.2.19. O Algoritmo 29 é uma 3-aproximação para a variação com sinais do
problema SbWIRTI considerando a função de custo W3.

Demonstração. Pelo Lema 4.2.18, o Algoritmo 29 transforma (π, π̆) em (ι, ῐ) utilizando
uma sequência de eventos de reversão, transposição e indel S, com um custo total de,
no máximo, 3ib2(I). Pelo limitante inferior, apresentado no Teorema 4.2.15, temos que:
dwiRTI(I) ≥ ib2(I). Logo, o teorema segue.

A seguir, apresentamos duas funções de custo para o problema SbWIRT que são
amplamente utilizadas na literatura em modelos compostos pelos eventos conservativos
de reversão e transposição. A primeira função de custo, chamada deW4, adota os custos 1

e 2 para os eventos de reversão e transposição, respectivamente [42]. A segunda função de
custo, chamada de W5, adota os custos 2 e 3 para os eventos de reversão e transposição,
respectivamente [56]. A seguir, descrevemos formalmente as funções de custo W4 e W5:

W4(β) =

{
1, para β = ρ

(i,j)
(x,y)

2, para β = τ
(i,j,k)
(x,y,z)

W5(β) =

{
2, para β = ρ

(i,j)
(x,y)

3, para β = τ
(i,j,k)
(x,y,z)

Com base nos custos da funções W4, obtemos para as variações com e sem sinais do
problema SbWIRT, os seguintes limitantes inferiores.

Teorema 4.2.20. Seja I = ((π, π̆), (ι, ῐ)) uma instância intergênica rígida balanceada
sem sinais. Com base na função de custo W4, temos que dwiRT(I) ≥ ib1(I)

2
.
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Demonstração. Pelos lemas 4.1.1, 4.1.2, sabemos que, por operação, os eventos de reversão
e transposição removem, respectivamente, no máximo, 2 e 3 breakpoints tipo um. Com
base no melhor caso de cada evento de rearranjo e na função de custo W4, temos que:

dwiRT(I) ≥ min

(
ib1(I)

2
× 1,

ib1(I)

3
× 2

)
=
ib1(I)

2
,

e o teorema segue.

Teorema 4.2.21. Seja I = ((π, π̆), (ι, ῐ)) uma instância intergênica rígida balanceada
com sinais. Com base na função de custo W4, temos que dwiRT(I) ≥ ib2(I)

2
.

Demonstração. A prova é similar à descrita no Teorema 4.2.20, mas considerando os
lemas 4.1.5 e 4.1.6.

Lema 4.2.22. Seja I = ((π, π̆), (ι, ῐ)) uma instância intergênica rígida balanceada sem
sinais. O Algoritmo 9, considerando a função de custo W4, transforma (π, π̆) em (ι, ῐ)

utilizando uma sequência de eventos de reversão e transposição S, com um custo total de,
no máximo, 2ib1(I).

Demonstração. Pelo Lema 4.1.43, sabemos que o Algoritmo 9 transforma (π, π̆) em (ι, ῐ).
Para obtermos o custo total máximo de uma sequência de reversões e transposições for-
necida pelo Algoritmo 9 vamos considerar suas duas fases: (i) remoção de breakpoints
sobrecarregados: nessa fase cada breakpoint tipo um é removido com um custo médio de
2, no pior caso; (ii) remoção de breakpoints suaves: no pior caso, cada breakpoint tipo um
é removido por uma transposição, que tem custo 2. Dessa forma, o custo total máximo
de uma sequência de reversões e transposições fornecida pelo Algoritmo 9 é 2ib1(I), e o
lema segue.

Teorema 4.2.23. O Algoritmo 9 é uma 4-aproximação para a variação sem sinais do
problema SbWIRT considerando a função de custo W4.

Demonstração. Seja I = ((π, π̆), (ι, ῐ)) uma instância intergênica rígida balanceada sem
sinais. Pelo Lema 4.2.22, o Algoritmo 9, com base na função de custo W4, transforma
(π, π̆) em (ι, ῐ) utilizando uma sequência de eventos de reversão e transposição com um
custo total de, no máximo, 2ib1(I). Pelo limitante inferior, apresentado no Teorema 4.2.20,
temos que: dwiRT(I) ≥ ib2(I)

2
. Logo, o teorema segue.

Considere o Algoritmo 30 para a variação com sinais do problema SbWIRT conside-
rando a função de custo W4.

Lema 4.2.24. Seja I = ((π, π̆), (ι, ῐ)) uma instância intergênica rígida balanceada com
sinais. O Algoritmo 30, considerando a função de custo W4, transforma (π, π̆) em (ι, ῐ)

utilizando uma sequência de eventos de reversão e transposição S, com um custo total de,
no máximo, 2ib2(I).

Demonstração. Note que o Algoritmo 9 fornece uma sequência de reversões e transposi-
ções que afetam apenas breakpoints tipo um. Logo, nenhuma adjacência intergênica de I ′
é afetada. Além disso, pelo Lema 4.2.22, o Algoritmo 9 utiliza uma sequência de eventos
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Algoritmo 30: Um algoritmo de aproximação para o problema SbWIRT.
Entrada: Uma instância intergênica rígida com sinais I = ((π, π̆), (ι, ῐ))
Saída: Uma sequência de eventos de reversão e transposição S, tal que

(π, π̆) · S = (ι, ῐ)
. Lema 4.1.60
I ′ ← F(I)1

Seja S ′ uma sequência de eventos de reversão e transposição fornecida pelo2

Algoritmo 9
. Lema 4.1.61
S ← G(S ′)3

retorne S4

de reversão e transposição com um custo total de, no máximo, 2ib1(I ′) para transformar
(π′, π̆′) em (ι′, ῐ′). Pelo Lema 4.1.61, temos que (π, π̆) · S = (ι, ῐ) e |S| = |S ′|. Além disso,
S e |S ′| possuem a mesma quantidade de operações por tipo. Pelo Lema 4.1.60, temos que
2ib1(I ′) = 2ib2(I). Logo, o custo total da sequência de eventos de reversão e transposição
fornecida pelo Algoritmo 30 é de, no máximo, 2ib2(I).

Teorema 4.2.25. O Algoritmo 30 é uma 4-aproximação para a variação com sinais do
problema SbWIRT considerando a função de custo W4.

Demonstração. Seja I = ((π, π̆), (ι, ῐ)) uma instância intergênica rígida balanceada com
sinais. Pelo Lema 4.2.24, o Algoritmo 30, com base na função de custo W4, transforma
(π, π̆) em (ι, ῐ) utilizando uma sequência de eventos de reversão e transposição com um
custo total de, no máximo, 2ib2(I). Pelo limitante inferior, apresentado no Teorema 4.2.21,
temos que dwiRT(I) ≥ ib2(I)

2
. Logo, o teorema segue.

Com base nos custos da funções W5, obtemos para as variações com e sem sinais do
problema SbWIRT, os seguintes limitantes inferiores.

Teorema 4.2.26. Seja I = ((π, π̆), (ι, ῐ)) uma instância intergênica rígida balanceada
sem sinais. Com base na função de custo W5, temos que dwiRT(I) ≥ ib1(I).

Demonstração. Pelos lemas 4.1.1 e 4.1.2, sabemos que, por operação, os eventos de re-
versão e transposição removem, respectivamente, no máximo 2e 3 breakpoints tipo um.
Com base no melhor caso de cada evento de rearranjo e na função de custo W5, temos
que:

dwiRT(I) ≥ min

(
ib1(I)

2
× 2,

ib1(I)

3
× 3

)
= ib1(I),

e o teorema segue.

Teorema 4.2.27. Seja I = ((π, π̆), (ι, ῐ)) uma instância intergênica rígida balanceada
com sinais. Com base na função de custo W5, temos que dwiRT(I) ≥ ib2(I).

Demonstração. A prova é similar à descrita no Teorema 4.2.26, mas considerando os
lemas 4.1.5 e 4.1.6.
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Lema 4.2.28. Seja I = ((π, π̆), (ι, ῐ)) uma instância intergênica rígida balanceada sem
sinais. O Algoritmo 9, considerando a função de custo W5, transforma (π, π̆) em (ι, ῐ)

utilizando uma sequência de eventos de reversão e transposição S, com um custo total de,
no máximo, 7ib1(I)

2
.

Demonstração. Pelo Lema 4.1.43, sabemos que o Algoritmo 9 transforma (π, π̆) em (ι, ῐ).
Para obtermos o custo total máximo de uma sequência de reversões e transposições for-
necida pelo Algoritmo 9 vamos considerar suas duas fases: (i) remoção de breakpoints
sobrecarregados: nessa fase cada breakpoint tipo um é removido com um custo médio de
4, no pior caso; (ii) remoção de breakpoints suaves: no pior caso, cada breakpoint tipo um
é removido por uma transposição, que tem custo 3. Entretanto, se ocorrer o pior caso da
fase de remoção de breakpoints sobrecarregados, então a fase de remoção de breakpoints
suaves será executada em seguida. Dessa forma, no pior caso, dois breakpoints tipo um
são removidos com um custo de 4 + 3 = 7. Logo, o custo total máximo de uma sequência
de reversões e transposições fornecida pelo Algoritmo 9 é ib1(I)

2
× 7 = 7ib1(I)

2
, e o lema

segue.

Teorema 4.2.29. O Algoritmo 9 é uma 3.5-aproximação para a variação sem sinais do
problema SbWIRT considerando a função de custo W5.

Demonstração. Seja I = ((π, π̆), (ι, ῐ)) uma instância intergênica rígida balanceada sem
sinais. Pelo Lema 4.2.28, o Algoritmo 9, com base na função de custo W5, transforma
(π, π̆) em (ι, ῐ) utilizando uma sequência de eventos de reversão e transposição com um
custo total de, no máximo, 7ib1(I)

2
. Pelo limitante inferior, apresentado no Teorema 4.2.26,

temos que: dwiRT(I) ≥ ib1(I). Logo, o teorema segue.

Lema 4.2.30. Seja I = ((π, π̆), (ι, ῐ)) uma instância intergênica rígida balanceada com
sinais. O Algoritmo 30, considerando a função de custo W5, transforma (π, π̆) em (ι, ῐ)

utilizando uma sequência de eventos de reversão e transposição S, com um custo total de,
no máximo, 7ib2(I)

2
.

Demonstração. A prova é similar à descrita no Lema 4.2.24 considerando a função de
custo W5.

Teorema 4.2.31. O Algoritmo 30 é uma 3.5-aproximação para a variação com sinais do
problema SbWIRT considerando a função de custo W5.

Demonstração. Seja I = ((π, π̆), (ι, ῐ)) uma instância intergênica rígida balanceada com
sinais. Pelo Lema 4.2.30, o Algoritmo 9, com base na função de custo W5, transforma
(π, π̆) em (ι, ῐ) utilizando uma sequência de eventos de reversão e transposição com um
custo total de, no máximo, 7ib2(I)

2
. Pelo limitante inferior, apresentado no Teorema 4.2.27,

temos que: dwiRT(I) ≥ ib2(I). Logo, o teorema segue.

4.3 Conclusões

Neste capítulo, investigamos as variações com e sem sinais de oito problemas considerando
instâncias intergênicas rígidas em um cenário não ponderado e os eventos de rearranjo de
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reversão, transposição, move e indel. Para todas as variações dos problemas em que a
complexidade ainda era desconhecida, apresentamos uma prova de NP-dificuldade, com
exceção da variação com sinais do problema de Ordenação de Permutações por Ope-
rações Intergênicas de Reversão e Indel (SbIRI). Para todas as variações investigadas,
apresentamos pelo menos um algoritmo de aproximação com fator constante baseado no
conceito de breakpoint intergênico. Além disso, apresentamos algoritmos com fatores de
aproximação melhores baseados na estrutura de grafo de ciclos ponderado rígido.

Realizamos testes experimentais com os algoritmos propostos para verificar o desempe-
nho prático dos mesmos. Além disso, utilizamos dados de 97 genomas reais e construímos
uma árvore filogenética com base exclusivamente na matriz de distâncias fornecida por
um dos nossos algoritmos. Comparamos essa árvore filogenética com outra presente na
literatura, construída com os mesmos 97 genomas, e o resultado apontou que existe uma
alta concordância entre elas.

Em um cenário ponderado, investigamos as variações com e sem sinais de três pro-
blemas considerando instâncias intergênicas rígidas e os eventos de rearranjo de reversão,
transposição e indel. Consideramos diferentes funções de custo e apresentamos algoritmos
de aproximação com um fator constante para todas as variações investigadas.
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Capítulo 5

Modelos Intergênicos Flexíveis

Neste capítulo, investigaremos problemas que consideram, além da ordem dos genes e do
tamanho das regiões intergênicas, um certo grau de flexibilidade em relação ao tamanho
das regiões intergênicas no genoma alvo desejado. Nesse contexto, consideraremos os even-
tos de reversão intergênica, transposição intergênica, move intergênico e indel intergênico,
e investigaremos as variações com e sem sinais dos seguintes problemas:

• Ordenação de Permutações por Reversões Intergênicas com Regiões Intergênicas
Flexíveis (SbFIR)

• Ordenação de Permutações por Operações Intergênicas de Reversão e Indel com
Regiões Intergênicas Flexíveis (SbFIRI)

• Ordenação de Permutações por Operações Intergênicas de Reversão e Move com
Regiões Intergênicas Flexíveis (SbFIRM)

• Ordenação de Permutações por Operações Intergênicas de Reversão, Move e Indel
com Regiões Intergênicas Flexíveis (SbFIRMI)

• Ordenação de Permutações por Operações Intergênicas de Reversão e Transposição
com Regiões Intergênicas Flexíveis (SbFIRT)

• Ordenação de Permutações por Operações Intergênicas de Reversão, Transposição
e Indel com Regiões Intergênicas Flexíveis (SbFIRTI)

• Ordenação de Permutações por Operações Intergênicas de Reversão, Transposição
e Move com Regiões Intergênicas Flexíveis (SbFIRTM)

• Ordenação de Permutações por Operações Intergênicas de Reversão, Transposição,
Move e Indel com Regiões Intergênicas Flexíveis (SbFIRTMI)

Além disso, investigaremos as variações sem sinais dos seguintes problemas:

• Ordenação de Permutações por Transposições Intergênicas com Regiões Intergênicas
Flexíveis (SbFIT)
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• Ordenação de Permutações por Operações Intergênicas de Transposição e Move com
Regiões Intergênicas Flexíveis (SbFITM)

Note que nesses dois últimos problemas, tanto o evento de transposição intergênica
como o evento de move intergênico não alteram a orientação dos genes. Por esse motivo,
apenas a variação sem sinais será investigada.

Neste capítulo, iremos referenciar aos eventos de rearranjo de reversão intergênica,
transposição intergênica, move intergênico e indel intergênico simplesmente por reversão,
transposição, move e indel, respectivamente. Além disso, referiremos a um breakpoint
intergênico simplesmente por breakpoint. Dada uma sequência de eventos de rearranjo
S, denotamos por |S| o tamanho da sequência S, ou seja, a quantidade de eventos em S.

Dada uma instância intergênica flexível com ou sem sinais I = ((π, π̆), (ι, ῐmin, ῐmax)),
a distância flexível entre (π, π̆) e (ι, ῐmin, ῐmax), denotada por dfiM(I), é o tamanho da
menor sequência de eventos de rearranjo S, tal que todo evento de S pertence ao modelo
M e (π, π̆) ·S = (ι, π̆′), onde ῐmin

i ≤ π̆′i ≤ ῐmax
i para i ∈ [1..n+ 1]. Os modelos de rearranjo

considerados neste capítulo são identificados pelas siglas apresentadas na Tabela 5.1.

Tabela 5.1: Siglas dos modelos de rearranjo considerados para instâncias intergênicas
flexíveis.

Problema Sigla do Modelo Conjunto de Eventos de Rearranjo
SbFIR R {ρ}
SbFIRI RI {ρ, δ}
SbFIRM RM {ρ, µ}
SbFIRMI RMI {ρ, µ, δ}
SbFIT T {τ}
SbFITM TM {τ, µ}
SbFIRT RT {ρ, τ}
SbFIRTI RTI {ρ, τ, δ}
SbFIRTM RTM {ρ, τ, µ}
SbFIRTMI RTMI {ρ, τ, µ, δ}

Dada uma instância intergênica flexível com ou sem sinais I = ((π, π̆), (ι, ῐmin, ῐmax)),
utilizaremos as expressões atingir o genoma alvo ou alcançar o genoma alvo quando π é
transformado em ι e para toda região intergênica π̆i em π̆, temos que ῐmin

i ≤ π̆i ≤ ῐmax
i .

Parte dos resultados que serão apresentados neste capítulo foram aceitos para publi-
cação na revista IEEE/ACM Transactions on Computational Biology and Bioinforma-
tics [20] em 2022.

5.1 Análise de Complexidade

Nesta seção, realizaremos uma análise de complexidade dos problemas que consideram
um grau de flexibilidade em relação ao tamanho das regiões intergênicas no genoma alvo
desejado.

Note que todos os problemas investigados neste capítulo generalizam suas respectivas
versões que consideram um valor estrito (rígido) para o tamanho das regiões intergênicas
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desejadas no genoma alvo. Isso pode ser facilmente constatado por meio de uma redu-
ção. No Capítulo 4 foi mostrado que a variação sem sinais dos problemas SbIR, SbIRI,
SbIRM, SbIRMI, SbIRT, SbIRTI, SbIRTM e SbIRTMI pertencem à classe NP-
difícil. Adicionalmente, temos que a variação sem sinais dos problemas SbIT e SbITM
também pertencem à classe NP-difícil [59]. Dessa forma, temos o seguinte lema.

Lema 5.1.1. Os problemas SbFIR, SbFIRI, SbFIRM, SbFIRMI, SbFIRT, SbFIRTI,
SbFIRTM, SbFIRTMI, SbFIT e SbFITM, em instâncias intergênicas flexíveis sem si-
nais, pertencem à classe NP-difícil.

Demonstração. Sejam Pf e Pr problemas com base no mesmo modelo de rearranjo M,
mas com Pf e Pr possuindo, respectivamente, uma característica de flexibilidade e de
rigidez em relação ao tamanho das regiões intergênicas no genoma alvo. Seja I =

((π, π̆), (ι, ῐ)) uma instância intergênica rígida para o problema Pr, então podemos criar
uma instância intergênica flexível I ′ = ((π′, π̆′), (ι′, ῐ′min, ῐ′max)) para o problema Pf da
seguinte forma:

• (π′, π̆′) = (π, π̆)

• ι′ = ι

• ῐ′min = ῐ′max = ῐ

Note que pela construção da instância I ′ e pelo fato de que Pf e Pr adotam o mesmo
modelo de rearranjoM, temos que dfiM(I ′) = diM(I).

Além disso, o Capítulo 4 apresenta a informação de que a variação com sinais dos
problemas SbIR, SbIRM, SbIRMI, SbIRT, SbIRTI, SbIRTM e SbIRTMI também
pertencem à classe NP-difícil. Com isso, obtemos o seguinte lema.

Lema 5.1.2. Os problemas SbFIR, SbFIRM, SbFIRMI, SbFIRT, SbFIRTI, SbFIRTM
e SbFIRTMI, em instâncias intergênicas flexíveis com sinais, pertencem à classe NP-
difícil.

Demonstração. A prova é similar à descrita no Lema 5.1.1.

É importante lembrar que, semelhante à variação com sinais do problema SbIRI, a
variação com sinais do problema SbFIRI também permanece com a complexidade desco-
nhecida.

5.2 Limitantes Inferiores

Nesta seção, apresentaremos limitantes inferiores para as variações com e sem sinais dos
problemas investigados neste capítulo.

Para a variação sem sinais dos problemas SbFIR, SbFIRI, SbFIRM, SbFIRMI,
SbFIRT, SbFIRTI, SbFIRTM e SbFIRTMI utilizaremos o conceito de região intergê-
nica flexível (Seção 2.5). Note que os eventos de rearranjo de reversão, transposição, move
e indel afetam, respectivamente, as seguintes quantidades de regiões intergênicas: duas,
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três, duas e uma. No melhor cenário, cada uma das regiões intergênicas afetadas pode ser
instável ou auxiliar, e são removidas após a aplicação do evento de rearranjo. Com isso,
obtemos os lemas descritos na sequência.

Lema 5.2.1. Seja I uma instância intergênica flexível sem sinais. Para qualquer reversão
ρ temos que ∆iri(I, S = (ρ)) ≥ −2.

Lema 5.2.2. Seja I uma instância intergênica flexível sem sinais. Para qualquer trans-
posição τ temos que ∆iri(I, S = (τ)) ≥ −3.

Lema 5.2.3. Seja I uma instância intergênica flexível sem sinais. Para qualquer move
µ temos que ∆iri(I, S = (µ)) ≥ −2.

Lema 5.2.4. Seja I uma instância intergênica flexível sem sinais. Para qualquer indel δ
temos que ∆iri(I, S = (δ)) ≥ −1.

Além disso, considerando uma instância intergênica flexível balanceada sem sinais e
com base em um modelo composto exclusivamente por eventos conservativos, temos os
seguintes lemas:

Lema 5.2.5. Seja I uma instância intergênica flexível balanceada sem sinais. Para qual-
quer reversão ρ temos que ∆iri(I, S = (ρ)) + ∆ira(I, S = (ρ)) ≥ −2.

Lema 5.2.6. Seja I uma instância intergênica flexível balanceada sem sinais. Para qual-
quer transposição τ temos que ∆iri(I, S = (τ)) + ∆ira(I, S = (τ)) ≥ −3.

Lema 5.2.7. Seja I uma instância intergênica flexível balanceada sem sinais. Para qual-
quer move µ temos que ∆iri(I, S = (µ)) + ∆ira(I, S = (µ)) ≥ −2.

Com base na quantidade máxima de regiões intergênicas instáveis e auxiliares que
cada evento pode remover de uma instância intergênica flexível, obtemos os limitantes
inferiores descritos a seguir.

Teorema 5.2.8. Seja I uma instância intergênica flexível sem sinais. Temos que:
dfiRI(I) ≥ iri(I)

2
,

dfiRMI(I) ≥ iri(I)
2

,
dfiRTI(I) ≥ iri(I)

3
e

dfiRTMI(I) ≥ iri(I)
3

.

Demonstração. Pela Observação 2.5.1, temos que todas as regiões intergênicas instáveis
devem ser removidas para que o genoma alvo seja alcançado. Pelos lemas 5.2.1, 5.2.2,
5.2.3 e 5.2.4, temos que os eventos de reversão, transposição, move e indel podem remover,
no máximo, 2, 3, 2 e 1 região intergênica instável, respectivamente. Como a instância I
possui iri(I) regiões intergênicas instáveis e considerando o máximo de regiões intergênicas
instáveis que podem ser removidas por cada evento nos modelos de rearranjo RI, RMI,
RTI e RTMI, o teorema segue.
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Teorema 5.2.9. Seja I uma instância intergênica flexível balanceada sem sinais. Temos
que:

dfiR(I) ≥ iri(I)+ira(I)
2

,
dfiRM(I) ≥ iri(I)+ira(I)

2
,

dfiRT(I) ≥ iri(I)+ira(I)
3

e
dfiRTM(I) ≥ iri(I)+ira(I)

3
.

Demonstração. Note que todos os problemas listados possuem um modelo de rearranjo
composto exclusivamente por eventos conservativos. Pela Observação 2.5.2, temos que to-
das as regiões intergênicas instáveis e auxiliares devem ser removidas para que o genoma
alvo seja alcançado. Pelos lemas 5.2.5, 5.2.6 e 5.2.7, temos que a variação no número
de regiões intergênicas instáveis acrescida da variação no número de regiões intergênicas
auxiliares após aplicar um evento de reversão, transposição e move é maior ou igual a −2,
−3 e −2, respectivamente. Como a instância I possui iri(I) + ira(I) regiões intergênicas
instáveis ou auxiliares, considerando o máximo de regiões intergênicas instáveis ou auxi-
liares que podem ser removidas por cada evento nos modelos de rearranjo R, RM, RT e
RTM, o teorema segue.

A seguir, com base na estrutura de grafo de ciclos ponderado flexível (Seção 2.6.3),
apresentamos limitantes inferiores para a variação sem sinais dos problemas SbFIT e
SbFITM, e para a variação com sinais dos problemas SbFIR, SbFIRI, SbFIRM,
SbFIRMI, SbFIRT e SbFIRTM.

Note que os eventos de reversão e transposição afetam, respectivamente, duas e três
arestas pretas do grafo de ciclos ponderado flexível e podem aumentar tanto o número de
ciclos como o número de ciclos estáveis e definitivos. O evento de move afeta duas arestas
pretas do grafo, mas pode aumentar somente o número de ciclos estáveis e definitivos.
Já o evento de indel afeta apenas uma aresta preta do grafo e pode aumentar apenas o
número de ciclos estáveis.

Dessa forma, dada uma instância intergênica flexível I, considerando a variação no nú-
mero de ciclos (∆c), a variação no número ciclos estáveis (∆ce) e a variação no número ci-
clos definitivos (∆cd), temos que para qualquer reversão ρ, ∆c(G(I), S = (ρ)) ∈ {1, 0,−1},
∆ce(G(I), S = (ρ)) ∈ {1, 0,−1} e ∆cd(G(I), S = (ρ)) ∈ {1, 0,−1}. Para qualquer
transposição τ , temos que ∆c(G(I), S = (τ)) ∈ {2, 0,−2}, ∆ce(G(I), S = (τ)) ∈
{2, 1, 0,−1,−2} e ∆cd(G(I), S = (τ)) ∈ {2, 1, 0,−1,−2}. Para qualquer move µ, te-
mos que ∆c(G(I), S = (µ)) = 0, ∆ce(G(I), S = (µ)) ∈ {2, 1, 0,−1,−2} e ∆cd(G(I), S =

(µ)) ∈ {2, 1, 0,−1,−2}. Por fim, para qualquer indel δ, temos que ∆c(G(I), S = (δ)) = 0

e ∆ce(G(I), S = (δ)) ∈ {1, 0,−1}. Com isso, obtemos os seguintes limitantes inferiores:

Teorema 5.2.10. Seja I uma instância intergênica flexível balanceada sem sinais. Temos
que:

dfiT(I) ≥ n+1−cd(G(I))
2

e
dfiTM(I) ≥ n+1−cd(G(I))

2
.

Demonstração. Pela Observação 2.6.5, temos que, para atingir o genoma alvo, é necessário
que c(G(I)) = cd(G(I)) = n + 1. Como cd(G(I)) ≤ c(G(I)), então se fizermos com que
G(I) possua n + 1 ciclos definitivos temos, garantidamente, que c(G(I)) = cd(G(I)) =
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n+1. Tanto o evento de transposição como o de move podem aumentar o número de ciclos
definitivos, no máximo, em duas unidades. Logo, são necessárias pelo menos n+1−cd(G(I))

2

operações de transposição ou move para atingir o genoma alvo, e o teorema segue.

Teorema 5.2.11. Seja I uma instância intergênica flexível balanceada com sinais. Temos
que: dfiR(I) ≥ n+ 1− cd(G(I)).

Demonstração. A prova é similar à apresentada no Teorema 5.2.10 considerando que o
evento de reversão pode aumentar o número de ciclos definitivos, no máximo, em uma
unidade.

Teorema 5.2.12. Seja I uma instância intergênica flexível com sinais. Temos que:
dfiRI(I) ≥ n+ 1− ce(G(I)),
dfiRTI(I) ≥ n+1−ce(G(I))

2
e

dfiRTMI(I) ≥ n+1−ce(G(I))
2

.

Demonstração. Pela Observação 2.6.4, temos que, para atingir o genoma alvo, é necessário
que c(G(I)) = ce(G(I)) = n + 1. Como ce(G(I)) ≤ c(G(I)), então se fizermos com que
G(I) possua n+1 ciclos estáveis temos, garantidamente, que c(G(I)) = ce(G(I)) = n+1.
Tanto o evento de reversão como o de indel podem aumentar o número de ciclos estáveis,
no máximo, em uma unidade. Os eventos de transposição e move podem aumentar o
número de ciclos estáveis, no máximo, em duas unidade. Logo, são necessárias pelo
menos n+ 1 − ce(G(I)) operações de reversão ou indel para atingir o genoma alvo no
problema SbFIRI. Para os problemas SbFIRTI e SbFIRTMI são necessárias pelo menos
n+1−ce(G(I))

2
operações para atingir o genoma alvo, e o teorema segue.

Teorema 5.2.13. Seja I uma instância intergênica flexível balanceada com sinais. Temos
que: dfiRM(I) ≥ n+ 1− c(G(I))+cd(G(I))

2
.

Demonstração. Pela Observação 2.6.5, temos que, para atingir o genoma alvo, é necessário
que c(G(I)) = cd(G(I)) = n+1. Logo, temos que aumentar a quantidade de ciclos e ciclos
definitivos em n+ 1−c(G(I)) e n+ 1−cd(G(I)) unidades, respectivamente. Totalizando
a quantidade de ciclos e ciclos definitivos que precisam ser criados temos o seguinte valor:
2(n+ 1)− (c(G(I)) + cb(G(I))). Considerando os eventos de reversão e move, temos que
para qualquer evento γ ∈ {ρ, µ} é verdade que ∆c(G(I), S = (γ))+∆cd(G(I), S = (γ)) ≤
2. Dessa forma, são necessárias pelo menos 2(n+1)−(c(G(I))+cd(G(I)))

2
= n+ 1− c(G(I))+cd(G(I))

2

operações de reversão ou move para atingir o genoma alvo, e o teorema segue.

Teorema 5.2.14. Seja I uma instância intergênica flexível com sinais. Temos que:
dfiRMI(I) ≥ n+ 1− c(G(I))+ce(G(I))

2
.

Demonstração. A prova é similar à apresentada no Teorema 5.2.13 considerando que, para
qualquer evento γ ∈ {ρ, µ δ}, é verdade que ∆c(G(I), S = (γ)) + ∆ce(G(I), S = (γ)) ≤
2.

Teorema 5.2.15. Seja I uma instância intergênica flexível balanceada com sinais. Temos
que:

dfiRT(I) ≥ n+1−cd(G(I))
2

e
dfiRTM(I) ≥ n+1−cd(G(I))

2
.
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Demonstração. A prova é similar à apresentada no Teorema 5.2.10 incluindo a considera-
ção de que o evento de reversão pode aumentar o número de ciclos definitivos, no máximo,
em uma unidade.

5.3 Algoritmos de Aproximação

Nesta seção, apresentaremos algoritmos de aproximação para as variações com e sem
sinais dos problemas investigados neste capítulo. Inicialmente, apresentaremos algumas
funções de redução que criam uma instância intergênica rígida a partir de uma instância
intergênica flexível. Os algoritmos de aproximação apresentados nesta seção usam, como
sub-rotinas, os algoritmos para instâncias com regiões rígidas apresentados no Capítulo 4.

Dada uma instância intergênica flexível sem sinais I = ((π, π̆), (ι, ῐmin, ῐmax)), a função
F ′ir cria uma instância intergênica rígida sem sinais I ′ = ((π′, π̆′), (ι′, ῐ′)) da seguinte
forma:

• (π′, π̆′) = (π, π̆)

• ι′ = ι

• Inicialmente, atribua em ῐ′i o valor ῐmin
i , para i ∈ [1..(n+ 1)]. Em seguida, para

cada região intergênica estável π̆i ∈ Se(I), atribua o valor π̆i em ῐ′k, onde k =

max(πi−1, πi).

Denotamos por F ′ir(I) a instância intergênica rígida sem sinais criada pela função F ′ir
a partir de uma instância intergênica flexível sem sinais I. Perceba que a função F ′ir
apenas define valores estritos para os tamanhos das regiões intergênicas no genoma alvo
ῐ′ da instância intergênica rígida I ′, uma vez que (π′, π̆′) = (π, π̆) e ι′ = ι. Além disso, a
função F ′ir pode ser executada em tempo linear.
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O Exemplo 5.3.1 apresenta uma instância intergênica rígida sem sinais I ′ = ((0 1 2 5 4

3 6), (5, 0, 3, 1, 6, 2)), ((0 1 2 3 4 5 6), (5, 3, 3, 6, 2, 1)) criada pela função F ′ir a partir de uma
instância intergênica flexível sem sinais I = ((0 1 2 5 4 3 6), (5, 0, 3, 1, 6, 2)), ((0 1 2 3 4 5 6),

(4, 3, 3, 2, 2, 1), (6, 4, 8, 7, 3, 3))). Perceba que no exemplo apenas as regiões intergênicas π̆1

e π̆5 são estáveis. Por esse motivo, temos que ῐ′1 = 5 e ῐ′4 = 6.

Exemplo 5.3.1.

(π, π̆) =

π0 π1 π2 π3 π4 π5 π6π̆1 π̆2 π̆3 π̆4 π̆5 π̆6

5 0 3 1 6 20 1 2 5 4 3 6

(ι, ῐmin, ῐmax) =

ι0 ι1 ι2 ι3 ι4 ι5 ι6

6

4

4

3

8

3

7

2

3

2

3

1
0 1 2 3 4 5 6

F ′
ir(I)

I′

(π′, π̆′) =

π′0 π′1 π′2 π′3 π′4 π′5 π′6π̆′1 π̆′2 π̆′3 π̆′4 π̆′5 π̆′6

5 0 3 1 6 20 1 2 5 4 3 6

(ι′, ῐ′) =

ι′0 ι′1 ι′2 ι′3 ι′4 ι′5 ι′6ῐ′1 ῐ′2 ῐ′3 ῐ′4 ῐ′5 ῐ′6

5 3 3 6 2 10 1 2 3 4 5 6

Lema 5.3.1. Seja I ′ = ((π′, π̆′), (ι′, ῐ′)) uma instância intergênica rígida sem sinais tal
que I ′ = F ′ir(I), onde I = ((π, π̆), (ι, ῐmin, ῐmax)) é uma instância intergênica flexível sem
sinais. Vale que iri(I) = ib1(I ′).

Demonstração. Pela construção da função F ′ir temos que cada região intergênica estável
em I é mapeada em uma adjacência intergênica em I ′. Além disso, cada região intergênica
instável acaba tornando-se um breakpoint tipo um em I ′, seja porque os elementos antes
e depois da região intergênica não são adjacentes no genoma alvo ou porque o tamanho
da região intergênica é menor que o mínimo ou maior que o máximo permitido no genoma
alvo. Logo, iri(I) = ib1(I ′) e o lema segue.

Lema 5.3.2. Seja I ′ = ((π′, π̆′), (ι′, ῐ′)) uma instância intergênica rígida sem sinais tal
que I ′ = F ′ir(I), onde I = ((π, π̆), (ι, ῐmin, ῐmax)) é uma instância intergênica flexível sem
sinais, e seja S ′ uma sequência de eventos de rearranjo tal que (π′, π̆′) ·S ′ = (ι′, ῐ′). Então
S ′ é uma sequência que faz com que o genoma alvo em I seja atingido.

Demonstração. Diretamente pela construção da função F ′ir. Note que (π′, π̆′) = (π, π̆),
ι′ = ι e ∀i ∈ {1, 2, . . . , (n+ 1)} : ῐmin

i ≤ ῐ′i ≤ ῐmax
i .

Agora considere a seguinte função de redução com base em um modelo de rearranjo
composto exclusivamente por eventos de rearranjo conservativos. Dada uma instância
intergênica flexível balanceada sem sinais I = ((π, π̆), (ι, ῐmin, ῐmax)), a função F ′′ir cria
uma instância intergênica rígida balanceada sem sinais I ′ = ((π′, π̆′), (ι′, ῐ′)) da seguinte
forma:
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• (π′, π̆′) = (π, π̆)

• ι′ = ι

• Os valores de ῐ′ são atribuídos de acordo com o cenário da instância I:

– No cenário fonte, inicialmente atribua em ῐ′i o valor ῐmin
i , para i ∈ [1..(n+ 1)].

Em seguida, para cada região intergênica definitiva π̆i ∈ Sd(I), atribua o valor
π̆i em ῐ′k, onde k = max(πi−1, πi). Seja α o seguinte valor:

α =
∑

π̆i∈Sa(I)

gapmin(π̆i)−
∑

ῐmin
i ∈ῐmin

ῐmin
i +

∑
π̆i∈Se(I)

(π̆i − gapmin(π̆i)) +
∑

π̆i∈Si1 (I)

π̆i.

Note que, neste cenário, o valor de α é a diferença entre o excedente de nucle-
otídeos das regiões intergênicas auxiliares e o número mínimo de nucleotídeos
que as regiões intergênicas instáveis precisam receber para tornarem-se está-
veis. Perceba que esse valor deve ser menor que gapmin(π̆i), para todo π̆i ∈ Sa,
pois, caso contrário, o tamanho do conjunto Sa não é mínimo. Considerando
que as regiões intergênicas auxiliares estão ordenadas de maneira decrescente
pelo valor de gapmin e seja π̆i a última região intergênica auxiliar, atribua em
ῐ′k, com k = max(πi−1, πi), o valor ῐmin

k + α. Note que ῐmin
k ≤ ῐ′k ≤ ῐmax

k , pois,
por definição, π̆i também é uma região intergênica estável, foi a última região
intergênica a ser adicionada no conjunto de regiões intergênicas auxiliares e,
obrigatoriamente, temos que gapmin(π̆i) ≥ α.

– No cenário sorvedouro, inicialmente atribua em ῐ′i o valor ῐmax
i , para i ∈

[1..(n+ 1)]. Em seguida, para cada região intergênica definitiva π̆i ∈ Sd(I),
atribua o valor π̆i em ῐ′k, onde k = max(πi−1, πi). Seja α o seguinte valor:

α =
∑

π̆i∈Sa(I)

gapmax(π̆i)−
∑

π̆i∈Si(I)

π̆i +
∑

ῐmax
i ∈ῐmax

ῐmax
i −

∑
π̆i∈Se(I)

(π̆i + gapmax(π̆i)).

Neste cenário, o valor de α representa o total de nucleotídeos que podem ser
transferidos para as regiões intergênicas auxiliares, sem torná-las instáveis,
menos a quantidade excedente total de nucleotídeos nas regiões intergênicas
instáveis. Perceba que o valor de α deve ser menor que gapmax(π̆i), para todo
π̆i ∈ Sa, pois, caso contrário, o tamanho do conjunto Sa não é mínimo. Conside-
rando que as regiões intergênicas auxiliares estão ordenadas de maneira decres-
cente pelo valor de gapmax e seja π̆i a última região intergênica auxiliar, atribua
em ῐ′k, com k = max(πi−1, πi), o valor ῐmax

k −α. Note que ῐmin
k ≤ ῐ′k ≤ ῐmax

k , pois,
por definição, π̆i também é uma região intergênica estável, foi a última região
intergênica a ser adicionada no conjunto de regiões intergênicas auxiliares e,
obrigatoriamente, temos que gapmax(π̆i) ≥ α.

– No cenário de equilíbrio, temos que o conjunto de regiões intergênicas auxiliares
é vazio e o total de nucleotídeos nas regiões intergênicas instáveis é suficiente
para torná-las estáveis. Nesse caso, para cada região intergênica definitiva
π̆i ∈ Sd(I), atribua o valor π̆i em ῐ′k, onde k = max(πi−1, πi). Para as regiões
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intergênicas instáveis, sempre é possível encontrar uma lista de números intei-
ros não negativos que atenda aos tamanhos mínimo e máximo permitidos em
cada região intergênica do genoma alvo e que considere o total de nucleotídeos
disponíveis nas regiões intergênicas instáveis.

Por construção da função F ′′ir, temos que cada região intergênica definitiva de I é ma-
peada em uma adjacência intergênica em I ′ e cada região intergênica instável e auxiliar
em I é mapeada em um breakpoint tipo um em I ′. Além disso, pela forma como os
tamanhos das regiões intergênicas são atribuídos em ῐ′, temos a garantia de que a ins-
tância intergênica rígida I ′ resultante é balanceada. Denotamos por F ′′ir(I) a instância
intergênica rígida balanceada sem sinais criada pela função F ′′ir a partir de uma instância
intergênica flexível balanceada sem sinais I. A função F ′′ir pode ser executada em tempo
O(n log n), uma vez que, no pior caso, é necessário ordenar as regiões intergênicas estáveis
para definir o conjunto de regiões intergênicas auxiliares.
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O Exemplo 5.3.2 mostra uma instância intergênica rígida balanceada sem sinais I ′ =

((0 1 2 5 4 3 6), (5, 0, 3, 1, 6, 2)), ((0 1 2 3 4 5 6), (5, 3, 3, 3, 2, 1)) criada pela função F ′′ir a par-
tir de uma instância intergênica flexível balanceada sem sinais I = (((0 1 2 5 4 3 6), (5, 0, 3,

1, 6, 2)), ((0 1 2 3 4 5 6), (4, 3, 3, 2, 2, 1), (6, 4, 8, 7, 3, 3))). Note que a instância I pertence ao
cenário fonte com quatro regiões intergênicas instáveis (iri(I) = 4 e Si = {π̆2, π̆3, π̆4, π̆6}) e
duas regiões intergênicas estáveis (Se = {π̆1, π̆5}). No exemplo, temos apenas uma região
intergênica auxiliar (ira(I) = 1 e Sa = {π̆5}). Note que gapmin(π̆1) = 1 e gapmin(π̆5) = 4.
Logo, ird(I) = 1 e Sd = {π̆1}. Além disso, perceba que α = 1. Como π̆5 é a única (e a
última) região intergênica auxiliar, temos que ῐ′4 = ῐmin

4 + α = 2 + 1 = 3.

Exemplo 5.3.2.

(π, π̆) =

π0 π1 π2 π3 π4 π5 π6π̆1 π̆2 π̆3 π̆4 π̆5 π̆6

5 0 3 1 6 20 1 2 5 4 3 6

(ι, ῐmin, ῐmax) =

ι0 ι1 ι2 ι3 ι4 ι5 ι6

6

4

4

3

8

3

7

2

3

2

3

1
0 1 2 3 4 5 6

F ′′
ir(I)

I′

(π′, π̆′) =

π′0 π′1 π′2 π′3 π′4 π′5 π′6π̆′1 π̆′2 π̆′3 π̆′4 π̆′5 π̆′6

5 0 3 1 6 20 1 2 5 4 3 6

(ι′, ῐ′) =

ι′0 ι′1 ι′2 ι′3 ι′4 ι′5 ι′6ῐ′1 ῐ′2 ῐ′3 ῐ′4 ῐ′5 ῐ′6

5 3 3 3 2 10 1 2 3 4 5 6
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O Exemplo 5.3.3 mostra uma instância intergênica rígida balanceada sem sinais I ′ =

((0 1 2 5 4 3 6), (5, 4, 4, 1, 2, 8)), ((0 1 2 3 4 5 6), (6, 4, 3, 7, 1, 3)) criada pela função F ′′ir a par-
tir de uma instância intergênica flexível balanceada sem sinais I = (((0 1 2 5 4 3 6), (5, 4, 4,

1, 2, 8)), ((0 1 2 3 4 5 6), (4, 3, 1, 2, 0, 1), (8, 5, 3, 7, 1, 3))) que pertence ao cenário sorve-
douro. Note que a instância I possui duas regiões intergênicas instáveis (iri(I) = 2 e
Si = {π̆3, π̆6}) e quatro regiões intergênicas estáveis (Se = {π̆1, π̆2, π̆4, π̆5}). No exem-
plo, temos duas regiões intergênicas auxiliares (ira(I) = 2 e Sa = {π̆1, π̆5}). Note que
gapmax(π̆1) = 3, gapmax(π̆2) = 1, gapmax(π̆4) = 0 e gapmax(π̆5) = 5. Logo, ird(I) = 2

e Sd = {π̆2, π̆4}. Além disso, perceba que α = 2. Como π̆1 é a última região intergê-
nica auxiliar considerando uma ordenação decrescente pelo valor de gapmax, temos que
ῐ′1 = ῐmax

1 − α = 8− 2 = 6.

Exemplo 5.3.3.

(π, π̆) =

π0 π1 π2 π3 π4 π5 π6π̆1 π̆2 π̆3 π̆4 π̆5 π̆6

5 4 4 1 2 80 1 2 5 4 3 6

(ι, ῐmin, ῐmax) =

ι0 ι1 ι2 ι3 ι4 ι5 ι6

8

4

5

3

3

1

7

2

1

0

3

1
0 1 2 3 4 5 6

F ′′
ir(I)

I′

(π′, π̆′) =

π′0 π′1 π′2 π′3 π′4 π′5 π′6π̆′1 π̆′2 π̆′3 π̆′4 π̆′5 π̆′6

5 4 4 1 2 80 1 2 5 4 3 6

(ι′, ῐ′) =

ι′0 ι′1 ι′2 ι′3 ι′4 ι′5 ι′6ῐ′1 ῐ′2 ῐ′3 ῐ′4 ῐ′5 ῐ′6

6 4 3 7 1 30 1 2 3 4 5 6

Lema 5.3.3. Seja I ′ = ((π′, π̆′), (ι′, ῐ′)) uma instância intergênica rígida balanceada sem
sinais tal que I ′ = F ′′ir(I), onde I = ((π, π̆), (ι, ῐmin, ῐmax)) é uma instância intergênica
flexível balanceada sem sinais. Vale que iri(I) + ira(I) = ib1(I ′).

Demonstração. Pela construção da função F ′′1 temos que cada região intergênica definitiva
tipo I é mapeada em uma adjacência intergênica em I ′. Além disso, cada região inter-
gênica instável e auxiliar acaba tornando-se um breakpoint tipo um em I ′, seja porque
os elementos antes e depois da região intergênica não são adjacentes no genoma alvo ou
porque o tamanho da região intergênica é menor que o mínimo ou maior que o máximo
permitido no genoma alvo. Logo, iri(I) + ira(I) = ib1(I ′) e o lema segue.

Lema 5.3.4. Seja I ′ = ((π′, π̆′), (ι′, ῐ′)) uma instância intergênica rígida balanceada sem
sinais tal que I ′ = F ′′ir(I), onde I = ((π, π̆), (ι, ῐmin, ῐmax)) é uma instância intergênica
flexível balanceada sem sinais, e seja S ′ uma sequência de eventos de rearranjo tal que
(π′, π̆′) · S ′ = (ι′, ῐ′). Então S ′ é uma sequência que faz com que o genoma alvo em I seja
atingido.
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Demonstração. Diretamente pela construção da função F ′′ir. Note que (π′, π̆′) = (π, π̆),
ι′ = ι e ∀i ∈ {1, 2, . . . , (n+ 1)} : ῐmin

i ≤ ῐ′i ≤ ῐmax
i .

Agora definiremos, com base no grafo de ciclos ponderado flexível, duas funções de
redução que criam uma instância intergênica rígida a partir de uma instância intergênica
flexível. Note que tanto o grafo de ciclos ponderado rígido como o grafo de ciclos ponderado
flexível são extensões do grafo de ciclos clássico que possuem as mesmas regras para a
construção dos conjuntos de vértices e arestas. A principal diferença na estrutura desses
dois grafos é que nas arestas cinzas do grafo de ciclos ponderado rígido temos apenas um
peso associado, que representa o tamanho estrito da região intergênica no genoma alvo
que está entre os dois vértices conectados pela aresta. Já no grafo de ciclos ponderado
flexível, cada aresta cinza possui dois pesos associados, sendo eles: os tamanhos mínimo
e máximo permitidos no genoma alvo para a região intergênica entre os dois vértices
conectados pela aresta.

Observe que, para criarmos um grafo de ciclos ponderado rígido a partir de um grafo
de ciclos ponderado flexível, basta desenvolver uma forma de associar um único peso para
cada aresta cinza. Consequentemente, com o grafo de ciclos ponderado rígido construído,
podemos obter os valores da instância intergênica rígida que deu origem ao grafo.

Dada uma instância intergênica flexível I = ((π, π̆), (ι, ῐmin, ῐmax)), a função F ′c cria
uma instância intergênica rígida I ′ = ((π′, π̆′), (ι′, ῐ′)) da seguinte forma:

• Para cada ciclo estável C = (c1, . . . , ck) em G(I), encontre uma lista de números
inteiros não negativos L = (l1, . . . , lk), tal que

∑k
i=1 li = Wp(C) e ∀e′i ∈ Ec(C) :

wmin
c (e′i) ≤ li ≤ wmax

c (e′i). Note que, pela definição de um ciclo estável C, temos
que Wmin

c (C) ≤ Wp(C) ≤ Wmax
c (C), então sempre é possível encontrar uma lista L

com tais características. Por fim, para cada aresta cinza e′i de C no grafo de ciclos
ponderado flexível, atribua o peso li na aresta cinza e′i do grafo de ciclos ponderado
rígido. Por construção, temos que cada ciclo estável em G(I) torna-se um ciclo
balanceado em G(I ′).

• Para cada ciclo instável C em G(I), realize a seguinte atribuição de peso: para cada
aresta cinza e′i de C no grafo de ciclos ponderado flexível, atribua o peso wmin

c (e′i)

na aresta cinza e′i do grafo de ciclos ponderado rígido. Pela definição de um ciclo
instável C, temos que Wp(C) < Wmin

c (C) ou Wp(C) > Wmax
c (C). Por construção,

temos que cada ciclo instável em G(I) torna-se um ciclo desbalanceado em G(I ′).

Note que os conjuntos de vértices e arestas em G(I) e G(I ′) são os mesmos. Logo,
c(G(I)) = c(G(I ′)). Denotamos por F ′c(I) a instância intergênica rígida criada pela
função F ′c a partir de uma instância intergênica flexível I. Perceba que a função F ′c
apenas define o peso de cada aresta cinza no grafo de ciclos ponderado rígido. Além
disso, a função F ′c pode ser executada em tempo linear.
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O Exemplo 5.3.4 mostra uma instância intergênica rígida com sinais I ′ = ((+0 +3 +2

+1 +4 +5 +6), (1, 3, 0, 2, 5, 2)), ((+0 +1 +2 +3 +4 +5 +6), (3, 2, 4, 0, 5, 2)) criada pela fun-
ção F ′c a partir de uma instância intergênica flexível com sinais I = (((+0 +3 +2 +1 +4 +5

+6), (1, 3, 0, 2, 5, 2)), ((+0 +1 +2 +3 +4 +5 +6), (3, 2, 4, 0, 2, 1), (4, 3, 5, 4, 6, 2))). Note que
Si(G(I)) = {C1 = (3, 1), C2 = (4, 2)} e Se(G(I)) = {C3 = (5), C4 = (6)}. Os ciclos está-
veis C3 e C4 são mapeados em ciclos balanceados em I ′, enquanto os ciclos instáveis C1

e C2 são mapeados em ciclos desbalanceados.

Exemplo 5.3.4.

G(I)

+0 −3 +3 −2 +2 −1 +1 −4 +4 −5 +5 −6

1

` = 1

3

` = 2

0

` = 3

2

` = 4

5

` = 5

2

` = 6

3

4

2

3

4

5
0

4

2

6

1

2

F ′c(I)

I′
G(I′)

+0 −3 +3 −2 +2 −1 +1 −4 +4 −5 +5 −6

1

` = 1

3

` = 2

0

` = 3

2

` = 4

5

` = 5

2

` = 6

3

24

0

5 2

Lema 5.3.5. Seja I ′ = ((π′, π̆′), (ι′, ῐ′)) uma instância intergênica rígida tal que I ′ =

F ′c(I), onde I = ((π, π̆), (ι, ῐmin, ῐmax)) é uma instância intergênica flexível. Vale que
c(G(I)) = c(G(I ′)) e ce(G(I)) = cb(G(I ′)).

Demonstração. Diretamente pela construção da função F ′c.

Lema 5.3.6. Seja I ′ = ((π′, π̆′), (ι′, ῐ′)) uma instância intergênica rígida tal que I ′ =

F ′c(I), onde I = ((π, π̆), (ι, ῐmin, ῐmax)) é uma instância intergênica flexível, e seja S ′ uma
sequência de eventos de rearranjo tal que (π′, π̆′) · S ′ = (ι′, ῐ′). Então S ′ é uma sequência
que faz com que o genoma alvo em I seja atingido.

Demonstração. Note que, para uma aresta cinza e′i em G(I ′), temos um peso wc(e
′
i)

associado. Para a mesma aresta cinza e′i, mas em G(I), temos os pesos mínimo wmin
c (e′i) e

máximo wmax
c (e′i) associados. Pela forma como os pesos foram atribuídos em cada aresta

cinza e′i de G(I ′), temos a garantia de que wmin
c (e′i) ≤ wc(e

′
i) ≤ wmax

c (e′i). Isso implica
que ∀i ∈ {1, 2, . . . , (n+ 1)} : ῐmin

i ≤ ῐ′i ≤ ῐmax
i . Além disso, o peso em cada aresta preta

de G(I ′) é igual ao peso da mesma aresta preta em G(I), com os conjuntos de vértices
e arestas sendo os mesmos em G(I) e G(I ′). Logo, (π′, π̆′) = (π, π̆), ι′ = ι e o lema
segue.

Agora considere a seguinte função de redução baseada em um modelo composto exclu-
sivamente por eventos de rearranjo conservativos. Dada uma instância intergênica flexível
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balanceada I = ((π, π̆), (ι, ῐmin, ῐmax)), a função F ′′c cria uma instância intergênica rígida
balanceada I ′ = ((π′, π̆′), (ι′, ῐ′)) da seguinte forma:

• Para cada ciclo definitivo C = (c1, . . . , ck) em G(I), encontre uma lista de números
inteiros não negativos L = (l1, . . . , lk), tal que

∑k
i=1 li = Wp(C) e ∀e′i ∈ Ec(C) :

wmin
c (e′i) ≤ li ≤ wmax

c (e′i). Note que um ciclo definitivo C também é um ciclo estável
e temos que Wmin

c (C) ≤ Wp(C) ≤ Wmax
c (C), então sempre é possível encontrar uma

lista L com tais características. Por fim, para cada aresta cinza e′i de C no grafo
de ciclos ponderado flexível, atribua o peso li na aresta cinza e′i do grafo de ciclos
ponderado rígido. Por construção, temos que cada ciclo definitivo em G(I) torna-se
um ciclo balanceado em G(I ′).

• O mapeamento dos ciclos restantes em G(I) depende do cenário em que a instância
I se encaixa:

– Se for o cenário fonte, então para cada ciclo instável C ∈ G(I), realize a
seguinte atribuição de peso: para cada aresta cinza e′i de C, atribua o peso
wmin
c (e′i) na aresta cinza e′i do grafo de ciclos ponderado rígido. Pela definição

de um ciclo instável C, temos que Wp(C) < Wmin
c (C) ou Wp(C) > Wmax

c (C).
Por construção, temos que cada ciclo instável em G(I) torna-se um ciclo des-
balanceado em G(I ′). Considerando que os ciclos auxiliares estão ordenados
pelo valor de gapmin de maneira decrescente e que ca(G(I)) = x, então pra
os primeiros x− 1 ciclos auxiliares realize a seguinte atribuição de peso: para
cada aresta cinza e′i do ciclo, atribua o peso wmin

c (e′i) na aresta cinza e′i do
grafo de ciclos ponderado rígido; para o último ciclo auxiliar C = (c1, . . . , ck),
encontre uma lista de números inteiros não negativos L = (l1, . . . , lk), tal que
∀e′i ∈ Ec(C) : wmin

c (e′i) ≤ li ≤ wmax
c (e′i) e

∑k
i=1 li = Wmin

c (C) + α, onde

α =
∑

C∈Sa(G(I))

gapmin(C) +
∑

C∈Si(G(I))

gapmin(C).

Perceba que, neste cenário, o valor de α é a diferença entre o excedente de
peso nos ciclos auxiliares (em relação ao peso total mínimo) e o peso mínimo
que os ciclos instáveis precisam receber para tornarem-se estáveis. Note que C
também é um ciclo estável e gapmin(C) ≥ α, então sempre é possível encontrar
uma lista L com tais características. Por construção, temos que cada ciclo
auxiliar em G(I) também torna-se um ciclo desbalanceado em G(I ′).

– Se for o cenário sorvedouro, então para cada ciclo instável C ∈ G(I), realize
a seguinte atribuição de peso: para cada aresta cinza e′i de C, atribua o peso
wmax
c (e′i) na aresta cinza e′i do grafo de ciclos ponderado rígido. Pela definição

de um ciclo instável C, temos que Wp(C) < Wmin
c (C) ou Wp(C) > Wmax

c (C).
Por construção, temos que cada ciclo instável em G(I) torna-se um ciclo des-
balanceado em G(I ′). Considerando que os ciclos auxiliares estão ordenados
pelo valor de gapmax de maneira decrescente e que ca(G(I)) = x, então pra
os primeiros x− 1 ciclos auxiliares realize a seguinte atribuição de peso: para
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cada aresta cinza e′i do ciclo no grafo de ciclos ponderado flexível, atribua o
peso wmax

c (e′i) na aresta cinza e′i do grafo de ciclos ponderado rígido; para o
último ciclo auxiliar C = (c1, . . . , ck), encontre uma lista de números inteiros
não negativos L = (l1, . . . , lk), tal que ∀e′i ∈ Ec(C) : wmin

c (e′i) ≤ li ≤ wmax
c (e′i) e∑k

i=1 li = Wmax
c (C)− α, onde

α =
∑

C∈Sa(G(I))

gapmax(C) +
∑

C∈Si(G(I))

gapmax(C).

Neste cenário, o valor de α representa o peso total que pode ser transferido
para os ciclos auxiliares, sem torná-las instáveis, menos o peso excedente dos
ciclos instáveis (em relação ao peso total máximo). Note que C também é um
ciclo estável e gapmax(C) ≥ α, então sempre é possível encontrar uma lista
L com tais características. Por construção, temos que cada ciclo auxiliar em
G(I) também torna-se um ciclo desbalanceado em G(I ′).

– Se for o cenário de equilíbrio, então o conjunto de ciclos auxiliares é vazio e a
soma do peso total dos ciclos instáveis é suficiente para torná-los estáveis, ou
seja, ∑

C∈Si(G(I))

Wmin
c (C) ≤

∑
C∈Si(G(I))

Wp(C) ≤
∑

C∈Si(G(I))

Wmax
c (C).

Para este caso, basta atribuir pesos nas arestas cinzas que pertencem aos ci-
clos instáveis em G(I) de maneira que o peso atribuído em cada aresta cinza
no grafo de ciclos ponderado rígido não viole os pesos mínimo e máximo per-
mitidos para a mesma aresta em G(I). Além disso, a soma dos pesos atri-
buídos nas arestas cinzas deve ser igual a

∑
C∈Si(G(I))Wp(C), para garantir

que a instância intergênica rígida I ′ resultante seja balanceada. Uma pos-
sível forma de realizar essa tarefa é: para cada aresta e′i pertencente a um
ciclo instável em G(I), atribua inicialmente o peso wmin

c (e′i) na aresta cinza
e′i do grafo de ciclos ponderado rígido. Perceba que ainda pode ser neces-
sário distribuir um peso de X =

∑
C∈Si(G(I))Wp(C) −

∑
C∈Si(G(I))W

min
c (C)

para essas mesmas arestas, sem violar os pesos mínimo e máximo permitidos
para cada uma delas em G(I). Note que isso é sempre possível de ser reali-
zado, pois

∑
C∈Si(G(I)) W

min
c (C) ≤

∑
C∈Si(G(I))Wp(C) ≤

∑
C∈Si(G(I))W

max
c (C).

Basta percorrer as mesmas arestas cinzas e, quando possível, incrementar o
peso atribuído na aresta até que o valor de X seja igual a zero.

Note que, os conjuntos de vértices e arestas em G(I) e G(I ′) são os mesmos. Logo,
c(G(I)) = c(G(I ′)). Denotamos por F ′′c (I) a instância intergênica rígida balanceada
criada pela função F ′′c a partir de uma instância intergênica flexível balanceada I. Perceba
que a função F ′′c apenas define o peso de cada aresta cinza no grafo de ciclos ponderado
rígido. Além disso, a função F ′′c pode ser executada em tempo O(n log n), tendo em vista
que, no pior caso, os ciclos estáveis precisam ser ordenados para definir o conjunto de
ciclos auxiliares.
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O Exemplo 5.3.5 mostra uma instância intergênica rígida balanceada sem sinais I ′ =

((0 3 2 1 4 5 6), (4, 3, 4, 3, 6, 1)), ((0 1 2 3 4 5 6), (3, 2, 5, 0, 5, 6)) criada pela função F ′′c a par-
tir de uma instância intergênica flexível balanceada sem sinais I = (((0 3 2 1 4 5 6), (4, 3, 4,

3, 6, 1)), ((0 1 2 3 4 5 6), (3, 2, 4, 0, 4, 6), (4, 3, 5, 4, 7, 8))). Note que a instância I pertence
ao cenário fonte, com Si(G(I)) = {C4 = (6)} e Se(G(I)) = {C1 = (3, 1), C2 = (4, 2), C3 =

(5)}. Além disso, temos que Sa(G(I)) = {C2 = (4, 2), C3 = (5)} e Sd(G(I)) = {C1 =

(3, 1)}. Note que os valores de gapmin(C1), gapmin(C2) e gapmin(C3) são 1, 4 e 2, respecti-
vamente. Além disso, temos que α = gapmin(C2)+gapmin(C3)+gapmin(C4) = 4+2−5 = 1.
Como o ciclo C3 é o último, considerando uma ordenação decrescente pelo valor de gapmin,
eWmin

c (C3) = 4, temos que a soma dos pesos das arestas cinzas do ciclo C3 em G(I ′) deve
ser igual a Wmin

c (C3) + α = 4 + 1 = 5. Entretanto, C3 é um ciclo trivial. Logo, sua única
aresta cinza possui um peso 5 associado.

Exemplo 5.3.5.

G(I)

+0 −3 +3 −2 +2 −1 +1 −4 +4 −5 +5 −6
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F ′′
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I′
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+0 −3 +3 −2 +2 −1 +1 −4 +4 −5 +5 −6
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` = 1

3

` = 2

4

` = 3

3

` = 4

6

` = 5

1

` = 6

3

25

0

5 6



170

O Exemplo 5.3.6 mostra uma instância intergênica rígida balanceada com sinais I ′ =
((+0 +3 +2 +1 +4 +5 +6), (4, 1, 4, 2, 4, 5)), ((+0 +1 +2 +3 +4 +5 +6), (5, 3, 4, 4, 1, 3))

criada pela função F ′′c a partir de uma instância intergênica flexível balanceada sem sinais
I = (((+0 +3 +2 +1 +4 +5 +6), (4, 3, 4, 3, 6, 1)), ((+0 +1 +2 +3 +4 +5 +6), (3, 2, 4, 0, 0,

1), (6, 3, 5, 4, 1, 3))). Note que a instância I pertence ao cenário sorvedouro, com os con-
juntos Si(G(I)) = {C3 = (5), C4 = (6)} e Se(G(I)) = {C1 = (3, 1), C2 = (4, 2)}. Além
disso, temos que Sa(G(I)) = {C1 = (3, 1), C2 = (4, 2)} e Sd(G(I)) = ∅. Note que os
valores de gapmax(C1) e gapmax(C2) são, respectivamente, 3 e 4. Além disso, temos que
α = gapmax(C1) + gapmax(C2) + gapmax(C3) + gapmax(C4) = 3 + 4 − 3 − 2 = 2. Como
o ciclo C1 é o último, considerando uma ordenação decrescente pelo valor de gapmax, e
Wmax
c (C1) = 11, temos que a soma dos pesos das arestas cinzas do ciclo C1 em G(I ′)

deve ser igual a Wmax
c (C1) − α = 11 − 2 = 9. Além disso, o peso associado a cada

aresta de C1 em G(I ′) deve atender aos peso mínimo e máximo da mesma aresta em
G(I). No exemplo, temos que as arestas cinzas (+0,−1) e (+2,−3) possuem os pesos
5 e 4, respectivamente. Note que wmin

c ((+0,−1)) ≤ wc((+0,−1)) ≤ wmax
c ((+0,−1)) e

wmin
c ((+2,−3)) ≤ wc((+2,−3)) ≤ wmax

c ((+2,−3)).

Exemplo 5.3.6.

G(I)

+0 −3 +3 −2 +2 −1 +1 −4 +4 −5 +5 −6
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Lema 5.3.7. Seja I ′ = ((π′, π̆′), (ι′, ῐ′)) uma instância intergênica rígida balanceada tal
que I ′ = F ′′c (I), onde I = ((π, π̆), (ι, ῐmin, ῐmax)) é uma instância intergênica flexível
balanceada. Vale que c(G(I)) = c(G(I ′)) e cd(G(I)) = cb(G(I ′)).

Demonstração. Diretamente pela construção da função F ′′c .

Lema 5.3.8. Seja I ′ = ((π′, π̆′), (ι′, ῐ′)) uma instância intergênica rígida balanceada tal
que I ′ = F ′c(I), onde I = ((π, π̆), (ι, ῐmin, ῐmax)) é uma instância intergênica flexível
balanceada, e seja S ′ uma sequência de eventos de rearranjo tal que (π′, π̆′) · S ′ = (ι′, ῐ′).
Então S ′ é uma sequência que faz com que o genoma alvo em I seja atingido.

Demonstração. A prova é similar à descrita no Lema 5.3.6.
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5.3.1 Instâncias Intergênicas Flexíveis sem Sinais

Nesta seção, apresentaremos algoritmos de aproximação para a variação sem sinais dos
problemas investigados neste capítulo, com base nas funções de redução apresentadas
previamente.

Reversão

Nesta seção, apresentaremos um algoritmo de aproximação com fator 4 para a variação
sem sinais do problema SbFIR (Algoritmo 31).

Algoritmo 31: Um algoritmo de aproximação para o problema SbFIR.
Entrada: Uma instância intergênica flexível balanceada sem sinais

I = ((π, π̆), (ι, ῐmin, ῐmax))
Saída: Uma sequência de eventos de reversão S, tal que (π, π̆) · S atinge o genoma

alvo de I
I ′ = F ′′ir(I)1

Seja S ′ uma sequência de eventos de reversão fornecida pelo Algoritmo 4 para a2

instância I ′
retorne S ′3

Teorema 5.3.9. Seja I uma instância intergênica flexível balanceada sem sinais. O
Algoritmo 31 é uma 4-aproximação para o problema SbFIR.

Demonstração. Pelo Lema 5.3.4, temos que a sequência fornecida pelo Algoritmo 4 para
a instância intergênica rígida balanceada sem sinais I ′, se aplicada no genoma de origem
(π, π̆) da instância intergênica flexível balanceada sem sinais I, faz com que o genoma alvo
seja alcançado. Além disso, note que os problemas SbIR e SbFIR compartilham o mesmo
modelo de rearranjo. Logo, a sequência S ′ utiliza apenas eventos permitidos pelo modelo
de rearranjo do problema SbFIR. Pelo Lema 4.1.23, temos que |S ′| ≤ 2ib1(I ′). Entretanto,
pelo Lema 5.3.3, temos que iri(I) + ira(I) = ib1(I ′). Logo, |S ′| ≤ 2(iri(I) + ira(I)). Pelo
Teorema 5.2.9, temos o seguinte limitante inferior: dfiR(I) ≥ iri(I)+ira(I)

2
, e o teorema

segue.

Reversão e Indel

Nesta seção, apresentaremos um algoritmo de aproximação com fator 4 para a variação
sem sinais do problema SbFIRI (Algoritmo 32).

Teorema 5.3.10. Seja I uma instância intergênica flexível sem sinais. O Algoritmo 32
é uma 4-aproximação para o problema SbFIRI.

Demonstração. Pelo Lema 5.3.2, temos que a sequência fornecida pelo Algoritmo 5 para
a instância intergênica rígida sem sinais I ′, se aplicada no genoma de origem (π, π̆) da
instância intergênica flexível sem sinais I, faz com que o genoma alvo seja alcançado.
Além disso, note que os problemas SbIRI e SbFIRI compartilham o mesmo modelo
de rearranjo. Logo, a sequência S ′ utiliza apenas eventos permitidos pelo modelo de
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Algoritmo 32: Um algoritmo de aproximação para o problema SbFIRI.
Entrada: Uma instância intergênica flexível sem sinais I = ((π, π̆), (ι, ῐmin, ῐmax))
Saída: Uma sequência de eventos de reversão e indel S, tal que (π, π̆) · S atinge o

genoma alvo de I
I ′ = F ′ir(I)1

Seja S ′ uma sequência de eventos de reversão e indel fornecida pelo Algoritmo 5 para2

a instância I ′
retorne S ′3

rearranjo do problema SbFIRI. Pelo Lema 4.1.27, temos que |S ′| ≤ 2ib1(I ′). Entretanto,
pelo Lema 5.3.1, temos que iri(I) = ib1(I ′). Logo, |S ′| ≤ 2iri(I). Pelo Teorema 5.2.8,
temos o seguinte limitante inferior: dfiRI(I) ≥ iri(I)

2
, e o teorema segue.

Reversão e Move

Nesta seção, apresentaremos um algoritmo de aproximação com fator 4 para a variação
sem sinais do problema SbFIRM (Algoritmo 33).

Algoritmo 33: Um algoritmo de aproximação para o problema SbFIRM.
Entrada: Uma instância intergênica flexível balanceada sem sinais

I = ((π, π̆), (ι, ῐmin, ῐmax))
Saída: Uma sequência de eventos de reversão e move S, tal que (π, π̆) · S atinge o

genoma alvo de I
I ′ = F ′′ir(I)1

Seja S ′ uma sequência de eventos de reversão e move fornecida pelo Algoritmo 6 para2

a instância I ′
retorne S ′3

Teorema 5.3.11. Seja I uma instância intergênica flexível balanceada sem sinais. O
Algoritmo 33 é uma 4-aproximação para o problema SbFIRM.

Demonstração. Pelo Lema 5.3.4, temos que a sequência fornecida pelo Algoritmo 6 para
a instância intergênica rígida balanceada sem sinais I ′, se aplicada no genoma de origem
(π, π̆) da instância intergênica flexível balanceada sem sinais I, faz com que o genoma alvo
seja alcançado. Além disso, note que os problemas SbIRM e SbFIRM compartilham o
mesmo modelo de rearranjo. Logo, a sequência S ′ utiliza apenas eventos permitidos pelo
modelo de rearranjo do problema SbFIRM. Pelo Lema 4.1.30, temos que |S ′| ≤ 2ib1(I ′).
Entretanto, pelo Lema 5.3.3, temos que iri(I) + ira(I) = ib1(I ′). Logo, |S ′| ≤ 2(iri(I) +

ira(I)). Pelo Teorema 5.2.9, temos o seguinte limitante inferior: dfiRM(I) ≥ iri(I)+ira(I)
2

,
e o teorema segue.

Reversão, Move e Indel

Nesta seção, apresentaremos um algoritmo de aproximação com fator 4 para a variação
sem sinais do problema SbFIRMI (Algoritmo 34).
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Algoritmo 34: Um algoritmo de aproximação para o problema SbFIRI.
Entrada: Uma instância intergênica flexível sem sinais I = ((π, π̆), (ι, ῐmin, ῐmax))
Saída: Uma sequência de eventos de reversão, move e indel S, tal que (π, π̆) · S

atinge o genoma alvo de I
I ′ = F ′ir(I)1

Seja S ′ uma sequência de eventos de reversão, move e indel fornecida pelo2

Algoritmo 7 para a instância I ′
retorne S ′3

Teorema 5.3.12. Seja I uma instância intergênica flexível sem sinais. O Algoritmo 34
é uma 4-aproximação para o problema SbFIRMI.

Demonstração. Pelo Lema 5.3.2, temos que a sequência fornecida pelo Algoritmo 7 para
a instância intergênica rígida sem sinais I ′, se aplicada no genoma de origem (π, π̆) da
instância intergênica flexível sem sinais I, faz com que o genoma alvo seja alcançado. Além
disso, note que os problemas SbIRMI e SbFIRMI compartilham o mesmo modelo de
rearranjo. Logo, a sequência S ′ utiliza apenas eventos permitidos pelo modelo de rearranjo
do problema SbFIRMI. Pelo Lema 4.1.32, temos que |S ′| ≤ 2ib1(I ′). Entretanto, pelo
Lema 5.3.1, temos que iri(I) = ib1(I ′). Logo, |S ′| ≤ 2iri(I). Pelo Teorema 5.2.8, temos
o seguinte limitante inferior: dfiRMI(I) ≥ iri(I)

2
, e o teorema segue.

Reversão e Transposição

Nesta seção, apresentaremos um algoritmo de aproximação com fator 4 para a variação
sem sinais do problema SbFIRT (Algoritmo 35).

Algoritmo 35: Um algoritmo de aproximação para o problema SbFIRT.
Entrada: Uma instância intergênica flexível balanceada sem sinais

I = ((π, π̆), (ι, ῐmin, ῐmax))
Saída: Uma sequência de eventos de reversão e transposição S, tal que (π, π̆) · S

atinge o genoma alvo de I
I ′ = F ′′ir(I)1

Seja S ′ uma sequência de eventos de reversão e transposição fornecida pelo2

Algoritmo 10 para a instância I ′
retorne S ′3

Teorema 5.3.13. Seja I uma instância intergênica flexível balanceada sem sinais. O
Algoritmo 35 é uma 4-aproximação para o problema SbFIRT.

Demonstração. Pelo Lema 5.3.4, temos que a sequência fornecida pelo Algoritmo 10 para
a instância intergênica rígida balanceada sem sinais I ′, se aplicada no genoma de origem
(π, π̆) da instância intergênica flexível balanceada sem sinais I, faz com que o genoma
alvo seja alcançado. Além disso, note que os problemas SbIRT e SbFIRT compartilham
o mesmo modelo de rearranjo. Logo, a sequência S ′ utiliza apenas eventos permitidos pelo
modelo de rearranjo do problema SbFIRT. Pelo Lema 4.1.50, temos que |S ′| ≤ 4ib1(I′)

3
. En-

tretanto, pelo Lema 5.3.3, temos que iri(I) + ira(I) = ib1(I ′). Logo, |S ′| ≤ 4(iri(I)+ira(I))
3

.
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Pelo Teorema 5.2.9, temos o seguinte limitante inferior: dfiRT(I) ≥ iri(I)+ira(I)
3

, e o teo-
rema segue.

Reversão, Transposição e Indel

Nesta seção, apresentaremos um algoritmo de aproximação assintótica para a variação
sem sinais do problema SbFIRTI (Algoritmo 36).

Algoritmo 36: Um algoritmo de aproximação para o problema SbFIRTI.
Entrada: Uma instância intergênica flexível sem sinais I = ((π, π̆), (ι, ῐmin, ῐmax))
Saída: Uma sequência de eventos de reversão, transposição e indel S, tal que

(π, π̆) · S atinge o genoma alvo de I
I ′ = F ′ir(I)1

Seja S ′ uma sequência de eventos de reversão, transposição e indel fornecida pelo2

Algoritmo 11 para a instância I ′
retorne S ′3

Teorema 5.3.14. Seja I uma instância intergênica flexível sem sinais. O Algoritmo 36
é uma 4-aproximação assintótica para o problema SbFIRTI.

Demonstração. Pelo Lema 5.3.2, temos que a sequência fornecida pelo Algoritmo 11 para
a instância intergênica rígida sem sinais I ′, se aplicada no genoma de origem (π, π̆) da
instância intergênica flexível sem sinais I, faz com que o genoma alvo seja alcançado.
Além disso, note que os problemas SbIRTI e SbFIRTI compartilham o mesmo modelo de
rearranjo. Logo, a sequência S ′ utiliza apenas eventos permitidos pelo modelo de rearranjo
do problema SbFIRTI. Pelo Lema 4.1.53, temos que |S ′| ≤ 4ib1(I′)

3
+ 1. Entretanto, pelo

Lema 5.3.1, temos que iri(I) = ib1(I ′). Logo, |S ′| ≤ 4iri(I)
3

+ 1. Pelo Teorema 5.2.8,
temos o seguinte limitante inferior: dfiRTI(I) ≥ iri(I)

3
. Com isso, temos que, no pior caso,

o fator de aproximação do Algoritmo 36 é de 4dfiRTI(I) + 1, e o teorema segue.

Reversão, Transposição e Move

Nesta seção, apresentaremos um algoritmo de aproximação com fator 3 para a variação
sem sinais do problema SbFIRTM (Algoritmo 37).

Algoritmo 37: Um algoritmo de aproximação para o problema SbFIRTM.
Entrada: Uma instância intergênica flexível balanceada sem sinais

I = ((π, π̆), (ι, ῐmin, ῐmax))
Saída: Uma sequência de eventos de reversão, transposição e move S, tal que

(π, π̆) · S atinge o genoma alvo de I
I ′ = F ′′ir(I)1

Seja S ′ uma sequência de eventos de reversão, transposição e move fornecida pelo2

Algoritmo 12 para a instância I ′
retorne S ′3
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Teorema 5.3.15. Seja I uma instância intergênica flexível balanceada sem sinais. O
Algoritmo 37 é uma 3-aproximação para o problema SbFIRTM.

Demonstração. Pelo Lema 5.3.4, temos que a sequência fornecida pelo Algoritmo 12 para
a instância intergênica rígida balanceada sem sinais I ′, se aplicada no genoma de origem
(π, π̆) da instância intergênica flexível balanceada sem sinais I, faz com que o genoma alvo
seja alcançado. Além disso, note que os problemas SbIRTM e SbFIRTM compartilham
o mesmo modelo de rearranjo. Logo, a sequência S ′ utiliza apenas eventos permitidos pelo
modelo de rearranjo do problema SbFIRTM. Pelo Lema 4.1.56, temos que |S ′| ≤ ib1(I ′).
Entretanto, pelo Lema 5.3.3, temos que iri(I) + ira(I) = ib1(I ′). Logo, |S ′| ≤ iri(I) +

ira(I). Pelo Teorema 5.2.9, temos o seguinte limitante inferior: dfiRTM(I) ≥ iri(I)+ira(I)
3

,
e o teorema segue.

Reversão, Transposição, Move e Indel

Nesta seção, apresentaremos um algoritmo de aproximação com fator 3 para a variação
sem sinais do problema SbFIRTMI (Algoritmo 38).

Algoritmo 38: Um algoritmo de aproximação para o problema SbFIRTMI.
Entrada: Uma instância intergênica flexível sem sinais I = ((π, π̆), (ι, ῐmin, ῐmax))
Saída: Uma sequência de eventos de reversão, transposição, move e indel S, tal que

(π, π̆) · S atinge o genoma alvo de I
I ′ = F ′ir(I)1

Seja S ′ uma sequência de eventos de reversão, transposição, move e indel fornecida2

pelo Algoritmo 13 para a instância I ′
retorne S ′3

Teorema 5.3.16. Seja I uma instância intergênica flexível sem sinais. O Algoritmo 38
é uma 3-aproximação para o problema SbFIRTMI.

Demonstração. Pelo Lema 5.3.2, temos que a sequência fornecida pelo Algoritmo 13 para
a instância intergênica rígida sem sinais I ′, se aplicada no genoma de origem (π, π̆) da
instância intergênica flexível sem sinais I, faz com que o genoma alvo seja alcançado. Além
disso, note que os problemas SbIRTMI e SbFIRTMI compartilham o mesmo modelo de
rearranjo. Logo, a sequência S ′ utiliza apenas eventos permitidos pelo modelo de rearranjo
do problema SbFIRTMI. Pelo Lema 4.1.58, temos que |S ′| ≤ ib1(I ′). Entretanto, pelo
Lema 5.3.1, temos que iri(I) = ib1(I ′). Logo, |S ′| ≤ iri(I). Pelo Teorema 5.2.8, temos o
seguinte limitante inferior: dfiRTMI(I) ≥ iri(I)

3
, e o teorema segue.

Transposição

Nesta seção, apresentaremos um algoritmo de aproximação com fator 3.5 para a variação
sem sinais do problema SbFIT.

Note que a versão rígida do problema SbFIT, chamado de Ordenação de Permutações
por Transposições Intergênicas (SbIT), possui um algoritmo de aproximação com um
fator de 3.5, que chamaremos de 3.5-SbIT. Além disso, temos o lema a seguir.
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Lema 5.3.17. Seja I ′ = ((π′, π̆′), (ι′, ῐ′)) uma instância intergênica rígida balanceada sem
sinais. O algoritmo 3.5-SbIT transforma (π′, π̆′) em (ι′, ῐ′) utilizando uma sequência de
eventos de transposição S ′, tal que |S ′| ≤ 7(n+1−cb(G(I′)))

4
.

Demonstração. Diretamente pelo Lema 5.1 de Oliveira et al. [59].

Agora considere o Algoritmo 39.

Algoritmo 39: Um algoritmo de aproximação para o problema SbFIT.
Entrada: Uma instância intergênica flexível balanceada sem sinais

I = ((π, π̆), (ι, ῐmin, ῐmax))
Saída: Uma sequência de eventos de transposição S, tal que (π, π̆) · S atinge o

genoma alvo de I
I ′ = F ′′c (I)1

Seja S ′ uma sequência de eventos de transposição fornecida pelo algoritmo 3.5-SbIT2

para a instância I ′
retorne S ′3

Teorema 5.3.18. Seja I uma instância intergênica flexível balanceada sem sinais. O
Algoritmo 39 é uma 3.5-aproximação para o problema SbFIT.

Demonstração. Pelo Lema 5.3.8, temos que a sequência fornecida pelo algoritmo 3.5-SbIT
para a instância intergênica rígida balanceada sem sinais I ′, se aplicada no genoma de
origem (π, π̆) da instância intergênica flexível balanceada sem sinais I, faz com que o
genoma alvo seja alcançado. Além disso, note que os problemas SbIT e SbFIT com-
partilham o mesmo modelo de rearranjo. Logo, a sequência S ′ utiliza apenas eventos
permitidos pelo modelo de rearranjo do problema SbFIT. Pelo Lema 5.3.17, temos que
|S ′| ≤ 7(n+1−cb(G(I′)))

4
. Entretanto, pelo Lema 5.3.7, temos que cd(G(I)) = cb(G(I ′)).

Logo, |S ′| ≤ 7(n+1−cd(G(I)))
4

. Pelo Teorema 5.2.10, temos o seguinte limitante inferior:
dfiT(I) ≥ n+1−cd(G(I))

2
, e o teorema segue.

Transposição e Move

Nesta seção, apresentaremos um algoritmo de aproximação com fator 2.5 para a variação
sem sinais do problema SbFITM.

Note que a versão rígida do problema SbFITM, chamado de Ordenação de Permuta-
ções por Operações Intergênicas de Transposição e Move (SbITM), possui um algoritmo
de aproximação com um fator de 2.5, que chamaremos de 2.5-SbITM. Além disso, temos
o lema a seguir.

Lema 5.3.19. Seja I ′ = ((π′, π̆′), (ι′, ῐ′)) uma instância intergênica rígida balanceada sem
sinais. O algoritmo 2.5-SbITM transforma (π′, π̆′) em (ι′, ῐ′) utilizando uma sequência
de eventos de transposição e move S ′, tal que |S ′| ≤ 5(n+1−cb(G(I)))

4
.

Demonstração. Diretamente pelo Lema 7.10 de Oliveira et al. [59].

Agora considere o Algoritmo 40.
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Algoritmo 40: Um algoritmo de aproximação para o problema SbFITM.
Entrada: Uma instância intergênica flexível balanceada sem sinais

I = ((π, π̆), (ι, ῐmin, ῐmax))
Saída: Uma sequência de eventos de transposição e move S, tal que (π, π̆) · S atinge

o genoma alvo de I
I ′ = F ′′c (I)1

Seja S ′ uma sequência de eventos de transposição e move fornecida pelo algoritmo2

2.5-SbITM para a instância I ′
retorne S ′3

Teorema 5.3.20. Seja I uma instância intergênica flexível balanceada sem sinais. O
Algoritmo 40 é uma 2.5-aproximação para o problema SbFITM.

Demonstração. Pelo Lema 5.3.8, temos que a sequência fornecida pelo algoritmo 2.5-
SbITM para a instância intergênica rígida balanceada sem sinais I ′, se aplicada no ge-
noma de origem (π, π̆) da instância intergênica flexível balanceada sem sinais I, faz com
que o genoma alvo seja alcançado. Além disso, note que os problemas SbITM e SbFITM
compartilham o mesmo modelo de rearranjo. Logo, a sequência S ′ utiliza apenas even-
tos permitidos pelo modelo de rearranjo do problema SbFITM. Pelo Lema 5.3.19, temos
que |S ′| ≤ 5(n+1−cb(G(I′)))

4
. Entretanto, pelo Lema 5.3.7, temos que cd(G(I)) = cb(G(I ′)).

Logo, |S ′| ≤ 5(n+1−cd(G(I)))
4

. Pelo Teorema 5.2.10, temos o seguinte limitante inferior:
dfiTM(I) ≥ n+1−cd(G(I))

2
, e o teorema segue.

Resultados Experimentais

Nesta seção, apresentaremos os resultados práticos dos algoritmos propostos para a varia-
ção sem sinais dos problemas SbFIR, SbFIRI, SbFIRM, SbFIRMI, SbFIRT, SbFIRTI,
SbFIRTM, SbFIRTMI, SbFIT e SbFITM.

Criamos uma base de dados para cada problema e utilizamos os identificadores USbFIR,
USbFIRI, USbFIRM, USbFIRMI, USbFIRT, USbFIRTI, USbFIRTM, USbFIRTMI, USbFIT e
USbFITM para a base de dados dos problemas SbFIR, SbFIRI, SbFIRM, SbFIRMI,
SbFIRT, SbFIRTI, SbFIRTM, SbFIRTMI, SbFIT e SbFITM, respectivamente. Cada
base de dados é dividida em cinco grupos. Cada grupo possui 1000 instâncias do tamanho
100, sendo que o tamanho de uma instância é a quantidade de genes do genoma de origem
e alvo. Além disso, cada grupo é identificado pelo grau de flexibilização das instâncias
contidas nele. Os identificadores dos grupos de cada base de dados são 10%, 20%, 30%,
40% e 50%. Cada instância é gerada da seguinte forma: Seja S = (π = (1 2 . . . 100), π̆)

uma representação intergênica rígida sem sinais de um genoma de origem, de forma que
o tamanho de cada região intergênica π̆i foi escolhido de maneira aleatória no intervalo
[0..100]. Em seguida, criamos uma representação intergênica flexível sem sinais do ge-
noma alvo T = (ι, ῐmin, ῐmax) da seguinte forma: (i) ι = (1 2 . . . 100); (ii) Seja f o
grau de flexibilização adotado no grupo, temos que ∀ῐmin

i ∈ ῐmin : ῐmin
i = bπ̆i × (1 − f)c

e ∀ῐmax
i ∈ ῐmax : ῐmax

i = dπ̆i × (1 + f)e. Com base na disponibilidade de operações de
reversão, transposição, move e indel determinada para cada base de dados e grupo, uma
operação σ é escolhida aleatoriamente e aplicada em S (S = S ·σ). Os parâmetros de cada
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operação também são escolhidos de forma aleatória dentro do limite de valores válidos. O
valor do parâmetro x de um indel δ(i)

(x) aplicado em uma região intergênica π̆i é escolhido
dentro do intervalo [−π̆i..π̆i], também aleatoriamente. Quando não houver operações dis-
poníveis para serem aplicadas, então temos a instância intergênica flexível sem sinais I,
que é composta pela dupla (S, T ). Esse processo repete-se até que cada grupo possua um
total de 1000 instâncias. Em todos os casos, consideramos sorteios aleatórios com uma
distribuição uniforme.

A quantidade de operações disponíveis para gerar cada instância difere entre as bases
de dados. A Tabela 5.2 mostra, para cada base de dados, a quantidade de operações
utilizada para criar cada instância.

Tabela 5.2: Quantidade de operações aplicadas para gerar cada instância intergênica
flexível sem sinais.

Base de Dados Revesões Transposições Moves Indels
USbFIR 50 0 0 0
USbFIRI 40 0 0 10
USbFIRM 40 0 10 0
USbFIRMI 40 0 5 5
USbFIRT 25 25 0 0
USbFIRTI 20 20 0 10
USbFIRTM 20 20 10 0
USbFIRTMI 20 20 5 5
USbFIT 0 50 0 0
USbFITM 0 40 10 0

Utilizando o conceito de regiões intergênicas e considerando todos os grupos das bases
de dados USbFIR, USbFIRM, USbFIRT e USbFIRTM, foi observado que 100% das instâncias
pertencem ao cenário de equilíbrio. As instâncias foram geradas com o objetivo de ser
necessária uma quantidade considerável de operações para que o genoma de origem atinja
o genoma alvo. Logo, poucas regiões intergênicas estáveis tendem a ser mantidas, o que
pode explicar o fato de 100% das instâncias pertencerem ao cenário de equilíbrio.

Utilizando a estrutura de grafo de ciclos ponderado flexível e considerando todos os
grupos das bases de dados USbFIT e USbFITM, foi observado que 55.8%, 25.8% e 18.4%
das instâncias pertencem ao cenário de equilíbrio, sorvedouro e fonte, respectivamente.

Para garantir uma proporcionalidade entre os possíveis cenários nos problemas que
utilizam um modelo de rearranjo composto exclusivamente por eventos conservativos, cri-
amos as bases de dados UIR e UC . Ambas as bases de dados possuem cinco grupos, sendo
que cada grupo possui 3000 instâncias intergênicas flexíveis balanceadas sem sinais de
tamanho 100 e é identificado pelo grau de flexibilização máxima das instâncias contidas
nele. Os identificadores dos grupos são 10%, 20%, 30%, 40% e 50%. Utilizando o conceito
de regiões intergênicas flexíveis, cada grupo da base de dados UIR possui 1000 instâncias
em cada cenário: equilíbrio, fonte e sorvedouro. Também para a base de dados UC , utili-
zando a estrutura de grafo de ciclos ponderado flexível, cada grupo possui 1000 instâncias
em cada cenário.

A geração de uma instância na base dados UIR é dada da seguinte forma: Seja
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S = (π = (1 2 . . . 100), π̆) uma representação intergênica rígida sem sinais de um genoma
de origem, de forma que o tamanho de cada região intergênica π̆i foi escolhido aleatoria-
mente no intervalo [0..100]. Em seguida, criamos uma representação intergênica flexível
sem sinais do genoma alvo T = (ι, ῐmin, ῐmax) da seguinte forma: (i) ι = (1 2 . . . 100);
(ii) Seja f o grau de flexibilização máxima adotado no grupo. Para cada valor de
i ∈ {1, 2, . . . , 101}, temos que l e u são porcentagens escolhidas de maneira aleatória
no conjunto {0%, 1%, . . . , f} e os valores de ῐmin

i e ῐmax
i são atualizados para bπ̆i× (1− l)c

e dπ̆i × (1 + u)e, respectivamente. Em seguida, 15 trocas são aplicadas em π. Uma troca
muda a posição de dois elementos de π, sendo que ambas as posições são escolhidas alea-
toriamente. Por fim, com base na disponibilidade de cenários para serem adicionados ao
grupo, um cenário é escolhido de forma aleatória e o seguinte processamento é realizado:

• Equilíbrio: caso a instância intergênica flexível sem sinais I = (S, T ) pertença
ao cenário de equilíbrio com base no conceito de regiões intergênicas, então I é
adicionada ao grupo.

• Fonte: neste caso, b
∑101
i=1 π̆i−

∑101
i=1 ῐ

min
i

2
c nucleotídeos são aleatoriamente removidos das

regiões intergênicas π̆. Caso a instância intergênica flexível sem sinais I = (S, T )

resultante pertença ao cenário fonte com base no conceito de regiões intergênicas,
então I é adicionada ao grupo.

• Sorvedouro: neste caso, b
∑101
i=1 ῐ

max
i −

∑101
i=1 π̆i

2
c nucleotídeos são aleatoriamente adicio-

nados nas regiões intergênicas π̆. Caso a instância intergênica flexível sem sinais
I = (S, T ) resultante pertença ao cenário sorvedouro com base no conceito de
regiões intergênicas, então I é adicionada ao grupo.

Este processo repete-se até que cada grupo possua 3000 instâncias. Em todos os casos,
consideramos sorteios aleatórios com uma distribuição uniforme.

A criação de uma instância na base dados UC é similar ao processo descrito anteri-
ormente, diferenciando-se pelo fato de utilizar a estrutura de grafo de ciclos ponderado
flexível para determinar o cenário de cada instância que é gerada. Além disso, caso
o cenário fonte seja escolhido durante o processo de geração de uma instância, o peso
b
∑101
i=1 π̆i−

∑101
i=1 ῐ

min
i

2
c é aleatoriamente removido das arestas pretas do grafo. Caso o cená-

rio sorvedouro seja escolhido durante o processo de geração de uma instância, o peso
b
∑101
i=1 ῐ

max
i −

∑101
i=1 π̆i

2
c é aleatoriamente adicionado nas arestas pretas do grafo.

A base de dados UIR foi criada para ser utilizada pelos algoritmos da variação sem
sinais dos problemas SbFIR, SbFIRM, SbFIRT e SbFIRTM. Similarmente, a base
de dados UC foi criada para ser utilizada pelos algoritmos da variação sem sinais dos
problemas SbFIT e SbFITM.

A seguir, apresentamos os resultados obtidos pelos algoritmos propostos para a va-
riação sem sinais dos problemas investigados neste capítulo. Nas tabelas apresentadas
a seguir temos a informação por grupo do grau de flexibilização adotado e as métricas
de distância e aproximação, sendo que para ambas temos a informação sobre o menor
e o maior valor registrado, além da média dos valores do grupo. As colunas Distância
e Aproximação indicam a quantidade de operações e o fator de aproximação para uma
solução fornecida por um algoritmo.
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A Tabela 5.3 apresenta os resultados do Algoritmo 31 utilizando as bases de dados
USbFIR e UIR. A razão de aproximação obtida pelo algoritmo para cada instância foi
computada utilizando o limitante inferior apresentado no Teorema 5.2.9.

Tabela 5.3: Resultados do Algoritmo 31 utilizando as bases de dados USbFIR e UIR.
USbFIR

- Distância Aproximação
Flexibilização Mínimo Média Máximo Mínimo Média Máximo

10% 69 89.14 109 2.29 2.78 3.23
20% 72 90.52 110 2.33 2.83 3.27
30% 75 92.27 119 2.44 2.89 3.31
40% 76 93.80 113 2.55 2.94 3.31
50% 74 95.03 116 2.39 2.97 3.34

UIR

- Distância Aproximação
Flexibilização Mínimo Média Máximo Mínimo Média Máximo

10% 44 65.97 85 2.20 2.71 3.16
20% 44 67.31 86 2.27 2.74 3.16
30% 39 68.68 89 2.19 2.77 3.25
40% 42 69.86 93 2.29 2.79 3.23
50% 40 70.65 92 2.26 2.81 3.32

Pela Tabela 5.3, é possível perceber que o Algoritmo 31 na base de dados USbFIR

aplicou mais operações de reversão à medida que o grau de flexibilização aumentou. Este
fato pode ser constatado ao verificar as métricas de distância média e aproximação média.
Tal comportamento também pode ser observado na base de dados UIR, mas vale ressaltar
que a base de dados não foi construída com base em eventos de rearranjo e o grau de
flexibilização para os tamanhos mínimo e máximo de cada região intergênica no genoma
alvo não é fixo. Considerando ambas as bases de dados, as aproximações máxima e mínima
registrada foram de 3.34 e 2.19, respectivamente.

A Tabela 5.4 apresenta os resultados do Algoritmo 32 utilizando a base de dados
USbFIRI. A razão de aproximação obtida pelo algoritmo para cada instância foi computada
utilizando o limitante inferior apresentado no Teorema 5.2.8.

Tabela 5.4: Resultados do Algoritmo 32 utilizando a base de dados USbFIRI.
- Distância Aproximação

Flexibilização Mínimo Média Máximo Mínimo Média Máximo
10% 67 83.44 99 2.38 2.79 3.26
20% 65 81.49 99 2.32 2.76 3.20
30% 63 79.88 99 2.39 2.72 3.21
40% 64 78.67 98 2.35 2.70 3.12
50% 61 77.40 101 2.35 2.68 3.07

Pela Tabela 5.4 é possível perceber que o Algoritmo 32 tende a utilizar menos operações
na média à medida que o grau de flexibilização aumenta. Além disso, a aproximação
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média também apresentou uma tendência de queda à medida que o grau de flexibilização
aumenta. Podemos notar também que a distância mínima para cada grupo ficou dentro
do intervalo [61..67], sendo que cada instância da base de dados foi gerada a partir de 50
operações de reversão ou indel. Entretanto, para todos os grupos, a aproximação média
foi inferior a 2.80.

A Tabela 5.5 apresenta os resultados do Algoritmo 33 utilizando as bases de dados
USbFIRM e UIR. A razão de aproximação obtida pelo algoritmo para cada instância foi
computada utilizando o limitante inferior apresentado no Teorema 5.2.9.

Tabela 5.5: Resultados do Algoritmo 33 utilizando as bases de dados USbFIRM e UIR.
USbFIRM

- Distância Aproximação
Flexibilização Mínimo Média Máximo Mínimo Média Máximo

10% 70 88.01 109 2.22 2.82 3.22
20% 63 87.95 111 2.24 2.85 3.36
30% 66 87.37 110 2.39 2.87 3.29
40% 69 87.34 108 2.26 2.90 3.37
50% 67 86.64 110 2.43 2.91 3.35

UIR

- Distância Aproximação
Flexibilização Mínimo Média Máximo Mínimo Média Máximo

10% 36 57.27 80 1.83 2.36 3.12
20% 34 58.12 84 1.78 2.37 3.11
30% 34 59.05 83 1.84 2.38 3.18
40% 37 59.98 89 1.83 2.40 3.16
50% 32 60.53 90 1.84 2.41 3.24

Pelos dados da Tabela 5.5, podemos notar que, na base de dados USbFIRM, a distância
média de cada grupo obtida através do Algoritmo 33 tende a diminuir à medida que o grau
de flexibilidade aumenta. Entretanto a aproximação média apresentou um comportamento
oposto. A aproximação máxima registrada foi de 3.37 e ocorreu no grupo com um grau
de flexibilização de 40%. Já na base de dados UIR, tanto a distância média quanto a
aproximação média por grupo, tendem a aumentar à medida que o grau de flexibilidade
máxima também aumenta. A aproximação máxima registrada foi de 3.24 e ocorreu no
grupo com um grau de flexibilização máxima de 50%.

A Tabela 5.6 apresenta os resultados do Algoritmo 34 utilizando a base de dados
USbFIRMI. A razão de aproximação obtida pelo algoritmo para cada instância foi compu-
tada utilizando o limitante inferior apresentado no Teorema 5.2.8.

Pela Tabela 5.6, é possível observar que tanto a distância média como a aproximação
média diminuem à medida que o grau de flexibilização aumenta. Além disso, a distância
mínima para os grupos com 40% e 50% de flexibilização foi inferior a 60, aproximando-
se da quantidade de 50 operações utilizadas para criar cada instância. A aproximação
máxima registrada foi de 3.22 e ocorreu no grupo com 10% de flexibilização.

A Tabela 5.7 apresenta os resultados do Algoritmo 35 utilizando as bases de dados
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Tabela 5.6: Resultados do Algoritmo 34 utilizando a base de dados USbFIRMI.
- Distância Aproximação

Flexibilização Mínimo Média Máximo Mínimo Média Máximo
10% 65 84.25 103 2.29 2.75 3.22
20% 63 81.25 100 2.19 2.69 3.14
30% 63 79.75 97 2.26 2.66 3.21
40% 57 78.23 96 2.28 2.64 3.00
50% 59 76.74 100 2.27 2.62 3.03

USbFIRT e UIR. A razão de aproximação obtida pelo algoritmo para cada instância foi
computada utilizando o limitante inferior apresentado no Teorema 5.2.9.

Tabela 5.7: Resultados do Algoritmo 35 utilizando as bases de dados USbFIRT e UIR.
USbFIRT

- Distância Aproximação
Flexibilização Mínimo Média Máximo Mínimo Média Máximo

10% 64 71.63 82 2.83 2.93 3.00
20% 59 71.42 82 2.82 2.94 3.00
30% 60 71.31 80 2.83 2.94 3.00
40% 59 71.17 80 2.83 2.94 3.00
50% 60 71.27 83 2.83 2.94 3.00

UIR

- Distância Aproximação
Flexibilização Mínimo Média Máximo Mínimo Média Máximo

10% 33 47.24 58 2.64 2.89 3.00
20% 34 47.83 58 2.64 2.90 3.00
30% 33 48.34 59 2.71 2.90 3.00
40% 34 48.78 60 2.71 2.90 3.00
50% 32 49.00 60 2.69 2.90 3.00

Pelos dados da Tabela 5.7 podemos perceber que, em ambas as bases de dados, o Al-
goritmo 35 apresentou uma razão de aproximação máxima igual a 3.00. Além disso, con-
siderando a variação entre a menor aproximação mínima e a maior aproximação máxima
entre todos os grupos, obtemos os valores de 0.18 e 0.36 para as bases de dados USbFIRT

e UIR, respectivamente. A distância mínima registrada na base de dados USbFIRT, consi-
derando todos os grupos, foi de 59, nove a mais do que o número de operações utilizadas
para gerar cada instância, sendo que a distância máxima registrada foi de 83. Também
é possível observar uma estabilidade na distância média considerando todos os grupos da
base USbFIRT, onde os valores ficaram entre 71.17 e 71.63.

A Tabela 5.8 apresenta os resultados do Algoritmo 36 utilizando a base de dados
USbFIRTI. A razão de aproximação obtida pelo algoritmo para cada instância foi compu-
tada utilizando o limitante inferior apresentado no Teorema 5.2.8.

Pelos resultados exibidos na Tabela 5.8, podemos observar que a razão de aproximação
máxima obtida pelo Algoritmo 36, em todos os grupos, foi de 2.96, sendo um valor próximo
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Tabela 5.8: Resultados do Algoritmo 36 utilizando a base de dados USbFIRTI.
- Distância Aproximação

Flexibilização Mínimo Média Máximo Mínimo Média Máximo
10% 58 67.40 78 2.78 2.89 2.96
20% 58 66.97 78 2.77 2.89 2.96
30% 57 66.25 77 2.78 2.89 2.96
40% 54 66.10 77 2.77 2.88 2.96
50% 54 65.59 78 2.77 2.88 2.96

ao limite teórico (3.00). É possível notar que o Algoritmo 36 apresentou uma variação
pequena em relação à razão de aproximação, o que pode ser constatado observando a
variação entre as aproximações mínima e máxima de cada grupo. Por fim, a distância
média fornecida pelo algoritmo apresenta uma leve tendência de queda à medida que o
grau de flexibilização aumenta.

A Tabela 5.9 apresenta os resultados do Algoritmo 37 utilizando as bases de dados
USbFIRTM e UIR. A razão de aproximação obtida pelo algoritmo para cada instância foi
computada utilizando o limitante inferior apresentado no Teorema 5.2.9.

Tabela 5.9: Resultados do Algoritmo 37 utilizando as bases de dados USbFIRTM e UIR.
USbFIRTM

- Distância Aproximação
Flexibilização Mínimo Média Máximo Mínimo Média Máximo

10% 59 68.12 77 2.79 2.91 2.96
20% 57 67.59 76 2.82 2.91 2.96
30% 58 66.92 77 2.82 2.91 2.96
40% 54 66.16 77 2.81 2.91 2.96
50% 55 65.57 75 2.82 2.91 2.96

UIR

- Distância Aproximação
Flexibilização Mínimo Média Máximo Mínimo Média Máximo

10% 33 46.86 57 2.67 2.87 2.95
20% 34 47.42 58 2.62 2.87 2.95
30% 33 47.97 58 2.69 2.88 2.95
40% 34 48.40 59 2.71 2.88 2.95
50% 32 48.60 60 2.71 2.88 2.95

Pela Tabela 5.9 é possível observar que, considerando os grupos de cada base de dados,
a aproximação máxima do Algoritmo 37 foi de 2.96 e 2.95 nas bases de dados USbFIRTM

e UIR, respectivamente. Uma característica interessante observada, foi a variação zero,
considerando a aproximação média entre os grupos da base de dados USbFIRTM, e de
0.01, considerando os grupos da base de dados UIR. Por fim, o Algoritmo 37 forneceu
uma distância mínima inferior a 60 para todos os grupos da base de dados USbFIRTM (50
operações foram utilizadas para gerar cada instância).

A Tabela 5.10 apresenta os resultados do Algoritmo 38 utilizando a base de dados
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USbFIRTMI. A razão de aproximação obtida pelo algoritmo para cada instância foi com-
putada utilizando o limitante inferior apresentado no Teorema 5.2.8.

Tabela 5.10: Resultados do Algoritmo 38 utilizando a base de dados USbFIRTMI.
- Distância Aproximação

Flexibilização Mínimo Média Máximo Mínimo Média Máximo
10% 57 67.92 78 2.83 2.95 3.00
20% 58 67.55 78 2.86 2.96 3.00
30% 56 67.05 77 2.86 2.96 3.00
40% 56 66.50 77 2.86 2.96 3.00
50% 55 66.04 76 2.86 2.95 3.00

Pelos dados da Tabela 5.10 podemos ver que a razão de aproximação máxima obtida
pelo Algoritmo 38, em todos os grupos, atingiu o limite teórico garantido, sendo igual a
3.00. Vale ressaltar que isso não significa que a aproximação do algoritmo é justa, uma
vez que a razão de aproximação computada para cada instância foi realizada utilizando
o limitante inferior (e não a distância exata). O Algoritmo 38 foi o único que, dentre os
algoritmos para as variações sem sinais dos problemas investigados neste capítulo, para
os experimentos práticos, apresentou uma razão de aproximação (utilizando o limitante
inferior) que atingiu o limite teórico de aproximação. Por fim, é possível notar que o
algoritmo apresentou pouca variação em relação às métricas de distância e de aproximação,
considerando todos os grupos.

A Tabela 5.11 apresenta os resultados do Algoritmo 39 utilizando as bases de dados
USbFIT e UC. A razão de aproximação obtida pelo algoritmo para cada instância foi
computada utilizando o limitante inferior apresentado no Teorema 5.2.10.

Tabela 5.11: Resultados do Algoritmo 39 utilizando as bases de dados USbFIT e UC.
USbFIT

- Distância Aproximação
Flexibilização Mínimo Média Máximo Mínimo Média Máximo

10% 41 54.29 79 1.10 1.42 1.88
20% 42 53.74 75 1.15 1.42 1.89
30% 40 54.45 72 1.13 1.45 1.95
40% 42 55.20 71 1.18 1.48 1.89
50% 40 56.47 77 1.19 1.52 1.95

UC

- Distância Aproximação
Flexibilização Mínimo Média Máximo Mínimo Média Máximo

10% 16 35.09 52 1.13 1.70 2.27
20% 16 36.30 57 1.20 1.72 2.53
30% 18 37.60 56 1.20 1.75 2.40
40% 17 38.55 58 1.20 1.76 2.40
50% 17 39.28 60 1.20 1.78 2.36

Pela Tabela 5.11 é possível notar que o Algoritmo 39 apresentou um ótimo resultado
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prático em comparação com o limite teórico garantido (3.5-aproximação). Na base de da-
dos USbFIT, a maior aproximação máxima foi de 1.95, registrada nos grupos 30% e 50%.
Já na base de dados UC a maior aproximação máxima foi de 2.53, no grupo 20%. É im-
portante notar também que, em todos os grupos da base de dados USbFIT, o Algoritmo 39
forneceu uma distância mínima inferior a 43. Vale ressaltar que em todas as instâncias
da base de dados foram utilizadas 50 operações para gerar cada uma delas. Entretanto,
algumas operações podem desfazer operações aplicadas previamente durante o processo
de criação. Por esse motivo, é possível que em algumas instâncias seja necessário menos
que 50 operações para atingir o genoma alvo.

A Tabela 5.12 apresenta os resultados do Algoritmo 40 utilizando as bases de dados
USbFITM e UC. A razão de aproximação obtida pelo algoritmo para cada instância foi
computada utilizando o limitante inferior apresentado no Teorema 5.2.10.

Tabela 5.12: Resultados do Algoritmo 40 utilizando a base de dados USbFITM e UC.
USbFITM

- Distância Aproximação
Flexibilização Mínimo Média Máximo Mínimo Média Máximo

10% 38 51.13 68 1.13 1.41 1.78
20% 37 49.85 64 1.11 1.40 1.83
30% 37 50.07 67 1.09 1.43 1.88
40% 37 50.59 67 1.16 1.45 1.89
50% 37 51.57 72 1.14 1.49 1.97

UC

- Distância Aproximação
Flexibilização Mínimo Média Máximo Mínimo Média Máximo

10% 16 33.83 50 1.13 1.63 2.04
20% 16 35.05 55 1.20 1.66 2.13
30% 17 36.26 55 1.13 1.68 2.15
40% 17 37.20 58 1.20 1.70 2.20
50% 16 37.89 58 1.20 1.71 2.08

Pelos dados da Tabela 5.12 podemos notar que a aproximação máxima registrada do
Algoritmo 40, em todos os grupos da base de dados USbFITM, foi inferior a 2.00. Já na base
de dados UC, a aproximação máxima foi de 2.20, registrada no grupo 40%. Utilizando
a base de dados USbFITM o Algoritmo 40 também apresentou, para todos os grupos,
uma distância mínima menor do que o número de operações utilizadas para gerar cada
instância, em todos os grupos esse valor foi inferior a 39.

De maneira geral, todos os algoritmos apresentaram um bom desempenho na prática,
sendo que o Algoritmo 38 foi o único em que a razão de aproximação máxima atingiu o
limite teórico garantido pelo mesmo.
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5.3.2 Instâncias Intergênicas Flexíveis com Sinais

Nesta seção, apresentaremos algoritmos de aproximação para a variação com sinais dos
problemas investigados neste capítulo, com base nas funções de redução apresentadas no
início da Seção 5.3.

Reversão

Nesta seção, apresentaremos um algoritmo de aproximação com fator 2 para a variação
com sinais do problema SbFIR.

Note que a variação com sinais do problema SbIR possui um algoritmo de aproximação
com um fator de 2 [59], que chamaremos de 2-SbIR. Além disso, temos o lema a seguir.

Lema 5.3.21. Seja I ′ = ((π′, π̆′), (ι′, ῐ′)) uma instância intergênica rígida balanceada
com sinais. O algoritmo 2-SbIR transforma (π′, π̆′) em (ι′, ῐ′) utilizando uma sequência
de eventos de reversão S ′, tal que |S ′| ≤ 2(n+ 1− cb(G(I))).

Demonstração. Diretamente pelo Algoritmo 1 de Oliveira et al. [57].

Agora considere o Algoritmo 41.

Algoritmo 41: Um algoritmo de aproximação para o problema SbFIR.
Entrada: Uma instância intergênica flexível balanceada com sinais

I = ((π, π̆), (ι, ῐmin, ῐmax))
Saída: Uma sequência de eventos de reversão S, tal que (π, π̆) · S atinge o genoma

alvo de I
I ′ = F ′′c (I)1

Seja S ′ uma sequência de eventos de reversão fornecida pelo algoritmo 2-SbIR para2

a instância I ′
retorne S ′3

Teorema 5.3.22. Seja I uma instância intergênica flexível balanceada com sinais. O
Algoritmo 41 é uma 2-aproximação para o problema SbFIR.

Demonstração. Pelo Lema 5.3.8, temos que a sequência fornecida pelo algoritmo 2-SbIR
para a instância intergênica rígida balanceada com sinais I ′, se aplicada no genoma de
origem (π, π̆) da instância intergênica flexível balanceada com sinais I, faz com que o
genoma alvo seja alcançado. Além disso, note que os problemas SbIR e SbFIR com-
partilham o mesmo modelo de rearranjo. Logo, a sequência S ′ utiliza apenas eventos
permitidos pelo modelo de rearranjo do problema SbFIR. Pelo Lema 5.3.21, temos que
|S ′| ≤ 2(n+ 1−cb(G(I))). Entretanto, pelo Lema 5.3.7, temos que cd(G(I)) = cb(G(I ′)).
Logo, |S ′| ≤ 2(n+ 1−cd(G(I))). Pelo Teorema 5.2.11, temos o seguinte limitante inferior:
dfiR(I) ≥ n+ 1− cd(G(I)), e o teorema segue.
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Reversão e Indel

Nesta seção, apresentaremos um algoritmo de aproximação com fator 2 para a variação
com sinais do problema SbFIRI.

Note que a variação com sinais do problema SbIRI possui um algoritmo de aproxi-
mação com um fator de 2 [57], que chamaremos de 2-SbIRI. Além disso, temos o lema a
seguir.

Lema 5.3.23. Seja I ′ = ((π′, π̆′), (ι′, ῐ′)) uma instância intergênica rígida com sinais. O
algoritmo 2-SbIRI transforma (π′, π̆′) em (ι′, ῐ′) utilizando uma sequência de eventos de
reversão e indel S ′, tal que |S ′| ≤ 2(n+ 1− cb(G(I))).

Demonstração. Diretamente pelo Algoritmo 2 de Oliveira et al. [57].

Agora considere o Algoritmo 42.

Algoritmo 42: Um algoritmo de aproximação para o problema SbFIRI.
Entrada: Uma instância intergênica flexível com sinais I = ((π, π̆), (ι, ῐmin, ῐmax))
Saída: Uma sequência de eventos de reversão e indel S, tal que (π, π̆) · S atinge o

genoma alvo de I
I ′ = F ′c(I)1

Seja S ′ uma sequência de eventos de reversão e indel fornecida pelo algoritmo2

2-SbIRI para a instância I ′
retorne S ′3

Teorema 5.3.24. Seja I uma instância intergênica flexível com sinais. O Algoritmo 42
é uma 2-aproximação para o problema SbFIRI.

Demonstração. Pelo Lema 5.3.6, temos que a sequência fornecida pelo algoritmo 2-SbIRI
para a instância intergênica rígida com sinais I ′, se aplicada no genoma de origem (π, π̆)

da instância intergênica flexível com sinais I, faz com que o genoma alvo seja alcançado.
Além disso, note que os problemas SbIRI e SbFIRI compartilham o mesmo modelo de
rearranjo. Logo, a sequência S ′ utiliza apenas eventos permitidos pelo modelo de rearranjo
do problema SbFIRI. Pelo Lema 5.3.23, temos que |S ′| ≤ 2(n+ 1−cb(G(I))). Entretanto,
pelo Lema 5.3.5, temos que ce(G(I)) = cb(G(I ′)). Logo, |S ′| ≤ 2(n+ 1− ce(G(I))). Pelo
Teorema 5.2.12, temos o seguinte limitante inferior: dfiRI(I) ≥ n+ 1 − ce(G(I)), e o
teorema segue.

Reversão e Move

Nesta seção, apresentaremos um algoritmo de aproximação com fator 2 para a variação
com sinais do problema SbFIRM (Algoritmo 43).

Teorema 5.3.25. Seja I uma instância intergênica flexível balanceada com sinais. O
Algoritmo 43 é uma 2-aproximação para o problema SbFIRM.
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Algoritmo 43: Um algoritmo de aproximação para o problema SbFIRM.
Entrada: Uma instância intergênica flexível balanceada com sinais

I = ((π, π̆), (ι, ῐmin, ῐmax))
Saída: Uma sequência de eventos de reversão e move S, tal que (π, π̆) · S atinge o

genoma alvo de I
I ′ = F ′′c (I)1

Seja S ′ uma sequência de eventos de reversão e move fornecida pelo Algoritmo 192

para a instância I ′
retorne S ′3

Demonstração. Pelo Lema 5.3.8, temos que a sequência fornecida pelo Algoritmo 19 para
a instância intergênica rígida balanceada com sinais I ′, se aplicada no genoma de origem
(π, π̆) da instância intergênica flexível balanceada com sinais I, faz com que o genoma alvo
seja alcançado. Além disso, note que os problemas SbIRM e SbFIRM compartilham o
mesmo modelo de rearranjo. Logo, a sequência S ′ utiliza apenas eventos permitidos pelo
modelo de rearranjo do problema SbFIRM. Pelo Lema 4.1.69, temos que |S ′| ≤ 2(n +

1)− (c(G(I ′)) + cb(G(I ′))). Entretanto, pelo Lema 5.3.7, temos que c(G(I)) = c(G(I ′)) e
cd(G(I)) = cb(G(I ′)). Logo, |S ′| ≤ 2(n+ 1)− (c(G(I)) + cd(G(I))). Pelo Teorema 5.2.13,
temos o seguinte limitante inferior: dfiRM(I) ≥ n+ 1 − (c(G(I))+cd(G(I)))

2
, e o teorema

segue.

Reversão, Move e Indel

Nesta seção, apresentaremos um algoritmo de aproximação com fator 2 para a variação
com sinais do problema SbFIRMI (Algoritmo 44).

Algoritmo 44: Um algoritmo de aproximação para o problema SbFIRMI.
Entrada: Uma instância intergênica flexível com sinais I = ((π, π̆), (ι, ῐmin, ῐmax))
Saída: Uma sequência de eventos de reversão, move e indel S, tal que (π, π̆) · S

atinge o genoma alvo de I
I ′ = F ′c(I)1

Seja S ′ uma sequência de eventos de reversão, move e indel fornecida pelo2

Algoritmo 21 para a instância I ′
retorne S ′3

Teorema 5.3.26. Seja I uma instância intergênica flexível com sinais. O Algoritmo 44
é uma 2-aproximação para o problema SbFIRMI.

Demonstração. Pelo Lema 5.3.6, temos que a sequência fornecida pelo Algoritmo 21 para
a instância intergênica rígida com sinais I ′, se aplicada no genoma de origem (π, π̆) da
instância intergênica flexível com sinais I, faz com que o genoma alvo seja alcançado. Além
disso, note que os problemas SbIRMI e SbFIRMI compartilham o mesmo modelo de
rearranjo. Logo, a sequência S ′ utiliza apenas eventos permitidos pelo modelo de rearranjo
do problema SbFIRMI. Pelo Lema 4.1.74, temos que |S ′| ≤ 2(n + 1) − (c(G(I ′)) +

cb(G(I ′))). Entretanto, pelo Lema 5.3.5, temos que c(G(I)) = c(G(I ′)) e ce(G(I)) =
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cb(G(I ′)). Logo, |S ′| ≤ 2(n + 1) − (c(G(I)) + ce(G(I))). Pelo Teorema 5.2.14, temos o
seguinte limitante inferior: dfiRMI(I) ≥ n+ 1− c(G(I))+ce(G(I))

2
, e o teorema segue.

Reversão e Transposição

Nesta seção, apresentaremos um algoritmo de aproximação com fator 3 para a variação
com sinais do problema SbFIRT.

Note que a variação com sinais do problema SbIRT possui um algoritmo de aproxi-
mação com um fator de 3 [59], que chamaremos de 3-SbIRT. Além disso, temos o lema
a seguir.

Lema 5.3.27. Seja I ′ = ((π′, π̆′), (ι′, ῐ′)) uma instância intergênica rígida balanceada com
sinais. O algoritmo 3-SbIRT transforma (π′, π̆′) em (ι′, ῐ′) utilizando uma sequência de
eventos de reversão e transposição S ′, tal que |S ′| ≤ 3(n+1−cb(G(I′)))

2
.

Demonstração. Diretamente pelo Lema 6.3 de Oliveira et al. [59].

Agora considere o Algoritmo 45.

Algoritmo 45: Um algoritmo de aproximação para o problema SbFIRT.
Entrada: Uma instância intergênica flexível balanceada com sinais

I = ((π, π̆), (ι, ῐmin, ῐmax))
Saída: Uma sequência de eventos de reversão e transposição S, tal que (π, π̆) · S

atinge o genoma alvo de I
I ′ = F ′′c (I)1

Seja S ′ uma sequência de eventos de reversão e transposição fornecida pelo algoritmo2

3-SbIRT para a instância I ′
retorne S ′3

Teorema 5.3.28. Seja I uma instância intergênica flexível balanceada com sinais. O
Algoritmo 45 é uma 3-aproximação para o problema SbFIRT.

Demonstração. Pelo Lema 5.3.8, temos que a sequência fornecida pelo algoritmo 3-SbIRT
para a instância intergênica rígida balanceada com sinais I ′, se aplicada no genoma de
origem (π, π̆) da instância intergênica flexível balanceada com sinais I, faz com que o
genoma alvo seja alcançado. Além disso, note que os problemas SbIRT e SbFIRT com-
partilham o mesmo modelo de rearranjo. Logo, a sequência S ′ utiliza apenas eventos
permitidos pelo modelo de rearranjo do problema SbFIRT. Pelo Lema 5.3.27, temos que
|S ′| ≤ 3(n+1−cb(G(I′)))

2
. Entretanto, pelo Lema 5.3.7, temos que cd(G(I)) = cb(G(I ′)).

Logo, |S ′| ≤ 3(n+1−cd(G(I)))
2

. Pelo Teorema 5.2.15, temos o seguinte limitante inferior:
dfiRT(I) ≥ n+1−cd(G(I))

2
, e o teorema segue.

Reversão, Transposição e Indel

Nesta seção, apresentaremos um algoritmo de aproximação com fator 3 para a variação
com sinais do problema SbFIRTI (Algoritmo 46).
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Algoritmo 46: Um algoritmo de aproximação para o problema SbFIRTI.
Entrada: Uma instância intergênica flexível com sinais I = ((π, π̆), (ι, ῐmin, ῐmax))
Saída: Uma sequência de eventos de reversão, transposição e indel S, tal que

(π, π̆) · S atinge o genoma alvo de I
I ′ = F ′c(I)1

Seja S ′ uma sequência de eventos de reversão, transposição e indel fornecida pelo2

Algoritmo 24 para a instância I ′
retorne S ′3

Teorema 5.3.29. Seja I uma instância intergênica flexível com sinais. O Algoritmo 46
é uma 3-aproximação para o problema SbFIRTI.

Demonstração. Pelo Lema 5.3.6, temos que a sequência fornecida pelo Algoritmo 24 para
a instância intergênica rígida com sinais I ′, se aplicada no genoma de origem (π, π̆) da
instância intergênica flexível com sinais I, faz com que o genoma alvo seja alcançado.
Além disso, note que os problemas SbIRTI e SbFIRTI compartilham o mesmo modelo
de rearranjo. Logo, a sequência S ′ utiliza apenas eventos permitidos pelo modelo de
rearranjo do problema SbFIRTI. Pelo Lema 4.1.81, temos que |S ′| ≤ 3(n+1−cb(G(I)))

2
.

Entretanto, pelo Lema 5.3.5, temos que c(G(I)) = c(G(I ′)) e ce(G(I)) = cb(G(I ′)).
Logo, |S ′| ≤ 3(n+1−ce(G(I)))

2
. Pelo Teorema 5.2.12, temos o seguinte limitante inferior:

dfiRTI(I) ≥ n+1−ce(G(I))
2

, e o teorema segue.

Reversão, Transposição e Move

Nesta seção, apresentaremos um algoritmo de aproximação com fator 2.5 para a variação
com sinais do problema SbFIRTM.

Note que a variação com sinais do problema SbIRTM possui um algoritmo de apro-
ximação com um fator de 2.5 [59], que chamaremos de 2.5-SbIRTM. Além disso, temos
o lema a seguir.

Lema 5.3.30. Seja I ′ = ((π′, π̆′), (ι′, ῐ′)) uma instância intergênica rígida balanceada com
sinais. O algoritmo 2.5-SbIRTM transforma (π′, π̆′) em (ι′, ῐ′) utilizando uma sequência
de eventos de reversão, transposição e move S ′, tal que |S ′| ≤ 5(n+1−cb(G(I′)))

4
.

Demonstração. Diretamente pelo Lema 7.11 de Oliveira et al. [59].

Agora considere o Algoritmo 47.

Teorema 5.3.31. Seja I uma instância intergênica flexível balanceada com sinais. O
Algoritmo 47 é uma 2.5-aproximação para o problema SbFIRTM.

Demonstração. Pelo Lema 5.3.8, temos que a sequência fornecida pelo algoritmo 2.5-
SbIRTM para a instância intergênica rígida balanceada com sinais I ′, se aplicada no
genoma de origem (π, π̆) da instância intergênica flexível balanceada com sinais I, faz
com que o genoma alvo seja alcançado. Além disso, note que os problemas SbIRTM
e SbFIRTM compartilham o mesmo modelo de rearranjo. Logo, a sequência S ′ uti-
liza apenas eventos permitidos pelo modelo de rearranjo do problema SbFIRTM. Pelo
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Algoritmo 47: Um algoritmo de aproximação para o problema SbFIRTM.
Entrada: Uma instância intergênica flexível balanceada com sinais

I = ((π, π̆), (ι, ῐmin, ῐmax))
Saída: Uma sequência de eventos de reversão, transposição e move S, tal que

(π, π̆) · S atinge o genoma alvo de I
I ′ = F ′′c (I)1

Seja S ′ uma sequência de eventos de reversão, transposição e move fornecida pelo2

algoritmo 2.5-SbIRTM para a instância I ′
retorne S ′3

Lema 5.3.30, temos que |S ′| ≤ 5(n+1−cb(G(I′)))
4

. Entretanto, pelo Lema 5.3.7, temos que
cd(G(I)) = cb(G(I ′)). Logo, |S ′| ≤ 5(n+1−cd(G(I)))

4
. Pelo Teorema 5.2.15, temos o seguinte

limitante inferior: dfiRTM(I) ≥ n+1−cd(G(I))
2

, e o teorema segue.

Reversão, Transposição, Move e Indel

Nesta seção, apresentaremos um algoritmo de aproximação com fator 3 para a variação
com sinais do problema SbFIRTMI (Algoritmo 48).

Algoritmo 48: Um algoritmo de aproximação para o problema SbFIRTMI.
Entrada: Uma instância intergênica flexível com sinais I = ((π, π̆), (ι, ῐmin, ῐmax))
Saída: Uma sequência de eventos de reversão, transposição, move e indel S, tal que

(π, π̆) · S atinge o genoma alvo de I
I ′ = F ′c(I)1

Seja S ′ uma sequência de eventos de reversão, transposição, move e indel fornecida2

pelo Algoritmo 27 para a instância I ′
retorne S ′3

Teorema 5.3.32. Seja I uma instância intergênica flexível com sinais. O Algoritmo 48
é uma 3-aproximação para o problema SbFIRTMI.

Demonstração. Pelo Lema 5.3.6, temos que a sequência fornecida pelo Algoritmo 27 para
a instância intergênica rígida com sinais I ′, se aplicada no genoma de origem (π, π̆) da
instância intergênica flexível com sinais I, faz com que o genoma alvo seja alcançado.
Além disso, note que os problemas SbIRTMI e SbFIRTMI compartilham o mesmo
modelo de rearranjo. Logo, a sequência S ′ utiliza apenas eventos permitidos pelo modelo
de rearranjo do problema SbFIRTMI. Pelo Lema 4.1.85, temos que |S ′| ≤ 3(n+1−cb(G(I)))

2
.

Entretanto, pelo Lema 5.3.5, temos que c(G(I)) = c(G(I ′)) e ce(G(I)) = cb(G(I ′)).
Logo, |S ′| ≤ 3(n+1−ce(G(I)))

2
. Pelo Teorema 5.2.12, temos o seguinte limitante inferior:

dfiRTMI(I) ≥ n+1−ce(G(I))
2

, e o teorema segue.

Resultados Experimentais

Nesta seção, apresentaremos os resultados práticos dos algoritmos apresentados para
a variação com sinais dos problemas SbFIR, SbFIRI, SbFIRM, SbFIRMI, SbFIRT,
SbFIRTI, SbFIRTM e SbFIRTMI.
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Criamos também uma base de dados para cada problema e utilizamos os identificadores
SSbFIR, SSbFIRI, SSbFIRM, SSbFIRMI, SSbFIRT, SSbFIRTI, SSbFIRTM e SSbFIRTMI para a
base de dados dos problemas SbFIR, SbFIRI, SbFIRM, SbFIRMI, SbFIRT, SbFIRTI,
SbFIRTM e SbFIRTMI, respectivamente. As bases de dados foram criadas de forma
similar ao processo descrito na Seção 5.3.1, diferindo apenas pelo fato de que cada instância
foi criada a partir das representações intergênicas rígida e flexível com sinais. Logo, ao
aplicar um evento de reversão, os genes no segmento afetado também têm a orientação
invertida.

Utilizando a estrutura de grafo de ciclos ponderado flexível e considerando todos os gru-
pos das bases de dados SSbFIR, SSbFIRM, SSbFIRT e SSbFIRTM, foi observado que 79.55%,
8.95% e 11.50% das instâncias pertencem ao cenário de equilíbrio, fonte e sorvedouro,
respectivamente.

Para garantir uma proporcionalidade entre os possíveis cenários nos problemas que
utilizam um modelo de rearranjo composto exclusivamente por eventos conservativos,
criamos a bases de dados SC . A base de dados possui cinco grupos, sendo que cada
grupo possui 3000 instâncias intergênicas flexíveis balanceadas com sinais de tamanho
100 e é identificado pelo grau de flexibilização máxima das instâncias contidas nele. Os
identificadores dos grupos são 10%, 20%, 30%, 40% e 50%. Utilizando a estrutura de
grafo de ciclos ponderado flexível, cada grupo possui 1000 instâncias em cada cenário:
equilíbrio, fonte e sorvedouro. O processo de criação de uma instância da base de dados
SC é semelhante ao utilizado pela base de dados UC , descrito na Seção 5.3.1, diferenciando
apenas pelo fato de que cada instância foi criada a partir das representações intergênicas
rígida e flexível com sinais e que a operação de troca também altera a orientação dos
elementos afetados. A base de dados SC foi criada para ser utilizada pelos algoritmos da
variação com sinais dos problemas SbFIR, SbFIRM, SbFIRT e SbFIRTM.

A seguir, apresentamos os resultados obtidos pelos algoritmos propostos para a varia-
ção com sinais dos problemas investigados neste capítulo. Nas tabelas que serão utilizadas
a seguir temos a informação, por grupo, do grau de flexibilização adotado e as métricas
de distância e aproximação, sendo que para ambas as métricas temos a informação sobre
o menor e o maior valor registrado, além da média dos valores do grupo. As colunas
Distância e Aproximação indicam a quantidade de operações e o fator de aproximação
para uma solução fornecida por um algoritmo.

A Tabela 5.13 apresenta os resultados do Algoritmo 41 utilizando as bases de dados
SSbFIR e SC. A razão de aproximação obtida pelo algoritmo para cada instância foi
computada utilizando o limitante inferior apresentado no Teorema 5.2.11.

Pela Tabela 5.13 é possível notar que o Algoritmo 41 apresentou um ótimo desem-
penho prático, sendo que, em todos os grupos de ambas as bases de dados, o algoritmo
forneceu pelo menos uma solução ótima. Essa informação pode ser verificada pela métrica
aproximação mínima com valor 1.00. Além disso, na base de dados SSbFIR a aproximação
média foi de 1.01 para todos os grupos e vale ressaltar que a razão de aproximação foi
computada utilizando o limitante inferior. Considerando todas as instâncias das base de
dados SSbFIR e SC, o Algoritmo 41 forneceu uma solução ótima para, pelo menos, 59.46%
e 89.86% das instâncias, respectivamente. Na base de dados SC o Algoritmo 41 apresen-
tou valores mais elevados para a métrica aproximação máxima. Entretanto, o maior valor
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Tabela 5.13: Resultados do Algoritmo 41 utilizando as bases de dados SSbFIR e SC.
SSbFIR

- Distância Aproximação
Flexibilização Mínimo Média Máximo Mínimo Média Máximo

10% 45 49.98 55 1.00 1.01 1.10
20% 44 49.81 54 1.00 1.01 1.09
30% 43 49.73 56 1.00 1.01 1.12
40% 44 49.80 55 1.00 1.01 1.10
50% 45 49.74 54 1.00 1.01 1.09

SC

- Distância Aproximação
Flexibilização Mínimo Média Máximo Mínimo Média Máximo

10% 23 49.06 72 1.00 1.17 1.40
20% 24 50.72 78 1.00 1.19 1.49
30% 24 52.46 80 1.00 1.20 1.43
40% 24 53.89 82 1.00 1.21 1.46
50% 25 55.19 87 1.00 1.23 1.55

observado foi de 1.55, registrado no grupo 50%.
A Tabela 5.14 apresenta os resultados do Algoritmo 42 utilizando a base de dados

SSbFIRI. A razão de aproximação obtida pelo algoritmo para cada instância foi computada
utilizando o limitante inferior apresentado no Teorema 5.2.12.

Tabela 5.14: Resultados do Algoritmo 42 utilizando a base de dados SSbFIRI.
- Distância Aproximação

Flexibilização Mínimo Média Máximo Mínimo Média Máximo
10% 40 45.97 52 1.00 1.01 1.09
20% 40 44.63 50 1.00 1.01 1.11
30% 39 43.84 50 1.00 1.01 1.14
40% 38 42.98 50 1.00 1.01 1.14
50% 37 42.34 50 1.00 1.01 1.11

Pelos dados da Tabela 5.14 podemos notar que o Algoritmo 42 apresentou um compor-
tamento similar ao Algoritmo 41 na base de dados SSbFIR, inclusive mantendo a mesma
aproximação média para todos os grupos. É importante ressaltar que as bases de dados
SSbFIR e SSbFIRI foram geradas através de um conjunto distinto de operações. Conside-
rando todas as instâncias da base de dados SSbFIRI, o Algoritmo 42 forneceu uma solução
ótima para pelo menos 62.60% das instâncias.

A Tabela 5.15 apresenta os resultados do Algoritmo 43 utilizando as bases de dados
SSbFIRM e SC. A razão de aproximação obtida pelo algoritmo para cada instância foi
computada utilizando o limitante inferior apresentado no Teorema 5.2.13.

Observando os resultados do Algoritmo 43, reportados na Tabela 5.15, podemos per-
ceber que na base de dados SSbFIRM a aproximação mínima para o grupo 10% foi de 1.02

enquanto para os demais grupos esse valor foi de 1.00. Considerando todas as instâncias
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Tabela 5.15: Resultados do Algoritmo 43 utilizando as bases de dados SSbFIRM e SC.
SSbFIRM

- Distância Aproximação
Flexibilização Mínimo Média Máximo Mínimo Média Máximo

10% 41 49.50 57 1.02 1.10 1.23
20% 40 47.48 55 1.00 1.08 1.19
30% 39 45.74 53 1.00 1.07 1.22
40% 38 44.68 53 1.00 1.05 1.18
50% 37 43.66 50 1.00 1.04 1.19

SC

- Distância Aproximação
Flexibilização Mínimo Média Máximo Mínimo Média Máximo

10% 23 40.14 53 1.00 1.13 1.29
20% 24 41.01 56 1.00 1.14 1.35
30% 24 41.82 57 1.00 1.15 1.32
40% 24 42.46 57 1.00 1.16 1.33
50% 25 42.94 58 1.00 1.16 1.32

da base de dados SSbFIRM, o Algoritmo 43 forneceu uma solução ótima para pelo menos
2.42% das instâncias. Entretanto, quando consideramos a base de dados SC, essa por-
centagem sobe para 29.97%. Considerando ambas as bases de dados e todos os grupos, a
aproximação média foi inferior a 1.17, enquanto a aproximação máxima não ultrapassou
1.35.

A Tabela 5.16 apresenta os resultados do Algoritmo 44 utilizando a base de dados
SSbFIRMI. A razão de aproximação obtida pelo algoritmo para cada instância foi compu-
tada utilizando o limitante inferior apresentado no Teorema 5.2.14.

Tabela 5.16: Resultados do Algoritmo 44 utilizando a base de dados SSbFIRMI.
- Distância Aproximação

Flexibilização Mínimo Média Máximo Mínimo Média Máximo
10% 39 48.31 55 1.02 1.11 1.21
20% 40 46.50 55 1.01 1.09 1.21
30% 39 45.19 53 1.00 1.07 1.20
40% 38 44.21 51 1.00 1.06 1.19
50% 37 43.50 50 1.00 1.05 1.15

Pela Tabela 5.16 é possível notar que a maior aproximação máxima observada foi de
1.21, ocorrência registrada nos grupos 10% e 20%. Inclusive, esses dois grupos foram os
únicos em que a aproximação mínima foi maior que 1.00. Considerando todas as instâncias
da base de dados SSbFIRMI, em pelo menos 25.00% delas o Algoritmo 44 forneceu uma
solução ótima. Vale mencionar que essa quantidade pode ser maior, uma vez que tal
informação é derivada da razão de aproximação obtida em cada instância da base de
dados, que é computada utilizando o limitante inferior. Outro ponto interessante dos
resultados é que houve uma diminuição significativa na distância média à medida que o
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grau de flexibilização aumentou nos grupos.
A Tabela 5.17 apresenta os resultados do Algoritmo 45 utilizando as bases de dados

SSbFIRT e SC. A razão de aproximação obtida pelo algoritmo para cada instância foi
computada utilizando o limitante inferior apresentado no Teorema 5.2.15.

Tabela 5.17: Resultados do Algoritmo 45 utilizando as bases de dados SSbFIRT e SC.
SSbFIRT

- Distância Aproximação
Flexibilização Mínimo Média Máximo Mínimo Média Máximo

10% 53 62.70 74 1.62 1.87 2.09
20% 52 62.86 76 1.64 1.88 2.12
30% 52 63.06 75 1.68 1.90 2.15
40% 53 63.58 74 1.68 1.92 2.16
50% 51 64.36 76 1.65 1.94 2.21

SC

- Distância Aproximação
Flexibilização Mínimo Média Máximo Mínimo Média Máximo

10% 21 39.26 54 1.53 1.91 2.20
20% 19 40.13 55 1.40 1.92 2.15
30% 22 40.98 58 1.52 1.92 2.20
40% 22 41.61 58 1.52 1.92 2.21
50% 22 42.22 60 1.59 1.93 2.30

Pelos dados da Tabela 5.17 é possível observar que a razão de aproximação média do
Algoritmo 45 já é significativamente maior em comparação com a dos algoritmos apre-
sentados anteriormente. Uma possível explicação para tal comportamento é o fato da
inclusão do evento de transposição no modelo de rearranjo, impactando diretamente no
limitante inferior. Entretanto, nas bases de dados SSbFIRT e SC a aproximação média para
todos os grupos foi menor que 1.95 enquanto a maior razão de aproximação observada
foi de 2.30, um valor significativamente menor do que a aproximação teórica garantida
pelo algoritmo (3-aproximação). Considerando a variação da aproximação média entre
os grupos da base de dados SSbFIRT e SC, obtemos os valores de 0.07 e 0.02, respectiva-
mente. Essa característica é um bom indício de estabilidade do Algoritmo 45, uma vez
que as bases de dados SSbFIRT e SC foram construídas de maneira totalmente diferente,
mas visando abranger um cenário baseado em eventos de rearranjo e um cenário aleatório
mantendo uma proporção entre os diferentes casos de redução com os quais o algoritmo
pode deparar-se.

A Tabela 5.18 apresenta os resultados do Algoritmo 46 utilizando a base de dados
SSbFIRTI. A razão de aproximação obtida pelo algoritmo para cada instância foi compu-
tada utilizando o limitante inferior apresentado no Teorema 5.2.12.

Na Tabela 5.18 podemos observar que a aproximação média do Algoritmo 46, em
todos os grupos, foi levemente superior em comparação com o resultado do Algoritmo 45
utilizando a base de dados SSbFIRT. O valor da aproximação média variou de 2.01 até 2.02.
Entretanto, a variação entre a menor aproximação mínima e a maior aproximação máxima
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Tabela 5.18: Resultados do Algoritmo 46 utilizando a base de dados SSbFIRTI.
- Distância Aproximação

Flexibilização Mínimo Média Máximo Mínimo Média Máximo
10% 53 60.90 70 1.93 2.01 2.17
20% 52 59.96 68 1.93 2.02 2.14
30% 49 59.22 67 1.93 2.02 2.15
40% 49 58.73 66 1.93 2.02 2.13
50% 49 58.30 67 1.93 2.02 2.20

foi de apenas 0.27, sendo a menor aproximação mínima de 1.93, em todos os grupos, e a
maior aproximação máxima de 2.20, no grupo 50%. É importante notar também que nos
grupos 30%, 40% e 50% o Algoritmo 46 forneceu, para pelo menos uma instância de cada
grupo, uma solução utilizando menos operações que a quantidade utilizada para gerar as
instâncias da base de dados (50 operações).

A Tabela 5.19 apresenta os resultados do Algoritmo 47 utilizando as bases de dados
SSbFIRTM e SC. A razão de aproximação obtida pelo algoritmo para cada instância foi
computada utilizando o limitante inferior apresentado no Teorema 5.2.15.

Tabela 5.19: Resultados do Algoritmo 47 utilizando as bases de dados SSbFIRTM e SC.
SSbFIRTM

- Distância Aproximação
Flexibilização Mínimo Média Máximo Mínimo Média Máximo

10% 52 62.60 71 1.83 1.97 2.03
20% 51 61.30 68 1.90 1.97 2.04
30% 52 60.21 69 1.89 1.97 2.09
40% 50 59.35 66 1.90 1.97 2.07
50% 49 58.87 66 1.89 1.97 2.08

SC

- Distância Aproximação
Flexibilização Mínimo Média Máximo Mínimo Média Máximo

10% 23 40.02 52 1.75 1.96 2.08
20% 24 40.89 55 1.81 1.96 2.07
30% 24 41.70 57 1.84 1.96 2.08
40% 24 42.32 57 1.85 1.97 2.07
50% 25 42.84 59 1.85 1.97 2.07

Pelos dados da Tabela 5.19 nota-se que, na base de dados SSbFIRTM, não houve va-
riação na aproximação média fornecida pelo Algoritmo 47 entre os grupos. Já na base
de dados SC, a aproximação média variou entre 1.96 e 1.97. A aproximação máxima
em ambas as bases de dados foi inferior a 2.10. Nos grupos 40% e 50% da base de da-
dos SSbFIRTM, o Algoritmo 47 forneceu, para pelo menos uma instância de cada grupo,
uma solução com a mesma quantidade ou menos operações que a utilizada para gerar a
instância.

A Tabela 5.20 apresenta os resultados do Algoritmo 48 utilizando a base de dados
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SSbFIRTMI. A razão de aproximação obtida pelo algoritmo para cada instância foi com-
putada utilizando o limitante inferior apresentado no Teorema 5.2.12.

Tabela 5.20: Resultados do Algoritmo 48 utilizando a base de dados SSbFIRTMI.
- Distância Aproximação

Flexibilização Mínimo Média Máximo Mínimo Média Máximo
10% 54 62.25 70 1.94 2.01 2.13
20% 53 61.21 69 1.90 2.01 2.17
30% 52 60.28 68 1.93 2.01 2.13
40% 51 59.56 70 1.93 2.01 2.15
50% 50 59.05 66 1.96 2.01 2.13

Segundo o resultado apresentado na Tabela 5.20, é possível notar que não houve
variação na aproximação média fornecida pelo Algoritmo 48 entre os grupos da base de
dados SSbFIRTMI. Além disso, a variação entre a menor e a maior razão de aproximação
observada foi de apenas 0.27, sendo a menor aproximação igual a 1.90, no grupo 20%,
e a maior aproximação igual a 2.17, no mesmo grupo. Por fim, observa-se uma queda
significativa na distância média à medida que o grau de flexibilização aumenta nos grupos.

Em geral, todos os algoritmos apresentaram um resultado prático significativamente
melhor que o limitante teórico garantido para cada um deles. Vale ressaltar que, dentre
os algoritmos em que o evento de transposição não pertence ao modelo de rearranjo,
a maior razão de aproximação observada foi 1.35. Para os demais algoritmos, a maior
razão de aproximação foi 2.30. Além disso, com base no limitante inferior, foi possível
mostrar que os algoritmos 41, 42 e 43 forneceram uma solução ótima para uma quantidade
significativa de instâncias. Vale mencionar que a distância flexível não é conhecida para
as instâncias das bases de dados utilizadas. Dessa forma, a quantidade de instâncias em
que os algoritmos forneceram uma solução ótima pode ser ainda maior.

5.4 Conclusões

Neste capítulo, estudamos uma generalização dos problemas que consideram tanto a ordem
dos genes como o tamanho das regiões intergênicas. Nessa versão generalizada, adiciona-
mos um grau de flexibilidade em relação ao tamanho das regiões intergênicas desejadas
no genoma alvo. Para isso, nos modelos propostos, chamados de modelos intergênicos
flexíveis, é possível especificar um intervalo de valores permitidos para o tamanho de cada
região intergênica no genoma alvo.

O grau de flexibilidade possibilita agregar uma importância maior para a ordem e
orientação dos genes, em comparação com o tamanho das regiões intergênicas. Conside-
rando um intervalo de valores permitidos para o tamanho de cada região intergênica no
genoma alvo, ampliou-se as possibilidades de configuração para os tamanhos das regiões
intergênicas de modo que todas as restrições do modelo fossem atendidas.

Para as variações com e sem sinais dos problemas investigados neste capítulo, apresen-
tamos algoritmos de aproximação com fator constante. Os algoritmos foram derivados de
um processo de redução que permite o uso de resultados que foram apresentados para as
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respectivas versões rígidas dos problemas. Por fim, realizamos testes computacionais para
verificar o desempenho prático dos algoritmos em diferentes cenários de flexibilização.



199

Capítulo 6

Considerações Finais

Nesta tese apresentamos os resultados obtidos durante o período do doutorado. De ma-
neira geral, os resultados aqui apresentados incorporam novas características aos proble-
mas de rearranjo de genomas, que vão desde a adição de uma nova restrição de proporção
entre a quantidade de um tipo de evento em relação ao tamanho da sequência de eventos
de rearranjo em uma solução, até a inclusão de novas estruturas genéticas na representação
computacional adotada nos modelos. Além disso, foram investigados problemas conside-
rando um grau de flexibilidade nas características de um genoma alvo desejado. Para a
grande maioria dos problemas que investigamos, apresentamos a prova de NP-dificuldade
e desenvolvemos algoritmos de aproximação. Além disso, sempre que possível, criamos
mecanismos com o intuito de melhorar os resultados práticos dos algoritmos propostos.
Os resultados apresentados nessa tese geraram os seguintes artigos:

• “A New Approach for the Reversal Distance with Indels and Moves in Intergenic
Regions”, em coautoria com Andre Rodrigues Oliveira, Alexsandro Oliveira Alexan-
drino, Ulisses Dias e Zanoni Dias, foi apresentado no 19th Annual Satellite Con-
ference of RECOMB on Comparative Genomics (RECOMB-CG), realizada em La
Jolla, USA, no mês de Maio de 2022 [25].

• “Genome Rearrangement Distance with a Flexible Intergenic Regions Aspect”, aceito
para publicação no mês de Abril de 2022 na revista IEEE-ACM Transactions on
Computational Biology and Bioinformatics, em coautoria com Alexsandro Oliveira
Alexandrino, Andre Rodrigues Oliveira, Ulisses Dias e Zanoni Dias [20]. Uma ver-
são preliminar deste artigo foi apresentada na 7th-8th International Conference on
Algorithms for Computational Biology (AlCoB), realizada de forma virtual no mês
de Novembro de 2021 [19]. Uma versão abordando instâncias sem sinais foi apresen-
tada no XI Latin and American Algorithms, Graphs and Optimization Symposium
(LAGOS), realizado de forma virtual no mês de Maio de 2021 [24].

• “An Improved Approximation Algorithm for the Reversal and Transposition Distance
Considering Gene order and Intergenic Sizes”, publicado no mês de Dezembro de
2021 na revista Algorithms for Molecular Biology, em coautoria com Andre Rodri-
gues Oliveira, Alexsandro Oliveira Alexandrino, Ulisses Dias e Zanoni Dias [23].
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• “Reversals and Transpositions Distance with Proportion Restriction”, publicado no
mês de Agosto de 2021 na revista Journal of Bioinformatics and Computational Bio-
logy, em coautoria com Alexsandro Oliveira Alexandrino, Andre Rodrigues Oliveira,
Ulisses Dias e Zanoni Dias [18]. Uma versão preliminar deste artigo foi apresentada
no 13th Brazilian Symposium on Bioinformatics (BSB), realizado de forma virtual
no mês de Novembro de 2020 [17].

• “Sorting by Genome Rearrangements on Both Gene Order and Intergenic Sizes”, pu-
blicado no mês de Fevereiro de 2020 na revista Journal of Computational Biology, em
coautoria com Géraldine Jean, Guillaume Fertin, Andre Rodrigues Oliveira, Ulisses
Dias e Zanoni Dias [22]. Uma versão preliminar deste artigo foi apresentada no 15th
International Symposium on Bioinformatics Research and Applications (ISBRA),
realizado em Barcelona, Espanha, no mês de Junho de 2019 [21].

Além dos artigos listados acima, que estão diretamente relacionados com essa tese,
durante o doutorado contribuímos para a obtenção de outros resultados, apresentados
nos seguintes artigos:

• “A 1.375-Approximation Algorithm for Sorting by Transpositions with Faster Run-
ning Time”, em coautoria com Alexsandro Oliveira Alexandrino, Andre Rodrigues
Oliveira, Ulisses Dias e Zanoni Dias, apresentado no 15th Brazilian Symposium on
Bioinformatic (BSB), realizado em Búzios, Brasil, no mês de Setembro de 2022 [2].

• “Reversal and Indel Distance with Intergenic Region Information”, aceito para pu-
blicação no mês de Outubro de 2022 na revista IEEE-ACM Transactions on Com-
putational Biology and Bioinformatics, em coautoria com Alexsandro Oliveira Ale-
xandrino, Andre Rodrigues Oliveira, Ulisses Dias e Zanoni Dias [3]. Uma versão
preliminar deste artigo foi apresentada na 7th-8th International Conference on Al-
gorithms for Computational Biology (AlCoB), realizada de forma virtual no mês de
Novembro de 2021 [1].

• “Sorting Permutations by Intergenic Operations”, publicado no mês de Novembro
de 2021 na revista IEEE-ACM Transactions on Computational Biology and Bioin-
formatics, em coautoria com Andre Rodrigues Oliveira, Géraldine Jean, Guillaume
Fertin, Ulisses Dias e Zanoni Dias [59]. Uma versão preliminar deste artigo foi
apresentada na 7th-8th International Conference on Algorithms for Computational
Biology (AlCoB), realizada de forma virtual no mês de Novembro de 2021 [58].

• “Sorting Signed Permutations by Intergenic Reversals”, publicado no mês de No-
vembro de 2021 na revista IEEE-ACM Transactions on Computational Biology and
Bioinformatics, em coautoria com Andre Rodrigues Oliveira, Géraldine Jean, Guil-
laume Fertin, Laurent Bulteau, Ulisses Dias e Zanoni Dias [57].

• “Heuristics for Genome Rearrangement Distance with Replicated Genes”, publicado
no mês de Novembro de 2021 na revista IEEE-ACM Transactions on Computati-
onal Biology and Bioinformatics, em coautoria com Gabriel Siqueira, Ulisses Dias
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e Zanoni Dias [68]. Uma versão preliminar deste artigo foi apresentada na 7th-
8th International Conference on Algorithms for Computational Biology (AlCoB),
realizada de forma virtual no mês de Novembro de 2021 [67].

• “On the Complexity of Sorting by Reversals and Transpositions Problem”, publicado
no mês de Novembro de 2019 na revista Journal of Computational Biology, em
coautoria com Andre Rodrigues Oliveira, Ulisses Dias e Zanoni Dias [55].

• “Block-Interchange Distance Considering Intergenic Regions”, em coautoria com
Ulisses Dias, Andre Rodrigues Oliveira e Zanoni Dias, apresentado no 12th Bra-
zilian Symposium on Bioinformatics (BSB), realizado em Fortaleza, Brasil, no mês
de Outubro de 2019 [38].

A partir das contribuições apresentadas, é possível mencionar algumas possibilidades
de trabalhos futuros: (i) considerando problemas com restrição de proporção entre ope-
rações, é possível incorporar uma representação intergênica aos modelos. Além disso,
é possível investigar outras restrições de proporção considerando mais eventos de rear-
ranjo; (ii) para os modelos que consideram a informação referente aos genes e ao tamanho
das regiões intergênicas, é possível adicionar eventos de rearranjo não conservativos, que
afetam tanto os genes como as regiões intergênicas; (iii) outra opção é considerar uma
representação intergênica que permita múltiplas cópias de um gene; (iv) por fim, uma
possível linha de investigação seria o estudo de novos algoritmos visando obter melhores
resultados práticos ou teóricos para os problemas aqui investigados. Essas são algumas
das possibilidades de investigação de trabalhos futuros que podem permitir uma aplicação
dos resultados de maneira mais direta em genomas reais.
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