®
g

Universidade Estadual de Campinas
" Instituto de Computagao /

..\ INSTITUTO DE
UNICAMP COMPUTACAO

0

André Rodrigues Oliveira

Modelos Restritos e Intergénicos para a Ordenacgao por
Reversoes e Transposicoes

CAMPINAS
2019



André Rodrigues Oliveira

Modelos Restritos e Intergénicos para a Ordenagao por
Reversoes e Transposigoes

Tese apresentada ao Instituto de Computacao
da Universidade Estadual de Campinas como
parte dos requisitos para a obtencao do titulo
de Doutor em Ciéncia da Computacao.

Orientador: Prof. Dr. Zanoni Dias
Coorientador: Prof. Dr. Ulisses Martins Dias

Este exemplar corresponde & versao final da
Tese defendida por André Rodrigues Oliveira
e orientada pelo Prof. Dr. Zanoni Dias.

CAMPINAS
2019



Ficha catalogréfica
Universidade Estadual de Campinas
Biblioteca do Instituto de Matematica, Estatistica e Computacao Cientifica
Mércia Pillon D'Aloia - CRB 8/5180

Oliveira, Andre Rodrigues, 1990-
OL4m Modelos restritos e intergénicos para a ordenacéo por reversoes e
transposigdes / Andre Rodrigues Oliveira. — Campinas, SP : [s.n.], 2019.

Orientador: Zanoni Dias.

Coorientador: Ulisses Martins Dias.

Tese (doutorado) — Universidade Estadual de Campinas, Instituto de
Computacéao.

1. Rearranjo de genomas. 2. Biologia computacional. 3. Algoritmos de
aproximacao. 4. Ordenacédo (Computadores). . Dias, Zanoni, 1975-. Il. Dias,
Ulisses Martins, 1983-. lll. Universidade Estadual de Campinas. Instituto de
Computacao. IV. Titulo.

Informacdes para Biblioteca Digital

Titulo em outro idioma: Constrained and intergenic models for the sorting by reversals and
transpositions

Palavras-chave em inglés:

Genome rearrangements

Computational biology

Approximation algorithms

Sorting (Electronic computers)

Area de concentragéo: Ciéncia da Computacéo
Titulacao: Doutor em Ciéncia da Computacéo

Banca examinadora:

Zanoni Dias [Orientador]

Carla Negri Lintzmayer

Maria Emilia Machado Telles Walter

Orlando Lee

Guilherme Pimentel Telles

Data de defesa: 09-12-2019

Programa de P6s-Graduacédo: Ciéncia da Computacao

Identificagéo e informagdes académicas do(a) aluno(a)
- ORCID do autor: https://orcid.org/0000-0002-0568-1859
- Curriculo Lattes do autor: http://lattes.cnpq.br/9814400643053681



N
»

Universidade Estadual de Campinas
." Instituto de Computagao /

() INSTITUTO DE
UNICAMP COMPUTACAO

0

André Rodrigues Oliveira

Modelos Restritos e Intergénicos para a Ordenagao por
Reversoes e Transposigoes

Banca Examinadora:

e Prof. Dr. Zanoni Dias
Universidade Estadual de Campinas

e Profa. Dra. Carla Negri Lintzmayer
Universidade Federal do ABC

e Profa. Dra. Maria Emilia Machado Telles Walter
Universidade de Brasilia

e Prof. Dr. Orlando Lee
Universidade Estadual de Campinas

e Prof. Dr. Guilherme Pimentel Telles
Universidade Estadual de Campinas

A ata da defesa, assinada pelos membros da Comissao Examinadora, consta no
SIGA /Sistema de Fluxo de Dissertagao/Tese e na Secretaria do Programa da Unidade.

Campinas, 09 de dezembro de 2019



Agradecimentos

Esta tese completa um capitulo muito longo da minha vida dentro da Universidade Es-
tadual de Campinas, um periodo de muito aprendizado e autoconhecimento. Agradeco
primeiramente aos meus pais, Joao e Edilamar, pelo privilégio de poder me dedicar intei-
ramente aos estudos em uma cidade longe de casa. Ainda no contexto familiar, agradeco
também & minha irma Thais e ao Lé pelo amor e apoio incondicional.

Durante os primeiros anos de graduagao, tive a sorte de, por um semestre, frequentar
as aulas da Chris. Além de sua excelente didética, foi gragas a sua confianga em mim
depositada que eu comecei a engatinhar neste profundo mundo da pesquisa cientifica.

Apos a graduagao, tive entdao o prazer de ser orientado pelo Zanoni durante meu
mestrado e doutorado. Nesta caminhada, acabei encontrando também o Ulisses, que
coorientou tanto o meu mestrado, ainda que nao oficialmente, quanto esse doutorado.
Eu nao tenho palavras pra agradecer os dois pela disponibilidade, incentivo e por confiar
em mim nessa tarefa tao complexa. Obrigado por todas as dicas, académicas ou nao,
que trocamos durante todos esses anos. Mais do que uma relagao entre orientando e
orientador, tenho certeza que construimos uma relacao de amizade.

E por falar em amizade, gostaria de agradecer também trés pessoas que convivi no IC
durante esse periodo em nossas reunioes semanais, e que me ajudaram diversas vezes na
escrita e discussao dos resultados: Alexsandro, Gabriel e Klairton.

Mesmo em uma época de muitos cortes no ensino superior, tive a oportunidade impar
de, durante 12 meses, viver em Nantes, na Franca, trabalhando com os professores Guil-
laume Fertin e Géraldine Jean. O suporte dado por eles foi fundamental em muitos dos
resultados obtidos, e gostaria de deixar registrado aqui meu merci beaucoup aos dois.

Muito obrigado aos membros que aceitaram participar das minhas bancas, tanto de
qualificagao quanto de defesa, pela disponibilidade em ler, assistir, e me ajudar a entregar
um trabalho ainda mais completo.

Também gostaria de agradecer os funcionarios do Instituto de Computacao pela dis-
ponibilidade e ajuda com toda a papelada que os processos institucionais exigem.

Esta tese foi realizada com apoio da Coordenacao de Aperfeicoamento de Pessoal de
Nivel Superior - Brasil (CAPES) - Codigo de Financiamento 001, do Conselho Nacional
de Desenvolvimento Cientifico e Tecnologico - (CNPq) - Processo 140466,/2018-5, e do
acordo CAPES/COFECUB - Projeto 831/15 - Processo 99999.000350,/2016-08.



Resumo

Rearranjos de Genomas sao eventos que afetam longos trechos de um genoma durante a
evolugao. Dentre os rearranjos mais estudados, temos a reversao, que inverte a ordem e a
orientacao de um bloco consecutivo de genes, e a transposicao, que troca a ordem relativa
de dois blocos adjacentes.

Modelos matematicos vém sendo utilizados para estimar a distancia evolutiva entre
diferentes organismos por rearranjos de genomas. A representacao de um genoma se da,
na maioria das vezes, pela atribuicao de um nimero tnico para cada gene e, ao supor que
nao existem genes repetidos, essa representacao pode ser vista como uma permutacao.
Supondo que os dois genomas a serem comparados compartilham o mesmo conjunto de
genes, calcular a distancia evolutiva entre eles se torna o problema de encontrar o menor
numero de rearranjos necessarios que transforma uma permutagao em outra.

Nesta tese, apresentamos diversos resultados envolvendo problemas de rearranjos de
genomas: (i) provas de NP-dificuldade para quatro problemas cuja complexidade era
desconhecida; (ii) um algoritmo exato em tempo polinomial para um problema cuja com-
plexidade era desconhecida; e (iii) algoritmos de aproximagao e provas de NP-dificuldade
para problemas onde a representacao dos genomas nao considera apenas a ordem dos
genes. Descrevemos estas contribui¢oes com maior profundidade nos paragrafos a seguir.

Dentre os problemas que envolvem rearranjos de genomas, existem quatro versoes que
permitem o uso de reversoes e transposi¢oes ao mesmo tempo e que, apesar dos diversos
algoritmos propostos nos tltimos 20 anos, permaneciam com complexidade desconhecida.
A primeira contribuicao apresentada é a prova de NP-dificuldade desses quatro problemas.

Uma das variagoes dos problemas de rearranjos de genomas consideram que cada
rearranjo pode afetar apenas um pequeno ntmero de genes, também conhecidos como
rearranjos curtos e super curtos. Neste contexto, nossa segunda contribuicao é a prova
de que o tinico problema cuja complexidade era desconhecida envolvendo reversoes super
curtas e transposicoes super curtas admite um algoritmo exato em tempo polinomial.

A grande maioria das abordagens em problemas de rearranjos existentes na literatura
focaram apenas na ordem relativa dos genes de um genoma, desconsiderando outras ca-
racteristicas importantes existentes no genoma. Recentemente, pesquisadores mostraram
que considerar as regioes existentes entre cada par de genes, chamadas de regioes intergeé-
nicas, pode resultar em melhores estimadores de distancia em dados reais. Desta forma,
nossa terceira contribuigao investiga a incorporacao das regioes intergénicas em modelos
j& existentes para reversoes e transposicoes, tanto na abordagem sem restricoes como na
abordagem que considera apenas rearranjos super curtos, onde investigamos diversos al-
goritmos de aproximagao para problemas que sao NP-dificeis ou possuem complexidade
desconhecida.



Abstract

Genome rearrangements are events that affect large stretches of a genome during evo-
lution. Two of the most studied rearrangements are reversal, which reverses the order
and orientation of a consecutive block of genes, and transposition, which exchanges the
relative order of two adjacent blocks.

Mathematical models have been used to estimate the evolutionary distance between
different organisms by genome rearrangements. The representation of a genome is often
made by assigning a unique number to each gene. If we assume we have no repeated genes,
this representation can be seen as a permutation. By considering that the two genomes to
be compared share the same set of genes, finding the evolutionary distance between them
becomes the problem of finding the smallest number of genome rearrangements needed to
transform one permutation into the other.

In this thesis, we present several results involving genome rearrangement problems:
(i) proofs of NP-hardness for four problems whose complexity was unknown; (ii) an exact
polynomial algorithm for a problem whose complexity was unknown; and (iii) approxima-
tion algorithms and proofs of NP-hardness for problems where the genome representation
carries more information than only the gene order. We describe these contributions in
more depth in the following paragraphs.

Among the problems involving genome rearrangements, four versions that allow the
use of reversals and transpositions at the same time had unknown complexity despite the
various algorithms proposed in the last 20 years. The first contribution presented is then
the proofs of NP-hardness for these four problems.

A variant of genome rearrangement problem considers that each rearrangement can
affect only a small number of genes, also known as short and super short rearrangements.
In this context, our second contribution is a proof that the only problem involving super
short reversals and super short transpositions whose complexity was unknown admits an
exact polynomial algorithm.

Most of the approaches for genome rearrangement problems in the literature so far
have focused only on the relative order of genes in a genome, disregarding other important
features presented in it. Recently, researchers have shown that considering the regions be-
tween each pair of genes, called intergenic regions, can result in better distance estimators
in real data. Thus, our third contribution investigates the incorporation of intergenic re-
gions in existing models for reversals and transpositions, both in the unrestricted and size
restricted versions (i.e. super short operations), where we propose several approximation
algorithms for problems that are either NP-hard or with unknown complexity.
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Capitulo 1

Introducao

Mutagoes sao alteragoes permanentes na sequéncia de DNA de um genoma. Elas podem
afetar desde locais muito especificos de um genoma, inserindo, removendo ou trocando al-
guns nucleotideos de um gene, bem como modificar grandes porgoes do genoma. Mutacoes
locais sao também conhecidas como mutacoes pontuais, enquanto que mutacgoes afetando
grandes porgoes de um genoma sao também conhecidas como rearranjos de genomas.

Na area da Biologia Computacional, uma forma de estimar a distancia evolucionaria
entre dois genomas ¢ utilizando problemas de Distancia por Rearranjos, em que estamos
interessados em encontrar uma sequéncia de rearranjos de genomas necessaria para trans-
formar um genoma no outro. Assume-se que o termo distdncia se refere ao menor tamanho
requerido para uma sequéncia de rearranjos ser capaz de executar esta tarefa, sendo este,
segundo o Principio da Parcimonia, um bom estimador da distancia evolucionéria entre
0S genomas.

Se os dois genomas comparados nao possuem elementos repetidos e compartilham um
conjunto de genes, entao é possivel representéi-los por permutagoes, onde cada gene com-
partilhado recebe um namero distinto. Além disso, sem perda de generalidade, podemos
considerar que um destes genomas é a permutac¢ao identidade, ou seja, a permutagao onde
os elementos aparecem em ordem crescente. Desta forma, o problema de encontrar a
distancia de rearranjo entre dois genomas pode ser visto como o problema de Ordena-
cao de Permutacoes por Rearranjos de Genomas, em que buscamos o nimero minimo de
rearranjos (distancia) que ordenam uma permutagao.

Os algoritmos desenvolvidos para problemas baseados na distancia por rearranjos per-
mitem a realizacao de comparagoes de genomas inteiros e podem ser usados como ferra-
mentas para inferir relagoes filogenéticas. O método usual preenche uma matriz de distan-
cia entre pares de genomas utilizada mais tarde para gerar arvores filogenéticas [4,39,/56].

Enquanto a maioria dos genomas eucariotos sao lineares, os genomas procariotos cos-
tumam ser circulares (como os genomas bacterianos e mitocondriais, por exemplo). Per-
mutacoes podem ser utilizadas para modelar tanto genomas circulares quanto genomas
lineares. Além disso, quando a orientacao dos genes de um genoma é conhecida, podemos
atribuir um sinal a cada elemento da permutacao, indicando sua orientacao, e dizemos que
a permutagao é com sinais. Caso a orientagao dos genes no genoma nao seja conhecida,
dizemos que a permutagao que representa este genoma é sem sinais.

Os primeiros estudos considerando rearranjos de genomas surgiram na década de 1990,
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e este topico deu origem a uma literatura muito ampla desde entdo [25]. Dentre os diversos
rearranjos propostos e estudados, podemos citar reversées 35|, em que um segmento
continuo de genes ¢é invertido (bem como as orientagdes dos genes, quando conhecidas),
transposicoes |3|, em que dois blocos continuos de genes adjacentes sdo trocados, block
interchange |18|, em que dois blocos continuos de genes nao necessariamente adjacentes
sao trocados, double cut and join |57, em que duas adjacéncias entre genes sao quebradas
com a posterior criacao de duas novas adjacéncias, dentre outros.

Um modelo define qual ou quais rearranjos sao permitidos para ordenar uma permuta-
¢ao, e selecionamos quais rearranjos permitir dependendo do contexto em que os genomas
que estamos comparando estao inseridos (por exemplo, através de evidéncias de que os ge-
nomas a serem comparados sofrem uma alta incidéncia de um rearranjo especifico). Cada
modelo juntamente com a representacao escolhida para o genoma define um problema.
Por exemplo, se 0 modelo permite o uso de reversoes, e estamos representando um genoma,
circular cuja orientacao dos genes é conhecida por meio de uma permutacao, temos o pro-
blema de Ordenacao de Permutagoes Circulares com Sinais por Reversoes. Por padrao,
chamaremos qualquer permutacao linear de permutacao apenas. Assim, caso a permuta-
¢ao represente um genoma linear, temos o problema de Ordenagao de Permutagoes com
Sinais por Reversoes.

A Ordenacao de Permutagoes com Sinais por Reversoes é um problema que admite
algoritmo exato em tempo polinomial [30], e o melhor algoritmo conhecido possui comple-
xidade de tempo sub-quadratica [54]. Além disso, existe um algoritmo com complexidade
linear se apenas a distancia é requerida, sem a necessidade de devolver uma sequéncia
de operagoes [1|. Por outro lado, a Ordenacao de Permutagoes sem Sinais por Rever-
soes é um problema NP-dificil [16], e o melhor resultado existente na literatura é uma
1.375-aproximagao [5].

Transposicoes trocam apenas a posicao de dois blocos adjacentes, sem alterar a orienta-
¢ao dos elementos de cada bloco. Assim, quando um modelo permite apenas transposigoes,
noés consideramos que a permutacao nao possui sinais. Desta forma, temos a Ordenacao
de Permutagoes sem Sinais por Transposigoes, que ¢ um problema NP-dificil |14], cujo
melhor resultado existente ¢ um algoritmo de 1.375-aproximagao [22].

A Ordenagao de Permutagoes com Sinais por Reversoes e Transposi¢gdes é um pro-
blema NP-dificil (Capitulo [3) e o melhor resultado existente na literatura ¢ uma 2-
aproximagao [55]. A Ordenagao de Permutagoes sem Sinais por Reversoes e Transposigoes
¢ um problema NP-dificil (Capitulo [3) e o melhor resultado existente é um algoritmo de
2k-aproximacao, onde k é o fator de aproximacao de um algoritmo utilizado na decom-
posigao de ciclos do Grafo de Ciclos [16].

Vérios modelos na literatura consideram restrigoes sobre as operagoes aplicadas. Em
casos em (ue um rearranjo ¢ mais comum que outro [8,57|, atribuimos um custo menor
ao primeiro, resultando assim em abordagens ponderadas por tipo [23,/46]. Desta forma,
podemos criar uma fungao de custo que atribui pesos distintos para rearranjos diferentes.
O objetivo em problemas ponderados por tipo é encontrar uma sequéncia que minimiza
o custo total.

Outra abordagem, quando se assume que rearranjos que afetam porg¢oes maiores do
genoma tém menos chances de ocorrer, ¢ utilizar a ponderagao por tamanho, onde o custo
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de uma operacao é dado por uma funcao diretamente relacionada ao ntimero de elementos
que a operagao afeta [19,40,41]. Da mesma forma que a abordagem ponderada por tipo,
0 objetivo neste caso é encontrar uma sequéncia que minimiza o custo total.

Uma terceira abordagem considera que rearranjos nunca afetam um grande niimero de
elementos ao mesmo tempo. Esta abordagem difere da segunda porque, enquanto aquela
penaliza rearranjos que afetam um grande ntumero de elementos, esta os proibe comple-
tamente. A motivacao para esta abordagem estd na existéncia de trabalhos mostrando
a prevaléncia de reversoes relativamente curtas em genomas bacteriais [20] e genomas
eucariotos [42,53|. Assim, temos problemas que permitem \-operacées (onde A é um in-
teiro que indica o nimero maximo de elementos que podem ser afetados por um tnico
rearranjo) 43|, operagoes curtas, rearranjos que nunca afetam mais do que trés elemen-
tos [27,131,132,134], e operagées super curtas, rearranjos que afetam apenas um ou dois
elementos [26,127,133].

Ao representar os genomas apenas pela ordem em que seus genes aparecem (resultando
em uma permutacao) temos que muitas informagoes presentes no genoma, mas nao con-
tidas diretamente nos genes, sao perdidas. Em particular, as regioes intergénicas, que sao
sequéncias de DNA entre os genes, nao sao consideradas desde os primeiros estudos nesta
area. Na maioria dos casos, as regioes ditas conservadas sao genes cuja destruicao poderia
impactar na sobrevivéncia do organismo. As regioes intergénicas geralmente sao menos
conservadas porque o impacto na sobrevivéncia é menor [6,[38]. Assim, vamos considerar
que os rearranjos de genomas agem apenas nas regioes entre os genes.

Recentemente, pesquisadores argumentaram que considerar o tamanho das regioes
intergénicas pode melhorar os estimadores de distancia [6,/7]. Resultados considerando
regioes intergénicas em problemas de rearranjo ja foram apresentados para os modelos que
consideram Double Cut and Join (DCJ) [24] e DCJs com inser¢oes e delegoes (indels) [15].
Quando o modelo permite apenas DCJs, o problema se torna NP-dificil, e um algoritmo
de 4/3-aproximacao foi proposto juntamente com outros dois algoritmos: um esquema de
aproximagcao em tempo polinomial e uma formulagdo de programagao linear inteira [24].
Quando DClJs e indels sao permitidos, o problema se torna polinomial, e testes experimen-
tais com este modelo mostraram que os cenarios inferidos utilizando regides intergénicas
estao mais proximos dos simulados do que os cenérios que nao as utilizam [15].

Esta tese esta dividida da seguinte forma. O Capitulo [2] apresenta os conceitos mais
gerais dos problemas nos quais trabalhamos, e que serao utilizados por pelo menos dois ca-
pitulos desta tese. O Capitulo [3|prova que quatro problemas de Ordenacao por Rearranjos
de Genomas sao NP-dificeis. O Capitulo 4] mostra um algoritmo exato em tempo polino-
mial para um problema de Ordenagao por Rearranjos de Genomas em que as operagoes
sdo super curtas. Os capitulos [f] e [0] investigam a incorporagao das regides intergéni-
cas nos problemas em que as operagoes sao super curtas e sem restricoes de tamanho,
respectivamente. Por fim, o Capitulo [7] apresenta as consideragoes finais desta tese.
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Capitulo 2

Fundamentacao Teoérica

Este capitulo apresenta conceitos fundamentais amplamente utilizados nos capitulos se-
guintes. Buscamos mostrar conceitos compartilhados por mais de um capitulo e, quando
necessario, os conceitos e notagoes particulares de um capitulo sao apresentados local-
mente como uma se¢ao preliminar. Os conceitos foram divididos entre os problemas
classicos, que consideram apenas a ordenagao dos genes, e os problemas intergénicos, que
também levam em consideracao as regioes intergénicas de um genoma.

2.1 Problemas Classicos

Um genoma G pode ser modelado (matematicamente) em uma representagdo mateméa-
tica por meio de uma n-tupla cujos elementos representam seus genes. Neste trabalho,
assumimos que ¢ nao possui genes repetidos e, desta forma, a n-tupla é uma permutacao
= (m m ... W), com |m| € {1,2,...,n} e |m| # |7;| para qualquer i # j.

Quando a orientacao dos genes é conhecida, cada elemento m; possui um sinal, + ou —,
indicando a orientacao do gene que ele representa e w é dita com sinais. Caso contrario,
a permutacao ¢é dita sem sinais.

Se o genoma representado por 7 é circular, utilizaremos a mesma notagao, mas, neste
caso, os elementos 7, e m sao considerados adjacentes e dizemos que 7w é uma permu-
tagao circular (também conhecida como n-ciclo na literatura). Caso contréario, 7 é uma
permutacao linear.

A permutacao identidade é a permutacao onde todos os elementos aparecem em ordem
crescente e é definida por ¢t =, = (1 2 ... n). Quando trabalhamos com permutagoes
com sinais, assumimos que todo elemento de ¢ possui sinal positivo.

Dadas duas permutagoes m = (m; 7o ... m,) e 0 = (01 03 ... 0,), & cOMPosi¢ao entre
7 e o, denotada por 7 - 0, resulta na permutacdo a = (1 ay ... ay). Se o; < 0, entao

1

Q; = —T|s,|, SENAO0 a; = T,,. A inversa de o, denotada por o™, é a permutacao tal que

o tio =1,

Dito isto, podemos reescrever um par de permutagoes (m,0) como (a,t,), onde o =
o' .7, tal que a distancia entre as permutacoes m e o é igual a distancia entre as
permutacoes « e t,, ou seja, igual a distancia de ordenagao de a. Por exemplo, se m =

(+1 =3 42 +5 —4)eoc = (+2 +4 —5 —1 +3),temosque ' = (=4 +1 +5 +2 —3),
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e a distancia entre 7 e o ¢ igual a distancia entre « = 07! -7 = (=4 =5 +1 -3 —2) e
s =(+1 +2 +3 +4 +5).

Dada uma permutagao linear 7 = (m; ... m,), dizemos que a permutacao estendida
de 7 é a permutacao que comega com o elemento my = 0, continua com os elementos
T, ..., Ty, € termina com o elemento m,41 = +(n+1).

Dada uma permutagao 7, um par de elementos distintos (7;, 7;) é dito uma inversao
se |m;| > |m;| e i < g, com {i,7} € [1..n]. Denotamos por inv(m) o ntmero de inversoes
em uma permutacao 7.

Uma reversdo ¢ uma operagao p(i,7) que quando aplicada a uma permutacdo sem

sinais 7 = (m ... m,), reverte a ordem dos elementos entre as posigdes i e j, com
1<i<g <
. p(’L,j) = (7T1 cee T—1 T5 Tj—1 « v v Tiq1 TG Tjg1 - - 7Tn).
Quando aplicada a uma permutagao com sinais 7 = (m ... 7,), esta reversao altera

a ordem e troca os sinais dos elementos entre as posigoes i e 7, com 1 < i < j < n:

W'p(i,j):(ﬂ'l cee i1 =Ty —Tj—-1 -o — Ti41 — T Tj41 - - 7Tn).

Uma reversao p(i, j) é também chamada de f-reversao, se { = j —i+ 1. Uma reversao
¢ dita super curta se ¢ € {1,2}.

Uma transposi¢ao é uma operagao 7(i, 7, k) que quando aplicada a uma permutagao
com ou sem sinais m = (m; ... m,) troca a posi¢ao do bloco de elementos adjacentes das
posicoes ¢ até j — 1 com o bloco de elementos adjacentes das posigoes j até k — 1, com
1<i<j<k<n+1:

T-7(6, 5 k) = (M1 ... Mis1 Tj oo T Ty oo Ty Mg < .. Tp).

Perceba que transposi¢oes nunca trocam os sinais dos elementos afetados.

Uma transposi¢ao 7(i, j, k) é também chamada de (-transposicao, se £ = k —i. Uma
transposicao é dita super curta se { = 2.

Um modelo M define o conjunto de operagoes que sao permitidas para ordenar uma
permutacdo. A distancia de ordena¢do de m em um modelo M, denotada por da(m), é o
nimero de operagoes em uma sequéncia de tamanho minimo Sy = (S, ..., fx) contendo
apenas operagoes permitidas pelo modelo M, tal que m- Syy =751 B = ¢.

Com frequéncia utilizaremos o termo operacoes quando um modelo permitir tanto
reversoes quanto transposigoes.

2.2 Problemas Intergénicos

Nesta versao do problema, um genoma G é representado por uma sequéncia de genes
(71,2, ..., m,) alternada com uma sequéncia de regides intergénicas (7, g, ..., Tpi1):
G = (m,7) = @1, M, e, T2, .« ., T, Tn, Tntr1. Como nos problemas classicos, assumimos
que os genomas nao possuem genes repetidos, e que compartilham um mesmo conjunto
de genes. Assim, escolhemos um dos genomas como referéncia, e assumimos que os rétulos
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de seus genes formam a permutacao identidade. Na Figura (a), os genes do genoma
Gy sao rotulados por {1,2,...,8}. Os genes do genoma Gy possuem os mesmos rotulos e,
assim, sao representados pela permutagdo m = (32 17 6 4 8 5). Como nos problemas
classicos, as permutacoes aqui também possuem sua versao estendida.

Assumimos que o nimero de nucleotideos entre os genes é um bom estimador para o
tamanho de uma regido intergénica. Por exemplo, o genoma G; da Figura [2.1] possui 3
nucleotideos antes do “Gene 17, 5 entre o “Gene 1”7 e 0 “Gene 27, e assim por diante. J& o
genoma G; possui 1 nucleotideo antes do “Gene 17, 7 entre o “Gene 1”7 e 0 “Gene 27, e assim
por diante. Desta forma, t = (12345678)enm = (321764 8D5) representam a ordem
dos genes enquanto que I = (3,5,1,5,6,3,7,2,2) e 7 = (1,7,0,4,2,7,4,0,9) representam
as regioes intergénicas dos dois genomas, como mostra a Figura (b) Como nao pode
existir um ntmero negativo de nucleotideos em uma regiao intergénica, temos que m; € N
para qualquer 1 <7 < n+1.

G1 (¢): caT[Gene 1Jancce [Gene 2 7[Gene 3| cTGTA[Gene 4] AcTCAC|Gene 5|GG ClGene 6 T6 TTCTG GalGene glcT

Ga(m): clGene 3 T1CAGAT[Gene 2J[Gene 1|cTCT [Gene 7]cT[Gene GaGTGACA [Gene 4ATCC [Gene 8|[Gene 5| TGGCTCTGA

(a)

Gi1(e): <3—|Gene1|— 5-Gene 2- 1{Gene 3- 5-{Gene 4- 6-{Gene 5 3{Gene 6 7{Gene 7 2 fGene 8- 2>
Qz (71'): 1—|Gene 3|- 7—|Gene 2|- 0—|Gene 1|- 4—|Gene 7|- 2—|Gene 6|- 7—|Gene 4|- 4—|Gene 8|- 0—|Gene 5|- 9
(b)

Figura 2.1: Ilustragdo de um par de genomas ficticios em (a) e a representacao dos
tamanhos das regioes intergénicas em (b).

Uma reversao intergénica p&iy)), coml1<i<j<n 0<2z<mm0<y<mye
x,y} C N, é uma operacao que, quando aplicada a (m,7), gera (m,7) - (0a) 7', 7') tal
Yy g P(zy)
que:

/ .
o T = (7T1 cee i1 =Ty .o TG T4 - - 7Tn>,
™ = 7T1,...,7T1,1,7Ti,7TJ,...,7T1+1,7TJ-+1 yTTj42y+ -3 TTp41), COM 7T, = T yeT('jJrl—

Ty — T+ i1 — Y.
Em 1 (4,5)
outras palavras, Play)
na posicao ¢ de 7, apds os primeiros z nucleotideos; e na regiao intergénica localizada na

corta (m, 7) em dois pontos: na regido intergénica localizada

posi¢cao j+1 de 7, ap6s y nucleotideos. Este segmento de genes e regioes intergénicas é
entao invertido bem como os sinais dos elementos de 7, e novos valores sao atribuidos
para as regioes intergénicas nas posigoes ¢ e (j+1).

ggf;’j), coml<i<j<k<n+l,
0<z<7m0<y<m 0<z<7ye{ry 2} CN Esta transposicdo intergénica

Uma transposicao intergénica ¢ uma operagao p

3 4 i~ (Zvjvk) _ V=N .
quando aplicada em (7, 7) gera (7, 7) - p;7 7y = (7', 7’), onde:
/
o T = (7'('1 Ty oo M1 Tj Tjq1 v v e Tp—1 T4 T4l « v v Tj—1 Tl Th41 - 7Tn)~
vy ) v v v ) vl v v vl | v v
e T = (77-17---771—2‘71777Tj+17~--77rk717 j TTid1y v -y TTj—15 T, 77Tk+17~--;7rn+1); tal que
v/ v v/ ) v/ v
=X AT Y, T, =2+ T T e =Y+ Ty 2
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Em outras palavras, ela troca dois segmentos de m e © de lugar conforme definido
acima, agindo em trés regioes intergénicas de 7: na regiao intergénica localizada na posicao
© de 7, ap6s = nucleotideos; na regiao intergénica localizada na posicao j de 7, apds y
nucleotideos; e na regiao intergénica localizada na posicao k de 7, apoés z nucleotideos.

Como ¢ pode ser facilmente recuperada a qualquer momento utilizando o tamanho da
permutacao m, definimos uma instdncia para problemas que consideram regioes intergé-
nicas como uma tripla (7,7, 7). Aqui estamos interessados em encontrar o menor nimero
de rearranjos intergénicos necessarios para transformar (m, 7) em (¢, f).

A distancia de ordenagdo de uma instancia (7,7, 7) em um modelo M, denotada por
dm(m, 7, 1), € o nimero de operagoes intergénicas em uma sequéncia de tamanho minimo
S, contendo apenas operagoes permitidas pelo modelo M, tal que (w,7) - Sy = (¢, £).

Como reversoes e transposigoes sao eventos conservativos, ou seja, eles nao alteram
nem os genes nem a quantidade total de nucleotideos dentro das regioes intergénicas do
genoma, nos assumimos aqui que Z?:ll T = Z?:ll I;, 0 que garante que o nimero total de
nucleotideos entre os genomas é conservado. A Figura [2.2) mostra exemplos da aplica¢ao
de uma transposicao intergénica e de uma reversao intergénica.

()6 TTCAGAT|Gene 2|[Gene 1|cTCT|Gene 7|CT[Gene 6] AGTGACA [Gene 4] ATCC[Gene 8][Gene 5]TGGCTCTGA
2 | 1 2

(2,5,6)
P(2,1,2)
(a)
(7" c[Gene 3| 77T [Gene 6] AGCAGAT[Gene 2][Gene 1]cTCT [Gene 7]cTGACA [Gene 4] ATCC[Gene 8][Gene 5| TGGCTCTGA
4 3
p(618)
(b) o

(7r"") G[Gene 3| 77T [Gene 6] AGCAGAT [Gene 2][Gene 1] cTCT [Gene 7]¢ TGAGGT [Gene 5] [Gene 8]cCTA [Gene 4] AcCTCTGA

(c)

Figura 2.2: Seja um genoma G representado por (m,7) tal que m = (32176 485) e
7T =1(1,7,0,4,2,7,4,0,9). Em (a) aplicamos a transposigao intergénica pg’?’gg, gerando
o genoma (7', 7') em (b) tal que 7/ = (362 17485)en = (1,3,7,0,4,6,4,0,9).
Em (b) aplicamos a reversao intergénica pggigg gerando o genoma (7", 7") em (c) tal que

7 =(36217584)e#” =(1,3,7,0,4,7,0,4,8).

2.3 Algoritmos de Aproximacgao

Quando um problema Q pertence a classe de problemas NP-dificeis, nao é possivel encon-
trar um algoritmo exato em tempo polinomial para O, a menos que P = NP. Considere
agora que Q é um problema de minimizagao, e seja OPT(Z) o valor da solugao 6tima
para uma instancia Z qualquer do problema Q.

Seja A um algoritmo polinomial que, para toda instancia Z de Q, retorne uma solugao
viavel com valor S4(Z). Dizemos que A é uma a-aproximacao para Q se, para qualquer
instancia Z, a inequagdo Sa(Z) < o - OPT(Z) é satisfeita.
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Como nem sempre os valores de OPT(Z) sao conhecidos, algoritmos de aproximagao
para problemas de minimizacao podem ser obtidos por meio de limitantes inferiores.
Uma funcao £ é um limitante inferior para um problema Q se, para qualquer instancia
7 temos que OPT(Z) > L(Z). Desta forma, A é uma a-aproximagao para Q se, para
qualquer instancia Z, a inequagao Sa(Z) < «a-L(Z) é satisfeita (observe que, por definigao,
S4(Z) < a- L(Z) implica em Sz(Z) < a- OPT(Z)).

Dado um algoritmo A de a-aproximagao para um problema de minimizacao Q cujo
fator de aproximacgao é obtido a partir de um limitante inferior £, seja C = {Zy,...,Z,}
um conjunto de instancias para Q. O fator de aprorimacao experimental médio de A

SA(T)
Yzee ‘&I)
n

no conjunto C ¢ dado por AE,,, = Além disso, o fator de aprorimacao

experimental mdximo de A no conjunto C é dado por AEax = r%lea?{ SE‘((IZ)) }. Por definigao
temos que 1 < AE, e < AEnpax < a.

Nos proximos capitulos apresentaremos varios algoritmos de aproximagao para os pro-
blemas estudados.
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Capitulo 3

Complexidade dos Problemas de
Ordenacao de Permutacoes por
Reversoes e Transposicoes

Os problemas de Ordenacao de Permutacoes por Rearranjos nao ponderados nao fazem
distingao entre as operagoes, ou seja, dada uma sequéncia qualquer de operagoes, cada
uma contribui com uma unidade na distancia de ordenagao.

Existem também problemas de Ordenagao de Permutagoes por Rearranjos em que dife-
rentes rearranjos colaboram com diferentes pesos na distancia de ordenacao, os chamados
problemas ponderados. Estes modelos foram propostos de modo a favorecer determinados
rearranjos em cenarios em que eles sao conhecidos por serem mais frequentes que outros
e, desta forma, tornaram possivel modelar cenérios biolégicos especificos.

Por exemplo, em um problema onde as operagoes permitidas pelo modelo sao reversoes
e transposicoes, podemos assumir que reversoes possuem peso w, enquanto que o peso
das transposicoes é w;.

Assim, dada uma sequéncia de operagoes Sy permitidas pelo modelo M e pesos wg
para cada 8 € M, seja kg o ntimero de operagoes do tipo 8 em Spq. Dizemos que o custo
de Sp ¢ igual & ) g\ wgks.

Em problemas ponderados, ao invés da distancia de ordenacao, estamos interessados
na distdncia ponderada de ordenag¢do, denotada por d,(m), que nada mais é que o custo
minimo de uma sequéncia de operacoes permitidas pelo modelo M, denotada por Sxy,
tal que 7 - Sy = ¢ (neste capitulo trabalharemos apenas com permutagdes e ndo com
instancias intergénicas).

Neste capitulo, provaremos que quatro problemas de Ordenagao de Permutagoes por
Rearranjos sao NP-dificeis. Dois deles sao versoes nao ponderadas: o problema de Or-
denagao de Permutacgoes por Reversoes e Transposicoes e o problema de Ordenagao de
Permutagoes com Sinais por Reversoes e Transposi¢oes. Os outros dois sao versoes ponde-
radas: o problema de Ordenacgao de Permutagoes por Reversoes e Transposi¢coes Pondera-
das e o problema de Ordenacao de Permutacoes com Sinais por Reversoes e Transposicoes
Ponderadas. No caso das versoes ponderadas, a prova requer que uma transposicao seja
no maximo 50% mais custosa que uma reversao.

Este resultado foi publicado em 2019 na revista Journal of Computational Biology [44].
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3.1 Conceitos e Notacoes

Nesta secao, apresentamos dois conceitos importantes utilizados neste capitulo: break-
points e strips.

3.1.1 Breakpoints

De modo geral, um breakpoint indica uma vizinhanca em 7 que nao existe em ¢. De-
pendendo do modelo e do tipo de permutacao, breakpoints podem ser definidos de duas

maneiras.

Definicao 1. Dada uma permutacao qualquer w, um par de elementos mw; e w11 de T,
com 0 <i <n, é um breakpoint tipo um se |m;;; — m;| # 1.

Definicao 2. Dada uma permutacao qualquer w, um par de elementos mw; e w11 de T,
com 0 <1 <n, ¢ um breakpoint tipo dois se m;, 1 — m; # 1.

O ntmero de breakpoints das defini¢oes [I] ¢ 2] em uma permutagao 7 no modelo M é
denotado por bpy(m).

Reversdes em permutagdes sem sinais () e reversoes e transposigoes em permutagoes
sem sinais (rt) sao modelos que utilizam breakpoints tipo um. Transposi¢oes em permu-
tagoes sem sinais (t), reversoes em permutagoes com sinais (7), e reversoes e transposigoes
em permutagoes com sinais (rt) sao modelos que utilizam breakpoints tipo dois.

Dada a permutagao sem sinais estendida 7 = (0324 5 1 6), temos que b,(7) = 4, uma
vez que os pares (0,3), (2,4), (5,1) e (1,6) sao breakpoints. Além disso, b;(7) = 5, uma
vez que que os pares (0,3), (3,2), (2,4), (5,1) e (1,6) sao breakpoints. Dada a permutacao
com sinais estendida 7 = (+0 —3 —2 +1 —4 +5 +6), temos que b;(7) = b(m) = 4,
uma vez que os pares (+0, —3), (=2,41), (+1,—4) e (—4,+5) sao breakpoints.

Denotamos por Aby(mw, 7 3) = byp(w- ) —ba () a variagdo no nimero de breakpoints
definido pelo modelo M ap6s aplicar o rearranjo S permitido por M.

Como as transposicoes cortam uma permutacao em trés lugares, se o modelo M
permite apenas transposi¢oes temos que Aby(m, m-7) € [—3..3]. Uma reversao corta uma
permutagao em dois lugares, logo, se o modelo M permite apenas reversoes, Aby (7, 7 -
p) € [—2..2]. Essas observagoes resultam nos lemas a seguir.

Lema 1. No modelo 1t temos que dg(m) > b’TtT(W), e dados w, e w,, temos que d*(m) >
min{ %, ().
Lema 2. No modelo rt temos que d.(m) > b”3(7r), e dados w, e w,, temos que d¥,(m) >

min{ =2, %= }b, (7).

27 3

3.1.2 Strips

Strips sao sequéncias maximais de elementos consecutivos sem breakpoints de uma per-
mutacao estendida w. A primeira strip comeca com o elemento 7, a tltima strip termina
com o elemento 7,1, e as strips restantes estao sempre localizadas entre dois breakpoints.
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Em permutacoes com sinais, uma strip é dita positiva se todos os seus elementos
possuem sinais positivos, e é dita negativa caso contrario.

Em permutagoes sem sinais, uma strip com mais de um elemento é dita crescente se
os seus elementos formam uma sequéncia crescente e é dita decrescente caso contrario.
Uma strip com apenas um elemento é chamada de singleton e é definida como crescente
se o elemento dessa strip pertence ao conjunto {0,n+1}, e decrescente caso contrario.

Por exemplo, a permutagao sem sinais estendida 7 = (0-32-45-1-6) possui cinco
strips no modelo rt: dois singletons crescentes (0) e (6); um singleton decrescente (1); uma
strip decrescente (3 2); e uma strip crescente (4 5). A permutacdo com sinais estendida
7= (+0-—3 —2-41-—4-+5 +6) possui cinco strips no modelo 7t: trés strips positivas
(+0), (+1) e (+5 +6); e duas strips negativas (—3 —2) e (—4).

Defini¢ao 3. Dizemos que uma reversao p(i,j) corta uma strip quando aplicada em 7
caso (mi_1,m;) ou (mj, mjt1) ndo seja(m) breakpoints, ou seja, pelo menos um dos dois
pares € formado por dois elementos consecutivos em uma mesma Strip.

3.2 Provas de NP-dificuldade

Nesta secao, provamos que quatro problemas de decisao envolvendo reversoes e trans-
posigoes sao NP-dificeis, sendo dois deles em permutac¢oes com sinais e outros dois em
permutacgoes sem sinais.

Seja m uma permutagao sem sinais e seja k = b;(m)/3. Temos que d;(7) > by(m)/3 por
definigao. Denotamos por B3T como o problema de decidir se a igualdade d;(7) = k é
satisfeita no problema de ordenagao por transposi¢oes. Bulteau e coautores |14] provaram
que B3T esta em NP-dificil.

Utilizaremos uma reducao do problema B3T para provar que os quatro problemas de
decisao envolvendo reversoes e transposi¢oes também estao em NP-dificil.

3.2.1 Problemas de Decisao em Permutacoes com Sinais

Nesta se¢ao, mostramos que os seguintes problemas em permutagoes com sinais estao em

NP-dificil:

e Ordenacao de Permutagoes com Sinais por Reversoes e Transposigoes
(SRT): dada uma permutagao com sinais 7 e um inteiro ndo negativo k, decidir se
¢é possivel ordenar 7 utilizando uma sequéncia com k reversoes ou transposigoes.

e Ordenacao de Permutagoes com Sinais por Reversoes e Transposigoes
Ponderadas (WSRT): dada uma permutacao com sinais 7, pesos w, € w,, € um
valor k, decidir se é possivel ordenar m com uma sequéncia de custo menor ou igual

ak.

Vamos definir um lema preliminar que sera utilizado mais tarde na prova de NP-
dificuldade. O lema estabelece uma familia de permutacoes com sinais nas quais nenhuma
reversao é capaz de remover breakpoints.



23

Lema 3. Se uma permutacao com sinais m possui apenas Strips crescentes, entdo para
qualquer reversao p(i, j) temos que Abg(m, 7+ p) < 0.

Demonstra¢ao. Como reversdoes mudam os sinais dos elementos, uma reversao p(i, j) nao
pode remover breakpoints caso os pares (m;_1,7;) e (m;, Tj41) sejam ambos positivos ou
ambos negativos. Como 7 possui apenas strips positivas, o que significa que todos os
elementos de 7 possuem sinais positivos, o lema segue. n

Teorema 1. WSRT estd em NP-dificil quando w,/w, < 1.5.

Demonstra¢ao. Primeiramente note que em WSRT as permutagoes possuem sinais. As-
sim, dada uma instancia 7 = (m ... m,) de B3T, que nao possui sinais, construimos
uma instancia (7', w,, w,, k") para WSRT tal que 7, = +m; para 1 <1i <n, w, e w, sdo
tais que g—; <1l5ek’=kw, onde k = @

Note que estes modelos utilizam a mesma definigdo de breakpoints, entao by (7') = k.
Vamos mostrar agora que a instancia 7 de B3T ¢é satisfeita se, e somente se, d%(7') < &'

(=) Seja S, uma sequéncia de k transposigoes tal que 7 - S, = . Note que, para a
permutacao com sinais 7’ da instancia (7', w,, w-, k') também temos que 7’ S, = ¢, entdo
a sequéncia S; com k transposi¢oes possui custo kw,, e d%(m) < kw, < k.

(<) Seja Sz uma sequéncia de reversoes e transposigoes que ordena 7’ e custa exa-
tamente k’. Temos que, na média, cada breakpoint removido por uma reversdo im-
plica em um custo de pelo menos w,/2 em Sz (uma vez que Aby(n', 7" - p) < 2), e
cada breakpoint removido por uma transposi¢ao implica em um custo de pelo menos
w,/3 < 1.5w,/3 = w,/2 em Sz (uma vez que Aby(n', 7" - 7) < 3). Segue entao, pelo
Lema (1| que S5 deve possuir custo pelo menos 4=by(7') = kw, = k. Dado que Sz custa
exatamente k', temos que toda reversao deve remover dois breakpoints e toda transposicao
deve remover trés breakpoints.

Se w, < 1.5w,, entao o custo para remover cada breakpoint utilizando reversoes deve
ser estritamente menor que w,/2. Como breakpoints removidos por reversoes tém um
custo de pelo menos w,/2, isto significa que ndo podem existir reversoes em Sz.

Se w, = 1.5w,, entao o custo para remover cada breakpoint utilizando reversoes e
transposicoes deve ser w,/2, mas note que a permutagao com sinais 7’ possui apenas strips
positivas, e enquanto apenas transposicoes sao aplicadas esta permutacao permanecera
com strips positivas. Pelo Lemal[3] a primeira reversao aplicada nao ira4 diminuir o nimero
de breakpoints, entao Sz nao pode custar exatamente k' se ela possui uma reversao.

Em ambos os casos, como Sz possui apenas transposi¢oes, também temos que 7- S5 =
L, € Sz possui k' /w; = by(1')/3 = by(m)/3 = k transposicoes. O

O corolario a seguir mostra que SRT também esta em NP-dificil.

Corolario 1. SRT estd em NP-dificil.

Demonstragao. Diretamente pelo Teorema [I] dado que SRT pode ser modelado como
WSRT onde w, =1 e w, = 1. O
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3.2.2 Problemas de Decisao em Permutacoes sem Sinais

Nesta se¢ao, mostramos que os seguintes problemas em permutagoes sem sinais estao em

NP-dificil:

e Ordenacgao de Permutagoes por Reversoes e Transposicoes (URT): dada
uma permutagao sem sinais 7 e um inteiro nao negativo k, decidir se é possivel
ordenar 7 utilizando uma sequéncia com k reversoes ou transposicoes.

e Ordenacao de Permutacoes por Reversoes e Transposicoes Ponderadas
(WURT): dada uma permutagao sem sinais 7, pesos w, e w, e um valor k, decidir
se é possivel ordenar 7 utilizando uma sequéncia de custo menor ou igual a k.

De modo semelhante as permutagoes com sinais, vamos definir um lema preliminar que
seré utilizado durante a prova de NP-dificuldade. O lema a seguir estabelece uma familia
de permutacoes sem sinais nas quais nenhuma reversao é capaz de remover breakpoints.

Lema 4. Se uma permutagao sem sinais © possui apenas strips crescentes, entdo para
qualquer reversao p(i, j) temos que Abyy(m, 7+ p) < 0.

Demonstragao. Note que quando uma reversao p(i, j) ¢ aplicada em uma permutagao sem
sinais, qualquer strip crescente S = (7, ... m) tal que a > i e b < j é transformada em
uma strip decrescente.

Suponha que 7 possui apenas strips crescentes e que existe uma reversao p(i, j) que
remove pelo menos um breakpoint quando aplicada a 7. Suponha também, sem perda
de generalidade, que o breakpoint entre os elementos m;_; e m; é removido por p(i, j), ou
seja, m; = m_1 + 1. Seja S a strip cujo tltimo elemento é m;,_; e seja ' = 7 - p(i, j).
Como p(i, j) remove o breakpoint (m;_1,7;), a strip S = (... m_1) em 7 é transformada
em S = (... m_ .. .y em 7. Entretanto, note que S’ permanece uma strip crescente
(mi—1 < mj), o que contradiz o fato de que todas as strips entre m;_1 e 7,41 s@o crescentes,
e o lema segue. O

Teorema 2. WURT estd em NP-dificil se w,/w, < 1.5.

Demonstra¢ao. Dada uma instancia @ = (m; ... m,) para B3T, construimos uma ins-
tancia (7', w,, w,, k') para WURT mapeando cada m;, com ¢ € [1..n], em dois valores
Ty = 2m; — 1 e ), = 2m; em 7', tomando w, e w, tais que we <15, e utilizando
k' = kw,, onde k = b,(m)/3.

Note que 7’ possui o dobro de elementos que 7 e, exceto pelo elemento mp, todo
elemento em posicoes pares possui valor igual ao elemento a sua esquerda acrescido em
uma unidade. Isto significa que (i) exceto pela primeira e tltima strips, qualquer outra
strip em 7’ deve conter pelo menos dois elementos, ou seja, nenhuma delas é um singleton,
e (ii) toda strip de 7 & crescente.

Além disso, b (") = by(m), pois (i) se o par (m;, ;1) € um breakpoint em 7, en-
tao (mh;, mh; ) obrigatoriamente ¢ um breakpoint em 7', com i € [0..n], e (ii) os pares
(7h;_1, Th;) nunca sao breakpoints, para i € [1..n]. Agora mostramos que uma instancia
para B3T ¢ satisfeita se, e somente se, d%(n') < k.
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(=) Seja S; uma sequéncia com k = by(m)/3 transposigoes tal que 7 - .S; = ¢. Vamos
definir a sequéncia S. tal que 7’ - S, = 1 com base em S;. Dado que cada m;, com
i € [1..n], fol mapeado como dois elementos consecutivos em 7', podemos transformar os
indices de cada transposigao (i, j, k) da sequéncia S, gerando 7(2i — 1,25 — 1,2k — 1) na
sequéncia S.. Segue entao que a sequéncia S, com k transposigoes possui custo kw,, e
d(m') < kw, = K.

(<) Seja S,; uma sequéncia de reversoes e tranposi¢oes que ordena 7' e custa exa-
tamente £’. De modo similar ao caso com sinal, cada breakpoint removido por reversoes
implica em um custo de pelo menos w,/2 > 1.5w,/3 em S,,, e cada breakpoint removido
por transposicoes implica em um custo de pelo menos w,/3 < 1.5w,/3 = w,/2 em S,,.
Segue entao pelo Lema 2 que qualquer sequéncia de reversoes e transposigoes Sy, tal que
7' - S, = ¢ possui custo de pelo menos b, (7" )w,/3 = kw, = k. Dado que S,, custa
exatamente k', temos que toda reversdo de S,; deve remover dois breakpoints e toda
transposigao de S,, deve remover trés breakpoints.

Se w, < 1.5w,, entao o custo para remover cada breakpoint utilizando reversoes e
transposicoes de S, deve ser estritamente menor que w,/2. Como breakpoints removidos
por reversoes tem um custo de pelo menos w,/2, isto significa que ndo podem existir
reversoes em S,;.

Se w, = 1.5w,, entao o custo para remover cada breakpoint utilizando reversoes e
transposicoes de S,, deve ser w,/2. Entretanto note que 7’ possui apenas strips crescentes
e nenhuma strip pode ser transformada em um singleton enquanto transposi¢oes sao
aplicadas apenas onde existem breakpoints, entao todas as strips permanecem crescentes.
Pelo Lemald] a primeira reversao aplicada em 7 nao ira diminuir o namero de breakpoints,
logo S,; deve custar mais que k' caso possua uma reversao que nao remove nenhum
breakpoint.

Em ambos os casos, como S, possui apenas transposicoes podemos mapear cada
transposicao 7(i,j, k) € S, como (%, j%l, Etl) € S/ tal que 7+ S. = 1, e S. possui
K Jw,; = by (1) /3 = by(7)/3 = k transposigoes. O

O corolario a seguir mostra que URT também esta em NP-dificil.

Corolario 2. URT esta em NP-dificil.

Demonstragao. Diretamente pelo Teorema [2] dado que URT pode ser modelado como
WURT onde w, =1ew, = 1. O

3.3 Conclusoes

Este capitulo apresentou a prova de NP-dificuldade de quatro problemas de ordenagao
diferentes, a saber: Ordenacao de Permutacoes por Reversoes e Transposicoes, Ordenagao
de Permutagoes com Sinais por Reversoes e Transposi¢oes, Ordenacao de Permutacoes
por Reversoes e Transposi¢oes Ponderadas e Ordenacao de Permutacoes com Sinais por
Reversoes e Transposicoes Ponderadas. E importante notar que mostramos que as versoes
ponderadas estao em NP-dificil se w,/w, < 1.5, onde w, é o peso de uma reversao e w,
é o peso de uma transposi¢ao. Assim, a complexidade dos problemas ponderados onde
w,/w, > 1.5 permanece em aberto.
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Capitulo 4

Ordenacao de Permutacoes Circulares
com Sinais por Operacoes Super Curtas

Problemas de Ordenacao de Permutagoes por Operacoes Super Curtas ja foram estudados
em permutacoes lineares e circulares, com e sem sinais, quando as operagoes permitidas
sao reversoes e/ou transposigoes [26,27,33,/36]. Definimos na Se¢ao|4.1{o que chamamos de
operagoes super curtas ciclicas, um tipo particular de operacao super curta que modifica
as permutacoes lineares de forma ciclica, o que nos auxilia a estender os resultados obtidos
para genomas circulares.

Em permutacoes sem sinais, temos que uma reversao super curta possui 0 mesmo
efeito de uma transposicao super curta, o que resulta em apenas duas versoes diferentes
do problema: (a.1) a Ordenacao de Permutagoes sem Sinais por Operagoes Super Curtas
e (a.2) Ordenagao de Permutagoes sem Sinais por Operagoes Super Curtas Ciclicas. Além
disso, ja sabemos que transposi¢oes nao trocam os sinais dos elementos, logo, um modelo
para permutacoes com sinais nao pode permitir apenas o uso de transposicoes para ordenar
permutacoes — o modelo deve permitir também reversoes ou outra operacao que troca os
sinais dos elementos. Isto resulta em outros quatro problemas diferentes: (b.1) Ordenagao
de Permutagoes com Sinais por Reversdes Super Curtas, (b.2) Ordenagao de Permutagoes
com Sinais por Operagoes Super Curtas, (b.3) Ordenagdo de Permutagoes com Sinais
por Reversoes Super Curtas Ciclicas e (b.4) Ordenagao de Permutagdes com Sinais por
Operagoes Super Curtas Ciclicas.

A Tabela resume os seis problemas e apresenta suas complexidades. Note que
os problemas (a.1)-(b.3) ja possuem uma prova de que sao polinomiais, enquanto que a
complexidade do problema (b.4) continuava em aberto.

Neste capitulo, provamos que (b.4) também admite algoritmo exato em tempo polino-
mial, fechando entao esta lacuna na literatura com relagao aos problemas que consideram
operacoes super curtas. Este resultado foi publicado em 2018 na revista Algorithms for
Molecular Biology [48].
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Tabela 4.1: Lista dos problemas de Ordenagao por Operagoes Super Curtas e Operagoes
Super Curtas Ciclicas e as solugoes existentes na literatura.

Permutacgao Operagoes Permitidas Solugao Polinomial Exata
Sem Sinais (a.1) Operagoes Super Curtas [36]

Sem Sinais  (a.2) Operagoes Super Curtas Ciclicas [33]

Com Sinais (b.1) Reversoes Super Curtas [27]

Com Sinais (b.2) Operagoes Super Curtas [27]

Com Sinais  (b.3) Reversoes Super Curtas Ciclicas [26]

Com Sinais  (b.4) Operagoes Super Curtas Ciclicas Neste capitulo

4.1 Conceitos e Notacoes

Nesta secao, apresentamos notagoes e conceitos importantes que utilizaremos neste capi-
tulo.

4.1.1 Operagoes Ciclicas

Dada uma permutagao m, uma reversao ciclica p*(i,j) ¢ uma extensao de uma reversao:
p*(i,j) = p(i,7) caso i < j, enquanto que se i > j, a sequéncia invertida por p*(i, j)
quando aplicada a 7 é (m;, ..., m,, 1, ..., ;). De modo similar a reversdo, uma reversao
ciclica p*(i, j) ¢ dita uma f-reversao se { = j—i+1 (mod n). Dizemos que uma ¢-reversao
é super curta se { € {1,2}.

Assim como reversoes, dada uma permutagao m, uma transposicao ciclica 7*(i,j, k) é
uma extensao de transposigoes para os casos (a) 1 < k < i < j < n (em que as sequéncias
(Tiy oy mj—1) € (T, ooy T, 71, ..o, Tp—1) s@0 trocadas quando a transposicao é aplicada a ),
e(b)1 <j<k<i<n (noqual as sequéncias (7, ..., Ty, 71, ..., Tj—1) € (T, ..., Tp_1)
sao trocadas quando a transposigao é aplicada a 7). De modo similar & transposigao,
uma transposicao ciclica 7%(i, 7, k) é dita uma ¢-transposigao se { = x +y com z = j — i
(mod n) ey =k—7j (mod n), e dizemos que uma ¢-transposigao é super curta caso £ = 2.

Daqui em diante, chamaremos de Operacao Super Curta (ou OSC) qualquer 1-reversao,
2-reversao ou 2-transposi¢ao (sendo elas ciclicas ou nao); além disso, qualquer OSC que
nao é uma l-reversao sera também chamada de swap, denotado por sw(m;, ;) quando
ocorre entre os elementos 7; e ure

Este capitulo estuda o problema de encontrar a menor sequéncia de OSCs necessarias
para ordenar uma permutagao circular, utilizando para isso um algoritmo exato em tempo
polinomial desenvolvido para ordenar permutacoes lineares com sinais por reversoes e
transposicoes ciclicas super curtas.
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4.1.2 Vetor Deslocamento Valido, Valor Cruzamento e Ntimero
de Cruzamentos

A maior parte deste capitulo lida com OSCs ciclicas em permutacoes lineares. Esta secao
introduz uma estrutura chamada Vetor Deslocamento Vilido, que nos permite computar
o numero minimo de swaps ciclicos (i.e., 2-reversoes ou 2-transposigoes) que coloca cada
elemento em sua posicdo correta (esse nimero é chamado de nimero de cruzamento). E
importante notar que essa estrutura nao leva em consideragao os sinais dos elementos por
duas razoes principais: (i) ela nao faz distingao entre 2-reversoes e 2-transposigdes (ambas
sao swaps) e (ii) ela nao leva em consideragao 1-reversoes, uma vez que nao sao swaps por
definicao.

Dada uma sequéncia qualquer & = (s1,$2,...,5;) com k OSCs ciclicas para uma
permutacao linear 7, e dado 1 < i < n, denotamos por Rs(7;) o nimero de OSCs ciclicas
em S que movem 7; para a direita, e denotamos por Ls(7;) o nimero de OSCs ciclicas
em S que movem 7; para a esquerda.

Para qualquer 1 < i < n, o wvalor deslocamento de m; em relacao a S é dado por
vs(m;) = Rs(m;) — Ls(m;), e o vetor deslocamento de 7 associado a § é Vs(m) = (vs(m),
vs(ma), ..., vs(mn)).

Por exemplo, seja m = (+4 +2 +3 —1 —5) uma permutagao e seja S = (p(3,4),
7(2,3,4),7(1,2,3),7(2,3,4), p(3,4), p(4,4), p(5,5)) uma sequéncia de OSCs ciclicas (que
neste caso ordena 7). Temos que S resulta na seguinte sequéncia de swaps: (sw(+3, —1),
sw(+2,41), sw(+4,+1), sw(+4, +2), sw(+4, —3)). Note que Rs(—1) =0 e Ls(—1) = 3,
o que resulta em vg(—1) = Rs(—1)— Ls(—1) = 0—3 = —3. Computados todos os valores
para vs(m;), temos que Vs(m) = (3,0,0,—3,0).

Seja X = (z1,x2,...,2,) € Z™ um vetor deslocamento e seja m uma permutagao.
Dizemos que X é um Vetor Deslocamento Vilido (VDV) para m caso (i) > ., z; =0 e
(ii) |m| — x; = i (mod n) para i € [1.n]. Em outras palavras, a condigao (i) implica
que para cada elemento de m se movendo uma posicao para a direita, outro elemento
deve ser movido uma posigao para a esquerda e vice-versa, e a condi¢ao (ii) implica que
todo elemento deve estar em sua posi¢ao correta no final. Assim, todo VDV para 7 esta
associado a pelo menos uma sequéncia S que ordena 7, e toda sequéncia S que ordena 7
possui um vetor deslocamento associado que ¢ VDV para 7.

Por exemplo, dada a permutacdo m = (+4 +2 +3 —1 —5), o vetor deslocamento
X = (3,0,0,—-3,0) ¢ um VDV para 7 uma vez que » . 2; =3+0+0—-3+0=0c¢
|mi| —x; =i (mod n) para i € [1..5].

Dado um VDV X = (x1,29,...,x,) € Z" e dois inteiros distintos i, € [1..n], sejam
r=i—jes=(i+x;)—(j+z;). Note que r mede o quao distante o elemento ; esta de m;
em 7, ou seja, se 7 > 0 (resp. 7 < 0) entdo 7; esta localizado em uma posigao a esquerda
(resp. direita) de m;, enquanto s mede o quao distante o elemento 7; estara de 7; em suas
posicoes finais, i.e., posi¢oes (i + ;) para m; e (j + x;) para m;. O valor cruzamento entre
iej, 1 <i,j<mnei+#j, comrespeito a X é definido da seguinte maneira:

(4.1)

LX) = {|{k € [r.s]: k EE (mod n)}|, caso r < s;
—|{k € [s.r] : k=0 (mod n)}|,caso r > s.
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Em outras palavras, ¢;;(X) representa o menor nimero de vezes que m; e m; Sa0
trocados em um swap (i.e., uma 2-reversao ou 2-transposi¢ao) em Sy, uma sequéncia de
ordenagcao tal que Vs(m) = X. O sinal de ¢;;(X) é positivo (resp. negativo) se m; esta a
esquerda (resp. direita) de 7; antes do primeiro swap entre estes dois elementos ocorrer.
Por esta razao, ¢;(X) ¢ indefinido, e ¢;;(X) = —¢;;(X) para qualquer 1 < i,j < n com
i # j. Além disso, z; = 3, ¢;;(X) para i € [L..n].

Se X é um VDV associado a alguma sequéncia de ordenacao para 7, dizemos que X
induz um swap « entre dois elementos m; e m; se ¢ # j e ¢;;(X) # 0. Também dizemos
que « é induzido por X.

Dado um VDV X qualquer para m, existe pelo menos uma sequéncia de ordenacao
S tal que Vs(m) = X. Por exemplo, podemos utilizar uma sequéncia de 2-transposi¢oes
para aplicar os swaps induzidos por X (que colocara todos os elementos em suas posigoes
corretas) seguido de uma sequéncia de 1-reversoes aplicada em cada elemento negativo.

O numero de cruzamentos de um VDV X ¢é definido como

en(X) = % > e (X)) (4.2)

i#]

Informalmente, cn(X) representa o menor ntimero de swaps existentes na sequéncia de
ordenagao associada a X.

Considere novamente a permutacao 7 = (+4 +2 +3 —1 —5) e 0 VDV X = (3,0,0,
—3,0). Dados i =2¢j=4,temosquer =i—j=2—-4=-2c¢s=(i4+z;)— (j+z;) =
2—1 = 1, o que resulta no valor cruzamento co4(X) = [{k € [-2..1] : k=0 (mod 5)}| = 1.
Parai=3ej=1temosquer=i—j=3—-1=2es=(i+z;)—(j+z;) =3—-4=—1,
resultando no valor cruzamento c31(X) = —[{k € [-1..2] : k =0 (mod 5)}| = —1. Apods
computar todos os valores cruzamento, obtemos o ntimero de cruzamento cn(X) = 5.

Dado um VDV X para uma permutagao m, denotamos por d(m, X) o tamanho da
menor sequéncia de OSCs necesséarias para ordenar 7 aplicando swaps induzidos por X.
Formalmente, d(m, X) = en(X) + y, onde y é o nimero minimo de 1-reversdes dentre
todas as sequéncias de ordenacoes associadas ao VDV X.

Dados dois inteiros 1 < 7,5 < n distintos, definimos a transformagao 7; ; : Z" — Z"
como uma transformagao que recebe o VDV X € Z" e cria o VDV X’ com z}, = xy, para
ke {i,j}, o;=zi—nex;=x;+n.

Quando tal transformacao é aplicada, cada valor cruzamento do tipo c;(X') e ¢, (X’)
¢ uma unidade menor que ¢;,(X) e ¢,;(X), respectivamente, e cada valor cruzamento do
tipo ¢qi(X') e ¢;(X’) é uma unidade maior que ¢,;(X) e ¢j,(X), respectivamente, com
a,bel.n],a & {i,j} eb ¢ {i,j}. Além disso, ¢;;(X’) (resp. ¢;;(X’)) é duas unidades
maior (resp. menor) que c¢;;(X) (resp. ¢;(X)).

A seguinte propriedade foi provada por Jerrum [33]. E importante ressaltar que o
autor escreveu cn(X') = cn(X) + 4(n — z; + x;) erroneamente, o que foi corrigido mais
tarde por Galvao e coautores [26].

Propriedade 1. Seja X € Z" um VDV paraw, e seja X' = T; ;(X). Temos que cn(X') =
en(X) +2(n — x; + ;).

Uma transformacao 7; ;(X) = X' é dita uma contragdo (resp. contragdo estrita) se,
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e somente se, x; — x; > n (resp. x; —x; > n), o que implica, pela Propriedade [I que
en(X') < en(X) (resp. en(X') < en(X)). Se um VDV X nao admite uma transformagao
de contragao estrita, temos que z; — x; < n para qualquer 1 < i # j <n e, desta forma,
para qualquer VDV X' temos que cn(X’) > en(X).

Por exemplo, dado o VDV X = (3,0,0,—3,0) para 7 = (+4 +2 +3 —1 —5), pode-
mos obter o vetor X' =T} 4(X) com 2} =x1—n=3-5=—-2ea) =x4+n=—-3+5=2,
o que resulta em X' = (—2,0,0,2,0). Observe que existe uma sequéncia de ordenagao
S’ para 7 tal que Vs (m) = X'. Pela Propriedade[l] en(X’) = en(X) 4+ 2(n — z1 4 24) =
5—2=23.

4.1.3 Grafo de Permutacao Ciclica

Dado que um VDV nao leva em consideracao os sinais dos elementos, iremos introduzir
uma nova estrutura chamada de Grafo de Permutacao Ciclica. Este grafo é construido
com base em VDVs e nos ajudard a determinar o nimero minimo de OSCs que ordena
uma permutagao (agora levando em considera¢ao os sinais dos elementos e também 1-
reversoes).

Dado um VDV X para uma permutacao 7w, nos definimos o Grafo de Permutac¢ao
Ciclica de X e m como o grafo nio orientado GX = (V,E), com V = {m,ma, ..., T}
e B = {{m,m;} : c;(X) > 0}. Além disso, associamos pesos as arestas de E(GX) da
seguinte forma: se e = {m;, m;} e e € E(GY), entdo w(e) = ¢;;(X).

Perceba que, por construcao, temos que ZeeE(Gf)w(e) = cn(X). Se toda aresta
e € E(GY) satisfaz w(e) = 1, entdo para qualquer i € [1..n] o vértice m; tem grau pelo
menos |z;| arestas (dado que z; = > 7 ¢;;(X)) e, assim, a componente conexa em que ;
estd possui pelo menos |z;| + 1 vértices.

Denotamos por cc(G2X) o ntimero de componentes conezas de GX (ou seja, o niimero
de subgrafos maximais conexos de G2X). Além disso, uma componente conexa de GX ¢é
dita fmpar se ela possui um nimero impar de vértices m; tal que m; < 0, e é dita par caso
contrario. O ntimero de componentes conexas fmpares de GX ¢ denotado por cc™ (G2X).

Seja m uma permutagao, X = (z1, Za, ..., x,) um VDV para 7, e & uma OSC induzida
por X (i.e., a é uma 2-reversao ou uma 2-transposigao) aplicada sobre dois elementos
adjacentes m; € T; (mod n)+1 de . O VDV resultante X' para 7' = 7 - « ¢ tal que zj, = z;,
para todo k ¢ {i,i (mod n)+1}, 2i = @i (modn)+1 + 1 € T} (oqnys1 = T — 1. Além
disso, en(X') = cn(X) — 1, e o grafo de permutagao ciclica G’ pode ser obtido a partir
de G¥ reduzindo o peso da aresta entre os vértices m; e 7 (mod n)+1 €m uma unidade (ou
removendo-a, caso seu peso em G2 seja 1).

Por exemplo, utilizando novamente 7 = (+4 +2 +3 —1 —5), X = (3,0,0,—-3,0) e
X' =T 4(X)=1(-2,0,0, 2,0), podemos aplicar a 2-reversao p(4,5) induzida por X’ para
obter a permutacao 7’ = 7 p(4,5) = (+4 +2 +3 45 +1) e o VDV X" = (-2,0,0,1,1).

~ L 9. ’ "o .
Os grafos de permutacao ciclica correspondentes a GX, GX e G¥ sdo ilustrados na
T s s

Figura[d.1} Na Figura[d.1j(a), temos cn(X) =5 e cc(GX) = cc™(GX) = 2; na Figura[d.1|(b)
temos cn(X') = 3, cc(GX) = 3 e cc™(GX') = 0; na Figura (c) temos cn(X") = 2,
cc(GX') =3 e cc (GX") = 0.
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@e@ea

GX' com X' =Ty 4(X) GX" com 7' = 7 - p(4,5)

™ ™

(b) (c)

Figura 4.1: Em (a) temos o grafo de permutagao ciclica GX para a permutagio ™ =
(+4 +2 43 —1 =5) e o VDV X = (3,0,0,-3,0), onde cn(X) = 5, cc(GX) = 2 e
cc™(GX) = 2. Em (b) temos o grafo de permutacio ciclica GX' para o VDV X’ =
Ty 4(X) = (—2,0,0,2,0). Pela Propriedade[l] temos que en(X') = en(X)+2(n—x1+14) =
5 —2 = 3 (lembre-se de que cn(X’) também pode ser obtido pela soma dos pesos das
arestas do grafo GX'), cc(GX') = 3 e cc™(GX') = 0. Olhando para GX e GX', podemos
notar que a 2-reversao p(4,5) é induzida por X', mas nao por X; em (c) temos o grafo
de permutacio ciclica GX" para a permutacio 7' = 7 - p(4,5) = (+4 +2 +3 45 +1)eo
VDV X" = (-2,0,0,1,1), onde en(X") = en(X') — 1 =2, cc(GX") =3 e cc™ (GX") = 0.

4.2 Resultados Relacionados

Nesta secao, indicamos resultados relacionados em problemas de Ordenagao de Permuta-
¢oes por OSCs e OSCs ciclicas.

4.2.1 Ordenacao de Permutagoes por OSCs

Knuth [37, p. 108] mostrou que o problema de Ordenagao de Permutagoes sem Si-
nais por OSCs admite algoritmo exato em tempo polinomial e que a distancia de or-
denacao é dada por d(w) = inv(w). Por exemplo, utilizando a permutacao sem sinais
7= (6423157), temos que inv(m) = |{(6,4), (6,2),(6,3),(6,1),(6,5),(4,2),(4,3),
(4,1),(2,1),(3,1)} = 10, o que resulta em d(m) = 10.

O namero de inversoes pode ser utilizado como um limitante inferior para o problema
de Ordenacao de Permutacgbes com Sinais por OSCs: para qualquer permutacao com
sinais 7, temos que d(m) > inv(mw). Galvao e coautores [27| provaram que o problema
de Ordenagao de Permutagoes com Sinais por OSCs admite algoritmo exato em tempo
polinomial.

O Grafo de Inversées |52 de uma permutagao com sinais 7, denotado por IG(7), é
tal que V(IG(m)) ¢ formado pelos elementos de 7w, ¢ E(I/G(w)) ¢ formado pelos pares de
inversdes em 7. Uma componente conexa em [G(7) é dita émpar se ela possui um ntimero
impar de elementos negativos (vértices), e é dita par, caso contrario. Os autores [27]
mostraram que existe uma sequéncia de ordenacao de tamanho minimo para este problema
que utiliza inv(r) swaps e k 1-reversoes, onde k é o nimero de componentes impares de
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IG(r).

Por exemplo, dada a permutacao com sinal 7’ = (=6 +4 +2 —3 +1 +5 —7), temos
que IG(7') possui duas componentes: uma componente impar com o elemento —7 apenas,
e uma componente par com os elementos restantes, o que resulta em d(7’) = 10+ 1 = 11.

4.2.2 Ordenacao de Permutagoes por OSCs Ciclicas

Jerrum [33| mostrou que o problema de Ordenagao de Permutagoes sem Sinais por OSCs
Ciclicas admite algoritmo exato em tempo polinomial, sendo que a distancia de ordenagao
de uma permutagao sem sinal 7 nesta versao é dada por d(7) = min{en(X) : X é um
VDV para 7}.

Dada a permutagao 7 = (6 4 2 3 1 5 7), temos que X = (—2,2,—1,—1,3,—1,0)
¢ um VDV para m, e en(X) = 6. Ademais, dado o fato de que X nao admite uma
transformagao de contragao estrita, qualquer outro VDV X' para 7 possui en(X') >
en(X), entdo temos que d(m) = 6. Note que a distancia de ordenagao para 7 diminui de
10 para 6 quando OSCs ciclicas sao permitidas.

Em 2016, Galvao e coautores |26] provaram que o problema de Ordenagao de Permu-
tagoes com Sinais por Reversoes Super Curtas Ciclicas também admite algoritmo exato
em tempo polinomial. Dada uma permutacao com sinais 7 ¢ um VDV X, os autores
definem dois conjuntos: npar(X,7) é o conjunto de elementos de 7 tal que |z;| é par e
m; < 0, e pimpar(X,m) é o conjunto de elementos de 7 tal que |z;| é impar e m; > 0. De
modo similar ao problema de Ordenacao de Permutacoes com Sinais por Reversoes Super
Curtas, os autores provaram que dado um VDV X para 7 tal que X possui valor minimo
de ntimero de cruzamentos dentre todos os VDVs para m, a distancia de ordenacao de
¢ exatamente cn(X) + k, onde k é o namero de elementos em npar(X, ) Upimpar(X, 7).

Dada novamente a permutagao com sinais 7’ = (=6 +4 +2 —3 +1 +5 —7), temos
que X = (-2,2,—1,-1,3,—1,0) ¢ um VDV para 7/, e qualquer VDV X' para 7’ é tal
que cn(X') > en(X). Além disso, en(X) = 6, npar(X,7') = {—6, =7} e pimpar(X, ') =
{+1,42,+5}, o que resulta em d(7’) = 6 + 5 = 11. Comparado com a versao que nao
permite operacoes ciclicas, mas permite o uso de transposi¢oes super curtas, a distancia
da permutacao 7’ diminui de 13 para 11.

Para o problema de Ordenagao de Permutacoes Lineares com Sinais por OSCs cicli-
cas, um limitante inferior pode ser obtido pela versao sem sinais do problema: d(m) >
min{cn(X) : X é um VDV para n}. Inspirado pelo IG(7), definimos na Se¢ao o
grafo de permutacao ciclica, no qual as arestas sao criadas de acordo com os valores de
cruzamento de um VDV X. Apesar destes grafos serem diferentes entre si, a classificagao
entre componentes pares e impares € a mesma e sera util mais tarde neste capitulo.

Note que em todos os problemas anteriores desta se¢ao a distancia de ordenagao esta
diretamente associada ou ao niimero minimo de inversoes ou ao menor valor de nimero de
cruzamentos. O que torna o problema de Ordenacao de Permutacoes Lineares por OSCs
Ciclicas nao trivial é que, ao contrario dos outros problemas, uma sequéncia de ordenacao
de tamanho minimo nao estard necessariamente associada a um VDV cujo ntimero de
cruzamentos ¢ minimo (veja um exemplo na Figura |4.5)).
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4.3 Ordenacgao de Permutacoes Lineares com Sinais por
OSCs Ciclicas vs. Ordenacao de Permutacoes Cir-
culares com Sinais por OSCs

Note que, apesar dos problemas de Ordenacao de Permutacoes Lineares com Sinais por
OSCs Ciclicas e de Ordenagao de Permutacoes Circulares com Sinais por OSCs serem
diferentes, podemos utilizar o primeiro para solucionar o segundo. Como um exemplo, a
permutagao com sinais T = (+5 +4 —2 —1 +3) possui distancia de ordenagao 8 consi-
derando o modelo que permite OSCs (existem 8 inversoes e seu grafo de inversoes nao
possui componentes impares), e possui distancia de ordenagao 4 considerando o modelo
que permite OSCs ciclicas (dado que en(X) = 4 para o VDV X = (—1,2,-1,2,-2),
X nao admite uma transformacao de contracao estrita e é possivel ordenar 7 utilizando
apenas swaps induzidos por X).

Entretanto, se 7 é uma permutacao circular, entdo 7’ = (-2 —1 +3 +5 +4) também
é uma representacao linear de w, dado que respeita todas as adjacéncias entre os elementos.
Esta representacao linear 7’ possui distancia de ordenagao igual a 2 tanto para o modelo
que permite OSCs (existem 2 inversoes e seu grafo de inversées nao possui componentes
impares) quanto para o modelo que permite OSCs ciclicas (dado que cn(X) = 2 para o
VDV X’ = (1,—-1,0,1,—1), X’ ndo admite uma transformagao de contragao estrita e é
possivel ordenar 7’ utilizando apenas swaps induzidos por X).

Além disso, 7’ é, de fato, a representacao linear da permutacao circular m com o
menor valor de distancia de ordenacao por OSCs ciclicas, entao segue que a distancia de
ordenacao da permutagao circular 7 é 2. Uma explicagao mais detalhada de como utilizar
o modelo linear para solucionar o modelo circular é dada ao final da Segao [4.4]

4.4 A Ordenacao de Permutacoes com Sinais por OSCs
Ciclicas

Nesta secao, provamos que a Ordenacao de Permutagoes Lineares com Sinais por OSCs
Ciclicas admite algoritmo exato em tempo polinomial (Teorema , e, consequentemente,
que a Ordenagao de Permutagoes Circulares com Sinais por OSCs também admite algo-
ritmo exato em tempo polinomial (Teorema [4]). Estes resultados sao obtidos estudando o
problema de Ordenacao de Permutagoes Lineares com Sinais por OSCs Ciclicas, baseando-
se no grafo de permutagao ciclica introduzido na Secao [£.1.3]

4.4.1 Propriedades dos VDVs

Antes de fornecer uma série de lemas que resultam no algoritmo desenvolvido, vamos
mostrar trés propriedades que serao fortemente utilizadas nesta secao.

A Propriedade [2| mostra que se um VDV X possui um valor deslocamento x; cujo
valor absoluto é maior ou igual a n, entao existe um valor cruzamento ¢;;(X) maior que
um (em valor absoluto). A Propriedade [3| mostra que se um VDV X possui um valor
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cruzamento ¢;;(X) maior que zero, entdo os elementos m;, para k € [i..j], devem estar
na mesma componente conexa no grafo de permutacgao ciclica correspondente. Por fim, a
Propriedade [4] ¢ uma extensao da Propriedade [3|que mostra que se para um VDV X existe
um valor cruzamento ¢;;(X) maior que um em valor absoluto, entdo todos os elementos
estao em uma tnica componente conexa no grafo de permutacao ciclica correspondente.

Propriedade 2. Seja X = (21,29, ...,x,) € Z" um VDV para w. Se eziste 1 < i <n tal
que |z;| > n, entdo existe j, com 1 < j <mn ej#i, tal que |c;;(X)| > 1.

Demonstracao. Seja X € Z™ um VDV para 7, e suponha que existe 1 < ¢ < n tal que
|zi| > n. Sabemos, por defini¢ao, que x; = >, ¢;;(X). Como existem n — 1 valores
cruzamento na forma ¢;;(X) (um para cada j # i), isto necessariamente implica que
lci;(X)| > 1 para algum 1 < j #1i <n. O

Propriedade 3. Seja X = (z1,22,...,2,) € Z" um VDV para w. Se ¢;;(X) > 0 (resp.
¢i;j(X) < 0) para algum 1 < i # j < n, entdo para qualquer k € [i+1..j—1] (resp.
k€ [j+1..i—1]) temos |cix(X)| + |cjr(X)| # 0 e {{m, 7}, {7j, 7} } N E(GY) # 0.

Demonstragao. Seja X um VDV para 7 tal que para dois elementos m; e m;, 1 < i #
J <n, ¢;j(X)#0. Como ¢;;(X) = —c;j;(X), vamos supor sem perda de generalidade que
cij(X) =~ycom~y>1 Sejary =i—jes = (i+xz)—(j+z;). Como ¢;(X) é um
numero positivo, temos, por definicao de valor cruzamento, que r; < sj.

Vamos supor primeiramente que i < 7. Comor; =i—j < 0er; < s, entao s; > y—1,
pois caso contrario teriamos ¢;;(X) < 7. Temos assim que x; > z;+j—i+vy—1. Suponha
que exista um elemento 7, com i < k < j tal que ¢;x(X) = ¢;x(X) = 0. Para ¢;x(X),
temos que 1, = ¢ — k < 0, entdo sy = (i + ;) — (k + x) < 0, pois caso contrario
teriamos ¢;;(X) # 0. Segue entao que z, > x; +i — k, e, como x; > x; +j — i+ v — 1,
temos que zy > x; +j — k+ v — 1. Para ¢j,(X), temos que r3 = j — k > 0, entdo
s3 = (j + xj) — (k+ x) > 0, pois caso contrario teriamos que ¢;,(X) # 0. Segue entao
que x < x; + j — k, o que é uma contradicao com o fato de que x, > x; +j —k+v—1
e v > 0, e podemos concluir que |c;x(X)| + |¢x(X)| # 0.

Vamos supor agora que ¢ > j. Neste caso, podemos dividir o intervalo que vai de @
até j em [i+1.n]U[l..j—1]. Como r =i —j > 0er; < s, temos que $; > yn, pois
caso contrario terfamos ¢;;(X) < 7. Segue entdo que z; > x; + j — i + yn. Suponha que
exista um elemento 7, com k € [i+1..n] U [1..7—1] tal que c¢;(X) = ¢;(X) = 0. Vamos
considerar dois casos: quando k € [1..j—1] (ou seja, k < j) e quando k € [i+1..n] (ou
seja, k > 1):

1. k < min{i, j}: neste caso temos tanto para c;;(X) quanto para c¢;i(X) que ro =
t—k>0er3=7—k>0,entao 0 < s9 < ne0 < s3 < n, ou entao teriamos
que |cip(X)| + |ejn(X)| # 0. Para cip(X) e so = (i + 2;) — (k + 21) < n, temos que
x;+1—2xp—k < n,o que implica em z, > x;+1—k—n. Como z; > z;+j—i+yn,
temos que xy > x; +j —k+ (y—1)n. Ja para ¢;,(X) e s3 = (j +x;) — (k+xx) > 0,
temos que x; + j — xp — k > 0, o que resulta em z;, < x; + j — k, uma contradigao
com o fato de que z, > z; +j—k+(y—1)ne(y—1) >0.
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2. k > max{i,j}: neste caso temos tanto para c;(X) quanto para c;,(X) que ry =
t—k<0ers=j5—k<0,entao —n < s < 0 e —n < s3 < 0, pois, caso contrario,
teriamos que |, (X)|+]cjx(X)| # 0. Para ¢;,(X) e so = (i+x;) — (k+2x) < 0, temos
que z; +1—x, —k < 0, o que resulta em x;, > x;+¢— k. Como x; > x; + j —i+n,
temos que zy > x;+j —k+yn. Para cjp(X) e s3 = (j+ ;) — (k+xx) > —n, temos
que x; + j — o — k > —n, o que resulta em x, < x; + j — k + n, uma contradigao
com o fato de que x, > x; +j—k+yney>1.

Em todos os casos descritos acima, temos que |c;ix(X)| + |¢jx(X)| # 0, o que implica

em {{m;, me}, {7, m}} N E(GF) # 0. O

Propriedade 4. Sejo X = (21,29, ...,x,) € Z" um VDV para m. Se existe um c;;(X) tal
que |c;j(X)] > 1, entdo cc(GY) = 1.

Demonstragao. Seja X um VDV para uma permutagao 7 tal que |¢;;(X)| > 1 para algum
1 < i # j < n. Vamos supor, sem perda de generalidade, que ¢;;(X) > 1 (dado que,
por definicao, ¢;;(X) = —c;;(X)), e, para maior legibilidade, seja ¢;;(X) = . Temos que
r=ti—jes = (i+xz;)—(j+x;). Como ¢;(X) é positivo, temos, por definigao de valor
cruzamento, que r; < s1. Vamos analisar entao os dois casos possiveis: ou i < j out > j.

Suponha que ¢ < j. Neste caso ry =i—7 é tal que —n < r; < 0. Como r; < 51, temos
que s; = (1 +x;) — (j+x;) > (v — 1)n (usamos (y — 1) pois v = [{k € [r1..s1] : k=0
(mod n)}| ={k € [r1.0]: k=0 (mod n)}+|{k€[l.s1] : k=0 (mod n)}| =1+ |{k €
[1..s1] : k=0 (mod n)}|, entdo (y—1) = [{k € [l.51] : k=0 (mod n)}| e sy > (y—1)n),
pois caso contrario terfamos ¢;;(X) < . Segue entao que z; > (y—1)n+x;+j—i. Suponha
agora que exista um elemento m, tal que c;(X) = ¢;(X) = 0. Pela Propriedade [3]
sabemos que k ¢ (i..7). Assim, vamos analisar dois casos:

1. k<1< j: nestecaso, o =1—k > 0ers =7—k > 0, entao obrigatoriamente temos
que 0 < s9 <nel<s3<n,comsy=(i+x;)—(k+x)ess=(j+x;)— (k+xz).
Para sy < n, temos que zy > z; +i—k—n, e como z; > (y—1)n+x; +j —i temos
que x > (v —2)n+x; + j — k. Para s3 > 0, temos que z;, < x; + j — k, mas isto
nao ¢é possivel dado que (y —2)n > 0.

2.9 < 7 < k: nestecaso, 1, =1 —k <0erg=75—k <0, entao —n < s, < 0
e —n < s3<0,comsy=(i+x)—(k+x) ess = (j+x;) — (k+x). Para
sy < 0, temos que zy, > x; +19 — k, e como z; > (y — 1)n + x; + j — i, temos que
x> (y—1)n+x;+j — k. Para s3 > —n, temos que zy < z; + j — k + n, mas isto
nao seria possivel dado que (v — 1)n > n.

Vamos considerar agora que ¢ > j. Neste caso, 1y = ¢ — 7 é tal que 0 < r; < n.
Como r; < sq, temos que s; = (i + x;) — (j + x;) > yn, pois caso contrario teriamos
¢;;(X) < . Segue entdo que x; > yn+x;+ j —i. Suponha agora que exista um elemento
7, tal que ¢(X) = ¢ (X) = 0. Pela Propriedade , sabemos que isto nao é possivel
se k < min{i,j} ou k > max{i,j}. Assim, a tnica possibilidade é quando j < k < i:
neste caso o =1 —k >0er3 =j—k <0,entao 0 < s5 < ne—n < s3 <0, com
sy = (i+x;)—(k+zy) e s3 = (j+x;) — (k+xzy). Para sy < n, temos que x, > x;+i—k—n,
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e, como x; > yn+x;+j —1, temos que zy > (y — 1)n+x; + j — k. Para s3 > —n, temos
que z; < z; + j — k + n, mas isto nao é possivel dado que (y — 1)n > n.

Segue como resultado que se ¢;;(X) > 1, entdo, para qualquer elemento 7, com k ¢
{i,j}, temos que |cix(X)| + |cjx(X)| # 0, e desta forma {{m;, m.}, {m;, 7.} } N E(GX) # 0.
Como ¢;;(X) > 1, temos também que {m;, 7;} € Gx, e, assim, cc(G5) = 1. O

4.4.2 OSCs e os Grafos de Permutacao Ciclica

Esta segao apresenta cinco lemas que relacionam OSCs com grafos de permutacao ciclica.
No Lema [5| (resp. Lema @, analisamos a diferenca no niimero de componentes fmpares
de um grafo de permutagao ciclica quando aplicamos uma 1-reversdao (resp. um swap,
i.e., uma 2-reversao ou uma 2-transposi¢ao) a permutagao 7. No Lema |7}, mostramos que
sempre ¢ possivel aplicar um swap induzido por um VDV X sem aumentar o niimero de
componentes impares no grafo de permutagao ciclica resultante. Vamos denotar por |S]|
o tamanho de uma sequéncia de ordenagao S para 7 (ou seja, o nimero de operagoes em
S). No Lema |8 (resp. Lema @, vamos mostrar que se uma sequéncia de ordenacao S
possui uma OSC que aumenta o nimero de componentes impares (resp. o peso de uma
aresta) no grafo de permutacao ciclica correspondente, entao existe uma outra sequéncia
de ordenagao &’ para m com |S'| < |S| tal que &’ ndo possui nenhuma OSC com estas
caracteristicas.

Lema 5. Sejam X e X' dois vetores deslocamento em 7" tal que X é um VDV para 7 e

X' éum VDV para n' = 7 - «, onde a € uma OSC ciclica. Se o € uma 1-reversao, entao
X' =X, en(X) =en(X) e Ace™ = cc™ (GX) — ec™(GX) € {~1,1}.

Demonstragao. Se o é uma l-reversao, temos que |m;| = |m;| para todo 1 < i < n, o
que implica em X’ = X, en(X') = en(X) e ce(GY) = cc(GX). Se a componente conexa
afetada por a em G2X & par (resp. impar), entdo ela sera fmpar (resp. par) em G2/, o que
implica em Acc™ = cc™ (GY) — cc™(GX) € {—1,1}. O

Lema 6. Sejam X e X' dois vetores deslocamento em Z" tal que X é um VDV para 7 e
X' éum VDV para " = 7-«, onde a € uma OSC ciclica. Se « é uma 2-reversao ou uma
2-transposi¢ao induzida por X em w, entdo en(X') = cen(X) — 1, e cc(GX') = cc(GX) e
Acc™ = cc (GX) — cc (GX) =0, ou cc(GY) > cc(GX) e Acc™ € {0,2}.

Demonstra¢ao. Como a é uma OSC ciclica induzida por X, os valores cruzamento entre
os elementos m; € T; (mod n)+1 afetados por a sao nao nulos, o que implica que a aresta
e = {7, Ti (mod n)+1} €xiste. Em fo,/, por defini¢ao, ou a aresta e é removida, ou seu peso
¢ decrescido em uma unidade, logo cc(GY') > cc(GX).

Vamos supor primeiramente que cc(G=') = cc(GX). Isto significa que a OSC aplicada
em 7 nao modifica a componente conexa C,, afetada pela OSC em GX. Se esta OSC é uma
2-reversao (resp. uma 2-transposi¢ao), entdao dois (resp. zero) elementos da componente
C,, trocaram de sinais. Em ambos os casos temos entdo que Acc™ = cc™ (GX)—cc (GX) =
0.

Vamos supor agora que cc(G2) > cc(GX). Isto significa que C,, foi dividida em duas
componentes conexas C; e Cy, o que resulta em cc(GY) = cc(GX) + 1. Se a OSC é uma
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2-transposi¢ao, nenhum elemento de 7 trocou de sinal. Se a OSC é uma 2-reversao, dois
elementos de 7 trocaram de sinais de tal modo que um esta em C e o outro esta em Cs.
Nos dois casos, se C,, ¢ uma componente impar, entao C; e Cy possuem paridades distintas,
e Acc = 0; se C,, é par entao C e Cy possuem a mesma paridade, e Acc™ € {0,2}. O

Neste ponto, sabemos pelo Lema [5[ que uma 1-reversao sempre aumenta ou diminui
o nimero de componentes impares em uma unidade, e sabemos pelo Lema [6] que um
swap induzido por X pode apenas manter ou aumentar em duas unidades o nimero de
componentes impares do grafo de permutacao ciclica.

Lema 7. Seja X € Z™ um VDV para . Se en(X) > 0, entao sempre é possivel encontrar
uma OSC ciclica o induzida por X tal que X' é um VDV para 7' = 7 -« e Ace™ =

cc™(GY) — cc (GX) = 0.

Demonstragao. Seja o um swap induzido por X (note de que a é uma 2-reversao ou uma
2-transposigao, por defini¢do), e seja 7’ = 7 - a. Dado que o é um swap induzido por X,
aplicad-lo em 7 implica que o peso de uma aresta de G serd obrigatoriamente decrescido
em uma unidade em G2, logo cn(X') = en(X) —1e X' # X.

Se cc(GX') = cc(GY), entdo pelo Lema @, sabemos que Acc™ = 0 e o resultado segue.
Caso contrério, temos necessariamente que cc(GX') > cc(GX). Como exibido na prova do
Lema @, se a componente C,, afetada por a em G for fmpar, sabemos que Acc™ =0 e o
resultado segue. Suponha agora que a componente C,, afetada por a em G2 seja par.

Vamos analisar as duas componentes obtidas de C, apos aplicar o. Se ambas as
componentes forem pares, entao trivialmente Acc™ = 0 e o resultado segue. Finalmente,
caso ambas as componentes forem impares, entdo podemos trocar « por ', onde o/
(i) afeta os mesmos elementos de 7 que « e (ii) é uma 2-transposi¢do (resp. 2-reversao)
se o é uma 2-reversao (resp. uma 2-transposigao). Note que «/ também é induzida por
X, e aplicar o/ também resulta em duas componentes conexas em V(C,). Além disso,
como 2-reversoes alteram sinais e 2-transposicoes nao, as duas componentes obtidas no
novo grafo de permutacao ciclica apos a aplicacao de o’ em 7 sao pares. Desta forma,
Acc™ =0e a éa OSC desejada. O

Lema 8. Seja S uma sequéncia de OSCs ciclicas que ordena uma permutagio w, e seja
X € 7" seu VDV associado. Se S € uma sequéncia de tamanho minimo entre todas
as sequéncias de ordenacao associadas a X, entao S nao possui OSCs que aumentam o
numero de componentes impares.

Demonstra¢ao. Aqui vamos provar que se uma sequéncia de ordenagao S para 7, asso-

ciada a X, possui uma OSC ciclica que aumenta o nimero de componentes impares em
b's

T

algum momento em G2, entao sempre podemos encontrar uma sequéncia de ordenagao
alternativa &’ para m, também associada a X, que nao possui nenhuma OSC que aumenta
o nimero de componentes impares tal que |S'| < |S].

Note que a permutagao identidade possui um grafo de permutagao ciclica com n com-
ponentes conexas pares. Pelos lemas[b] e [6] temos que apenas 1-reversdes podem diminuir
o namero de componentes impares. Assim, qualquer sequéncia S possui pelo menos
cc™(GX) 1-reversdes. Suponha que S é uma sequéncia de tamanho minimo que ordena T,

e que S possui uma OSC « que aumenta o nimero de componentes fmpares.
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Se o é uma 1-reversao, entao ela é aplicada obrigatoriamente em uma componente
conexa par. Assim, o niimero total de 1-reversoes de S deve ser maior ou igual a cc™ (GX)+
2. Neste caso, seja 8’ = S —{a, '}, onde o é a 1-reversao aplicada ao componente impar
gerado por . Note que aplicamos a mesma sequéncia de swaps em S’ e S, logo ambas as
sequéncias sao induzidas por X.

Se v é uma 2-reversao (resp. uma 2-transposi¢ao), entdo, como mostrado na prova
do Lemma [0] este swap ¢ aplicado necessariamente em uma componente par C,, gerando
duas componentes impares. Assim, o numero total de 1-reversoes em S é maior ou igual
a cc”(GX) + 2. Seja 8’ a sequéncia obtida de S trocando o por uma 2-transposicao
(resp. 2-reversao) que afeta os mesmos elementos que «, e removendo as duas 1-reversoes
aplicadas as componentes impares geradas por a. Como « foi “transformada” em uma
2-transposigao (resp. uma 2-reversao), ela gera agora duas componentes pares a partir de
C,. Note que aplicamos a mesma sequéncia de swaps em S’ e S (neste caso eles diferem
apenas em qual tipo de swap mas sempre sao aplicados nos mesmos pares de elementos),
logo ambas as sequéncias sao induzidas por X.

Nos dois casos acima, temos que a nova sequéncia S’ também é uma sequéncia de
ordenagao para m, e possui tamanho |S’| = |S| — 2, uma contradigdo com o fato de que
S é uma sequéncia de tamanho minimo. Desta forma, temos que S nao possui OSCs que
aumentam o nimero de componentes impares. m

Lema 9. Dada uma permutacao w, seja S uma sequéncia de OSCs ciclicas que ordena
m, e seja X € Z" seu VDV associado. Eziste uma sequéncia S minima que possui apenas
OSCs ciclicas que nio aumentam os pesos das arestas de G=X .

Demonstracao. Vamos provar aqui que se uma sequéncia de ordenacao S para 7, associada
ao VDV X, possui uma OSC ciclica que aumenta o peso de uma aresta e de G2 em
algum ponto, entdao podemos encontrar uma sequéncia de ordenacao alternativa S’ para
m, também associada ao VDV X, que nao possui OSC ciclicas que aumentam o peso de
uma aresta, e ¢ tal que |S'| < |S].

Suponha, sem perda de generalidade, que uma OSC ciclica de § aumenta o peso de
uma aresta e no grafo de permutacao ciclica, e seja a a primeira OSC ciclica como tal.
Note que como 1-reversoes nao modificam pesos de arestas no grafo de permutacao ciclica,
« é necessariamente uma 2-reversao ou uma 2-transposicao. Note também que como este
swap aumenta o peso de uma aresta, ele ndo ¢ induzido por X. Seja 7’ a permutacao
resultante apés aplicar todas as operacoes de S que precedem « e a operacao «, e seja X'
o vetor associado a sequéncia de operagoes de S existentes apds a operacao a.

Se « é aplicada sobre dois elementos de uma mesma componente, entao cc(Gﬁ) =
cc(GX) e cc™(GX') = cc (G). Caso contrario, a ira conectar duas componentes A e B, e
cc(GX') = cc(GX) —1. Se ambas as componentes sdo fmpares, entdo a componente gerada
serd par, logo cc™(GX) = cc™(GX) — 2, e caso contrério teremos cc™ (GX') = cc™(GX).
Como aumentamos o peso da aresta e, temos que cn(X’) = en(X) + 1. Como resultado,
en(X') + cc (GX) > en(X) + cc™ (GX) — 1.

Seja o/ a operacao que diminui o peso de e em algum momento da sequéncia de
ordenacao tal que 7 = 7" - o/, onde n” é a permutacao com todas as operagbes que
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precedem o em S. Seja X” (resp. X”) o vetor associado a sequéncia de operagoes de S
existentes a partir da operagdo o/ (resp. apos a operacao o).

Pelo Lema [7, temos que o’ diminui o nimero de cruzamentos em uma unidade e
mantém o ntmero de componentes fmpares, assim, cn(X"”) 4+ cc™(GX)) = en(X") +
cc‘(fo,f') — 1. Segue entao que ambas as operagoes « e o estdo diminuindo a soma de
nimero de cruzamentos e componentes impares em uma unidade no maximo.

Seja 8’ =S — {a,a’}. Se «a conecta duas componentes impares A e B, adicionamos
ao inicio de S’ duas l-reversoes: uma aplicada a qualquer elemento m; € A, e outra
a qualquer elemento m; € B. Como mostrado na prova do Lema , cada l-reversao
diminui o namero de componentes impares em exatamente uma unidade, enquanto que
nao alteram o nimero de cruzamentos. Segue entao que esta nova sequéncia construida
nao é maior que S, ordena 7, e usa apenas OSCs ciclicas que nunca aumentam o peso
de arestas do grafo de permutacao ciclica, logo todos os swaps aplicados sao induzidos
por X. O

4.4.3 Um Algoritmo Exato em Tempo Polinomial para a Orde-
nagao de Permutacoes Circulares com Sinais por OSCs

Nesta secao, fornecemos primeiramente uma férmula fechada para computar o tamanho
de uma sequéncia de ordenagao por OSCs ciclicas para permutacoes lineares com sinais
baseado em seu VDV X associado. Em seguida, fornecemos um algoritmo exato em tempo
polinomial para ordenar permutagoes circulares com sinais utilizando OSCs.

Lema 10. Seja S uma sequéncia de OSC ciclicas de tamanho minimo que ordena uma
permutagao linear com sinais w, e seja X seu VDV associado. Temos que d(m) = cn(X)+

cc™ (GX).

Demonstra¢ao. Vamos particionar S em duas sequéncias Sy e Sy tal que S; (resp. S»)
contém todas as 1-reversoes (resp. swaps) de S. Além disso, como 1-reversdes nao modifi-
cam a ordem dos elementos na permutagao, podemos assumir, sem perda de generalidade,
que os swaps de S, sdo aplicados primeiro. Vamos mostrar que |S;| = cc™(GX). Para
ver isto, suponha que aplicamos um swap « de Sy em 7, obtendo a permutacao 7', e seja
§' =8 —{a}, e X’ seu VDV associado. Pelo Lema , sabemos que cc™ (GX') = cc™(GY).
Além disso, pelo Lema [§] temos que o nimero de componentes impares nunca aumenta
pela sequéncia S e, pelo Lema , o valor de cc™ (G¥X) pode ser reduzido apenas utilizando
1-reversoes.

Note que a soma dos pesos das arestas de GX é en(X), e, pelo Lema @, aplicar qualquer
OSC ciclica a € S, ou aumenta ou diminui este valor em uma unidade, logo |Sa| > en(X).
Pelo Lema [9, podemos assumir que Sy nao possui OSC ciclicas que aumentam os pesos
das arestas, entdo seque que |Sa| = cn(X). O

O Lema 10| indica que o problema de ordenar uma permutagio com sinais 7 utilizando
OSCs ciclicas é equivalente ao seguinte problema de otimizagao: encontre um VDV X €
Z™ para  que minimiza o valor cn(X) + cc™(GX).

Vamos provar agora que sempre podemos encontrar tal VDV em tempo polinomial.
Primeiro, vamos introduzir o Lema [11, em que mostramos que se um VDV X possui um
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grafo de permutacao ciclica com apenas um componente, entao qualquer VDV X’ em
que cn(X’) > en(X) possui d(m, X’) > d(r, X). Depois, no Lema [12] vamos provar que
qualquer VDV X* com d(m, X*) = d(7) necessariamente pertence a um dos dois conjuntos
que definiremos. Finalmente, mostramos no Teorema [3| que podemos encontrar um VDV
X* tal que d(m, X*) = d(7) em tempo polinomial.

Lema 11. Sejam X e X' dois vetores deslocamento em Z™ tal que ambos sejam VDVs
para uma permutacio com sinais ™ e cn(X') > en(X). Se cc(GX) =1, entdo d(m, X') >

d(m, X).

Demonstra¢ao. Sabemos pelo Lema (7| que podemos aplicar cn(X) swaps induzidos por
X em 7 mantendo sempre cc”(GZ) componentes fmpares. Utilizando os lemas [§ e |§|,
temos que d(m, X) = cn(X) + cc(GX). Com o mesmo argumento temos também que
d(m, X") = en(X') + cc™ (GX).

Como cc(GX) = 1, entdo todos os elementos de 7 estdao na mesma componente, e
cc™(GX) =1 (resp. cc™(GX) = 0) se existe um ntiimero fmpar (resp. par) de elementos
negativos em 7, e qualquer VDV X’ para 7 ¢ tal que cc™ (GX') > cc™(GX) (ou seja, se m
possui um nimero impar de elementos negativos entao para qualquer VDV X’ existe pelo
menos um componente fmpar em G2 ).

Como cn(X') > en(X), temos entdo que d(m, X') = en(X') + cc™ (GX') > en(X) +
ce (GX) = d(m, X). O

Vamos denotar por cn(m) = min{en(X) : X ¢éum VDV para 7}, ou seja, cn(m)
denota o menor valor de nimero de cruzamentos dentre todos os VDVs para 7.

Lema 12. Seja S o conjunto de todos os VDVs X € 7" para 7 tais que cn(X) = cn(m),
e seja S" o conjunto de todos os VDVs X' ¢ S para 7 tais que X' =T, ;(X), para algum
i,j€[l.n], X € S ei+#j. Existeum VDV X* € SUS’ para 7 tal que d(m, X) = d(r).

Demonstra¢ao. Note, primeiramente, que qualquer VDV X” & S admite uma trans-
formacao de contracao estrita. Considere agora a sequéncia de transformacoes de con-
tracoes estritas aplicadas em X" até que alcancemos um VDV X € S. Vamos provar
por contradigdo que sempre existe um VDV X' nesta sequéncia tal que X' € SU S e
d(X',m) < d(X",7), ou seja, todo VDV X" que nao pertence a S U S’ obrigatoriamente
possui d(m, X") > d(r).

Se existe um VDV X € S para 7 tal que cc(GY) = 1, entao, pelo Lema , para
qualquer X’ ¢ S tal que cn(X') > en(X) + 1, temos d(m, X') > d(7, X) + 1, e segue que
o VDV X* com d(m, X*) = d(n) é tal que X* € S.

Suponha agora que um VDV X € S para 7 é tal que cc(GZ) > 2. Como X € S, X
nao admite uma transformagao de contragao estrita. Assim, para quaisquer dois valores
Zq,Tp € X com a e b distintos, temos que z, — x, < n.

Seja X' € S um VDV para 7 tal que X' =T, ;(X) para algum 1 < i # j < n, e seja
X" um VDV para 7 tal que X" = T}, ;(X’) para algum 1 < k # [ < n. Como podemos
notar na Figura[d.2] se k = jel =1ientdao X" = X e X" € S. Se k = j (resp. | = 1),
entdo X" =T, ;(X) (resp. X" =T} ;(X)) e X" € 5".

Suponha agora que X € §, X' € §', e X" = T, ;(X') é tal que X" ¢ SUS’. Como
X" g SUS’ entaoi & {k,l} e j & {k,l}, e temos que 2} = z; e x; = x;. Isto significa que,
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como mostrado na Figura[4.2] X" pode ser obtido a partir de quatro transformagoes entre
VDVs de St Ty (X'), Ti;(Y), T;;(Z') e T;y(W'), tal que X' = T;;(X), Y = T;,(X),
Z' =T (X) e W =T, ;(X). Os VDVs X" Y’ Z" e W' estao em S’, e dizemos que eles
sao adjacentes a X".

Como X € Se X" g SUS temos que z; —z; <n, x; —x; <N, T —x; < ne
xp —x; < n, pois, caso contrario, pelo menos um dos VDVs W' X' Y’ e Z' seria gerado a
partir de uma transformagao de contragao e estaria no conjunto .S, e, como consequéncia,
X" e S’ Segue entao que ecn(X"”) > en(X') > en(X).

Vamos supor que para qualquer VDV V' € S’ adjacente a X" temos que d(m, X") <
d(m, V). Usando o Lema [} temos que os valores de cc(GX), cc(GY), cc(GZ') e ce(GW')
devem ser estritamente maiores que 1, pois, caso contrario, d(m, X”) > d(m, V). Esta
observagao implica que os valores de ¢;;(X), cu(X), ¢xj(X) e ¢ (X) s@o todos iguais a 1
(dado que, por defini¢do de transformacao, se X’ = T; ;(X), entdo ¢;;(X’) = ¢;;(X) — 2),
pois, caso contrario, em pelo menos um dos quatro VDVs em S’ adjacentes a X" existe
um valor cruzamento (em valor absoluto) maior que um e, pela Propriedade , o grafo de
permutacao ciclica correspondente teria apenas uma componente conexa.

Consequentemente, podemos concluir que os quatro elementos m;, 7, m, e m estao no
mesmo componente em G . Por esta mesma razao, temos que z;, Ty > 0 e z;, z; < 0, caso
contrario, pelo menos um dos quatro VDVs em S’ teria um valor deslocamento envolvido
na transformagao cujo valor absoluto é maior ou igual a n (lembre que, por defini¢ao de
transformacdo, se X' = T;;(X), entdo x; = z; — n e 2 = x; + n), o que implica pela
Propriedade [2| que este VDV possui um valor de cruzamento com valor absoluto maior
que 1 e, pela Propriedade 4} o grafo de permutacao ciclica deste VDV possui apenas uma
componente conexa.

Vamos argumentar agora que X" nao pode ser um vetor tal que d(m, X”) = d(r).
Note que como ¢;;(X) = cu(X) = ¢5(X) = cu(X) = 1, sabemos, pela Propriedade 3| que
todos os elementos 7, com a € [i..7]U[i..[]U[k..j]U[k..l] devem estar em uma mesma com-
ponente conexa. Suponha, sem perda de generalidade, que i < k e j < [. Na Figura 4.3,
mostramos todas as possiveis configuragoes para estes intervalos, dependendo de suas po-
sicoes relativas. Podemos ver que nos sempre temos: ou um VDV X com apenas uma
componente conexa, e pelo Lemal[l1]temos que d(m, X) < en(X") (Figuras[t.3|(a) e[£.3({)),
ou um VDV X’ obtido de X com apenas uma componente conexa, e pelo Lema |11 temos
que d(m, X') < en(X") (Figuras [1.3((g){4.3(j)). Segue entdo que d(m, X") > d(r). Desta
forma, o VDV X* com d(m, X*) = d(m) satisfaz necessariamente X* € S U S". O

Teorema 3. O problema de Ordenagao de Permutacoes com Sinais por OSCs Ciclicas
admite algoritmo exato em tempo polinomial.

Demonstragao. O Algoritmo [I] apresenta um algoritmo que encontra um VDV X que
minimiza a soma cn(X) + cc™(GX). Dada uma permutagio m, computamos primeiro um
VDV X (linhas do Algoritmo , e entao aplicamos iterativamente transformagoes de
contragoes estritas T; j(x) (linhas até que nao seja possivel.

Seja S o conjunto com todos os VDVs X tal que en(X) = cn(m). Jerrum [33] pro-
vou que (i) quando ndo é mais possivel aplicar uma transformagao de contragao estrita
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Figura 4.2: Fluxo de transformagoes a partir de um VDV X. Note que aplicando uma
segunda transformagao utilizando as mesmas posi¢oes da primeira em ordem reversa re-
sulta novamente em X (veja as transformagoes onde ambos os indices estao em vermelho).
Note também que todo VDV obtido a partir de X (em cinza) pode ser transformado em
dois outros VDVs diferentes (que também podem ser obtidos diretamente de X') quando
utilizamos um dos dois indices da primeira transformacao aplicada em X (veja as trans-
formagoes a partir de VDVs em cinza onde um dos indices esta em vermelho). O VDV X"
pode ser obtido a partir dos quatro VDVs em cinza mas nao diretamente de X. Supondo
que X € S, se todos os VDVs em cinza estao em S’ entdo X” ¢ SUS’. Se um (ou mais)
VDV em cinza também estd em S, entdao temos que X" € 5.

em um VDV X, temos que en(X) = en(n); (ii) para quaisquer VDVs X e X’ tal que
en(X) = en(X') = en(w), podemos obter X a partir de X’ por uma sequéncia de trans-
formagoes de contracao, ou seja, nao precisamos passar por um VDV que esteja fora de S
(conjunto dos VDVs que nao admitem transformagoes de contragao estrita). As proprie-
dades acima foram estabelecidas para VDVs de permutagoes sem sinais, mas como VDV
de permutacoes com sinais também nao levam em conta os sinais dos elementos, temos
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1 i j k | n 1 jJ 1 1 k n
X X/
(a) (f)

1 i k j | n 1 i k_j | n
XY X' =T,;(X°)
(b) (9)

1 ; ] i l'< n 1 i ' |k n
X¢ X’—Ti,J(XC)
(c) (h)

1 ] i ; I'< n 1 i i K n
xd X' =Ty ;(X9)
(d) (i)

1 ] ; I'< i n 1 i ; ' ' n
xe X" =Ty o(X°)
(e) ()

Figura 4.3: As figuras de (a) até (f) representam as seis possiveis configuragdes para um
VDV X € S, as quais chamamos de X%, X? X¢ X% X¢e X/. Para os VDVs X% e X7,
a uniao dos intervalos destacados em cinza contém todos os elementos, logo cc(GX") =
ce(GX f) = 1. Para os VDVs de X° até X, a unido de intervalos ndo necessariamente
possui todos os elementos (veja por exemplo as regides brancas), mas para cada uma
destas configuragoes existe um VDV X’ € S’ obtido a partir de uma transformacao em
X, mostrados nas figuras de (g) até (j), nos quais a unido de intervalos contém todos os
clementos, logo cc(GX') = 1.

que (i) e (ii) também se aplicam nesse contexto.

Pela propriedade (i), temos que X € S (linha[J), e pela propriedade (ii) sabemos que
podemos usar X para gerar os VDVs remanescentes que também estao em S (linhas
18). Se existe um VDV X € S tal que cc(GX) = 1 entao, pelo Lema , temos para
qualquer VDV X' que d(m, X') > d(m, X), logo d(7) = d(m, X) e podemos retornar este
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valor como a distancia de ordenagao (linha . Caso contrario, pelo Lema , o VDV X*
com d(m, X*) = d(r) satisfaz X* € SUS’, onde S’ é o conjunto de todos os VDV obtidos
a partir de uma transformacao T; ;(X), com 1 < i # j <ne X € S (as linhas
geram todos os VDVs de 5').

O conjunto de instrugoes das linhas do Algoritmo [1] ou geram todos os VDVs
de S, ou pelo menos um VDV X' € S tal que cc(GX') = 1. Note que se ele gera
todos os VDVs de S, apenas precisamos gerar o conjunto S’ e encontrar o VDV X*
com d(m, X*) = d(n). Caso contrario, se temos um VDV X’ € S tal que cc(GX') = 1
entdo, pelo Lema , temos que para qualquer outro VDV X* d(m, X*) > d(m, X'), logo
d(m) = d(m, X"). Mostraremos por contradigao que o Algoritmo [l| sempre se encaixa em
uma das duas situagoes.

Suponha que as instrugoes das linhas nao geram todos os VDVs de S e que,
dentre todos os VDVs X que foram gerados, temos cc(G2) > 1. Temos os seguintes fatos:

e Como para qualquer X € S é verdade que cc(GX) > 1, temos, pela Propriedade ,
que ¢;;(X) € {—1,0,+1}, com 1 <i# j <n.

e Para um VDV X' tal que X' =T, ,;(X) com X € S, se X' € S, entdo cn(X') =
cn(X), o que implica, pela Propriedade (1, que z; — z; = n.

e Como para qualquer X € S, max,ex{zr} — mingex{z} < n, se temos z; —z; =ne
T, —x;=ncomi#kej#l, entdo x; = 5 = max{X} e x; = x; = min{ X} (pois,
caso contrario, temos que x; —x; > n ou Ty — T; > n).

e Note que, por definicdo de valor deslocamento, zy = Y ., c(X). Como, para
qualquer X € S, temos que ¢ (X) € {—1,0,+1}, segue, por definigao de grafo de
permutagao ciclica, que m; (resp. 7;) estd localizado em uma componente conexa
com pelo menos |z;| + 1 (resp. |z;| + 1) elementos em G=X. Se x; — z; = n entdo m;
e m; devem estar na mesma componente, pois caso contrario G5 teria pelo menos
|z;| + |z + 2 > n vértices. Além disso, esta componente conexa possui pelo menos
max{|z;|,|z;|} +1 > § 4 1 vértices. Pela mesma razao, se temos mais de um par
distinto de elementos m;, 7; tal que x; — x; = n, entao todos estes pares devem estar
na mesma componente.

Suponha agora que temos um VDV X" tal que cn(X”) = en(m) (o que implica que
X" € S), e suponha que X” ndo pode ser obtido através de uma transformagao de
contracao em X (ou seja, o Algoritmo (1] ndo gera X”). Vamos mostrar agora que se X”
requer pelo menos duas transformacoes de contracao, entao X admite uma transformacao
de contragao utilizando apenas indices da primeira e segunda transformacao tal que o
VDYV resultante X™* possui apenas uma componente conexa e, pelo Lema X* é o vetor
que possui d(m, X*) = d(r).

Vamos assumir entdao, sem perda de generalidade, que X" = T}, (7} ;(X)), onde T} ; e
Ty, sao duas transformacoes de contragao distintas (ou seja, x; — x; = z — ; = n com
i #1lej#k). De modo similar como explicado na prova do Lema , isto significa que
o VDV X" pode ser alcangado por quatro pares distintos de transformagoes (sejam eles
Ty (T (X)), T (Ti (X)), T50(Ty,;(X)) e T; j (T (X))). Entretanto, pela Propriedade
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e utilizando os fatos apresentados acima, podemos concluir que x; = x;, = max,ex{z}
e r; = x; = mingex{z}. Logo, estes quatro VDV intermediarios entre X e X” também
estao em S, dado que estas transformagoes sao de contragao.

Como estes quatro vetores sao gerados pelo Algoritmo [I] e estdao em S, e como, para
qualquer X € S, nés assumimos que cc(G2X) > 1, temos, pela Propriedade , que ¢;;(X) =
ci(X) = ex;(X) = cu(X) = 1. Agora podemos utilizar novamente a Figura para
mostrar que, com as propriedades acima, e nao importando a ordem na qual os elementos
T, Tj, T) € T; aparecem, sempre temos pelo menos um VDV X’ € S que pode ser obtido
a partir de X com apenas uma transformacao de contracao tal que cc(Gf/) = 1, uma
contradi¢do com o fato de que S nao possui um VDV X’ tal que cc(GX') = 1.

Segue entao que o Algoritmo [I] ou gera todos os VDVs X € S ou gera pelo menos um
VDV X’ € S tal que cc(GX) = 1.

O Algoritmo [I]apresenta o procedimento mencionado acima, que consiste em encontrar
um VDV X que minimiza cn(X) + cc™(GY), sendo este valor a distancia de interesse.
Vamos fazer uma analise computacional da complexidade do Algoritmo [I}

O lago nas linhas[I}j2] a linha [3]e o lago nas linhas f}f7] executam em tempo linear cada.
A linha [§) utiliza tempo de execucio O(n?) para computar cn(X) mais O(|V(GX)| +
|E(X))]) = O(n?) para computar cc™ (GX'), resultando entdo em um tempo de execucio
de O(n?). A linha |§| executa em tempo linear. O lago nas linhas utiliza tempo de
execucao O(n?): ele itera O(n?) vezes e a linha [12| utiliza tempo de execucao O(n?). O
laco nas linhas utiliza O(n®): ele itera O(n?) vezes e a linha 22| executa em tempo
O(n?). Assim, a complexidade de tempo do algoritmo ¢ O(n®).

Um exemplo onde o Algoritmo [1{nao gera todos os VDVs em S é dado na Figura 4.4, e
um exemplo onde o Algoritmo [1] gera todos os VDVs em SU S’ ¢ dado na Figura[d.5, [

O Teorema |3| mostra que computar o tamanho de uma sequéncia de ordenac¢ao mi-
nima para permutacoes lineares com sinais utilizando OSCs ciclicas pode ser realizado
em tempo polinomial. A partir deste resultado, é possivel derivar um algoritmo de tempo
polinomial para ordenar permutagoes circulares com sinais por OSCs de maneira 6tima:
basta cortar a permutacao circular (onde existem n possiveis cortes), e decidir qual ex-
tremidade seré a esquerda e qual sera a direita (dois casos possiveis). Apos realizar este
procedimento, temos uma permutacao linear com sinais, que pode ser ordenada utilizando
OSCs ciclicas conforme o Algoritmo [I} A distancia de ordenagao sera o menor valor ob-
tido pelo Algoritmo [1| dentre as 2n representacoes lineares possiveis obtidas. Deste modo,
temos o seguinte resultado.

Teorema 4. O problema de Ordenacao de Permutagoes Clirculares com Sinais por OSCs
admite algoritmo exato em tempo polinomial.
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Algoritmo 1: Computando a distancia de ordenacao de permutacoes lineares com
sinais por OSCs ciclicas

Dados: uma permutacao linear com sinais 7.
Resultado: o tamanho da menor sequéncia de ordenacao para 7 utilizando OSCs

ciclicas.
1 parai =1 até n faga > Compute um VDV X para 7
2 | @ |m| =i
3 X « (x1,29,...,2,)
4 enquanto maxXpc(i.,(Tp) — Minyep. n)(xp) > n faga
5 Seja i, j tal que x; = maxper.n)(2p) € ¥ = minyep ) (2,)
6 Ti<— T;i—MN
7 TjT;+n
8 d <« cn(X) + cc™ (GX)
9 S+ {X}
10 para cada pari,j faga > Gerando os vetores X € S
11 X* T, ;(X)
12 d' < cen(X*) + cc™ (GXT)
13 se cn(X*) = cn(X) entao
14 se d < d entao
15 d<+d
16 se cc(GX") = 1 entao
17 retorna d
18 S+ SuU{X*}
19 para cada X € S faga > Gerando os vetores X' € 5’
20 para cada par i, j faca
21 X' T ,(X)
22 d + en(X') + cc (GX)
23 se d' < d entao
24 ‘ d <+ d

25 retorna d
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-

GX', com X! = (3,3,0,—3,—3,0) GX', com X4 = (—3,3,0,3,-3,0)

(a) (d)

GX’, com X5 = (—3,3,0,-3,3,0)

GX*, com X3 = (3,-3,0,-3,3,0) GX°, com X6 = (=3,-3,0,3,3,0)

(c) (f)

Figura 4.4: As figuras de (a) até (f) mostram os grafos de permutacao ciclica para os
seis possiveis VDVs para m = (+4 +5 +3 +1 —2 —6) cujo ntmero de cruzamentos é
minimo (ou seja, cn(X') = cn(w) = 8 com i € [1..6]). Note que, por defini¢ao, estes
VDVs estao em S, mas o Algoritmo [1| nao gera todos eles. Por exemplo, se o algoritmo
comega S (na linha [9) com X!, ele ndo ird gerar (no lago das linhas X6 dado
que este VDV requer duas transformagoes a partir de X! para ser gerado (note que eles
diferem em exatamente quatro valores deslocamento). Como provado no Teorema como
o Algoritmo [I|nao é capaz de gerar todos os VDVs de S, entao existe pelo menos um VDV
gerado no caminho entre X! e X% com apenas uma componente conexa (neste exemplo, os
quatro VDVs intermediarios X2, X3, X* e X® que sao gerados pelo Algoritmo |1|satisfazem
esta condigao).
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G,rXS, com X3 = (0,0, -5,0,0,0,0,-5,0,0,0, 10,0,0)
(c)

Figura 4.5: Dada a permutagao com sinais 7 = (=1 —2 +12 —4 —5 —6 —7 +3 49
+10 +11 +8 —13 —14), as figuras (a) e (b) mostram o grafo de permutacao ciclica para
os dois VDVs com valor de cruzamentos minimo (ou seja, cn(X?') = cn(X?) = cn(n) =
16), logo { X!, X?} € S. Note que X? (resp. X') pode ser obtido através de X! (resp. X?)
aplicando a transformacao T3 g(X!) (resp. Tz 3(X?)). Logo, o Algoritmo [1|iréd gerar ambos
os VDVs, comecando tanto por X' ou por X2. Note que cc™ (GX') = ¢ (GX') = 4, logo
d(m, X') =d(7, X?) =16 + 4 = 20. Em (c) temos o VDV X? com cn(X?) = 18 > cn(r),
entdo X ¢ S, mas X? € S’ dado que X? = Ty 15(X") = Th12(X?). Veja que cc (GX°) =
0, logo d(m, X3) = 18. Dentre todos os VDVs em SUS’, X3 ¢ de fato o VDV que minimiza
a soma e segue que d(w) = d(m, X3) = 18.
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4.4.4 Gerando uma Sequéncia de Ordenacao de Tamanho Minimo

Note que o Algoritmo [I] retorna apenas o tamanho de uma sequéncia de ordenacao de
tamanho minimo, nao uma sequéncia de fato. Entretanto, é possivel gerar uma sequéncia
com a ajuda do grafo de permutagao ciclica G=X, onde 7 ¢ a permutagao linear com sinais
dada como entrada e X ¢ o VDV tal que d(m, X') = d(w). Para isto, nés removemos iterati-
vamente cada aresta de GX aplicando um swap em dois elementos adjacentes que possuem
uma aresta entre si, e escolhendo entre aplicar uma 2-reversao ou uma 2-transposicao de
modo que o niimero de componentes conexas fmpares nao aumente, conforme mostrado
no Lema . Quando G nao possui mais arestas, basta aplicar cc™ (G2 ) 1-reversoes nos
elementos negativos restantes.

4.5 Conclusoes

Neste capitulo apresentamos um algoritmo exato em tempo polinomial para ordenar per-
mutagoes circulares com sinais por OSCs. Esta solucao fecha uma lacuna existente na
literatura com relacao ao uso de OSCs para ordenar permutagoes com e sem sinais, tanto
lineares quanto circulares.
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Capitulo 5

Ordenacao de Permutacoes por
Operacoes Intergénicas Super Curtas

Neste capitulo vamos apresentar os resultados para a Ordenacao de Permutagoes cujos
modelos consideram operagoes intergénicas super curtas para transformar (7, 7) em (¢, ).
Comecaremos com algumas definigoes béasicas e uma nova estrutura em grafo que seréa
utilizada no decorrer do capitulo e, em seguida, apresentamos cinco algoritmos de apro-
ximacgao, sendo trés deles para instancias onde a permutacao nao possui sinais, para os
modelos (i) reversoes super curtas, (ii) transposigdes super curtas e (iii) reversoes super
curtas e transposicoes super curtas, e os demais para instancias onde a permutagao possui
sinais, para os modelos (iv) reversoes super curtas e (v) reversoes super curtas e transpo-
si¢oes super curtas. Os resultados deste capitulo foram publicados na revista Algorithms
for Molecular Biology |51].

5.1 Conceitos e Notacoes

Dada uma insténcia (m, 7, ) tal que 7 possui n elementos, e 7 e { possuem m = n + 1
elementos cada, denotamos por A;(7,7) = 7; — I; o desbalango entre as i-ésimas regioes
intergénicas de 7 e 7, com 1 < i < m.

Além disso, denotamos por S;(7,7) = S37_, Ai(#, 1) a soma cumulativa de desbalangos
das regioes intergénicas de 7 e [ localizadas entre as posicoes 1 e j, com 1 < 7 < m. Como
temos que " 7 = > o0 I, entdo Sy, (7, 1) = 0.

O Grafo Intergénico, denotado por I(m,7,7) = (V, E), é tal que o conjunto V' possui
dois tipos de vértices: vértices intergénicos (um para cada 7; € 7), e vértices de permu-
tagdo (um para cada m; da representacao estendida de 7). O conjunto £ é composto por
arestas de inversdo: uma aresta e = {7;, T;12} € F se existe um j # ¢ tal que (m;, 7;) ou
(mj, mip1) € uma inversao, com 1 <i<n—-lel <j<n.

Dividimos os vértices de um grafo intergénico I(m, 7, ) em blocos. Um bloco sempre
comega e termina com vértices de permutacao. Além disso, o primeiro bloco comeca
com o vértice de permutagao 7y, e o ultimo bloco termina com o vértice de permutagao
Tne1. Blocos consecutivos compartilham exatamente um vértice de permutagao, ou seja,
o ultimo vértice de permutacao m; de um bloco é o primeiro vértice de permutacao do
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bloco adjacente a direita. Por fim, a soma das regioes intergénicas de 7 em um bloco deve
ser igual a soma das regides intergénicas correspondentes (ou seja, nas mesmas posigoes)
em £[.

Se um bloco 6 comeca com o vértice de permutacao m; e termina com o vértice de
permutacao m;, com ¢ < j, entao 7, € 6 para i < k < jem, € 6 parat < k < j. Além
disso, quaisquer dois vértices intergénicos que possuem uma aresta de inversao entre si
devem pertencer ao mesmo bloco. Desta forma, se 6 termina com o vértice m;, entao
e = {7, Tjr2} & E.

A ideia é que os blocos dividem I(m, 7, ) em problemas menores, sendo possivel fazer
uma redistribuigao de elementos e regides intergénicas apenas dentro de cada bloco (ou
seja, sem necessidade de trocar regides intergénicas entre dois blocos diferentes). Isto
requer que qualquer bloco 6 comecando em 7; e terminando em 7; tenha obrigatoriamente
Z?ﬂ:i—&-l T — ik = 0.

Formalmente, dado um grafo intergénico I(m, 7, ), um bloco 6 ¢ um conjunto minimal
de veértices de V' no qual: (i) se 6 nao é o primeiro bloco e, por consequéncia comega
com o vértice de permutagao m; para um ¢ > 0 qualquer, entdao S;(7,7) = 0; (ii) se
e = {7, Tisa} € E e 7; € 6, entdo 712 € 6 e vice-versa, para qualquer 1 < i < n—1; (iii)
se {7;,7;} € 6 com i < j, entdo {m;_1,7,;} € 6 e para qualquer i < k < j {7y, mx} € 6; e
(iv) Zk\ﬁ-keﬁﬁk — i = 0.

Um bloco com apenas um vértice intergénico é dito trivial, e ele ¢ dito nao trivial caso
contrario. O numero de vértices intergénicos em um bloco 6 é denotado por 6,.. Um bloco
6 & dito impar caso 6, seja impar, e é dito par caso contrario. O ntimero de blocos em um
grafo intergénico ¢ denotado por B(I(m,7,7)), e o nimero de blocos impares (resp. pares)
¢ denotado por B;(I(m,7,r)) (resp. B,(I(m, 7, 1))). A Figura|s.1|mostra trés exemplos de
grafos intergénicos.

Note que a definicao de blocos nao leva em consideragao se a permutagao possui
sinais ou nao. Assim, vamos apresentar lemas que podem ser aplicados em instancias que
possuem ou nao sinais. Os préximos dois lemas analisam o impacto no numero de blocos
de um grafo intergénico ao aplicar operagoes super curtas.

Lema 13. Seja (7', 7') 0 genoma resultante apds a aplicagao de uma 1-reversao em (m, 7).
Temos que B(I(7',7',1)) < B(I(mw,7,1)) + 1.

Demonstracao. Uma 1-reversao p&l;)
com 1 < ¢ < n. Além disso, como l-reversdes nao criam nem removem inversoes, oS

¢é aplicada sobre as regioes intergénicas 7; e 7;11,
grafos intergénicos I (7', 7’,7) = (V' E’) e I(m,7,) = (V, E) possuem 0 mesmo namero
de arestas.

Se; € 6 emy1 & 6, entao esta 1-reversao € aplicada sobre vértices intergénicos de dois
blocos distintos, o que significa que 7; é o dltimo vértice intergénico de 6 e, por definicao,
Si(7,7) = 0. Se z +y # 7;, temos que B(I (7', 7', 7)) = B(I(m, 7, 1)) — 1, como mostrado
na Figura[5.2(a).

Considere agora que 7;, ;41 € 6. Se i <mn e {7}, 7} o} € E',oui > 1e {7m_, 7} €
E', entao B(I(n',7',1)) = B(I(m,7,i)). Caso contrario, temos dois casos para conside-
rar: B(I(n',7',0)) = B(I(m,7,1)), se S;(7',7) # 0 (como mostrado na Figura [5.2(b)); e
B (n', 7', 1)) =B (m,7,0)) + 1 se S;(7’,7) =0 (como mostrado na Figura|5.2(c)). O
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Figura 5.1: Trés grafos intergénicos I( 7,0), (7', 7', 0) e I( i,l),comm = (3124
576), 7 = (15,6,4,12,8,13,9,2), = (1 324576), 7 =(10,6,9,12,8,13,9,2),

=(1234567)ei=(10,15,8,7,5,9,13,2). Os quadrados pretos representam os
vértices intergénicos, e o numero dentro de cada quadrado representa seu tamanho. Os
nameros entre dois quadrados (e nas extremidades) representam vértices de permutagao.
Os retangulos arredondados em azul representam blocos. Em (a) existem trés arestas
de inversao no grafo I(m,7,i), e temos que B(I(m,7,i)) = B;(I(m,7,)) = 2 dado que
existem cinco vértices intergénicos em 6; e trés vértices intergénicos em 6. Em (a) também
listamos todos os valores para 7; — 7; e A;(7,7), com 1 <4 < 8. A instancia (7', 7’,7) ¢
tal que (7', 7) = (m,7) PE;Z;
um bloco a mais, e a aresta e; foi removida. Em (¢) podemos ver que quando estamos na
instancia final (¢,7,7) o nimero de blocos é igual ao nimero de regides intergénicas de I

(ou seja, B(I(¢,i,0)) =n+1=238).

Temos em (b) que, comparado com (a), I(n’,7’, ) possui

o genoma resultante apos a aplicagao de uma 2-reversao ou uma

Lema 14. Seja (7', 7)
m,7). Temos que B(I(7', 7', 1)) < B(I(rm, 7, 1)) + 2.

2-transposi¢ao em (

Demonstracao. Se uma 2-reversao ou 2-transposicao é aplicada sobre vértices m; e ;14
de dois blocos diferentes de I(m,7,7), entdo necessariamente criamos uma nova inversao,
e o grafo intergénico da instancia I(7', 7, 1) é tal que ou B(I(n', 7', 1)) = B(I(m, 7, 1)) — 2
(conforme mostrado na Figura [.3|(a)) ou B(I(x',#,1)) = B(I(w,#,7)) — 1 (conforme
mostrado na Figura [5.3|b))

Considere agora que esta operagao super curta é aplicada sobre vértices m; e ;1 de um
mesmo bloco de I(m,7,7),com 1 <i<n—1. Seo grafo intergénico I(n', 7', 7) = (V', E')
possul {7}, 7 .} € E', entdo B(I(n',7',1)) = B(I(n,7,)). Caso contrario, temos trés
casos a considerar:

1. B(I(n',7",0)) = B(I(m,7,7)), se S;(7',0) # 0 e Sip1(7',0) # 0 (como mostra a
Figura [5.3|(c));
2. BI(n', 7', 0)) =B(I(m,7,L)) +1seouS;(n,0) =0 ou S (7, 0) =0 (como mostra

)
a Flgura 6.3(d));
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Figura 5.2: Exemplos de grafos intergénicos para as possiveis modificagoes no valor de
B(I(n', 7', 7)) com relacao a B(I(m, 7,i)), onde (n',7’) é o genoma resultante apds a
aplicacdo de uma 1-reversao em (7, 7). Quando a l-reversao é aplicada sobre vértices
intergénicos de dois blocos distintos e 7} # 7;, temos que B(I (7', 7', 1)) = B(I (7, 7, 1)) —1,
como mostrado em (a). Caso contrario, temos que B(I (7', 7',7)) = B(I (7,7, 7)) + ¢, com

¢ € {0, 1}, como mostrado em (b) e (c).

3. B(I(n', 7', 1)) = B(I(m,7,0)) + 2 se S;(n',0) =0 e Siy1(7',0) = 0 (como mostra a
Figura [5.3|(e)). O

O lema a seguir nos ajudard posteriormente a lidar com blocos que nao possuem
arestas.

Lema 15. Se um bloco nao trivial 6 de um grafo intergénico I(m, 7, [) ndo possui arestas,

entiao sempre podemos aplicar uma 1-reversao em (mw, ) que quebra 6 em dois blocos 6 e
6" tal que 6] + 6! = 6,.

Demonstragao. Seja p; o indice em 7 do i-ésimo vértice intergénico dentro do bloco 6. O
ultimo vértice intergénico de 6 € a representacao da regiao intergénica localizada na posi¢ao
ps, de 7. Pela definicao de bloco, e como 6 nao possui arestas, para qualquer p; < 7 < p;,
temos que S;(7,7) # 0. Note que, como 6, > 1, temos que S,, (7,7) = A, (7,7) # 0.

Se S, (m,7) > 0, seja p; = p; e seja k o indice do elemento de 7 cujo vértice de

permutacao correspondente estd a direita do vértice intergénico 7,,. Aplique a reversao
(k,k) Y Yy
P 0) & (m,7) gerando (7', 7).
Caso contrario, temos que Sy, (7, £) < 0 e precisamos encontrar dois vértices intergéni-

oS Ty, € Tp,,, para 1 < i < 6, tal que Sy, (7,7) <0e S, (7,7) > 0. Como, por defini¢ao

Pit+1
de bloco, S, (7,7) = 0, este par sempre existe. Seja & o indice do elemento de 7 cujo

vértice de permutagao correspondente esta a direita do vértice intergénico 7,,. Aplique a

reversao pg k) s, (rpy @ (m,7) gerando (7', 7).

Em ambos os casos, a instancia (7', 7',7) possui (i) Sp,(7',7) = 0; (ii) Sp,,, (7', 1) =
Spia (7, 0) + S, (7, 0); e (iii) para qualquer i +2 < j < 6, temos que S, (7', 1) = Sy, (7, 1),

<
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Figura 5.3: Exemplos de grafos intergénicos para as possiveis modificagoes no valor de
B(I(n', 7', 7)) com relagdo a B(I(m, 7)) onde (7', 7') ¢ o genoma resultante apos a apli-
cacdo de uma 2-reversao ou 2-transposi¢ao em (7, 7). Quando a operagao intergénica é
aplicada sobre vértices intergénicos de dois blocos distintos ao mesmo tempo, temos que
B (n', 7', 70)) < @([(W 7,0)), como mostrado em (a) e (b). Caso contréario, temos que
B (m,7,0)) < B (n',7,7)) < B(I(m,7,i)) + 2, como mostrado em (c), (d) e (e).

o que indica que, assim como antes, todos os vértices intergénicos de %LH L até ), devem
or
pertencer ao mesmo bloco.
Esta 1-reversao quebra 6 em dois blocos: 6’ com todos os vértices intergénicos entre as

posigoes p; até p;, e 6” com todos os vértices intergénicos entre as posigoes p; 41 to ps,. O

Vamos agora verificar como as 2-transposi¢oes quebram blocos nao triviais de um grafo
intergénico I(m,7,1).

Lema 16. Se um bloco 6 de um grafo intergénico I(mw, 7w, i) com 6, > 2 (resp. 6, = 2) nao
possui arestas, entao podemos aplicar duas 2-transposicoes que quebram 6 em trés blocos
6, 6" e 6" tais que 6. + 6/ + 6" = 6, (resp. dois blocos 6’ e 6" tal que 6. = 6" =1).

Demonstracao. Note que qualquer 2-transposi¢ao ird aumentar ou diminuir o nimero de
inversoes em uma unidade. Pelo Lema [14] uma 2-transposicao que remove uma inversao
pode aumentar o nimero de blocos em até duas unidades, e uma 2-transposi¢ao que cria
uma inversao nao pode aumentar o nimero de blocos. Como nao existem inversoes em
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6, para cada 2-transposicao que remove uma inversao de 6 temos uma 2-transposicao
aplicada anteriormente criando aquele par de inversao.

Agora explicamos como aumentar o ntimero de blocos em duas unidades quando 6, > 3.
Seja p; o indice em 7 do i-ésimo vértice intergénico dentro do bloco 6. Se nao existe

um vértice intergénico 7; dentro de 6 no qual a soma cumulativa é negativa, aplique a
(p1,p2,p3)

(z,9,0)
aplique a transposiio o7 5

com 7p,, 6" com 7,, e 6" com os vértices intergénicos restantes de 6. Note que 6" e 6" sdo

transposicao p onde x = min{i,, + ip,, Tp, } € Y = Tp, + ip, + Ip, — . Feito isso,

Estas duas 2-transposi¢oes quebram 6 em trés blocos: 6’

blocos impares, e 6 possui a mesma paridade de 6.
Caso contrario, podemos encontrar um par de vértices intergénicos consecutivos 7,. e
) Di

Ty, de 6 tal que Sy, (7,7) < 0e S, (7,0) >0, e como Sy, (7,7) = 0, este par sempre

Pi+1
existe.
Se 6, ou p; ¢ par, aplique a transposicao pgi ;1050 iPie1) gal que ¥ = Tpy €Y = Tp, +
SRR : c o~ (Pi—1,PiPi+1) Iy r_ v
Spi—1(7, 1), seguida da transposicio p/ ) tal que 2/ =1, , ey =i,

(pi yPi+1,Pi+2
(z,y,0)

) Iy Iy
tal que 2’ =1, ey =10, .

Se 6, e p; sao impares, aplique a transposicao p ) tal que T = T, €Y =

(Pi—1,Pi»Pit+1
(@,0,y')
Estas duas transposi¢oes quebram 6 em trés blocos, entao se 6, é par, ele é transfor-

Tpers + Spi(T, 1), seguida da transposigao p

mado em dois blocos impares e um bloco par (dado que o bloco do meio é trivial e impar
um dos blocos remanescentes deve ser impar também). Se 6 é impar, ele ¢ transformado

em trés blocos impares devido a escolha da posigao definida acima.

(p1—1,p1,P2
(,y,0)

talque 2’ = v ey =1,. Se b, =2ep; =1, aplicamos

Se 6, =2 e p; > 1, aplicamos a transposi¢ao p ) tal que T = Tp, 1 €Y = Tp,,

: g 717 )
seguida da transposicao pg o y,zsl p2)
(p1,p2,p2+1) . <~ (p1,p2,p2+1)
g seguida da transposicao p;.

(7rp1 707(.)) g L. p g p(Lpl 7070)
transformam 6 em dois blocos triviais. O

a transposicao p . Estas duas transposicoes

Nas sec¢oes a seguir, exploramos cinco problemas que utilizam operagoes intergénicas
super curtas, a saber:

e Ordenacao de Permutagoes sem Sinais por Reversoes Intergénicas Super Curtas

(SbSSR);

e Ordenacao de Permutagoes sem Sinais por Transposicoes Intergénicas Super Curtas
(SbSST);

e Ordenacao de Permutagoes sem Sinais por Reversoes Intergénicas Super Curtas e
Transposigoes Intergénicas Super Curtas (SbSSO);

e Ordenacao de Permutagoes com Sinais por Reversoes Intergénicas Super Curtas

(SbSigSSR);

e Ordenacao de Permutacoes com Sinais por Reversoes Intergénicas Super Curtas e
Transposi¢oes Intergénicas Super Curtas (SbSigSSO).

A Tabela 5.1l sumariza nossos resultados considerando:

e permutagoes gerais (PG);
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e permutagoes com pelo menos n inversoes (11P);
e permutagoes com pelo menos 2n inversées (2IP);

e permutagoes com pelo menos nf inversoes, em que ¢ > 1 (/IP).

Tabela 5.1: Sumario dos fatores de aproximagao dos algoritmos considerando operagoes
intergénicas super curtas apresentadas neste capitulo.

Problema PG 11P 2IP (1P
SbSSR 3 2 1.5 1+ 7
SbSST 3 2 1.5 1+ ¢
SbSSO 3 2 1.5 1+ 4

SbSigSSR 5 3 2 1+2

SbSigSSO 5 3 2 1+2

5.2 Ordenacao de Permutacoes sem Sinais por Rever-
soes Intergénicas Super Curtas (SbSSR)

Vamos investigar a versao do problema quando apenas reversoes intergénicas super curtas
(ou seja, 1-reversoes e 2-reversoes) sdo permitidas para transformar (7, 7) em (¢, ), onde
7 é uma permutacao sem sinais.

Seja S;(7,1) = Z?jllz (mod 2)=1 Di(7, ) a soma cumulativa dos desbalancos de regides
intergénicas de 7 e I localizadas em posigoes impares apenas. Utilizando os Lemas [13]
e [I5], mostramos nos proximos dois lemas limitantes inferiores e superiores no nimero de
reversoes intergénicas super curtas necessarias para transformar (7, 7) em (¢, ).

Lema 17. Seja (w, 7, 1) uma instdncia onde T e I possuem m regides intergénicas cada, T
¢ uma permutagdo sem sinais, e seja @ = 0 se S;(7,0) =0 e p =1 caso contrdrio. Temos
que d, (7,7, 1) > max{w, inv(m) + ¢}
Demonstracao. Para ordenar m, precisamos remover todas as inversoes e, como uma 2-
reversao pode remover apenas uma inversao, temos que d,(m, 7, 7) > inv(r). Além disso,
como 2-reversoes permutam tamanhos de regioes de mesma paridade apenas, temos que
d.(m,7, 1) > inv(m) + ¢, onde ¢ = 1 se S;(7, 1) # 0 (neste caso serd necesséario aplicar
pelo menos uma 1-reversao para permutar os tamanhos entre duas regioes intergénicas
consecutivas, tais que a paridade de uma seja diferente da paridade da outra), e p = 0
caso contrario.

Por outro lado, pelos lemas [I3] e [14], ¢ possivel aumentar o namero de blocos em no
méaximo duas unidades a cada reversao super curta. Assim, para gerar os m blocos de

m—B(I(m,x,7))
2

(¢, 1) precisamos de pelo menos reversoes super curtas. O
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Lema 18. Seja (m,7,1) uma instancia onde T e I possuem m regides intergénicas cada,
e m € uma permutagao sem sinais. Temos que d.(m,7,7) < inv(w) +m — B(I(m, 7, 7)).

Demonstra¢ao. Note que enquanto m # ¢, m possui pelo menos um par de elementos
consecutivos (m;, T;41) que é uma inversao. Suponha que primeiro removemos todas as
inversdes de m utilizando inv(mw) 2-reversdes do tipo pg;:z)l ), ou seja, sem modificar 7.
Se (n',7') ¢ o genoma resultante, entdo sabemos que 7’ = ¢ e @ = 7. Note que o
namero de blocos em I(7/, 7', 7) ndo pode ser menor que B(I (7,7, 1)), dado que qualquer
2-reversao que remove uma inversao deve ser aplicada dentro de um bloco. Pelo Lema [I5]

m—B((n',7,1)) < m—B(I(m, 7)) l-reversdes sao suficientes para obter m blocos. [

Utilizando os lemas [17] e [I8 mostramos que existe um algoritmo de 3-aproximagao
para este problema.

Teorema 5. Seja (7,7, 1) uma instdncia onde T e I possuem m regides intergénicas cada,
e ™ € uma permutagao sem sinais. O valor de d.(m,7, 1) é 3-aproximduvel.

Demonstragao. Seja k = B(I(m,7,10)), e seja ¢ = 0, se Si(7,7) = 0, ou ¢ = 1 caso
contrario. Se mT’k > inv(m) + ¢ entdo, pelo Lema temos que d.(m, 7, 1) > mT’k, e,
pelo Lema (18 d.(m,%,0) < m —k + inv(7) < m — k + < 3k Caso contrario,
ok < inv(m) 4+ ¢, entdo m —k < 2inv(m) + 2. Pelo Lema dr(ﬂ',ﬂ'7 ) >inv(m)+p, e,

pelo Lema (18] d,(m, 7, 7) < m — k + inv(r) < 2inv(r) + 2p + inv(w) < 3inv(r) +2p. O

O Algoritmo [2] transforma (7, 7) em (¢,7) (onde 7 é uma permutagdo sem sinais)
utilizando reversoes intergénicas super curtas, e possui um fator de aproximacao igual
a 3. Computar S;(7,7) e B(I(m, 7, 7)) custa tempo O(n) e a atualizagdo de ambos ocorre
em tempo constante. Podemos computar inv(m) em tempo O(ny/logn) |17]. Os lagos nas
linhas 5 e 15 iteram O(n?) vezes. Assim, a complexidade total do Algoritmo [2/¢ O(n?).

Vamos denotar por 9, o conjunto de todas as permutagoes m de tamanho n e vamos
denotar por 9, ; o nimero de todas as permutagoes 7 em S, tal que inv(m) < k. Paran =
12, existem 762.007 permutacoes em ;3 12, 0 que corresponde a 0.16% das 12! permutacoes
de 012, e paran > 12 o nimero de permutagoes em 0, , nunca corresponde a mais de 0.05%
das n! permutagoes em 6, [37]. Além disso, para n > 18, o ntumero de permutagoes em
dn,2n nunca corresponde a mais de 0.03% das n! permutagoes em 0, [37].

O Algoritmo [2| possui um fator de aproximagao melhor quando o niimero de inversoes
é pelo menos n, como explicado no teorema a seguir.

Teorema 6. Seja (m,7,1) uma instincia onde T e I possuem m regioes intergénicas cada,
e ™ é uma permutacdo sem sinais. Se inv(m) > n, o Algoritmo @ possui um fator de
aprozimagao de (1+ ), onde { = m”(”) > 1.

Demonstragao. Seja k = B(I(m, 7, 1)), e seja ¢ = 0 se S;(7,0) = 0 ou ¢ = 1, caso

contrario. Suponha agora que inv(r) = nf para algum ¢ > 1. Como mT_k < n, pelo

Lema , temos que d,.(m,7,7) > nf. O Algoritmo [2{aplica nl 2-reversoes e até m —k < n
l-reversoes, o que resulta em nao mais de nf +n — 1 < n(¢ + 1) reversoes intergénicas
super curtas. ]
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Algoritmo 2: Uma 3-aproximacao para a Ordenagao de Permutagoes sem Sinais
por Reversoes Intergénicas Super Curtas.
Dados: uma instancia (7, 7,7) tal que 7 é uma permutacdo sem sinais.
Resultado: uma sequéncia de reversoes intergénicas super curtas py, ps, ..., p, tal
que (7,7) - pr-pa- ... py = (1,0).

1 741

2 (< inv(m)

3 Compute S;(7, 1)

4 k<« B((m,7,1))

> Remova as inversdes de 7 utilizando ¢ 2-reversdes aplicadas sempre

no mesmo bloco. Como uma heuristica, sempre tentamos fazer com
que S;(7,f) =0, o que pode aumentar o nimero de blocos.

5 enquanto eziste um par (m;, Ti11) € T que € uma inversao faga

6 se S;(7,7) > 0 entao

7 aux <+ max{0,7; — S;(7, 1)}
8 op <— PEZ;?O))

9 senao

10 aux < min{7; o, —S;(7, 1)}
11 op <— PE::ZBL«)

12 pj < op

13 j—J+1

14 (m,7) < (m,7) - op

> Neste ponto, temos que inv(m) =0 e podemos quebrar todo bloco n&o
trivial em blocos triviais utilizando no médximo m—k 1l-reversdes.
15 enquanto (7, 7) # (1,7) faga
16 op < uma l-reversao garantida pelo Lema
17 pj < op
18 j—g+1
19 (m,70) < (m,7) - op
20 retorna (pi, pa, ..., pj—1)

(S}

Corolario 3. Seja (7, 7,1) uma instdncia onde T e I possuem m regides intergénicas cada,
e ™ € uma permutag¢do sem sinais. Se inv(w) > n (resp. inv(m) > 2n), o Algoritmo [J
possui fator de aprozimacao igual a 2 (resp. 1.5).

5.3 Ordenacao de Permutacoes sem Sinais por Trans-
posigoes Intergénicas Super Curtas (SbSST)

Vamos agora analisar a versao do problema em que apenas transposicoes super curtas sao
permitidas para transformar (7, 7) em (¢, ), onde 7 é uma permutagao sem sinais.

O lema a seguir mostra o ntmero de transposi¢oes necessarias para transformar (7, 7)
em (¢,7) quando inv(mw) = 0.

Lema 19. Seja (7,7, 1) uma instdncia onde T e I possuem m regides intergénicas cada, e
7 € uma permutagao sem sinais. Seinv(mw) = 0, temos que dy(w, 7, 1) = m—B(I (7w, 7, 1))+
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By (I(m,7,7)).

Demonstra¢ao. Se uma 2-transposicao aplicada a um bloco 6 de I(w,7,7) aumenta o
nimero de blocos em duas unidades, podemos assumir pela prova do Lema |16| que o bloco
6 ¢ transformado em trés blocos 6', 6”7, 6" tais que dois deles sao impares e o terceiro
possui a mesma paridade de 6.

Se um bloco 6 é fmpar, podemos sempre aumentar o nimero de blocos em duas
unidades a partir deste bloco, terminando com um bloco trivial. Entretanto, se 6 é par,
em algum momento teremos que aumentar o nimero de blocos em apenas uma unidade,
criando dois blocos. Isto significa que para cada bloco par precisamos aplicar duas 2-
transposi¢oes que aumentam o nimero de blocos em uma unidade apenas. Como sempre
podemos aplicar pares de transposi¢oes que nao aumentam o nimero de blocos pares,
temos que dy(m,7,0) =m — B (m,7,0)) + B,(I(m,7,7)). O

Os lemas [20] e [21] mostram os limitantes inferiores e superiores para d; (7, 7, ), respec-
tivamente.
Lema 20. Seja (m,7,i) wma instdncia onde T e [ possuem m regioes intergénicas cada,

m—B(I(m,7,0))+Bp(I(7,7,i))
2 )

e m € uma permutagdo sem sinais. Temos que dy(m,7,7) > max{
inv(m)}.

Demonstracao. Para transformar m em ¢ precisamos remover todas as inversoes, € como
uma 2-transposicao pode remover apenas uma inversao temos, necessariamente, que
dy(m,7,0) > inv(m). Além disso, pelo Lema , podemos aumentar em no maximo duas
unidades o nimero de blocos com uma transposigao super curta. Seja k = B(I(m, 7, 1)) —
By, (I(m,7,1)). Para chegar em m blocos triviais, e considerando também o Lema [19]
precisamos de pelo menos mT_k transposigoes super curtas. Desta forma, d;(w,7,0) >
max{"£ inv(m)}. O

Lema 21. Seja (w,7,) wma instdncia onde T e I possuem m regides intergénicas cada,
e ™ € uma permutacdo sem sinais. Temos que dy(m, 70, 0) < inv(m) +m — B(I(m,7,70)) +
By (I(m,7,7)).
Demonstra¢ao. Suponha que primeiro removemos todas as inversoes de 7 utilizando
inv(m) 2-transposigdes do tipo ngj$}d§+2)7 e seja (m',7') o genoma resultante. O valor
de B(I(n',7’,7)) ndo pode ser menor que B(I(m,7,i)) dado que as 2-transposigoes que
removeram inversoes sao aplicadas dentro de um mesmo bloco. Seja k = B(I(m,7,1)) —
By(I(m, 7, 7)) eseja k' =B(I(n',7,7)) — B,(I(n', 7, 7). Vamos analisar agora a paridade
de qualquer bloco que uma 2-transposi¢ao quebrou: (i) se ela transforma um bloco impar
em dois, entao pelo menos um destes deve ser impar; (ii) se ela transforma um bloco par
em dois, entdo ambos devem ser pares ou impares; (iii) se ela transforma um bloco par em
trés, entao dois destes devem ser pares (lembre que ao transformar em trés, pelo menos
um deve ser trivial); e (iv) se ela transforma um bloco impar em trés, entao ou dois blocos
sdo pares ou os trés sao impares. Isto implica que & > k.

Pelo Lema[l9, m — k' < m — k 2-transposigoes sdo suficientes para obter m blocos. [

Utilizando os lemas [20] e 21, mostramos que existe um algoritmo de 3-aproximagao
para a ordenacao de permutacoes sem sinais por transposicoes intergénicas super curtas.
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Teorema 7. Seja (m, 7, 1) uma instdncia onde T e L possuem m regioes intergénicas cada,
e ™ € uma permutagao sem sinais. O valor de dy(m,7, 1) € 3-aproximduvel.

Demonstragio. Seja k = B(I(m,7,1)) — By(I(m,%,7)). Se 5% > inv(m) entdo, pelo
Lema7 dy(m, 7, 0) > mT’k, e, pelo Lema7 dy(m,7,0) < m—k+inv(r) < m—/{:—i—mT*k <
3m—k " Caso contrario, % < inv(r), entdo m—k < 2 inv(r). Pelo Lema , dy(m, 7, 0) >

inv(m), e, pelo Lema 21], dy(m, %, 1) < m—k+inv(r) < 2inv(m) +inv(r) < 3inv(r). O

O Algoritmo 3| transforma (7, 7) em (¢,Z) (onde 7 é uma permutagdo sem sinais)
utilizando transposi¢oes intergénicas super curtas, e possui um fator de aproximacao igual
a 3. De modo similar ao Algoritmo [2, a complexidade do Algoritmo |3| ¢ O(n?).

Algoritmo 3: Uma 3-aproximacao para a Ordenagao de Permutacoes sem Sinais
por Transposicoes Intergénicas Super Curtas.

Dados: uma instancia (7,7, ) tal que 7 é uma permutagao sem sinais.
Resultado: uma sequéncia de transposigoes intergénicas super curtas pi, pa, ..., Py
tal que (m,7) - p1-pa- .. py= (1, 0).
174+ 1
2 { «+ inv(m)
3 Compute S;(7, 1)
a k<« B(I(r,#,0)) — B,(I(r, #,7))
> Remova todas as inversdes utilizando ¢ 2-transposigdes (que nunca
diminuem o nimero de blocos). Como uma heuristica, sempre
tentamos fazer com que S;(7,0) =0, o que pode aumentar o nimero de
blocos.
5 enquanto eziste um par (7;, m41) € T que € uma inversao faga
6 se S;(7,7) > 0 entao

7 aux <+ max{0,7m; — S;(7,0)}
(i,i+1,i42)
8 Op < p(auxvﬁ-i+170)
9 senao
10 auz < min{m; 1, —S;(7,7)}
(i,i+1,i+1)
11 op p(fri,aux,O)

12 pj < op
13 j+—J+1
14 (m,7) < (m,7) - op

> Neste ponto temos que inv(m) =0, e podemos quebrar todo bloco n&o
trivial em blocos triviais utilizando no méximo m — k
2-transposigdes.

15 enquanto (7, 7) # (¢, ) faga

16 ops < um par de 2-transposicoes garantido pelo Lema
17 pj < op

18 j—J+1

19 (m,7t) < (m,7) - op

20 retorna (pi, pa, ..., pj—1)

(S

O Algoritmo [3| possui um fator de aproximacao melhor quando o niimero de inversoes
¢é estritamente maior que n, como mostra o teorema a seguir.
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Teorema 8. Seja (m, 7, ) uma instdncia onde T e I possuem m regioes intergénicas cada,
e ™ € uma permutag¢io sem sinais. Se inv(mw) > n, o Algoritmo @ possui um fator de
aprozimagao de (1+ ¢), onde { = w > 1.

Demonstragao. Similar a prova do Teorema [6l uma vez que o valor de m — B(I(w, %, 1)) +
B, (I(m, 7, 7)) é menor ou igual a n + 1. ]

Corolario 4. Seja (7,7, 1) uma instdncia onde T e I possuem m regides intergénicas cada,
e ™ € uma permutagio sem sinais. Se inv(m) > n (resp. inv(m) > 2n) o Algoritmo [3
possui fator de aprorimacao igual a 2 (resp. 1.5).

5.4 Ordenacao de Permutacoes sem Sinais por Rever-
soes Intergénicas Super Curtas e Transposicoes In-
tergénicas Super Curtas (SbSSO)

Vamos analisar a versao em que tanto reversoes intergénicas super curtas quanto trans-
posigoes intergénicas super curtas sdo permitidas para transformar (7, 7) em (¢, ). Como
j& sabemos como estas operagoes afetam o ntumero de blocos de um grafo intergénico, os
dois lemas a seguir definem limitantes inferiores e superiores para este problema.

Lema 22. Seja (7, 7,1) uma instancia onde T e [ possuem m regides intergénicas cada,

. ~ . . VY, —®B(I Tl .
e ™ € uma permutagdo sem sinais. Temos que dp (7,7, 1) > max{w, inv(m)}.

Demonstragao. Diretamente dos lemas [14] [I7] e 20 ]

Lema 23. Seja (m,7,1) wma instdncia onde T e [ possuem m regides intergénicas cada,
e ™ € uma permuta¢io sem sinais. Temos que dy(m,7,1) < inv(mw) +m — B(I (7, 7,1)).

Demonstrac¢ao. Suponha que comecamos removendo todas as inversoes em 7 utilizando
inv(m) 2-reversoes do tipo pE;ZJg)l ), e seja (7', 7') o genoma resultante, onde sabemos que
7 =1en =7 Seja k=®B(I(m, 7,i)) eseja k' =B (n', 7, i)). Temos que k' > k, dado
que as 2-reversoes que removeram inversoes foram aplicadas dentro de um mesmo bloco.

De maneira anédloga ao Lema e assumindo que k' = k 4 ¢ para algum ¢ > 0,
temos que B,(I(n', 7', 7)) < B,(I(m,7,7)) + £. Vamos utilizar as transposi¢oes descritas
no Lema para os blocos 6 onde 6, > 3, aplicando assim duas 2-transposicoes que
aumentam o nimero de blocos em duas unidades. Para os blocos 6 onde 6, = 2, nos
iremos aplicar uma 1-reversao conforme descrito no Lema quebrando estes blocos em
dois blocos triviais cada.

O procedimento descrito acima aplica inv(m) 2-reversoes, n — k' — B, (I (7', 7', 1)) 2-
transposicoes e B,(I(n’, 7', 1)) 1-reversoes, o que resulta em nao mais de inv(mw) +m —
B(I(m,,1)) operagoes. O

Agora provamos que existe um algoritmo de 3-aproximacao para este problema.

Teorema 9. Seja (7,7,1) uma instincia onde T e I possuem m regioes intergénicas cada,
e € uma permutagio sem sinais. O valor de d.(mw,7,1) é 3-aproximdvel.
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Demonstragao. Similar & prova do Teorema [5] e utilizando os lemas [22] e 23] O

O Algoritmo {4 transforma (7, 7) em (¢, ) (onde 7 é uma permutagao sem sinais) uti-
lizando tanto reversoes intergénicas super curtas quanto transposicoes intergénicas super
curtas, e possui um fator de aproximagao igual a 3. De modo similar aos algoritmos [2| e [3]
este algoritmo possui complexidade de tempo de O(n?).

Como nos algoritmos apresentados anteriormente neste capitulo, o Algoritmo [4] possui
um fator de aproximacao melhor quando o ntimero de inversoes é pelo menos n, como
explicado no teorema a seguir.

Teorema 10. Seja (mw,7,0) wma instancia onde T e [ possuem m regioes inlergénicas
cada, e ™ € uma permutagao sem sinais. Se inv(mw) >n o Algom'tmo possui um fator de
aprozimagio de (1+ %), onde { = w > 1.

Demonstragao. Analoga a prova do Teorema [6] O

Corolario 5. Seja (m, 7, 1) uma instdncia onde T e I possuem m regides intergénicas cada,
e m € uma permutagdo sem sinais. Se inv(w) > n (resp. inv(m) > 2n) o Algoritmo
possui fator de aproximagao igual a 2 (resp. 1.5).

5.5 Ordenacao de Permutacoes com Sinais por Rever-
soes Intergénicas Super Curtas (SbSigSSR)

Vamos novamente analisar a versao que permite reversoes super curtas, mas agora a
instancia (7, 7, I) possui 7 como um permutagao com sinais. Note que o Lema , aplicado
em instancias sem sinais, pode ser utilizado como um limitante inferior para esta versao
do problema.

Assim, dada a permutacao com sinais 7, seja SP~ o conjunto de elementos de 7 tal

2

que ||m;| —i| é par e m; < 0, e seja S5 o conjunto de elementos de 7 tal que ||m;| — 4| é

fmpar e m; > 0. Os conjuntos S~ e S’ capturam os elementos positivos e negativos de
T que possuem sinais negativos apoés uma sequéncia de 2-reversoes que colocam todos os
elementos em suas posigoes corretas (ou seja, que remove todas as inversoes). Como os
elementos destes conjuntos terao sinal negativo, sabemos que operagoes ainda terao que
ser aplicadas para torné-los positivos. Seja ¢ o ntimero de elementos em SP~ U ST,

O lema a seguir, provado por Galvao e coautores 27|, define o nimero de reversées
super curtas necessarias para transformar 7 em ¢.

Lema 24. Dada uma permutagdo m com sinais, sao necessdarias inv(mw) + @™ reversées
super curtas para transformar w em t.

Este lema nos ajuda a definir um limitante inferior, como mostra o lema a seguir.
Ademais, como blocos nao levam em consideracao os sinais dos elementos, o Lema
também pode ser utilizado como limitante inferior.

Lema 25. Seja (,7,7) uma instancia onde 7 e [ possuem m regides intergénicas cada, e
P - o e —B(I(m,77) -
7 € uma permuta¢do com sinais. Temos que dz (7,7, 1) > max{w, inv(m) + £},

onde ¢ = max{yp, p"}.
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Algoritmo 4: Uma 3-aproximacao para a Ordenagao de Permutagoes sem Sinais
por Reversoes Intergénicas Super Curtas e Transposi¢oes Intergénicas Super Curtas.

Dados: uma instancia (7, 7,7) tal que 7 é uma permutacdo sem sinais.
Resultado: uma sequéncia de reversoes intergénicas super curtas e transposicoes
intergénicas super curtas py, p2, ..., Py tal que

(W,%)'pl'pg'...'pv:(L,Z).

[uny

Jg+1

0 <+ inv(m)

3 Compute S;(7, 1)

> Remova todas as inversdes de 7 utilizando ¢ 2-reversdes (que nunca

diminuem o nidmero de blocos). Como uma heuristica, sempre
tentamos fazer com que S;(7,7) =0, o que pode aumentar o nimero de
blocos.

4 enquanto eziste um par (m;, m;11) € T que € uma inversao faga

se S;(7,7) > 0 entao

N

(S}

6 auz < max{0,7; — S;(7,0)}
(4,i+1)
7 op p(auw,())
8 senao
9 auz < min{7; o, —S;(7,7)}
(4,i+1)
10 op < p(fri,auz)

11 pj < op
12 Jg47+1
13 (m,70) < (m,7) - op
> Neste ponto, temos que inv(m) = 0.
14 k<« B(I(m,7,1))
15 k'« B,(I(m,7,1))
> Vamos quebrar todo bloco ndo trivial 6 com 6, > 3 em trés blocos
utilizando m — k — k' 2-transposigdes (agrupada em pares) .
16 enquanto existe um bloco 6 com 6, > 3 facga
17 op <— um par de 2-transposi¢oes como explicado no Lema
18 pj < op
19 jg+1
20 (m,70) < (m,7) - op
> Agora quebramos todo bloco ndo trivial em blocos triviais
utilizando k' 1-reversdes.
21 enquanto (7, 7) # (¢,7) faga
22 op < uma l-reversao como explicado no Lema
23 pj < op
24 j—g+1
25 (m,7t) « (m,7) - op
26 retorna (pi, pa,...,pj—1)

Demonstragao. Diretamente pelos lemas [17] e 24]

O lema a seguir apresenta um limitante superior para este problema.
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Lema 26. Seja (m,7,7) uma instancia onde 7 e I possuem m regides intergénicas cada, e
7 € uma permuta¢ao com sinais. Temos que dy(m, 7, 1) < inv(r) 4+ max{p, "9} + 2(m —

B(I(m,7,7))).

Demonstracao. Seja k = B(I(m,7,1)) e seja £ = max{yp, ¢"¥}. Suponha que primeiro
vamos remover todas as inversoes de m usando inv () 2-reversoes do tipo pgz Z+)) aplicadas
em (m,7), e seja (7', 7') o genoma resultante.

Seja k' = B(I(x',7’,7). Temos que k' > k. Agora, aplicamos m — k' < m — k
lI-reversoes em (7, 7") que quebram todos os blocos nao triviais de I(7’,7’,7) em dois
blocos conforme descrito no Lema [L5] e seja (7”,7%”) o genoma resultante.

Neste ponto temos que 7’ = 7, e 7" possui no maximo ¢ + (m — k') < £+ (m — k)
elementos negativos. Assim, aplicamos até £+ (m — k') 1-reversées do tipo pgié,)m (ou seja,
sem modificar 7) em cada elemento negativo de 7", e o lema segue. O]

Utilizando os lemas [25) ¢ [26] provamos que existe um algoritmo de 5-aproximagao para
encontrar o valor de d;(m, 7, 7).

Teorema 11. Seja (mw,7,0) uma instancia onde T e [ possuem m regioes intergénicas
cada, e ™ é uma permutagdo com sinais. O valor de dz(m, 7, L) € 5-aprozimduvel.

Demonstracao. Seja k = ( (m,7,7)), e seja £ = max{yp, "eg} Se ™t > inv(r) + ¢,
entao pelo Lema. Bl di( 7) > =k e pelo Lemal 6, dr(m, 7, 7) < 2( — k) +inv(m)+
0<2(m—k)+ 5m ’f

Caso contrarlo, m2 < mv(ﬁ) + ¢, entao 2(m — k) < 4(inv(w) + ¢). Pelo Lema ,
di(m,7,7) > inv(w) + £, e, pelo Lema26], d-(m, %, 1) < 2(m—k) + inv(m) + £ < 4(inv(7) +
0) +inv(m) + 0 < 5(inv(mw) + £). O

O Algoritmo 5| transforma (7, 7) em (¢,7) (onde 7 é uma permutacdo com sinais)
utilizando reversoes intergénicas super curtas, e possui um fator de aproximacao igual
a 5. Como nos algoritmos anteriores, a complexidade de tempo do Algoritmo [5{é O(n?).

O Algoritmo [5| possui um fator de aproximacao melhor quando o niimero de inversoes
de uma instancia (m, 7, ) é pelo menos n, como explicamos no teorema a seguir.

Teorema 12. Seja (mw,7,0) uma instancia onde T e [ possuem m regides intergénicas
cada, e ™ € uma permutac¢io com sinais. Se inv(mw) > n, o Algoritmo |/| possui fator de
aprozimagao de (1+ %), onde { = iy ”) > 1.

Demonstragao. Seja k = B(I(m,7,7)). Suponha agora que inv(m) = nf para algum
¢ > 1. Como mT’k < n, pelo Lema temos que d;(m) > nl. O Algoritmo [5| aplica n/
2-reversoes, até m — k < n l-reversoes, e até n 1-reversoes para trocar o sinal de cada
elemento negativo, o que resulta em nao mais de nf +n — 1+ n < n(¢ + 2) reversoes
intergénicas super curtas. 0

Corolario 6. Seja (7,7, 1) uma instdncia onde T e I possuem m regioes intergénicas cada,
e m é uma permutacao com sinais. Se inv(m) > n (resp. inv(m) > 2n) o Algoritmo
possui fator de aproximagao igual a 3 (resp. 2).
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Algoritmo 5: Uma 5-aproximagao para a Ordenacao de Permutagdes com Sinais
por Reversoes Intergénicas Super Curtas.

Dados: uma instancia (7, 7,7) tal que 7 é uma permutacdo com sinais.

Resultado: uma sequéncia de reversoes intergénicas super curtas py, ps, ..., p, tal
que (7,7) - pr-pa- ... py = (1,0).
1 741
2 (< inv(m)
3 Compute S;(7, 1)
> Remova todas as inversdes de 7w utilizando ¢ 2-reversdes (que nunca
diminuem o ndmero de blocos). Como uma heuristica, sempre
tentamos fazer com que S;(7,7) =0, o que pode aumentar o nimero de
blocos.
4 enquanto eziste um par (m;, mi11) € T que € uma inversio faga

[«

© 0w

10
11
12
13

>

se S;(,7) > 0 entao
aux <+ max{0,7; — S;(7, 1)}

i1
op pgauj;,()))

senao

aux — min{ 72, —S;(7,7)}
P = Pl5s

pj <= op

J<J+1

<7Ta ,ﬁ-) A (7T7 ,ﬁ-) "t op

Neste ponto inv(m) =0.

14 k<« B((m,7,17))

15
16
17
18
19

>

Quebre todo bloco nio trivial em dois utilizando m — k
1-reversdes.

enquanto existe um bloco 6 nao trivial em I(w,7,i) faga

>

op < uma l-reversao garantida pelo Lema

pj <= op

j—7+1

(m,7) < (m,7) - op

Agora aplicamos até ¢"% +m —k 1l-reversdes em cada elemento
negativo de w.

20 para 7; € 7 faga

21

22

23
24
25

se m; < 0 entao
oD Pl
pj <= op
j—7+1
(77', 7\%> — (ﬂ-a 7%) +op

26 retorna (pi, pa,...,pj—1)
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5.6 Ordenacao de Permutacoes com Sinais por Rever-
soes Intergénicas Super Curtas e Transposicoes In-
tergénicas Super Curtas (SbSigSSO)

Vamos novamente analisar a versao que permite reversoes intergénicas super curtas e
transposigoes intergénicas super curtas, mas agora a instancia (m, 7, f) possui 7 como um
permutacao com sinais.

Seja ™ o ntumero de componentes impares do grafo de inversdes IG(w) definido na
Secao . O lema a seguir, provado por Galvao e coautores [27], mostra o nimero exato
de reversoes super curtas e transposicoes super curtas suficientes para transformar 7 em
L.

Lema 27. Dada uma permutagao com sinais 7, inv(mw) + @™ operagoes super curtas sao
suficientes para transformar ™ em ¢.

Este lema e o Lema [17| nos ajudam a definir um limitante inferior para o problema,
como mostra o lema a seguir.

Lema 28. Seja (w,7,7) uma instancia onde 7 e I possuem m regides intergénicas cada, e

7 € uma permuta¢ao com sinais. Temos que dy (7,7, 1) > max{w, inv(m) + £},
onde { = max{p, p"}.
Demonstracao. Diretamente pelos lemas [17] e [24] O

O lema a seguir mostra um limitante superior para nosso problema.

Lema 29. Seja (7, 7, L) uma instdncia onde 7 e I possuem m regioes intergénicas cada, e w

%)

€ uma permutagao com sinais. Temos que d(m,70,0) < inv(m)+@"+2(m—B(I (7,7, 1))).

Demonstra¢ao. Suponha que primeiro removemos todas as inversoes de 7 utilizando o
algoritmo exato em tempo polinomial apresentado por Galvao e coautores [27], que utiliza
inv(m) 4" operagoes super curtas tal que toda 1-reversao é ignorada, todas as 2-reversoes
sao do tipo pggjjg)l), e todas as 2-transposic¢oes sao do tipo p&j;}o’éw). Seja (7', 7') o genoma
resultante. Como as l-reversoes foram ignoradas, foram aplicadas exatamente inv(m)
operagoes.

O namero de blocos em I (7,7, f) ndo pode ser menor que B(I(m, 7, 1)), dado que
as 2-reversoes e 2-transposi¢oes sao aplicadas dentro de um mesmo bloco. Seja k' =
B (n', 7', 7)) = B(I (7,7, 1))

Pelo Lema (15, m — k' < m—®B(I(w,7,I)) l-reversdes sdo suficientes para obter m
blocos. O genoma (7", 7") é tal que 7" possui no maximo min{m — k' + ¢, n} elementos
negativos, e podemos aplicar min{m — k' + ¢", n} 1-reversoes do tipo pEZ%) em (7", 7")
para cada elemento negativo de 7 na i-ésima posicao. ]

Utilizando os lemas e 29 provamos que & possivel obter um algoritmo de 5-
aproximagao para encontrar o valor de d(m, 7, [).

Teorema 13. Seja (mw,7,0) uma instancia onde T e [ possuem m regides intergénicas
cada, e ™ é uma permutacao com sinais. O valor de dg(mw, 7, 1) é 5-aproximdvel.
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Demonstragio. Seja k = B(I(m, 7, 1)), e seja £ = max{yp, ¢"}. Se Z=£ > inv(r)+{ entdo,
pelo Lema temos que d(m, 7, 7) > mT_k, e, pelo Lema , temos que d(m, 7, 1) <
2(m — k) + inv(m) + £ < 2(m — k) + 2E < pmk

Caso contrario, £ < inv(r) + ¢, entdo 2(m — k) < 4(inv(r) + (). Pelo Lema ,
temos que dy(m, 7, 1) > inv(m) + £, e, pelo Lema [29] temos que dn(m, %, 1) < 2(m — k) +

inv(m) 4+ € < 4(inv(m) + £) + inv(m) + £ < 5(inv(r) + £). O

O Algoritmo [6] transforma (7, %) em (1,7) (onde m ¢ uma permutagdo com sinais)
utilizando reversoes intergénicas super curtas e transposicoes intergénicas super curtas, e
possui um fator de aproximagao igual a 5. Com relagao & complexidade, pelos algoritmos
anteriores sabemos que as linhas 7-16 possuem complexidade de tempo de O(n?), e o lago
da linha 3 possui complexidade de tempo de O(n?) |27], que é entdao a complexidade de
tempo do Algoritmo [6]

Como nos demais algoritmos, o Algoritmo [f] também possui fator de aproximagao
melhor quando o ntmero de inversoes é pelo menos n, como explicamos no teorema a
seguir.

Teorema 14. Seja (mw,7,0) wma instancia onde 7 e [ possuem m regioes inlergénicas

cada, e ™ € uma permutag¢io com sinais. Se inv(mw) > n, o Algoritmo @ possui um fator
. ~ 2 _ inw(w)

de aprovimagao de (1 + 3), onde { = === > 1.

Demonstragio. Seja k = B(I(w,#,1)). Suponha agora que inv(r) = nf. Como £ < n,
pelo Lema (17| temos que dy(w, 7, 0) > £. O Algoritmo [5| aplica nf¢ operagoes (entre 2-
reversoes e 2-transposigoes), até m — k < n l-reversoes, e até n l-reversdes para trocar
os sinais dos elementos negativos, o que resulta em ndo mais de nl +n—1+n < n({+2)
operagoes super curtas. ]

Corolario 7. Seja (7, 7,1) uma instdncia onde T e I possuem m regides intergénicas cada,
e ™ € uma permutagdo com sinais. Se inv(mw) > n (resp. inv(mw) > 2n) o Algoritmo [(
possui fator de aprorimagao igual a 3 (resp. 2).

5.7 Experimentos

No6s implementamos os cinco algoritmos propostos e os testamos em dados simulados
para investigar como eles se comportam na pratica. Nos geramos dois conjuntos de dados
diferentes de instancias, os quais definimos como insténcias totalmente aleatorias (FRI), e
instancias quase aleatorias (ARI). Cada conjunto de dados possui 1.000.000 de instancias
(m,7, 1), onde 7 é uma permutacao com 100 elementos e 7 e [ sao sequéncias de tamanhos
das 101 regioes intergénicas.

O conjunto de dados FRI foi gerado da seguinte maneira: (i) seja (¢, ) um par inicial,
sendo ¢ com 100 elementos e cada f; um ndimero inteiro aleatoério no intervalo [0..100];
(ii) geramos uma instancia (m, 7, ) aplicando w operagoes intergénicas super curtas em
(¢,7), cujos indices foram gerados aleatoriamente, tanto para as posi¢oes quanto tamanhos
intergénicos, sempre respeitando os valores existentes a cada iteracao. Criamos 10.000
instancias para cada valor de w € {10, 20, 30, ...,990, 1000}.
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Algoritmo 6: Uma 5-aproximagao para a Ordenacao de Permutagdes com Sinais
por Reversoes Intergénicas Super Curtas e Transposi¢oes Intergénicas Super Curtas.

Dados: uma instancia (7, 7,7) tal que 7 é uma permutacdo com sinais.
Resultado: uma sequéncia de reversoes intergénicas super curtas e transposicoes
intergénicas super curtas py, p2, ..., Py tal que
(W,%)-pl-pg-...-pv = (L,Z).
17+ 1
2 (<« inv(m)
> Remova todas as inversdes de 7w utilizando /¢ operagdes intergénicas
super curtas de acordo com o algoritmo apresentado por Galvéo e
coautores [27]], ignorando qualquer l-reversdo desta sequéncia.
Como uma heuristica, sempre tentamos fazer com que S;(7,7) =0, o
que pode aumentar o nimero de blocos.

3 enquanto existe um par (m;, m;11) € T que € uma inversao faga

4 op <+ uma 2-reversao ou uma 2-transposi¢ao que remove uma inversao [27|
5 pj < op

6 J4—7+1

7 (m,70) < (m,7) - op

> Seja (n/,7') o genoma resultante. Temos que inv(n’) =0, e existem
exatamente (" elementos negativos em 7.

k « B(I(x', %, 1))

> Quebra blocos nfo triviais em dois utilizando m —k <n
1-reversdes.

9 enquanto eziste um bloco 6 nao trivial em I(mw, 7, i) faga

10 op < uma l-reversao como descrito no Lema

11 pj < op

12 j+—7+1

[02]

13 (n',7") < (7', @) - op
> Agora aplicamos no maximo n l-reversdes em cada elemento negativo
de w'.
14 para cada 7} € 7’ faga
15 se m; < 0 entao
w || ooy
17 pj < op
18 J+—g7+1
19 (n',7") < (7', 7') - op
20 retorna (pi, pa, ..., pj-1)

Para a Ordenacao de Permutacoes por Reversoes Super Curtas, para ambos os casos
(com e sem sinais), foram aplicadas 0.8w 2-reversdes e 0.2w 1l-reversoes, e a cada itera-
¢ao uma operacao foi escolhida ao acaso enquanto ambas estavam disponiveis. Para a
Ordenacao de Permutagoes sem Sinais por Transposi¢oes Intergénicas Super Curtas nos
aplicamos w 2-transposigoes. J& para a Ordenagao de Permutagoes por Reversoes Intergé-
nicas Super Curtas e Transposicoes Intergénicas Super Curtas, para ambos os casos com
e sem sinais, foram aplicadas 0.5w 2-transposicoes, 0.4w 2-reversoes e 0.1w 1-reversoes,
e a cada iteracao uma operacao foi escolhida ao acaso enquanto mais de uma estava
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disponivel.
O conjunto de dados ARI foi gerado de maneira similar ao FRI. Entretanto, quando
o algoritmo fosse aplicar uma 2-reversao ou uma 2-transposi¢ao um par era escolhido ao
acaso considerando apenas os pares de elementos consecutivos que nao eram uma inversao.
Como w < Igéaéx{z'nv(ﬂ)} = @, pelo menos um par sempre existia.
n

Dada qualquer instancia (7, 7,7) de ARI criada utilizando w operagbes intergéni-
cas super curtas, sabemos que o valor de inv(m) é igual ao ntmero de 2-reversoes e
2-transposicoes aplicadas. Ja o ntimero de inversoes das instancias FRI nao é conhecido,
mas existe uma féormula que nos da o valor esperado de inversoes em uma permutacgao de
tamanho n apos k trocas adjacentes randémicas (ou seja, 2-reversoes e 2-transposigoes)
aplicadas & permutagao identidade [9):

, n(n+1) 1 "L (e a)?
Eling = - 2 E : T
4 8(n+1) o SkSi
onde ¢, = cos g, S, = Sinay, Tap = 1 — %(1 — Calp), € (g = %

As figuras e mostram os resultados experimentais para as instancias de FRI e
ARI, respectivamente. Mostramos as distancias médias retornadas para cada algoritmo
apresentado neste capitulo, além do fator de aproximagao experimental médio e méximo,
utilizando como base os limitantes inferiores dos problemas de cada instancia.

Nas figuras [5.4] e o Algoritmo [2] ¢ denotado por SbSSR, o Algoritmo [5 é denotado
por ShSigSSR, o Algoritmo[3]é denotado por SbSST, o Algoritmo[d]é denotado por SbSSO,
e o Algoritmo [f] é denotado por SbSigSSO.

Na Figura[5.4] a curva Invl denota o nimero esperado de inversoes das instancias de
SbSSR e SbSigSSR, a curva Inv2 denota o ntimero esperado de inversoes das instancias
de SbSST, e a curva Inv3 denota o nimero esperado de inversoes das instancias de SbSSO
e SbSigSSO. Estas trés curvas foram geradas utilizando a formula Eli, ] descrita acima.
Na Figura[5.5] as curvas Invl, Inv2 e Inv3 seguem a mesma ideia das curvas pontilhadas
da Figura [5.4] mas ao invés do numero esperado de inversoes elas denotam o nimero
exato de inversoes.

Como as distancias destes problemas estao diretamente relacionadas ao nimero de
inversoes, na Figura (a) podemos ver que, apesar de na pratica aplicar até 1.000 ope-
racoes para gerar as instancias, os valores retornados pelos algoritmos nao passam de 300
operacoes na média, e a distancia média retornada para cada algoritmo de fato segue a
tendéncia das linhas pontilhadas representando o ntimero esperado de inversoes para as
instancias. Os algoritmos para permutagdes com sinais retornaram distancias em média
um pouco maiores que os algoritmos para permutagoes sem sinais, o que é esperado dado
que além das inversoes e regioes intergénicas esses algoritmos também precisam lidar com
sinais negativos.

Com relacao as aproximacoes experimentais apresentadas nas figuras (b-c), pode-
mos notar que apesar do fator de aproximacao tedrico igual a 3 e 5, as aproximacoes
experimentais médias das solucoes para as instancias de FRI ficaram entre 1.0 e 2.2.
Além disso, em nossos testes com os algoritmos SbSSR e ShSSO, cujo fator de aproxi-
magao tedrico é igual a 3, eles nao retornaram uma solucao cujo fator de aproximagao
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Figura 5.4: (a) distancia média, (b) fator de aproximagao experimental méximo, e (c)
fator de aproximagao experimental médio retornadas para instancias de FRI. Em (a),
as curvas pontilhadas representam o ntimero esperado de inversoes, as curvas tracejadas
representam algoritmos para permutag¢des com sinais e as curvas continuas representam
algoritmos para permutac¢oes sem sinais. As cores relacionam problemas com o mesmo
numero esperado de inversoes dado pelas curvas pontilhadas de mesma cor. Isto significa
que é que esperado que SbSSR e SBSIgSSR tenham o ntmero de inversoes dado pela
curva Invl; é esperado que SbSST tenha o niimero de inversoes dado pela curva Inv2; e
é esperado que ShbSSO e SbSigSSO tenham nimero de inversoes dado pela curva Inv3.
As aproximagdes experimentais em (b) e (c) foram calculadas levando em consideragao os
limitantes inferiores dos problemas.

experimental maximo ficasse acima de 2.5 para nenhuma instancia testada, e com os algo-
ritmos SbSigSSR e SbSigSSO, cujo fator de aproximacao teodrico é 5, eles nao retornaram
uma solugao cujo fator de aproximacao experimental méximo ficasse acima de 3.3 e 3.0
para nenhuma instancia testada, respectivamente.
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Figura 5.5: (a) distdncia média, (b) fator de aproximacdo experimental maximo, e (c)
fator de aproximagao experimental médio retornadas para instancias de FRI. Em (a),
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as curvas pontilhadas representam o niimero exato de inversoes, as curvas tracejadas
representam algoritmos para permutagdes com sinais e as curvas continuas representam
algoritmos para permutacgoes sem sinais. As cores relacionam problemas com o mesmo
numero esperado de inversoes dado pelas curvas pontilhadas de mesma cor. Isto significa
que SbSSR e SbSigSSR possuem o numero de inversoes dado pela curva Invl; SbSST
possui o namero de inversoes dado pela curva Inv2l e SbSSO e SbSigSSO possuem o

niamero de inversoes dado pela curva Inv3. As aproximagoes experimentais em (b) e (c)

foram calculadas levando em consideracao os limitantes inferiores dos problemas.
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Na Figura[5.5(a), temos outro cenario em que as distancias médias devolvidas seguem
de fato o ntiimero de operagoes super curtas aplicadas para gerar as instancias, mas este
comportamento é devido a nossa escolha de aplicar apenas operagoes que nao removem
inversoes previamente criadas. Um ponto interessante desta imagem é que as distancias
devolvidas pelos algoritmos ficaram muito proximas ao nimero de inversoes, especialmente
quando w > 400, o que nao ocorreu com as instancias de FRI. Na Figura (b—c)7 podemos
ver que as solugoes dos algoritmos com este conjunto de dados possuem aproximagoes
experimentais sistematicamente melhores do que as instancias de FRI: os algoritmos nao
obtiveram um fator de aproximacao experimental méaximo acima de 2.5 para nenhuma
instancia, e todos os algoritmos possuem um fator aproximacao experimental médio abaixo
de 1.7. Paraw > 120 (resp. w > 240), onde esperamos que as instancias possuam cerca de
n (resp. 2n) inversoes, nenhum algoritmo obteve um fator de aproximagao experimental

maximo acima de 2 (resp. 1.5), o que ja havia sido mostrado nos lemas |§|, , , e .

5.8 Conclusoes

Neste capitulo analisamos o nimero minimo de operagoes intergénicas super curtas ne-
cessarias para transformar (7, 7) em (¢, ), onde m é uma permuta¢do com ou sem sinais.

Nos definimos alguns limitantes e uma estrutura em grafo que nos permitiu construir
cinco algoritmos (sendo um para cada problema) que garantem uma aproximagao de 3
em permutagoes sem sinais (utilizando reversoes intergénicas super curtas, transposigoes
intergénicas super curtas ou ambos) e 5 em permutagoes com sinais (utilizando reversoes
intergénicas super curtas com ou sem transposigoes intergénicas super curtas). Estes
algoritmos possuem um fator de aproximagao melhor se o ntimero de inversoes é pelo
menos n ou 2n. No primeiro caso eles se tornam 2 em permutagoes sem sinais e 3 em
permutacoes com sinais; no segundo caso eles se tornam 1.5 em permutagoes sem sinais e
2 em permutacoes com sinais.

Os cinco algoritmos foram implementados e testados em conjuntos de insténcias si-
muladas, mostrando que as aproximacoes experimentais médias dos algoritmos ¢ melhor
que seus fatores de aproximacao teoricos.
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Capitulo 6

Ordenacao de Permutacoes por
Operacoes Intergénicas

Este capitulo apresenta resultados para a Ordenacao de Permutacoes em modelos que
consideram operagoes intergénicas, mas desta vez sem a restricao de aplicar apenas ope-
racoes super curtas. Comegamos com as definigoes utilizadas neste capitulo e, em seguida,
apresentamos algoritmos quando o modelo permite (i) reversdes em permutagoes com si-
nais, (ii) transposi¢oes em permutagoes sem sinais e (iii) reversdes e transposigoes em
permutacoes com sinais. Parte dos resultados deste capitulo foi publicado nos anais da
Tth International Conference on Algorithms for Computational Biology em 2020 [49).

6.1 O Grafo de Breakpoints Ponderado

O Grafo de Breakpoints [29] ¢ uma estrutura muito utilizada em problemas de ordenagao
de permutacoes por rearranjos de genomas. Nos o adaptamos para representar, em um
tnico grafo, uma instancia (7, 7, 7). Todas as defini¢des propostas aqui sdo exemplificadas

nas figuras|[6.1] e 6.2
O Grafo de Breakpoints Ponderado, denotado por G(m,7,0) = (V, E,w), é um grafo
onde V' é o conjunto {—(n+1),—n,...,—2,—1,0,1,2,...,n}, E é o conjunto de arestas

pretas e cinzas, e w : E — N é uma fun¢ao que mapeia arestas aos tamanhos das regioes
intergénicas correspondentes.

O conjunto de arestas pretas é dado por {¢; = (—m;,+m_1) : 1 <i<n+1},eo
peso de uma aresta e; é dado por w(e;) = ;. O conjunto de arestas cinzas é dado por
{e; =(+(i—1),—1): 1 <i < n+1}, eo pesode uma aresta ¢; ¢ dado por w(e}) = 7;. Note
que esta defini¢ao utiliza permutagoes em sua forma estendida (veja a Figura[6.2(a)).

Este grafo pode ser desenhado de muitas maneiras, mas seguiremos um padrao de
colocar seus vértices em uma linha horizontal na mesma ordem que os elementos de 7.
Além disso, para cada m; € w, o vértice —m; € V(G(m,7,i)) é desenhado a esquerda
do vértice +m;. Como as arestas pretas estao diretamente relacionadas a m, elas sao
desenhadas como linhas horizontais, e nés rotulamos a aresta preta e; como 7. Ja as
arestas cinzas sao desenhadas como arcos.

Para cada vértice v de V(G(w, 7, 1)), existe exatamente uma aresta cinza e uma aresta
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preta incidentes a v, o que permite uma decomposicao Unica das arestas em ciclos de

2

cores alternadas. Cada ciclo C' com k arestas pretas é representado como uma lista
(ct,c2,...,c*) dos rotulos de suas arestas pretas, e, de modo a tornar esta notacgao tinica,
assumimos que c' é o rétulo da aresta preta mais a direita (utilizando a representagao
proposta acima) de C', e nds percorremos esta aresta da direita para a esquerda. Além
disso, se ao percorrer um ciclo comecando o trajeto na aresta e.1 da direita para a esquerda
encontrarmos uma aresta preta e, que é percorrida da esquerda para a direita, coloca-
mos um sinal negativo (‘-’) antes de seu rotulo na lista e dizemos que eq é divergente;
uma aresta preta percorrida da direita para a esquerda é chamada convergente. Como
convencionamos iniciar o trajeto na aresta e.1 da direita para a esquerda, esta aresta sera
sempre convergente. Vamos agora apresentar uma série de defini¢oes utilizando ciclos.

Um ciclo é longo caso possua trés ou mais arestas pretas; um ciclo é curto caso possua
duas arestas pretas; um ciclo é trivial caso possua apenas uma aresta preta; um ciclo é
nao trivial se for curto ou longo.

Um ciclo nao trivial C' = (c!,...,c*) é convergente se todas as arestas pretas e, € C
sao convergentes; e C' é divergente caso contrario. Dado um ciclo divergente ', um par
de arestas pretas (€., ew) de C € dito um par divergente se uma aresta ¢ divergente e
a outra é convergente. Todo ciclo divergente possui pelo menos um par divergente (por
exemplo, e.1, que sempre é convergente, e qualquer aresta divergente e.i, que deve existir
em C por defini¢ao).

Um ciclo ndo trivial convergente C' = (c!,...,c¥) é ndio orientado se ¢, ..., c* forma
uma sequéncia decrescente; caso contrario, o ciclo C' é orientado.

Dado um ciclo nao trivial convergente C' = (c!,...,c¥), um par de arestas pretas e e
e+, com 1 < i < k, é um open gate se para todo ¢/ € C com j & {i,i+1} ou ¢/ > ¢
ou ¢/ < 1. Além disso, o par de arestas pretas e. e e é um open gate se c¢* > ¢ > ¥
para qualquer ¢ € C tal que j € {1,k}. Bafna e Pevzner |3] mostraram que para todo
open gate e e e, de um ciclo C' com ¢! > ¢/ existe outro ciclo nao trivial D com arestas
pretas eq e ey tal que (i) d* > d’; (ii) existe uma aresta cinza entre os extremos de ey e
eq; e (i) ¢ > d' > > d oud > > d > . Neste caso, dizemos que o ciclo D fecha
este open gate de C' (veja exemplos na Figura [6.1]).

Ciclos de G(m, 7, ) sdo classificados em balanceados e desbalanceados. Um ciclo C' =
(ct,...,c") é dito balanceado se Zle[w(e;i) —w(eq)] = 0, e é dito desbalanceado caso
contrario. Em outras palavras, um ciclo é balanceado se a soma dos pesos de suas arestas
cinzas € igual a soma dos pesos de suas arestas pretas, e é desbalanceado caso contrério.
Um ciclo desbalanceado é chamado de positivo se Zle[w(ef: ) —w(eq)] > 0, e de negativo
caso contrario.

Denotamos por c¢(m,7,7) e cy(m,7,7) o niamero de ciclos e ciclos balanceados em
G(m, 7, 1), respectivamente.

Propriedade 5. A instincia (¢,i, 1) possui duas propriedades nao ezistentes em qualquer
outra instancia: (i) c(¢,0,0) =n+1, e (i) cp(e,i,0) =n+ 1.

Dada uma sequéncia de operagoes S, = (p1, ..., px), seja (', 7') = (7, 7)-S,. Denota-

Cb(ﬂ',, 7UIJ, Z) — cb(7r, 7UT, Z)

mos por Ac(rm, 7,6, S,) = c(n', 7', 1) —c(m, 7, 0) e Acy(m, 7, (,S,)
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Figura 6.1: (a) O ciclo C = (c!,¢?) a esquerda, no qual o par (e.,e.2) é um open gate
fechado pelo ciclo D = (d',d?) a direita. (b) O ciclo F' = (f!, f?, f?) a esquerda no qual
os pares (es1,ep2), (ey2,ep) e (€3, ep1) sdo open gates; estes open gates sao fechados pelo
ciclo G = (g%, ¢%, ¢%) a direita.

a variagao no numero de ciclos e ciclos balanceados, respectivamente, quando a sequéncia
S, é aplicada em (7, 7).

Lema 30. Ac(m, 7,1, p) € {1,0,—1} para qualquer reversao p.
Demonstracao. Diretamente do Teorema 1 de Bafna e Pevzner [2]. O
Lema 31. Acy(w, 7,1, p) < 1 para qualquer reversao p.

Demonstracao. Pelo Lema [30] sabemos que podemos aumentar o nimero de ciclos em no
maximo uma unidade. Neste cenario, um ciclo C' é dividido em dois por p. Se C' é um
ciclo balanceado, o melhor que podemos esperar é que p gere dois ciclos balanceados e,
desta forma, Acy(m, 7, I, p) = 1. Caso contrario, C' é desbalanceado e pelo menos um dos
ciclos resultantes deve ser desbalanceado também, e o melhor que podemos esperar é que
o outro ciclo gerado seja balanceado, e Acy(m, 7,7, p) = 1.

Quando p nao altera o numero de ciclos temos que Acy(7, 7,7, p) = 0. Por fim, se p
diminui o nimero de ciclos em uma unidade, o melhor que podemos esperar é que esta
reversao gere um ciclo balanceado a partir de dois ciclos desbalanceados (um negativo e
outro positivo), e Acy(m, 7,7, p) = 1. ]

Lema 32. Ac(m,7,i,p) € {2,0,—2} para qualquer transposicao p.
Demonstragao. Diretamente de Bafna e Pevzner [3]. O
Lema 33. Acy(w,7,i, p) < 2 para qualquer transposi¢ao p.

Demonstracao. Pelo Lema [32] sabemos que podemos aumentar o ntamero de ciclos em
no maximo duas unidades com uma transposicao. Neste cenario, um ciclo C' é quebrado
em trés com uma transposi¢ao p. Se C' é um ciclo balanceado, o melhor que podemos
esperar é que p gera trés ciclos balanceados, entao Acy(m, 7,7, p) = 2. Caso contrario, C'
¢ desbalanceado e pelo menos um dos ciclos gerados deve ser desbalanceado, dado que a
soma dos pesos das arestas pretas dos trés ciclos é diferente da soma das arestas cinzas
destes ciclos. Desta forma, o melhor que podemos esperar é que os outros dois ciclos
sejam balanceados, e, assim, Acy(7, 7, I, p) = 2. O]
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Figura 6.2: (a) O grafo de breakpoints ponderado G(m,7,7) onde 7 = (+2 +1 +3
+4 474645 +8 —9), 7 =(4521234027),ei=(5321421363). Nos colorimos
o grafo para melhor visualizacdo dos ciclos. As arestas pretas sao representadas pelas
linhas horizontais e as arestas cinzas por arcos. As setas sobre as arestas pretas indicam
como elas sao percorridas e os nimeros na cor cinza no topo da figura indicam os rétulos
das arestas pretas abaixo deles. Nuumeros na cor preta sobre arestas pretas (resp. cinzas)
indicam o tamanho das regides intergénicas de 7 (resp. 7) que elas representam; ntiimeros
na cor preta abaixo das arestas pretas representas os vértices de G(m,7,[); e m é descrita
em vermelho abaixo dos vértices. Note que G(m, 7, ) possui cinco ciclos: A = (10,-9) é
um ciclo balanceado divergente curto; B = (8,6) é um ciclo positivo néo orientado curto;
C' = (7,5) é um ciclo negativo nao orientado curto; D = (4) é um ciclo trivial balanceado
e F = (3,1,2) ¢ um ciclo longo nao orientado negativo. (b) O grafo de breakpoints
ponderado G(n’, 7', i) onde (m,7) = (7, ) pggfg, com Ac(m, 7,7, p) =2 e Acy(m, 7,1, p)
= 1. A transposigao aplicada no ciclo negativo £ de (a) o transformou em trés ciclos
triviais £’ = (3), E” = (2) e E” = (1) tal que o ciclo E” é balanceado. (c) O grafo de
breakpoints ponderado G(7”, 7", 7) onde (7", 7") = (7', 7') - pgzii, com Ac(n', 7,1, p) =1
e Acy(n', 7,1, p) = 1. A revers@o aplicada ao ciclo balanceado A o transformou em dois
ciclos triviais balanceados A’ = (10) e A” = (9). (d) O grafo de breakpoints ponderado
G(t,t,0), onde c(t,1,7) = cp(t,0,7) =n+ 1.

Seja dn(m, 7, 1), di(m,7,7) e dy(m,7,7) o nimero minimo de reversoes intergénicas,
transposigoes intergénicas, e reversoes intergénicas e transposicoes intergénicas, respecti-
vamente, necessarias para transformar (7, 7) em (¢, 7).

Teorema 15. Seja (m, 7, 1) uma instincia onde T e I possuem n + 1 regides intergénicas
cada, e T € uma permutagao com sinais. dy(w, 7, 0) > n+ 1 — (w7, 1).
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Demonstragao. Pela Propriedade [5| temos que ¢(¢,7,7) = n + 1. Logo, nosso objetivo é
aumentar o nimero de ciclos balanceados de ¢(m, 7, 7) para n + 1. Como pelo Lema
temos que este nimero aumenta em no maximo uma unidade apods cada reversao, o lema
segue. ]

Teorema 16. Seja (7,7, 1) wma instincia onde T e [ possuem n + 1 regides intergénicas
n+1—cp(7,7,0)
>

cada, e T € uma permutagdo sem sinais. dy(m, 7, 7)
Demonstragao. Pela Propriedade |5| temos que c¢(¢,2,7) = n + 1. Desde modo, nosso
objetivo é aumentar o namero de ciclos de ¢,(7, 7, f) para n+ 1. Como, pelo Lema este
nimero aumenta em no maximo duas unidades para cada transposicoes, o lema segue. []

Teorema 17. Seja (7,7, 1) uma instdncia onde © e [ possuem n + 1 regides intergénicas
) b
n+1—cp (m,7,0)
) > - 2

cada, e ™ é uma permutacdo com sinais. dy(m, 7,1
Demonstracao. Pela Propriedade temos que cy(t,7,7) = n+1, logo, queremos aumentar
o nimero de ciclos de ¢(m, 7, 7) para n + 1. Pelo Lema [31| (resp. Lema [33)) este niumero
aumenta em no maximo uma unidade (resp. duas unidades) apos cada reversao (resp.
transposigao), e o lema segue. O

Por fim, vamos introduzir uma funcao que computa o peso de um caminho entre
duas arestas pretas. Sejam e.. e ey duas arestas pretas arbitrarias de um mesmo ciclo
C=(c,...,c, comz,y€[l.f]. Afungao f: E x E — Z & definida como f(ee,ew) =

i-/:_iﬂ (mod £) [w(el) — wleq)] + wleg).

Em outras palavras, f(ew,ew) é a soma dos pesos de todas as arestas cinzas no
caminho que vai de e.. para e.y, menos a soma dos pesos de todas as arestas pretas deste
caminho com excecao das arestas e.. e €.y.

Note que, dado um ciclo C, f(ew,ew)+ f(ee, €c) —w(ew) —w(ew) representa a soma
dos pesos de todas as arestas cinzas menos a soma de todas as arestas pretas de um ciclo
C'. Desta forma, um ciclo C' é balanceado se f(ew,ew) + f(ew, ) — w(ew) — w(ew) =
0, positivo se f(ew,ew) + f(ew,ew) — w(ew) — w(ew) > 0 e negativo se f(ew,ew) +
flew,ew) —w(ew) —wlew) < 0.

6.2 A Complexidade dos Problemas Envolvendo Ope-
racoes Intergénicas

Nesta secao mostramos a complexidade de trés problemas envolvendo operacoes intergé-
nicas: Ordenacao de Permutacoes com Sinais por Reversoes Intergénicas, Ordenacao de
Permutagoes sem Sinais por Transposi¢oes Intergénicas e Ordenacgao de Permutagoes com
Sinais por Reversoes Intergénicas e Transposigoes Intergénicas.

6.2.1 Reversoes Intergénicas

Vamos mostrar que decidir se é possivel ordenar uma instancia (7, 7, £), onde 7 é uma per-
mutagao com sinais, utilizando no méaximo k reversoes intergénicas (IRD) é um problema
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NP-dificil. Utilizaremos uma reducao do problema de decisao fortemente NP-completo da
3 Partigao (3-PART) [2§].

Uma instancia para o problema 3-PART é um conjunto de inteiros positivos A =
{ai, as, ..., a3,} tal que Zf’:l a; = Bn para algum B € Z" e % < a; < % para qualquer
i € [1..3n], e 0 objetivo é decidir se é possivel particionar A em n triplas Ay,..., A, tal

que ZajeAi a; = B para cada tripla A;, com 1 < i <mn.

Teorema 18. Decidir se é possivel ordenar uma instincia (7,7, 1) utilizando no mdzximo
k reversoes intergénicas € NP-dificil.

Demonstracao. Dada uma instancia A para o problema 3-PART, construimos uma ins-
tancia ((¢,7',1"), k) para IRD onde ¢ é a permutagao identidade com 4n — 1 elementos,
' e [ sdo regides intergénicas com 4n elementos cada, tal que I, = a; e I/ = 0 para
1<i<3n,el;=0elj=Dpara3dn < j < 4n, e tome k = 6n. Note que precisamos
apenas consetar as regioes intergénicas dessa instancia.

Note que G(¢,7,") possui 4n ciclos triviais desbalanceados tais que os primeiros 3n
ciclos sao negativos (qualquer ciclo C' = (c!) desses ¢ tal que w(eqa) = a; e w(el,) = 0),
e os 1ltimos n ciclos sao positivos (qualquer ciclo C' = (c!) desses ¢ tal que w(ea) =0 e
w(ey:) = B). Vamos mostrar que uma instancia A de 3-PART ¢ satisfeita se, e somente
se, dn(¢, 7', 1") < 6n.

(=) Suponha que a instancia A = {ay,...,a3,} de 3-PART pode ser particionada
em n triplas Ay, ..., A, tal que, para cada tripla A;, Za]-EAi aj = B, com i € [1.n]. Seja
{as, ay,a,} atripla A; para qualquer ¢ € [1..n]. O algoritmo a seguir transforma (¢, ') em

(¢,0") utilizando 6n reversoes.
(z,3n+1
(0,0)
vezes a mesma reversao, continuamos com uma instancia cuja permutagao é ¢. Além disso,
: Al / ok ) Uk (). v v VA ok
nossa instancia agora ¢ (¢,7*,0") tal que i = 0; 05, = 05, + 10, = I); e I; = I; para

qualquer j # {z,3n+1}. Como i} = 0, o ciclo trivial de rétulo x em G(¢,*,7") se torna

Aplique a reversao p ) duas vezes em (¢,7'). Note que, dado que aplicamos duas

balanceado.

y,3n+1 (2,3n+1)
0,0) (0,0)

6 reversoes aplicadas e 4 ciclos balanceados (a saber, os ciclos triviais rotulados como z,

Aplicando duas vezes seguidas pg ) e duas vezes seguidas p terminamos com
y, z e também (3n+1), dado que a, +a,+a, = B). Repetir este processo para todas as n
triplas resulta em aplicar 6n reversoes e obter 4n ciclos balanceados, logo di (¢, ', ") < 6n.

(<) Suponha agora que d:(¢,7',i") < 6n. Vamos definir agora dois tipos diferentes
de reversoes. Dizemos que uma reversao é de fusdo caso seja aplicada em dois ciclos
diferentes (gerando assim um tnico ciclo), e é dita de divisdo caso ela quebre um ciclo em

dois. Temos os seguintes fatos:

1. Como ¢(¢, 7', ") = 4n, que também é o nimero méximo de ciclos, qualquer sequéncia
que transforma (¢,7’) em (¢,7”) possui o mesmo numero de reversoes de fusao e de
divisao.

2. Qualquer reversao que nao seja de fusao ou de divisao nao altera o ntimero de ciclos
balanceados.

3. Uma reversao de fusao aumenta o ntimero de ciclos balanceados se, e somente se,
ela é aplicada sobre um ciclo positivo e um ciclo negativo.
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4. Existem n ciclos positivos em G(¢,’,7"), todos ele triviais e com uma tnica aresta
cinza com peso B. Como o peso de qualquer outra aresta cinza é 0, o numero
méximo de ciclos positivos é sempre n.

Como a; < g para qualquer ¢, ndo existem dois ciclos negativos em G(¢, 7', 7”) tal que
a soma dos pesos de suas arestas pretas seja igual a B. Assim, para uma reversao de fusao
ser capaz de aumentar o nimero de ciclos balanceados, duas outras reversoes de fusao
que nao aumentaram o numero de ciclos balanceados devem ter sido aplicadas entre dois
ciclos negativos e um ciclo positivo, ou entre trés ciclos negativos com soma dos pesos
das arestas pretas B. Isto significa que pelo menos trés reversoes de fusao sao necessarias
para aumentar em uma unidade o nimero de ciclos balanceados. Observe que reversoes
de divisao podem ocorrer entre as reversoes de fusao e também aumentar o nimero de
ciclos balanceados.

No melhor cenéario, todas as reversoes de divisao aumentam o niimero de ciclos balan-
ceados em uma unidade. Seja S, uma sequéncia de reversoes tal que (¢,7) - S, = (¢, 7").
Suponha que S, possui g reversoes de divisao, ¢ reversoes de fusdo (dado pelo Fato 1
acima), e £ > 0 reversoes que nao sao nem de fusdo nem de divisao.

Como ¢(¢,7',1") = 0, e como trés reversoes de fusdo sao necessarias para aumentar o
ntimero de ciclos balanceados, ¢ + 4 > 4n, o que resulta em %q > 4n, logo q > 3n. Segue
entao que S, possui pelo menos 2g + ¢ > 6n + £ reversoes.

Se di(1,7',1") < 6n, pelos fatos 1-4 temos que ¢ = 0 e ¢ = 3n. Além disso, como
argumentado acima, deve sempre ser possivel a uniao de quatro ciclos utilizando trés
reversoes de fusao gerando um ciclo balanceado, pois caso contrario ¢ > 3n. Isto implica
que n triplas de ciclos negativos podem ser unidos com um dos n ciclos positivos cada, e
essas n triplas sao exatamente os subconjuntos que satisfazem 3-PART. O]

6.2.2 Transposicoes Intergénicas

[N

Agora vamos mostrar que decidir se é possivel ordenar uma instancia (m,, ), onde 7

[N

uma permutagao sem sinais, utilizando no maximo k transposicoes intergénicas (ITD)
NP-dificil, utilizando uma redugao do problema de Ordenagao de Permutagoes por Trans-
posigoes (SbT), cuja prova de que é NP-dificil foi apresentada por Bulteau e coautores [14].

Uma instancia para o problema SbT é uma permutag¢ao 7 e um inteiro nao negativo d,
e 0 objetivo é decidir se é possivel transformar 7 em ¢ aplicando no méaximo d transposicoes.

v,

Lema 34. Decidir se € possivel ordenar uma instincia (7, 7,7) utilizando no mdzimo k
transposicoes intergénicas € NP-dificil.

Demonstracao. A prova vem do fato de que ITD é uma generalizacao de SbT: para
qualquer instancia (mw,d) para SbT, podemos criar a instancia (7,7, 7), k) de IDT tal
que 7’ =7, 7 =0=(00...0) ek =d. Note que é possivel transformar 7 em ¢ aplicando
no méaximo d transposigoes se, e somente se, d;(7’, 7, 7) < d.

Além disso, podemos obter uma sequéncia de transposi¢oes que transforma 7 em ¢
a partir de uma sequéncia de transposi¢oes intergénicas S, que transforma (7', 7’) em
(¢,7), ambas de mesmo tamanho, utilizando os indices dos rétulos das arestas pretas onde
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sao aplicadas e ignorando os indices dos tamanhos/pesos (que, por defini¢ao, devem ser
sempre 0). O

6.2.3 Reversoes Intergénicas e Transposicoes Intergénicas

Por fim, vamos mostrar que decidir se é possivel ordenar uma instancia (m, 7, ), onde 7 é
uma permutacao com sinais, utilizando no maximo £ reversoes intergénicas e transposicoes
intergénicas (IRITD) também é NP-dificil. Para isso utilizamos o problema SRT, que
mostramos ser NP-dificil no Corolario [l

Lema 35. Decidir se € possivel ordenar uma instincia (7, 7,7) utilizando no mdzimo k
reversoes intergénicas e transposicoes intergénicas é NP-dificil.

Demonstrag¢ao. Semelhante ao Lema [34, uma vez que IRITD é uma generalizagao do
problema SRT. O

6.3 O Efeito de Reversoes Intergénicas em Grafos de
Breakpoints Ponderados

Comecamos com o seguinte lema, que garante que todo ciclo divergente negativo ou
balanceado admite uma reversao que aumenta o niimero de ciclos balanceados.

Lema 36. Seja C' um ciclo nao trivial divergente negativo ou balanceado. FExiste uma
reversao que aumenta o numero de ciclos balanceados em uma unidade.

Demonstracdo. Seja C' = (c!,...,c") um ciclo ndo trivial divergente negativo ou balance-
ado. Se encontrarmos um par divergente de arestas pretas e, e e.; tal que w(eg)+w(ey) >
flesi,eci) e flew,eq) > 0, entdo é possivel criar um ciclo balanceado aplicando uma re-
versao nestas arestas (note que se w(ei) + w(ey) > f(ew, €q), entao o ciclo gerado que
possui todas as arestas pretas e cinzas de f(e.,e.) pode ser balanceado usando os pesos
w(ew) e w(ew)).

Vamos provar que estas condi¢oes podem ser encontradas por contradigdo. Assuma que
nao importe qual par de vértices e. e e que escolhamos, ou f(egi,e.) > w(eq) + w(eq)
ou f(eg,eq) < 0.

Se um total de k arestas pretas de ' sao divergentes, entao £ —k > 1 sao convergentes

1 ¢ sempre convergente por defini¢ao). Isto resulta em k(¢ — k) pares

(lembre-se de que ¢
divergentes, o que é sempre maior ou igual a ¢ — 1.

Suponha, sem perda de generalidade, que apenas a aresta preta mais a esquerda e é
percorrida da esquerda para a direita. Neste caso temos como par divergente a aresta e
com cada uma das outras ¢ — 1 arestas pretas de C'. Uma anélise similar para ciclos com
mais de uma aresta preta divergente também resulta no mesmo tipo de contradigao.

Vamos comegar com o par e e e.a. Note que f(eq,eq.) > 0 pois existe apenas uma
aresta cinza entre e e eq1, o que significa que f(eq,eqn) = w(el,). Este cenario nos forca
a estabelecer que f(eq,ea) > w(ew) +wleq).
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Vamos escolher agora e, e ez (a ideia é continuar sempre com a proxima aresta
preta disponivel comecando pela aresta preta divergente e.). Se f(eu,e.2) < 0, entdo
w(el,) +w(el) —w(eqs) < 0. Em outras palavras, f(eq,eq) +w(el) —w(ea) <0, o que
significa que w(el,) < w(eqx) — f(ew,ex). Entretanto, ja estabelecemos que f(eq,eq) >
w(eq) +w(eq), o que nos leva também a f(eq,eqa) > w(eq). Neste caso, f(eq,e2) <0
se, e somente se, w(e.;) é negativo, o que nao é possivel por defini¢do. Isto nos forca
novamente a estabelecer que f(e.,e.2) > w(eq) + w(ez2).

Este mesmo argumento pode ser feito para qualquer aresta preta existente neste cami-
nho feito a partir de e, dado que f(eq, i) = f(ex, €ui-n)+w(el ;1)) —w(ey ). Assim,
f(eq,e.) < 0 se, e somente se, w(e,i-1)) é negativo. Por outro lado, se estabelecermos
flew, eq) > w(eqw) +w(eq) para todo 1 < i < m, o ciclo é positivo, o que contradiz nossa
primeira afirmagao. O

O seguinte lema pode ser aplicado nos casos onde todos os ciclos negativos ou balan-
ceados de G(m,7,1) sdo convergentes.

Lema 37. Seja C = (c',...,c"), £ > 1 um ciclo convergente negativo ou balanceado em
um grafo de breakpoints ponderado G (7,7, i) onde todos os ciclos que sao negativos ou
balanceados sio convergentes. E possivel aumentar o nimero de ciclos balanceados usando
duas reversoes.

Demonstragao. Seja C' um ciclo convergente negativo ou balanceado e seja e e e.i+1 duas
arestas pretas de C', com 1 < i < £. Se existe uma aresta preta e.; com j & {i,i+1} tal que
oud € [c"..d™, sec” < " oud € [¢"..'], caso contrario, entao uma reversao aplicada
em e, e e, nao irad quebrar o ciclo €', dado que este par é convergente, e transformara C'
em um ciclo divergente. Agora podemos utilizar o Lema |36 para encontrar uma reversao
que, quando aplicada em C, aumenta o ntamero de ciclos balanceados em uma unidade.
Se nao existe uma aresta preta e, como descrito acima temos que 0 par e, € €gi+1
é um open gate e sabemos por Bafna e Pevzner [3| que existe um ciclo nao trivial D =
(.. ..,d,...) que fecha este open gate, ou seja, ou ¢’ ou ¢! est4 no intervalo entre
d' e dJ . Uma reversao aplicada em ey e eg; transformara C' em um ciclo divergente, e pelo
Lema [36] podemos encontrar uma reversao que aplicada em C' aumenta o nimero de ciclos
balanceados em uma unidade. Note que se a primeira reversao quebra D, o que significa
que D é divergente, mas como assumimos que todos os ciclos balanceados de G(m,, 1)
sao convergentes, entao D é desbalanceado e o ntimero de ciclos balanceados nao pode

diminuir com a aplicacao desta reversao. O

Por fim, mostramos como aumentar o namero de ciclos balanceados utilizando rever-
soes em ciclos triviais negativos.

Lema 38. Dado um ciclo trivial negativo C = (c'), € possivel transformar C' em trivial
balanceado com duas reversoes.

Demonstragdo. Seja D = (d',...) um ciclo positivo em G(m, 7, 1). Como C' ¢ um ciclo
1

negativo, entao D deve existir por definicao. Aplique a reversao pg ) duas vezes: a

primeira move w(eq ) — w(el,) de w(e.) para w(eq), e a segunda apenas gera o ciclo C

novamente, que agora é balanceado. O
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6.4 O Efeito de Transposicoes Intergénicas em Grafos
de Breakpoints Ponderados

Nesta se¢ao, apresentamos propriedades e lemas que irao auxiliar algoritmos que utilizam
transposigoes intergénicas. Os proximos trés lemas mostram como podemos aumentar o
numero de ciclos balanceados aplicando transposi¢oes em ciclos negativos nao triviais. O
Lema [39 mostra que sempre é possivel aumentar o nimero de ciclos balanceados em uma
unidade aplicando uma transposi¢ao em um ciclo longo nao orientado. O Lema |40l mostra
que sempre existe uma tripla de arestas pretas de um ciclo orientado C' onde a aplicagao
de uma transposicao transforma C' em trés ciclos tal que um dos ciclos é balanceado caso
C seja nao positivo. Usando este lema, o Lema 41| explica o caso especifico em que C' é
negativo.

Lema 39. Seja C' um ciclo nao trivial, nao orientado e negativo. Eziste uma transposi¢ao
que aumenta o numero de ciclos balanceados em uma unidade.

Demonstragao. Seja C'= (...,c*, ..., c,...) um ciclo ndo trivial, ndo orientado e nega-

tivo, e seja D = (...,d?,...) um ciclo positivo. Note que se C existe, entdo D deve existir
também, ja que o grafo de breakpoints ponderado como um todo deve ser balanceado por
definicao.

Uma transposicao aplicada nas arestas pretas e.., ew € eg- criard dois ciclos C" e D’
tal que C” é formado pelo caminho que vai de e, para e. com uma nova aresta preta
(que pode receber pesos de e € e.). Queremos que C’ seja balanceado, assim, esta nova
aresta preta deve ter peso exatamente igual a f(e.w,eq). Assim, precisamos provar que
existem valores de ¢® e ¢¥ tal que 0 < f(ew,ew) < w(ew) + w(ew).

Vamos provar que estas condigoes podem ser encontradas por contradi¢cao de modo
muito similar ao Lema [36] mas agora para ciclos convergentes. Suponha que para quais-
quer valores de ¢* e ¢¥, ou f(ew,ew) < 0 ou f(ew,ee) > w(ew) + w(ee).

Vemos escolher ¢, e ¢, como as arestas pretas mais a direita e mais a esquerda de C.
Em outras palavras, x = 1 e y = £, onde ¢ é o ntimero de arestas pretas em C. Desta
forma, f(e.,en) = w(el,) > 0 dado que s6 existe uma aresta cinza entre e« e eq1. Isto
nos forga a considerar que f(eq,e.) > w(eq) + w(eq).

Vamos agora utilizar # = 2 (mantendo y = £). Se f(eu,e2) < 0, entao w(e,) +

w(el) —w(eqa) < 0. Em outras palavras, f(eu,eq)+w(el) —w(eqa) <0, o que significa
que w(el;) < w(ea) — f(ewx,eqn). Entretanto, nos ja estabelecemos que f(eq,eqn) >

w(ex) + w(eq), o que significa que f(eq,eq) > w(ea). Neste caso, f(equ,e2) < 0 se,

e somente se, w(e!;) é negativo. Isto no forga a considerar novamente que f(e.,e2) >
w(eq) + w(eez).
Este mesmo argumento pode ser feito para quaisquer x = i, 2 < ¢ < /£, ja que

flew,ec) = flew, ei-n) +wlelyy) — wlen-n). Assim, f(eer,es) < 0 se, e somente
se, w(e.i-1) € negativo. Por outro lado, se permitirmos que f(e.,eq) > w(eq) + w(eq)
para qualquer 1 < i < ¢, o ciclo nao pode ser negativo, o que contradiz nossa primeira
afirmagao. m

Lema 40. Seja C = (c',...,c") um ciclo ndo trivial orientado. Se C ¢é ndo positivo,
entao existe uma tripla (€e, e, €0:) com ¢* > ¢ > ¥ el <z <y < z </ tal que
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Demonstragdo. Seja C = (c!,...,c") um ciclo longo orientado nao positivo com £ arestas
pretas. Se encontrarmos trés arestas pretas e.., e. e e em C taisque ¢* > ¢ > Ve 1 <
xr <y <z </{, podemos aplicar uma transposi¢ao nestas trés arestas que transformam C'
em trés ciclos C', C" e C", tal que C” é formado pelo caminho que vai de e.- para e, com
uma nova aresta preta que pode receber pesos de ew e e.-; C” é formado pelo caminho
que vai de e.. para e, com uma nova aresta preta que pode receber pesos de €. € e.:; e
C" é formado pelo caminho que vai de e,y para e.. com uma nova aresta preta que pode
receber pesos de eq € €.

Vamos comegar com uma tripla (¢*,c¢¥,¢*) com ¢* > ¢* > d el <z <y <z </{tal
que pelo menos uma das condigoes a seguir é verdade: (i) y = = (mod ¢) + 1; (ii) z =y
(mod ¢) + 1; (iii) = z (mod ¢) + 1. Ao invés de olhar para apenas um par de arestas
pretas de cada vez, vamos olhar trés pares: (c¢*,c¥), (¢¥,c?) e (¢, ¢*). Pela escolha de
tripla que fizemos, em pelo menos um destes trés pares existe apenas uma aresta cinza
no caminho que vai de uma aresta preta para a outra, de forma que a fungao f entre eles
nao pode ser negativa, forcando a estabelecer que o peso desta aresta cinza é maior que
a soma dos pesos das duas arestas pretas ligadas a ela.

Se C possui apenas trés arestas pretas, a condicao acima deve ser verdadeira para
os trés pares, o que significa que C' deve ser positivo. Se C' possui mais de trés arestas
pretas, entao existem mais triplas que atendem ao critério de (¢*, ¢¥, ¢*) com ¢* > ¢* > ¥
el <x<y<z </l Podemos avancar pelo caminho entre cada par de arestas pretas
(como fizemos no Lema , tal que, ao final, temos que a soma dos pesos das arestas
cinzas deve ser estritamente maior que a soma dos pesos das arestas pretas, e, desta forma,
o ciclo deve ser positivo (veja os exemplos 1| e . n

Exemplo 1. Suponha que temos um ciclo longo nao orientado néao positivo (ou seja,
negativo ou balanceado) C' = (c*,..., %) = (12,10,4,2,8,6), e suponha que nao erista
(c*; ¥, %) com ™ > ¢ > el <x<y<z<6, ta que ou 0 < f(ew,ew) <
w(c®) +w(c?), ou0 < flew,ecx) <w(c)+w(c?) ou 0 < flee, ee) < w(c?) +w(c?).

Ezistem oito triplas (¢*,c¥,c*) com ¢* > ¢ > ¥ el <z <y < z<6: (12,4,8),
(12,2,8),(12,4,6),(12,2,6), (10,4, 8), (10,2,8), (10,4,6) e (10,2,6). Dentre elas, vamos
comegar com aquelas que possuem pelo menos uma das condi¢oes a sequir: (i) y = x
(mod 6) + 1; (i) z =y (mod 6) + 1; e (4i) v = z (mod 6) + 1. Para (i) podemos usar
(e, ?) = (2,3, 5) = (10,4,8); para (ii) podemos usar (¢*,c¥,cv*1) = (2, ct, P) =
(10,2,8); e para (i) podemos usar (¢ 4O+ v ) = (c' ¢, c8) = (12,2,6).

Para (¢*,3,¢°) = (10,4, 8) temos:

1. f(eez,es)=w(e,);
2. fles,es) =w(els) —wlea) +w(el);
3. flews,ez)

Para (2, ¢4, c) = (10,2,8) temos (3) e:

Il
g
G

's) —w(ew) +wlels) —wleqa) +w(el).
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4o flee, ex) = wleg) —wles) +w(egs);
5. fleen,es) =w(el).

Para (c',¢*, %) = (12,2, 6) temos:

6. f(ec,eqn)=w(e,

) —w(ez) +w(elz) —w(es) +w(els);
7. flew,es) =w(es) —wles) +wles);
c )

w
8. f(ece, ecl) = w(elﬁ

Em (1) temos que f(ez,es) = w(el,) > 0, entdo somos obrigados a assumir que
w(ely) > w(ex)+w(es), pois, caso contrdrio, teriamos que f(ez2,es) < w(ez2) + w(es).
Pela mesma razdo, em (5) somos obrigados a assumir que w(els) > w(eqa)+w(es), e em
(8) temos que assumir que w(els) > w(es) +w(eq).

Somando as equagoes obtidas para (2), (5) e (8), temos que w(e,) +w(el.) +w(els) >

w(eqa) +wlez) +w(es) +wlea) +wles) +w(es), o que contradiz o fato de que C' nao
€ positivo.
Exemplo 2. Suponha que temos um ciclo nao positivo (ou seja, negativo ou balanceado)
C = (c,...,c%) = (10,8,6,1,2), e suponha que ndo existe uma tripla (c*,c¥,c*) com
> > el <zx<y<z <5 tal que ou 0 < flew,ew) < w(c®) + w(c¥), ou
0 < flew,eex) <w(c?) +w(c?) oul < flee, ee) < w(c?) + w(c”).

Ezistem trés triplas (¢*,c¥,c*) com ¢® > ¢ > el <z <y <z <5:(10,1,2),
(8,1,2) e (6,1,2), e em todas pelo menos uma das condigdes a sequir sao satisfeitas: (i)
y=ux (mod b) +1; (i) z =y (mod 5) + 1; e (i) x = z (mod 5) + 1.

Para (c',c¢*, ) = (10,1,2) temos que:

1. flea, ) = w(els) — wlea) +w(ea) — wlea) +w(es);
2. flea,es) = wlel);

3. fles,ea) =wlels).

Para (2,c4,¢%) = (8,1,2) temos (2), (3) e:

4. flee,eq) =w(es) —wles) +w(els).
Para (¢3,c,c%) = (6,1,2) temos (2), (3) e:
5. flee,eq) =w(es).

Em (2) f(ex,es) =w(ely) >0, logo somos obrigados a assumir que w(ely) > w(ee)+
w(ees), pois, caso contrdrio, teriamos que f(ea,es) < w(ea)+w(es). Pela mesma razao,
em (3) temos que estabelecer que w(els) > w(ees)+w(eq), e em (5) temos que estabelecer
que w(els) > wles) +w(ee).

Como w(el;) > w(es) ew(el.) >0, em (4) temos que f(epz,eq) = w(el,) —w(es) +
w(els) > 0, entdo devemos assumir que w(el,) —w(es) +w(els) > w(ez) +w(ea), entio
w(els) +w(els) > wlez) +w(es)+wleq). Somando as equagoes (4) e (3) nds temos que
w(el,) +w(els) +w(els) > wlez) +wles) +wleq) +wles) +wlea), o que significa que
o ciclo deveria ser positivo.
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Lema 41. Seja C' um ciclo longo orientado negativo. FExiste uma transposicao que au-
menta o numero de ciclos balanceados em uma unidade e o numero de ciclos em duas
unidades.

Demonstracdao. Seja C = (c!,...,c") um ciclo orientado negativo com ¢ arestas pretas.
Se encontrarmos trés arestas pretas €., € € €. de C' tal que ¢ > ¢ > Vel <z <
y < z < {, podemos aplicar uma transposicao nestas arestas pretas que transforma C' em
trés ciclos C', C" e C", e nosso objetivo é encontrar uma tripla que satisfaca a condicao
acima e que também gere pelo menos um ciclo positivo.

Como C' néo é positivo, pelo Lema [0 sabemos que podemos encontrar tal tripla.
Deste modo, basta aplicar uma transposicao nesta tripla de modo a gerar pelo menos um
ciclo balanceado. O

O lema a seguir mostra que é possivel redistribuir os pesos entre trés arestas pretas com
quaisquer valores utilizando duas transposicoes, e este lema sera utilizado com frequéncia
até o final desta secao.

Lema 42. E possivel realizar qualquer redistribuicao de pesos entre trés arestas pretas
distintas ey, ey e ey utilizando duas transposicoes consecutivas.

Demonstragao. Vamos assumir que w(ey) = x, w(ey) =y e w(ey) = z, e que b' < b <
b®. Vamos mostrar que podemos realizar qualquer redistribui¢ao de valores (respeitando
o valor maximo x 4y + z) nestas trés arestas pretas utilizando duas transposicoes, tal que
ao final w(ey) =2/, w(ee) =y e w(ep) =2, com 2’ +y' + 2 =x +y+ 2.

Suponha, sem perda de generalidade, que @’ = x1 +y; + 21, ¥ = o+ Y2 + 20 €
2 = w3+ ys + 23 tal que: (i) {z4,y;, 2} CN, com i€ {1,2,3}; (i) z1 + 2 + 3 = x; (iii)
ntytys=yie(iv) atztz=2

Primeiro, aplique a transposicao pgzl’ix’;; s 21)
resultantes, com ¢! < ¢ < ¢ (ainda temos que ¢! = b! e ¢ = b3). Note que w(ea) =
r1+ 2o+ yr, wleez) = x3+ 21 e w(es) = Yo + Y3+ 22+ 23, entao w(ea)+w(ez)+w(es) =
x4y + z. Agora aplique a transposi¢ao pg;’iy’izgm t) Esta segunda transposicao ira
gerar as arestas pretas ey, e, € €3, mas agora w(ep ) = x1 +y1 + 21, w(eyz) = o+ Yo+ 29

e w(ey) = x3 + y3 + 23 conforme desejado.

4 / / /
,esejam e, e, € e as arestas pretas

Desta forma, sejam trés arestas pretas quaisquer ey, ez € e, com w(ep ) = , w(ey) =
y e w(ey) = z. Dados trés valores inteiros nao negativos quaisquer 2/, y' e 2’ tal que
' +vy + 2 =z +y+ z podemos redistribuir os pesos das trés arestas para w(ey ) = 2/,
w(eyz) =1y e w(ey) = 2’ aplicando as duas transposi¢oes acima com os seguintes valores:

e vy = min{x, '}, y1 = min{y, 2’ — x1} e 21 = min{z, 2’ — 1 — Y1 };
® Iy = min{x - Ilay/}a Yo = min{y YLy - $2} € 2 = min{z — 21,y — Ty — y2};
o 1’3:(55_%—332),ysz(y—yl—yz)623:(2—21—22)-

Como 2’ < x+y+ z, temos que x1 +y; + 21 = 2. Como 3y <z —2a'+y+ z, temos que
o+ ys+ 20 =4y'. Por fim, como 2/ =z — 2’ +y—y' + 2, temos que x5 +y3 + 23 = 2'. [
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w(epr) = x w(ep2) =y w(eps) = 2

1 T2 | T3 Y2 Y3 | Y1 Z1 | %2 23

(b',6%,6%)
(z1+x2,y2+y3,21)

X1 y1|x2 333|Z1 Y2 22|y3 z3

(c',e?,c®)

(z14y1,23,y2+22)

w(epr) = ' w(eyz) =9’ w(eys) = 2’

T Y1 21 x2 Y2 %) x3 Y3 23

Figura 6.3: Redistribuicao de pesos entre trés arestas pretas ey, ey2 € eps.

A Figura[6.3] mostra um exemplo desta redistribuigao.
Utilizando o Lema 42, mostramos no lema a seguir quantas transposigoes sao neces-
sarias para transformar um ciclo trivial em balanceado.

Lema 43. Seja G um grafo de breakpoints ponderado no qual todos os ciclos negativos
sao triviais. Existe uma sequéncia de duas transposicoes que aumenta o niumero de ciclos
balanceados em duas unidades.

Demonstragdo. Suponha que todos os ciclos negativos de G sdo triviais e seja C' = (c!)
um ciclo negativo de G. Como C' é negativo, sabemos que existe um ciclo positivo D no
grafo. Temos trés casos:

1. Existe outro ciclo negativo F' = (f'). Use as arestas pretas e.1, ep € D e ef1 para
redistribuir os pesos usando duas transposi¢oes, como mostrado no Lema 2] tal
que ambos C' e F' sejam transformados em ciclos balanceados.

2. C ¢ o tnico ciclo negativo e existe outro ciclo positivo F' = (f!,...). Use as arestas
pretas eq, eqn € D e epn para redistribuir os pesos utilizando duas transposicoes,
conforme mostrado no Lema (2] tal que C' e D sejam transformados em ciclos
balanceados. Como C' é o tnico ciclo negativo, seu peso é suficiente para transformar
D em balanceado e passar o peso excedente (com relagdo a sua aresta cinza) para
F, que seré transformado em um ciclo balanceado ou negativo.

3. C'e D sao os tnicos ciclos desbalanceados de G. Aqui temos mais dois casos:

oD = (....d'...,d, ...) ¢ um ciclo ndo trivial: aplique duas transposi¢des
nas arestas pretas e.i, ez e ey como mostrado no Lema , movendo o peso
excedente de C' para D balanceando ambos.

e D = (d') & trivial: neste caso, seja F' = (f!,...) um ciclo balanceado no grafo.
Aplique duas transposi¢oes conforme mostrado no Lema movendo o peso
excedente de C' para D tal que, ao final, w(es1) possui o mesmo valor que
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possuia antes das transposicoes serem aplicadas. Ao final temos que C' e D sao
ciclos balanceados.

Nos trés casos acima, noés aumentamos o nimero de ciclos balanceados em duas unidades
aplicando duas transposigoes. O

Os lemas [44] [45] e [46] mostram como é possivel aumentar o nimero de ciclos balance-
ados aplicando transposi¢oes em ciclos longos orientados balanceados, ciclos longos nao
orientados balanceados e ciclos curtos balanceados, respectivamente. A Figura[6.4] explica
como, e em quais casos, cada um destes lemas é aplicado, conforme explicado em detalhes
logo ap6s os lemas.

Lema 44. Seja C' um ciclo longo orientado balanceado. E possivel aumentar o nimero
de ciclos balanceados em duas unidades utilizando no mdximo trés transposigoes.

Demonstracao. Seguimos a mesma ideia do Lema [41; encontrar trés arestas pretas e.,
ew € ez em C tal que ¢ > ¢ > ?el <z <y < z < /{, onde podemos aplicar
uma transposicao que transforma este ciclo em trés ciclos C’, C” e C"”. Como C nao é
positivo, pelo Lema [40] sabemos que existe uma tripla tal que a transposigao criard um
ciclo balanceado.

Dado que C’ sera um ciclo balanceado, precisamos lidar com os outros dois ciclos C”
e C". Aqui temos trés casos:

1. Se C" é balanceado, entdao C” também é balanceado (e vice-versa) e o resultado
segue.

2. Se C" é negativo, entao C" é positivo (e vice-versa). Vamos assumir que C” é nao
trivial, e os lemas [39] e [41] garantem que podemos aplicar uma transposi¢do para
gerar um ciclo balanceado. Se escolhermos C" para receber o peso excedente de C”,
entao ambos estarao balanceados apds a transposicao.

3. Se o ciclo negativo C” é trivial, entao o Lema 43| garante que podemos mover o peso
excedente para outro ciclo utilizando duas transposi¢oes. Se escolhermos C" para
tal, ambos os ciclos estarao balanceados apos as duas transposicoes aplicadas. [

Lema 45. Seja C' um ciclo longo nao orientado balanceado em um grafo de breakpoints
ponderado onde nao existem ciclos orientados. E possivel aumentar o nimero de ciclos
balanceados em quatro unidades usando até sete transposicoes.

Demonstracao. Para provar este lema, usamos a seguinte afirmagao provada por Bafna e
Pevzner 3, Teorema 4.7]: se todos os ciclos de um grafo G sdo nao orientados, convergen-
tes, e existe um ciclo longo, entao existe uma sequéncia de trés transposigoes que aumenta
o numero de ciclos em quatro unidades (também conhecido como 0,2,2-movimento, ou seja
a primeira transposi¢cao nao aumenta o niamero de ciclos enquanto as proximas duas os
aumentam em duas unidades cada).

Desta forma, vamos aplicar primeiramente uma transposicao que transforma C' em um
ciclo orientado C” (o “0-movimento” de Bafna e Pevzner). Feito isso, usamos o Lema
duas vezes (para cada “2-movimento”), ja que apo6s a primeira aplicacdo do Lema [44] em
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C" outro ciclo orientado deve existir. Por exemplo, apos aplicar o Lema [44| pela primeira
vez na Figura [6.4(1), o ciclo vermelho B’ = (5,3,1) que ¢ nao orientado se torna o ciclo
orientado B” (5,1, 3).

O Lema |44 aplica até trés transposigoes, assim, aplicar no maximo sete transposigoes
aumenta em quatro unidades o nimero de ciclos balanceados.

A ultima coisa a se considerar é que a primeira transposi¢ao aplicada (0-movimento)
nao deve diminuir o niimero de ciclos balanceados. Como C' é nao orientado e longo, ele
possui pelo menos dois open gates que devem ser fechados por um ou mais ciclos. Temos
trés casos dependendo de quais ciclos fecham estes open gates:

1. Se eles sao fechados por um mesmo ciclo D, nés aplicamos uma transposi¢ao neste
ciclo para transformar C' em um ciclo orientado. Isto nao mudaréd o ntumero de
ciclos balanceados, ja que é aplicado apenas em um ciclo nao orientado que nao sera
quebrado em mais de um ciclo.

2. Se eles sao fechados por dois ciclos desbalanceados D e F', aplicamos uma transposi-
¢ao nestes ciclos para transformar C' em um ciclo orientado. Esta transposicao nao
pode diminuir o nimero de ciclos balanceados, ja que nem D nem F' sao balanceados.

3. Se eles sao fechados por dois ciclos D e F, e pelo um deles é balanceado, vamos
aplicar uma transposicao que garante que pelo menos um dos ciclos resultantes D’ e
F’ seréa balanceado (se D e F' sao ambos balanceados, entao se D' é balanceado F’
também serd, e vice-versa). Seja D = (...,d',...,d7,...) eseja F = (..., f* ..))
tais que egi e ep estao localizados entre duas arestas pretas diferentes de C, e
eq nao esta localizado entre duas arestas pretas de C'. Como nao existem ciclos
orientados, e como todo open gate deve ser fechado por outro ciclo, sempre podemos
encontrar um ciclo C' tal que existe um ciclo D como mencionado acima e ez € a
unica aresta preta de D entre duas arestas pretas de C'. Suponha, sem perda de
generalidade, que D é um ciclo balanceado. Utilizando um argumento similar ao
utilizado na prova do Lema [39 podemos concluir que existe uma aresta preta egy; tal
que w(eq) + w(eq) > fleq,eq), entdo podemos aplicar uma transposi¢ao criando
um ciclo balanceado D’ e, caso F seja balanceado, o novo ciclo F’ também sera
balanceado. Além disso, agora temos que C' é um ciclo orientado. O

Lema 46. Seja G um grafo de breakpoints ponderado sem ciclos longos nem ciclos desba-
lanceados. Se G possui ciclos curtos, € possivel aumentar o numero de ciclos balanceados
em duas unidades utilizando duas transposicoes.

2

2 é um open gate, dado

Demonstragao. Seja C' = (¢!, ¢?) um ciclo de G. Como o par ¢! e e
que nao existem, existe um ciclo D = (d', d?) tal que ¢! > d' > ¢ > d?. O préximo passo
¢ aplicar uma transposicao nas arestas pretas e.i, e.2 e eg2. Utilizando a mesma ideia do
Lema , esta transposigao gera um ciclo trivial balanceado (com a aresta cinza e/,) e um
ciclo orientado balanceado.

Como D é um ciclo curto e estamos aplicando uma transposicao em uma de suas
arestas pretas, podemos aplicar esta transposicao de modo que a préxima transposicao

aplicada no ciclo orientado gerado seja suficiente para gerar trés ciclos balanceados. Seja
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F = (f* f2, f?) o ciclo orientado gerado. Note que es2 = eg, pois a primeira transposi¢ao
nao agiu nesta aresta preta. Além disso, ej2 ¢ adjacente a ambas as arestas cinzas que
estao em D. Se k = w(eq) — w(elp) > 0, a primeira transposicao deve mover k + w(el;)
para w(eys), ou para w(e.,), caso contrario. Esta configuracdo para F' é suficiente para
gerar trés ciclos balanceados com apenas uma transposicao adicional.

Desta forma, aplicamos duas transposi¢oes e aumentamos o nimero de ciclos balan-
ceados em duas unidades. O]

A Figura mostra uma sequéncia de transposicoes intergénicas usando os lemas
Na Figura [6.4)(a) o ciclo azul A = (6,4,2) é nao orientado e negativo, e podemos
aplicar o Lema [39| usando também o ciclo positivo B = (7,5), e a transposi¢ao intergénica
pgig gera na Figura (b) o ciclo trivial balanceado C' = (2) e o ciclo nao trivial
D = (7,5,3,6), que neste caso é negativo e orientado.

Na Figura [6.4(b), podemos utilizar o Lema em D, o que nos leva a aplicar a
transposigao p(g:?:gg que gera na Figura (c) o ciclo trivial balanceado E = (3), o ciclo
trivial £/ = (7) e um ciclo curto G = (6,4). Note que F' é negativo e G é balanceado.

Na Figura [6.4)c), ndo existem ciclos longos, e podemos utilizar o Lema [43 no ciclo
trivial negativo F'. Este lema requer um ciclo positivo para interagir com o ciclo trivial
negativo, sendo que H = (8) é o tnico ciclo positivo. Como H também é trivial, precisa-
mos utilizar uma aresta preta de um ciclo balanceado para aplicar a transposi¢ao, entao
vamos utilizar o ciclo curto balanceado G. Duas transposi¢oes consecutivas nestas arestas
pretas (veja as figuras [6.4)c)46.4{d)) geram dois ciclos balanceados I = (7) e J = (8) na
Figura [6.4]e), sem modificar a aresta preta do ciclo G.

O grafo de breakpoints ponderado na Figura (e) possui apenas ciclos balanceados, e
eles sdo curtos ou triviais. Neste caso, podemos utilizar o Lema [46] que aplica duas trans-
posigoes intergénicas em dois ciclos curtos. Neste caso, G = (6,4) e K = (5,1). Estas
duas transposigoes aplicadas em G e K (veja as figuras [6.4[e-f)) geram quatro ciclos ba-
lanceados, aumentando o nimero de ciclos balanceados em duas unidades e completando
o processo de transformagao de (w,7) em (¢,7) — o grafo de breakpoints ponderado da
Figura [6.4](g) possui apenas ciclos balanceados triviais.

Na Figura [6.4[h), o ciclo verde A’ = (9,7,8) ¢ orientado e dado que também ¢é balan-
ceado podemos utilizar o Lema . As trés transposicoes aplicadas nas figuras (h—j)
transformam A’ em trés ciclos balanceados.

Na Figura (k), temos apenas ciclos nao orientados, e podemos utilizar o Lema
que aplica até sete transposi¢oes e aumenta o nimero de ciclos balanceados em quatro
unidades. A primeira transposi¢ao é aplicada nas arestas pretas de B’ = (5, 3, 1) transfor-
mando o ciclo (em azul na Figura[6.4(k)) em um ciclo orientado balanceado C” = (6,2, 4)
(o 0-movimento).

Continuando a aplicagao do Lema podemos utilizar agora o primeiro 2-movimento
(que nada mais é que o Lema para transformar C’ em trés ciclos balanceados. Neste
caso, apenas uma transposicao é suficiente — note que esta transposi¢cao também trans-
forma o ciclo nao orientado B’ em um ciclo orientado B” = (5, 1, 3).

Na Figura [6.4(m), podemos usar o segundo 2-movimento (ou seja, o Lema [44)) que
transforma o ciclo vermelho B” em trés ciclos balanceados triviais, novamente apenas uma
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Figura 6.4: De (a)-(g) temos uma sequéncia de transposigoes intergénicas que transforma
(2,6,5,4,1,4,3,0), e i = (4,1,3,5,2,3,6,1)
usando os lemas efd6] De (h)-(n) temos uma sequéncia de transposigdes intergénicas

(m,7) em (1,0) comm=(3216547),7=

que transforma (m,7) em (¢,7) com 7™ = (54321687),

= (3,1,6,5,9,8,4,2,7) usando os lemas [44| e .

# = (3,7,8,3,7,4,10,1,2) e

transposicao foi suficiente. Assim, aplicamos 3 transposi¢oes e aumentamos o nimero de

ciclos balanceados em quatro unidades, completando o processo de transformar (7, 77) em

(¢,0) — a Figura|6.4(m) possui apenas ciclos balanceados triviais.
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6.5 Uma 2-Aproximacao para a Ordenacao de Permu-
tacoes com Sinais por Reversoes Intergénicas

Utilizando os lemas apresentados na Segao vamos apresentar um algoritmo de 2-
aproximacao para o problema de Ordenacao de Permutagoes com Sinais por Reversoes
utilizando o grafo de breakpoints ponderado. Como uma reversao pode aumentar o ni-
mero de ciclos balanceados em nao mais de uma unidade, nosso objetivo ¢ mostrar que
sempre podemos aumentar o nimero de ciclos balanceados em uma unidade utilizando
no maximo duas reversoes.

O Algoritmo [7] utiliza os lemas para encontrar uma sequéncia de reversoes que
transforma (7, 7) em (¢,7). Vamos discutir brevemente sua corretude. Enquanto (m,7)
¢ diferente de (¢,7) (condigdo na linha , sabemos que pelo menos uma das seguintes
condigoes é verdade com relagao a G(m, 7, [):

e Existe um ciclo néo trivial C' balanceado ou negativo em G(m, 7, ), e C' é divergente.
Neste caso, o algoritmo ira aplicar a reversao recebida na linha

e Existe um ciclo nédo trivial C' negativo ou balanceado em G(m,,7), e todo ciclo
balanceado ou negativo de G(m, 7, [) é convergente. Neste caso, o algoritmo aplicara
as duas reversoes recebidas na linha [}

e Existe um ciclo trivial negativo C' em G(m, 7, 7). Neste caso, o algoritmo aplicara
as duas reversoes recebidas na linha [0l

Toda vez que o algoritmo alcanca a linha [7], ele aplica uma ou duas reversoes que
aumentam o nimero de ciclos balanceados em uma unidade, o que garante tanto a apro-
ximacao desejada, quanto que o algoritmo irda parar apés no maximo k iteragoes (onde
k= cy(t,0,0) — ep(m, 7, 0)).

Podemos encontrar um ciclo conforme descrito em tempo O(n), e em quais posi¢oes
a reversao deve ser aplicada em tempo O(n?). Este processo ¢ repetido por até k < n
vezes; assim, no pior caso, o algoritmo executa em tempo O(n?).

6.6 Uma 3.5-Aproximacao para a Ordenacao de Per-
mutacoes sem Sinais por Transposicoes Intergéni-
cas

Vamos agora apresentar um algoritmo de 3.5-aproximagao para transposicoes intergénicas
utilizando os lemas apresentados na Secao [6.4 O Algoritmo [§ utiliza os lemas [39] [41] e
para transformar (7,7) em (¢, ), onde m é uma permutagdo sem sinais.

Vamos explicar brevemente sua corretude. Enquanto (m,7) # (¢,7), temos que uma
das seguintes situagoes deve ser verdadeira: (i) existe um ciclo orientado, caso em que
quebramos tal ciclo se ele ¢ balanceado ou negativo nas linhas [4H6} (ii) existe um ciclo
negativo, caso em que aumentamos o nimero de ciclos balanceados se ele é nao orientado
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Algoritmo 7: Algoritmo de 2-aproximacao para o problema de Ordenacao de Per-
mutagoes com Sinais por Reversoes Intergénicas.

Dados: uma instancia (7, 7,7) tal que 7 é uma permutacdo com sinais.

Resultado: uma sequéncia de reversoes intergénicas S, tal que (7, 7) - S, = (¢, 7).

1 seq < ()

2 enquanto (7, 7) # (¢, 7) faga

3 G <+ o grafo de breakpoints ponderado G(m, 7, 7)

4 se existe um ciclo divergente C' em G que € ou balanceado ou negativo entao
S, < reversao garantida pelo Lema

senao se existe um ciclo nao trivial C' em G que € ou balanceado ou negativo
entao S, < reversoes garantidas pelo Lema

senao S, < reversoes garantidas pelo Lema

(m,7) = (m,7) - S,

seq.append(S,)

retorna seq

(S}

© oW N o

ou trivial nas linhas ; e (iii) existe um ciclo longo ou curto, caso em que quebramos
este ciclo nas linhas [14] e [16] respectivamente.

Note que nao consideramos em nenhum momento os ciclos positivos orientados, uma
vez que eles se tornarao ou balanceados ou negativos antes do algoritmo chegar na condigao
(iii), e eles serao manipulados na condi¢ao (i) em algum momento. Se o algoritmo chega
na condigao (iii), entao todos os ciclos estao balanceados, dado que ciclos negativos sdo
manipulados em (i) e (ii).

Com relacao a complexidade do Algoritmo |8 o lago nas linhas ¢ iterado por até
m = n + 1 vezes, dado que cada vez que o algoritmo aplica um dos lemas ele aumenta o
nimero de ciclos balanceados em pelo menos uma unidade. Encontrar qual lema utilizar
(e em quais posigoes a transposigao deve agir) requer O(n?). Desta forma, a complexidade
total do Algoritmo [§]é O(n?).

Vamos agora discutir sobre a aproximagao garantida pelo Algoritmo [§ Note que
alguns passos requerem mais de uma transposicao e, desta forma, a aproximacao sera
computada da seguinte maneira.

Definigao 4. Seja (m, 7, 1) wma instincia e seja S, = (p1, p2, - - -, pa) uma sequéncia de
transposigoes intergénicas tal que (w,7)-S, = (0,7). Pelo Lema S, aumentard em até

2d o nimero de ciclos balanceados. Desta forma, o fator de aproximacgao serd no mdximo

2d
Ch (0-76-75) —Cp (ﬂ—uﬁ—vi) ’

O lema a seguir mostra que cada passo do Algoritmo [§] garante um fator de aproxi-
magao menor ou igual a 3.5, o que nos leva ao fator de aproximacao proposto.

Lema 47. O Algoritmo [§ possui um fator de aprozimagao igual a 3.5.

Demonstragao. Utilizamos a formula dada pela Definicao [ para calcular a aproximagao
de cada passo e os resultados que sao apresentados na Tabela 6.1, onde podemos ver que
o fator de aproximacao maximo obtido é igual a 3.5. [
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Algoritmo 8: Algoritmo de 3.5-aproximacao para a Ordenacao de Permutacoes sem
Sinais por Transposi¢oes Intergénicas.

Dados: uma instancia (7, 7,7) tal que 7 é uma permutacdo sem sinais.

Resultado: uma sequéncia de transposicoes intergénicas S, tal que
(m,7) - S, = (1, 7).

1 seq <+ ()

2 enquanto (7, 7) # (¢, ) faga

3 G <« o grafo de breakpoints ponderado G(m, 7, 7)

4 se existe um ciclo longo orientado C' em G que € balanceado ou negativo entao

5 se C' € balanceado entao

6 ‘ S, < transposicoes garantidas pelo Lema

7 senao S, < transposicao garantida pelo Lema

8 senao se existe um ciclo negativo C' em G que € nao orientado ou trivial entao

9 se C' ¢ nao orientado entao

> (' & negativo

10 ‘ S, < transposigao garantida pelo Lema

11 senao S, < transposi¢oes garantidas pelo Lema > C é trivial
12 senao > G s6 possui ciclos balanceados e ndo orientados
13 se existe um ciclo longo C' em G entao

14 ‘ S, < transposicoes garantidas pelo Lema

15 senao > existem apenas ciclos curtos e triviais em G
16 ‘ S, < transposicoes garantidas pelo Lema

17 (m,7) = (m,7) - S,
18 seq.append(S,)

19 retorna seq

6.7 Uma 3-aproximacao para a Ordenacao de Permuta-
coes com Sinais por Reversoes Intergénicas e Trans-
posicoes Intergénicas

Nesta secao, apresentamos um algoritmo de aproximagao que usa tanto reversoes inter-
génicas quanto transposigoes intergénicas para transformar (7, 7) em (¢, ), onde 7 é uma
permutacao com sinais. Para isso, utilizaremos lemas ja definidos neste capitulo junta-
mente com o Lema que trata o caso de um ciclo longo balanceado convergente C
em um grafo G(m, 7, 7) em que todos os ciclos estao balanceados, sdo convergentes e nao
orientados. A ideia é substituir o Lema por este novo lema que, conforme veremos
mais tarde, fornece um fator de aproximagao melhor.

Lema 48. Seja C = (ct,...,c¥), k > 2, um ciclo convergente balanceado de um grafo
de breakpoints ponderado G(m, 7, 1) no qual todos os ciclos balanceados sao convergentes.
E possivel aumentar o nimero de ciclos balanceados em duas unidades utilizando trés

reversoes.

Demonstracao. Seja C' um ciclo balanceado e sejam e, e eq+1 duas arestas pretas de C,
com 1 <i < k. O par es e eq+1 ¢ um open gate e sabemos por Bafna e Pevzner [3]| que
existe um ciclo nao trivial D = (..., d’,...,d’,...) que fecha este open gate, ou seja, que
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Tabela 6.1: Célculo da aproximagao méaxima (Apax) utilizando a Defini¢ao , de cada
passo do Algoritmo , dado o ntimero maximo de transposicoes existentes em S, e o
ntimero minimo de novos ciclos balanceados gerados.

Passo Tamanho maximo de S, Acy(m, 7,1, S,) minimo Alax
Lema 3 2 g =
Lema 1 1 % =
Lema 1 2 % =
Lema 2 2 % =
Lema 7 4 =35
Lema 2 2 % =

ou ¢ ou ¢! esta entre d° e d’. Uma reversao aplicada nas arestas pretas ey e ey faz
com que C' seja transformado em um ciclo divergente. Pelo Lema [36] podemos aplicar
uma reversao em C' que aumenta o numero de ciclos balanceados em uma unidade. Apos
esta segunda reversao ser aplicada, temos que D serd um ciclo divergente, entao podemos
aplicar uma reversao em D seguindo o mesmo lema que aumentard o ntumero de ciclos
balanceados em uma unidade. O]

O Algoritmo [J|aplica o lema acima, o Lema[36] e os lemas do Algoritmo[8], com excegao
do Lema [45| que fornece fator de aproximacao igual a 3.5. Como os passos deste algoritmo
sao similares aos do Algoritmo|[§] temos que a complexidade total do Algoritmo [9] também
é O(n?).

Vamos discutir como o algoritmo para e ordena qualquer genoma (7,7). O algo-
ritmo comeca aplicando reversoes em ciclos divergentes existentes, exceto pelos positivos.
A seguir, os ciclos orientados balanceados ou negativos sao tratados, bem como os ciclos
negativos restantes (neste ponto ciclos positivos sao transformados em negativos ou balan-
ceados). O ultimo passo do algoritmo é quando nao existem mais nem ciclos divergentes
nem desbalanceados. Neste caso, o algoritmo aplicara ou uma sequéncia de trés reversoes,
se existe um ciclo longo, ou uma sequéncia de duas transposicoes em dois ciclos curtos.

O lema a seguir mostra como garantimos o fator de aproximagao do Algoritmo[9} Note
que o limitante inferior para reversoes e transposicoes é o mesmo que o limitante para
transposigoes apenas, logo podemos reutilizar os célculos apresentados para os passos do
Algoritmo [§

Lema 49. O Algoritmo[9 possui um fator de aprozimag¢ao igual a 3.

Demonstragao. Pela Tabela[6.1] sabemos a aproximagao méaxima garantida pelo Lema[44]
que ¢é igual a 3, bem como dos lemas [T} B9} 43| e [46] que sdo iguais a 2. O Lema [30]
aplica uma reversao que aumenta o namero de ciclos balanceados em uma unidade e sua
aproximagcao segundo a Definicao {4 é igual a % = 2. O Lema utiliza trés reversoes
que aumentam o numero de ciclos balanceados em duas unidades, o que resulta, pela
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Algoritmo 9: Algoritmo de 3-aproximacao para a Ordenacao de Permutacoes com
Sinais por Reversoes Intergénicas e Transposigoes Intergénicas.

Dados: uma instancia (7, 7,7) tal que 7 é uma permutacdo com sinais.
Resultado: uma sequéncia de reversoes intergénicas e transposicoes intergénicas
S, tal que (m,7) - S, = (¢, 0).

1 seq <+ 0

2 enquanto (7, 7) # (¢, ) faga

3 G <« o grafo de breakpoints ponderado G(m, 7, 7)

4 se existe um ciclo divergente C' em G que é ou balanceado ou negativo entao

5 ‘ S, < reversao garantida pelo Lema

6 senao se existe um ciclo orientado C' em G que € balanceado ou negativo entao
7 se C' € balanceado entao

8 ‘ S, < transposi¢oes garantidas pelo Lema,

9 senao > (' & negativo
10 ‘ S, < transposicao garantida pelo Lema

11 senao se existe um ciclo negativo C em G que € nao orientado ou trivial entao
12 se C' € nao orientado entao

13 ‘ S, < transposicao garantida pelo Lema

14 senao > (' & trivial
15 ‘ S, < transposicoes garantidas pelo Lema

16 senao > G possui apenas ciclos balanceados
17 se existe um ciclo longo balanceado C em G entao

18 ‘ S, < reversoes garantidas pelo Lema

19 senao > (G possui apenas ciclos curtos e triviais
20 ‘ S, < transposicoes garantidas pelo Lema

21 (m,7) = (m,7)- S,

22 seq.append(S,)

23 retorna seq

Definigao , na aproximagao g = 3, sendo este o fator de aproximacao final do Algoritmo @

[]

6.8 Transposicoes Genéricas Intergénicas

Até este ponto, assumimos que uma transposicao troca a posicao de dois segmentos tal
que cada segmento possui pelo menos um gene (elemento). Esta restri¢ao é mandatoria
quando nao consideramos as regioes intergénicas, mas quando as consideramos podemos
também considerar o caso em que um pedago de regido intergénica (sem genes) troca de
posigao com um segmento adjacente com pelo menos um gene (e vice-versa) — note que
apenas trocarfamos a posicao de nucleotideos de uma mesma regiao intergénica caso fosse
permitido que os segmentos nao possuissem nenhum gene, o que nao faz sentido em nosso
problema ja que resultaria no mesmo genoma.

Assim, uma transposicao genérica intergénica pE;]ykZ)), comiZkel <i<j<k<
n—+1, pode ser definida ou como uma troca intergénica, caso ¢ = j ou j = k, ou como uma
transposi¢ao intergénica (como definida anteriormente, onde i < j < k).
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G com 1 <i<k<n+1 z €081,y € L]

r <yezé€ 0.7, corta 7; apos x nucleotideos e também 7; apds y nucleotideos e insere

Uma troca intergénica p

o segmento de tamanho y — x em 7, apd6s os primeiros z nucleotideos. Isto significa que
(m,7%) - p resulta em (7, 7'), com 7, = 7; se j & {i,k}, T, =T —y+zrem =" +y—m

De modo similar, uma troca intergénica p&@%, com 1l <i<k<n+1,zel0.7],
y € [0.71, — 1], z € [1.7] e y < z, corta 7, ap6s y nucleotideos e também 7y apds z
nucleotideos e insere o segmento de tamanho z —y em 7; ap6s os primeiros x nucleotideos.
Isto significa que (7, 7) - p resulta em (7,7), com 7 = 7; se j & {i,k}, i =T +2—ye

7, =Tk — 2 +y. A Figura mostra um exemplo de uma troca intergénica.

G[Gene 3] TTCAGAT|Gene 2][Gene 1]cTCT[Gene 7]CT[Gene 6] AGTGACA [Gene 4] aTCC[Gene 8][Gene 5| TGGCTCTGA (77)
2] 1 |

(2,9,9)
P(2,1,6)

G[Gene 3| TTGGCTCCAGAT[Gene 2[Gene 1] TCT[Gene 7]C T[Gene 6] AGTGACA [Gene 4] ATCC [Gene 8][Gene 5| TTGA (71)

Figura 6.5: Um genoma (ficticio) representado pela permutagao 7 = (3217 6 4 8 5)

com7=(170427409). A troca intergénica pg?gg

7 =men =(1120427404), movendo um segmento de nucleotideos de tamanho
6 — 1 = 5 da regiao intergénica 79 para 79, apés seu segundo nucleotideo.

transforma (7, 7) em (7', ') com

A distancia de transposi¢io genérica intergénica, denotada por dgy(m, 7, 7), ¢ o nimero
minimo m de transposi¢oes genéricas py, . .., p, que transforma (7, 77) em (¢, ), onde 7 é
uma permutacao sem sinais. Ja a distdncia de reversao intergénica e transposi¢cao genérica
intergénica, denotada por dy5(m, 7, ), ¢ o nlimero minimo m de reversoes e transposigoes
genéricas py, . . ., pm que transforma (7, 7) em (¢, ), onde 7 é uma permutagao com sinais.

Note que uma troca intergénica pode ser aplicada em (7, ) se, e somente se, 7; > 0.
Como as redugoes utilizadas nos lemas |34] e [35| utilizam 7; = 0, nenhuma troca intergénica
pode ser aplicada nestas instancias, entao podemos utilizar o mesmo argumento para pro-
var que os problemas também permanecem NP-dificeis quando permitimos transposigoes
genéricas.

Lema 50. Encontrar a distancia de ordenacao por transposi¢oes genéricas é NP-dificil.
Demonstragao. Similar & prova do Lema [34] O

Lema 51. Encontrar a distincia de ordenacao por reversoes intergénicas e transposi¢oes
intergénicas é NP-dificil.

Demonstragao. Similar & prova do Lema [35] O

6.9 O Efeito de Transposicoes (Genéricas Intergénicas
em Grafos de Breakpoints Ponderados

Os lemas a seguir mostram como trocas intergénicas modificam o namero de ciclos e ciclos
balanceados de G(7, 7, ) quando aplicadas a um genoma (7, 7).



97

Lema 52. Seja (mw,7,0) uma instancia. Para qualquer troca intergénica p temos que
Ac(m, 7,0, p) = 0.

Demonstrac¢ao. Como trocas intergénicas nao alteram a ordem dos genes, elas nao podem
modificar o conjunto de arestas de G(m,, 7). [

Lema 53. Seja (m,7,0) uma instancia. Para qualquer troca intergénica p temos que
Acy(m, 7,1, p) < 2.

Demonstracao. Note que uma troca intergénica é aplicada em um ou dois ciclos — ela
modifica duas arestas pretas apenas. Se ela é aplicada em um tnico ciclo, ela nao modi-
ficard o nimero de ciclos balanceados. Caso contrario, como uma troca intergénica nao
altera os ciclos, o melhor cenario é mover o peso excedente de um ciclo para outro de
modo a gerar dois ciclos balanceados. O]

Assim, conseguimos definir os seguintes limitantes inferiores considerando transposi-
coes genéricas.

Teorema 19. dy(m,7,0) > "+1+”(7””)

Demonstracao. Pela Propriedade , temos que ¢(t,7,0) = n + 1. Assim, precisamos
encontrar uma forma de aumentar o namero de ciclos balanceados de ¢y(m, 7, 7) para
n+1. O lema segue pelo fato deste nimero aumentar em no maximo duas unidades para
cada transposi¢ao (Lema ou troca intergénica (Lema . 0

> n+1—cy (7,7,0)

Teorema 20. dy (7, 7,7) > 2

Demonstragao. Sabemos que precisamos ir de ¢ (m, 7, 0) para ¢(¢,7,7) = n+ 1. O lema
segue pelo fato deste nimero aumentar em no maximo duas unidades para cada trans-
posigao (Lema , em no maximo uma unidade para cada reversao (Lema € em no
méaximo duas unidades para cada troca intergénica (Lema . n

Agora vamos modificar parte dos lemas utilizados pelo Algoritmo 8] para tirar vantagem
das trocas intergénicas. Comegamos com mais uma melhoria dos lemas [43] e [44]

Lema 54. Seja C um ciclo trivial negativo. FE possivel aumentar o nimero de ciclos
balanceados em uma unidade utilizando uma troca intergénica.

Demonstragao. Como C' = (c!) é negativo, sabemos que existe um ciclo positivo D = (d*)
no grafo de breakpoints ponderado. Aplique a troca intergénica nas arestas pretas e. e
eqt, movendo o peso excedente de C' para D. Esta troca intergénica transforma C' em um
ciclo balanceado. O

Utilizando o Lema[54], podemos diminuir o nimero de operagoes aplicadas no Lema[44]
como explicamos no lema a seguir.

Lema 55. Seja C' um ciclo longo orientado balanceado. E possivel aumentar o numero
de ciclos balanceados em duas unidades utilizando até duas transposicoes genéricas.
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Demonstragao. A prova ¢ similar & prova do Lema 4] com excegdo do dltimo caso, em
que temos um ciclo trivial negativo C” apds a primeira transposi¢ao. Aqui, utilizamos
o Lema para transformar C” em um ciclo balanceado com uma troca intergénica
apenas. ]

Como o Lema[45| utiliza o Lema [43], também podemos diminuir o niimero de operagoes
aplicadas como explicado no lema a seguir.

Lema 56. Seja C um ciclo longo nao orientado balanceado em um grafo de breakpoints
ponderados em que nao existem ciclos orientados. E possivel aumentar o numero de ciclos
balanceados em quatro unidades com a aplicacao de até cinco transposigoes genéricas.

Demonstracao. A prova também é similar & prova do Lema mas agora utilizamos
o Lema duas vezes ao invés do Lema [44] dado que este lema utiliza uma operagao
a menos. Desta forma, o nimero de transposicoes genéricas aplicadas diminui em duas
unidades e o lema segue. O]

6.10 Uma 2.5-aproximacao para a Ordenacao de Per-
mutacoes sem Sinais por Transposicoes Genéricas
Intergénicas

Note que o Algoritmo [§ pode ser utilizado para o problema de Ordenacao de Permutacoes
sem Sinais por Transposi¢oes Genéricas Intergénicas, mas é possivel obter um algoritmo
com um fator de aproximagao de 2.5. Para isto, vamos ajustar o Algoritmo [§] para
utilizar os novos lemas que aplicam trocas intergénicas, conforme os passos descritos no
Algoritmo [10]

Dado que os passos dos algoritmos[§|e[I0]utilizam a mesma ideia, as provas de corretude
e de complexidade computacional sao as mesmas. Vamos argumentar sobre o novo fator
de aproximacao.

Note que o limitante inferior definido no Teorema é o mesmo que o definido no
Teorema [16] assim, também podemos utilizar a féormula da Definigao [4] para calcular o
fator de aproximagao de cada passo do algoritmo, conforme mostra o Lema [57]

Lema 57. O Algoritmo |10} possui um fator de aprorimacao igual a 2.5.

Demonstracao. Ja sabemos que os lemas [39] [41] e [46] possuem fator de aproximagao igual
a 2. A troca intergénica aplicada pelo Lema [54] aumenta em uma unidade o nimero de

ciclos balanceados, entao seu fator de aproximacgao, segundo a Defini¢ao , é % = 2. As

duas transposi¢oes genéricas aplicadas no Lema [55|aumentam em duas unidades o ntimero

de ciclos balanceados, o que resulta no fator de aproximagao % = 2. Por fim, as cinco

transposicoes genéricas aplicadas pelo Lema [56] aumentam em quatro unidades o nimero
de ciclos balanceados, o que resulta no fator de aproximacao 14—0 = 2.5, que é entao o fator

de aproximagao do Algoritmo [10] O
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Algoritmo 10: Uma 2.5-aproximacao para a Ordenacao de Permutacoes sem Sinais
por Transposi¢oes Genéricas Intergénicas.

Dados: uma instancia (7, 7,7) tal que 7 é uma permutacdo sem sinais.
Resultado: uma sequéncia de transposicoes genéricas intergénicas S, tal que
(m,7) - S, = (1, 7).
1 seq <+ 0
2 enquanto (7, 7) # (¢, ) faga
3 G <« o grafo de breakpoints ponderado G(m, 7, 7)

4 se existe um ciclo orientado C' em G que € balanceado ou negativo entao

5 se C' € balanceado entao

6 ‘ S, < transposicoes genéricas garantidas pelo Lema

7 senao > (' & negativo
8 ‘ S, < transposi¢oes garantidas pelo Lema,

9 senao se existe um ciclo negativo C em G que é nao orientado ou trivial entao
10 se C' € nao orientado entao

11 ‘ S, < transposicoes garantidas pelo Lema

12 senao > C & trivial
13 ‘ S, < troca intergénica garantida pelo Lema

14 senao > G possui apenas ciclos balanceados
15 se existe um ciclo longo balanceado C' em G entao

16 ‘ S, < transposigoes genéricas garantidas pelo Lema

17 senao > (G possui apenas ciclos curtos e triviais
18 ‘ S, < transposi¢oes garantidas pelo Lema

19 (m,7) = (m,7) - S,
20 seq.append(S,)
21 retorna seq

6.11 Algoritmo de 2.5-aproximacao para a Ordenacao
de Permutacoes com Sinais por Reversoes Inter-
génicas e Transposicoes Genéricas Intergénicas

Utilizando a mesma estratégia da Ordenacao por Transposi¢oes Genéricas, vamos mo-
dificar alguns lemas do Algoritmo [9] para utilizar os novos lemas que aplicam as trocas
intergénicas. Vamos entao remover os Lemas [44], [43] e [48], que s@o os passos cujo fator de
aproximagao ¢ 3, e utilizar os lemas conforme os passos descritos no Algoritmo [T}

A corretude e a complexidade do Algoritmo [I1] sdo as mesmas do Algoritmo [, dado
que também utilizam a mesma ideia. O lema a seguir define seu fator de aproximagao
utilizando novamente a Defini¢ao [d, dado que os limitantes inferiores dos teoremas [20] e
Sa0 0S Mesmos.

Lema 58. O Algoritmo [11] possui um fator de aproximagao igual a 2.5.

Demonstracao. Ja sabemos, pelos algoritmos anteriores, que as operagoes aplicadas pelos
lemas 39} [41], e b5 possuem fator de aproximacao igual a 2, e as operagoes aplicadas

pelo Lema [56| possui fator de aproximacao igual a 2.5, que é entao o fator de aproximacao
do Algoritmo [L1]. O
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Algoritmo 11: Uma 2.5-aproximagao para a Ordenagao de Permutag¢oes com Sinais
por Reversoes Intergénicas e Transposigoes Genéricas Intergénicas.
Dados: uma instancia (7, 7,7) tal que 7 é uma permutacdo com sinais.
Resultado: uma sequéncia de reversoes intergénicas e transposigoes genéricas
intergénicas S, tal que (m,7) -S, = (¢, 7).

1 seq <+ 0
2 enquanto (7, 7) # (¢, ) faga

3 G <« o grafo de breakpoints ponderado G(m, 7, 7)

4 se existe um ciclo divergente C' em G que € balanceado ou negativo entao

5 ‘ S, < reversao garantida pelo Lema

6 senao se existe um ciclo orientado C' em G que € balanceado ou negativo entao
7 se C' € balanceado entao

8 ‘ S, < transposigao genérica garantida pelo Lema

9 senao > (' & negativo
10 ‘ S, < transposicao garantida pelo Lema

11 senao se existe um ciclo negativo C em G que € nao orientado ou trivial entao
12 se C' € nao orientado entao

13 ‘ S, < transposicao garantida pelo Lema

14 senao > (' & trivial
15 ‘ S, < troca intergénica garantida pelo Lema

16 senao > (' possui apenas ciclos balanceados
17 se existe um ciclo longo balanceado C em G entao

18 ‘ S, < transposi¢oes genéricas garantidas pelo Lema

19 senao > (' possui apenas ciclos curtos e triviais
20 ‘ S, < transposicoes garantidas pelo Lema

21 (m,7) = (m,7)- S,

22 seq.append(S,)

23 retorna seq

6.12 Experimentos

Nos criamos bases de dados com instancias simuladas para verificar tanto a evidéncia
da utilidade de considerar as regides intergénicas quanto o desempenho dos algoritmos
de aproximacao descritos até o momento neste capitulo, e também implementamos os
algoritmos [THL 1]

Cinco conjuntos de dados foram gerados: para reversoes intergénicas (DBygr), para
transposigoes intergénicas (DByr), para transposigoes genéricas (DBgr), para reversoes
intergénicas e transposigoes intergénicas (DBryt), € para reversoes intergénicas e trans-
posigoes genéricas (DBiragT)-

Para cada conjunto de dados, comegamos com 100 pares (¢,7), tal que ¢ possui 100
elementos e cada i; recebeu um valor aleatorio no intervalo [0..100], para ¢ € [1..101].

Depois, para cada par (¢,7) foram geradas 100 triplas (m, 7, £) aplicando neste par:

e d reversoes intergénicas, com d indo de 5 até 100 em intervalos de 5 (DBig).

e d transposigoes intergénicas, com d indo de 5 até 100 em intervalos de 5 (DByr).
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e d transposigoes genéricas (sendo 80% transposigdes intergénicas e 20% trocas inter-
génicas), com d indo de 5 até 100 em intervalos de 5 (DBgr).

e d reversoes intergénicas e transposigoes intergénicas (sendo 50% de cada), com d
indo de 10 até 100 em intervalos de 10 (DBgryT).

e d reversoes intergénicas e transposigoes genéricas (sendo 50% reversoes intergénicas,
40% transposigoes intergénicas e 10% trocas intergénicas), com d indo de 10 até 100
em intervalos de 10 (DBirgT).

Consequentemente, os conjuntos de dados DBig, DByt € DBgrt (resp. DBjrit €
DBirgT) possuem 200.000 (resp. 100.000) triplas (w, 7, ) cada, sendo 10.000 triplas para
cada valor de d. As posi¢oes tanto dos elementos onde a operacao é aplicada quanto da
localizacao dentro das regides intergénicas foram geradas aleatoriamente (respeitando as
restrigoes de cada operagao). Além disso, nos conjuntos em que mais de uma operagao
pode ser aplicada, elas foram escolhidas também de maneira aleatoéria.

6.12.1 Algoritmos Existentes na Literatura

Para verificar a utilidade dos algoritmos que consideram regioes intergénicas, comegamos
nosso experimento testando dois algoritmos de aproximagao existentes que nao levam em
consideracao regioes intergénicas: um algoritmo para a Ordenacao de Permutagoes por
Transposi¢oes (SbT) e outro para a Ordenagao de Permutagoes com Sinais por Reversoes e
Transposi¢oes (SbSRT). Nestes algoritmos utilizamos apenas o elemento 7 de cada tripla
(m,7,7). Lembre que a Ordenacdo de Permutagoes com Sinais por Reversoes (SbSR)
admite algoritmo exato em tempo polinomial. Desta forma, optamos por nao utiliza-lo,
uma vez que as distancias retornadas seriam sempre menores ou iguais ao nimero de
operacoes aplicadas para gerar uma instancia.

Para SbT, utilizamos o algoritmo DD, que é uma melhoria do algoritmo de Bafna e
Pevzer [3|, proposto por Dias e Dias [21] e possui fator de aproximagao 1.5. Para SbSRT,
nos utilizamos o algoritmo ODD, proposto por Oliveira e coautores [47], que possui um
fator de aproximacao igual a 2. Como trocas intergénicas nao modificam a permutacao,
nao utilizamos estes algoritmos nos conjuntos de dados que aplicam esta operacgao. Assim,
DD foi testado com DBt ¢ ODD foi testado com DBirir. A Tabela mostra os
resultados obtidos para estes dois algoritmos.

Podemos notar que estes algoritmos comecam como bons estimadores, mas comegam
a subestimar a distancia real (ou seja, retornar um valor abaixo do nimero d de operagoes
aplicadas para gerar as instancias) rapidamente. Por exemplo, o algoritmo DD comega a
subestimar a distancia em média quando d > 20, e nunca retorna distancias maiores que
54. Ja o algoritmo ODD, comega a subestimar a distancia em média quando d > 30, e
nunca retorna uma sequéncia de ordenagao com mais de 60 operacgoes para DBiry.

6.12.2 Resultados com o Conjunto de Dados DBir

A Tabela mostra os resultados obtidos pelo Algoritmo [7] um algoritmo com fator
tedrico de aproximacao 2 para reversoes intergénicas, utilizando o conjunto de dados
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Tabela 6.2: Sumario para os algoritmos DD e ODD da distancia média (AVG), minima
(MIN) e maxima (MAX) obtidas para cada valor de d nos conjuntos de dados DByt e
DBigriT, respectivamente.

DD com DBjr DD com DBjr (cont.) ODD com DBigriT
d AVG MIN MAX d AVG MIN MAX d AVG MIN MAX
5 499 3 7 55 40.66 33 47 10 10.49 7 14
10 10.01 8 13 60 42.04 35 49 20 20.28 16 26

15 15.04 12 19 65 4327 35 49 30 2837 23 34
20 1998 16 24 70 4432 37 50 40 35.04 28 42
25 2459 19 29 7 4518 39 52 50 40.25 33 49
30 2857 22 34 80 4592 38 53 60 44.37 36 52
35 3191 25 37 86 46.54 39 53 70 4736 40 56
40 34.71 28 42 90 47.07 41 53 80 49.69 42 o8
45 37.06 30 44 95 4754 40 o4 90 5147 42 60
50 39.01 32 46 100 4794 41 o4 100 52.77 45 60

DBir.

Podemos ver que o algoritmo consegue realizar boas inferéncias, com distancias médias
muito proximas do nimero de operagoes utilizadas para gerar as instancias em quase
todos os valores de d. Apesar do fator teérico do algoritmo ser 2, o fator de aproximacao
experimental médio foi muito melhor na pratica, com resultados muito proximos de 1 para
quase todos os valores de d. Além disso, na média, o algoritmo comeca a subestimar a
distancia apenas quando o niimero de reversoes intergénicas aplicadas é maior ou igual a

75.

6.12.3 Resultados com os Conjuntos de Dados DByt e DBgt

Vamos comparar agora os algoritmos [§ e [L0, que utilizam transposi¢oes intergénicas ou
transposicoes genéricas e possuem fatores tedricos de aproximagao iguais a 3.5 e 2.5,
respectivamente. Apesar de apenas o Algoritmo lidar com trocas intergénicas, nos
executamos os dois algoritmos em ambos os conjuntos DBrr e DBgt. A Tabela
mostra os resultados obtidos para os conjuntos de dados DByt ¢ DBgr.

Podemos notar que a distancia média e o fator de aproximagao experimental médio dos
resultados obtidos em ambos os conjuntos sao menores no algoritmo com o menor fator
de aproximacao tedrico, como esperado. No conjunto DByt o Algoritmo [10] foi o melhor
estimador, mesmo aplicando trocas intergénicas, que nao foram aplicadas na criacao desde
conjunto. Além disso, podemos perceber um leve aumento na distancia média retornada
pelo Algoritmo [§] entre os dois conjuntos, o que faz sentido dado que o segundo conjunto
foi criado utilizando operagoes que este algoritmo nao consegue reproduzir.

Nos dois conjuntos, o Algoritmo [§] comega a subestimar a distancia quando d > 65 na
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Tabela 6.3: Sumario para o Algoritmo [7| do ntimero médio (Dayg), maximo (Dmax), €
minimo (Dyin) de reversoes intergénicas aplicadas, o fator de aproximagao experimental
médio do algoritmo (AE,yg) € a porcentagem de permutacoes em que o algoritmo aplica
exatamente o niumero de operagoes indicado pelo limitante inferior (%SLB) retornado no
conjunto de dados para cada valor aplicado (d) para gerar as instancias de DBig.

d D.y Dmax Dmin AEag %SLB d Dag Dmax Dmin AE., %SLB
5 516 7 4 1.0318 8470 55 5559 66 49 1.0215 46.06
10 1028 13 8 1.0281 7486 60 60.59 75 53  1.0259 39.59
15 1535 20 13 1.0237 6989 65 6546 84 57 1.0310 32.82
20 2038 25 18 10203 6672 70 7009 8 59 10363 27.46
25 2541 31 23 1.0178 6516 75 7432 94 63 10411 22.13
30 3043 37 27 10166 6241 80 77.97 94 65 10442 18.62
35 3544 43 32 10155 6091 8 8127 103 66 10473 15.88
40 4047 52 37 10159 57.75 90 84.02 105 70 1.0479 14.09
45 4552 55 40 1.0169 54.92 95 8643 107 72 1.0481 13.48
50 50.54 61 45 1.0184 49.91 100 88.45 110 74 1.0482 13.70

média, e o Algoritmo [10] quando d > 60 em média. Isto significa que considerar as regides
intergénicas faz com que os algoritmos comecem a subestimar a distancia muito depois
do algoritmo (DD) que as ignora (d > 20 contra d > 70).

No conjunto DByr, o fator de aproximacao experimental maximo retornado pelos
algoritmos [§] e foi de 2.42 e 1.96, respectivamente. No conjunto DBgr, o fator de
aproximagao experimental maximo retornado pelos algoritmos |8 e [10| foi de 2.6 e 2, res-
pectivamente.

Considerando todos os resultados obtidos nos dois conjuntos, os algoritmos [§ e [I0]
possuem fator de aproximacao experimental médio abaixo de 1.5 e 1.4, respectivamente.

6.12.4 Resultados com os Conjuntos de Dados DBirit € DBireT

Por fim, vamos comparar os algoritmos [J] e [II} que utilizam reversoes intergénicas junta-
mente com transposicoes intergénicas ou transposicoes genéricas e possuem fatores teori-
cos de aproximagao iguais a 3 e 2.5, respectivamente. Aqui também executamos os dois
algoritmos em ambos os conjuntos DBigir € DBirgT. A Tabela [6.5 mostra os resul-
tados obtidos para os conjuntos de dados DBirir ¢ DBirgr. Os resultados possuem
um comportamento parecido com os algoritmos que utilizam transposicoes intergénicas
ou genéricas: as distancias retornadas pelo Algoritmo sao levemente menores que as
distancias retornadas pelo Algoritmo [9

Nos dois conjuntos, o Algoritmo [9| comega a subestimar a distancia quando d > 80 na
média, e o Algoritmo 11| quando d > 70 em média. Note que o algoritmo que desconsidera
regioes intergénicas testado (ODD) comega a subestimar mais cedo que os algoritmos
propostos (d > 30 contra d > 80).
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Tabela 6.4: Sumario para os algoritmos [§] e [L0] (A8 e A[LO] respectivamente) do nimero
médio (DISTayg), minimo (DIST i) € maximo (DIST max) de transposicoes intergeé-
nicas/genéricas aplicadas, e o fator de aproximac@o experimental médio (AE,ye) dos
algoritmos (utilizando os limitantes inferiores dos teoremas |16| e para cada valor de
operagoes aplicadas (d) para gerar as instancias de DByt (tabela & esquerda) e DBgr
(tabela a direita).

DByy DIST,,, DIST,;, DIST . AEg, DBgr DIST,,; DISTn,in DISTnax AEa,
d A AN AR A0 AR AO] AR ATD 4 AR AN AR ANO] AF] A10] AR A0
5 521 514 4 4 11 9 1.04 1.03 5 6.14 5.11 4 4 13 10 1.23 1.02
10 11.29 1095 9 9 20 17 1.13 1.10 10 13.00 11.25 9 9 23 18 1.31 1.13
15 18.17 17.40 14 14 30 26 1.21 1.16 15 20.53 18.20 14 13 36 27 139 1.23
20 25.45 24.17 19 19 38 34 128 1.22 20 28.23 25.41 19 18 48 37 146 1.31
25 32.81 31.07 23 23 58 45 1.34 1.27 25 35.37 3229 24 23 58 43 1.50 1.37
30 39.80 37.64 27 27 61 52 1.40 1.32 30 41.74 38.37 28 28 65 52 1.52 1.40
35 45.72 43.27 31 31 69 61 144 1.36 35 47.17 43.59 31 31 72 58 1.54 1.42
40 50.71 4795 33 33 74 68 146 1.38 40 51.79 48.02 35 35 79 66 1.55 1.44
45 54.95 51.96 38 37 81 69 1.49 141 45 55.68 51.81 39 38 86 71 156 145
50 58.78 55.51 41 41 82 76 151 142 50 59.10 55.05 41 41 84 72 1.57 1.46
55 61.79 5835 44 43 88 76 1.52 1.44 55 61.93 57.83 42 42 91 78 1.57 1.47
60 64.52 60.94 43 43 99 83 1.53 1.45 60 64.57 60.33 44 42 99 80 1.58 1.47
65 66.83 63.10 46 45 102 83 1.54 1.46 65 66.83 62.58 48 47 99 83 1.58 1.48
70 68.84 65.01 50 47 99 89 1.55 1.47 70 68.77 64.41 48 47 95 83 1.59 1.49
75 70.53 66.64 52 50 101 87 1.56 1.48 75 70.48 66.08 50 48 100 89 1.59 1.49
80 72.05 68.08 50 49 101 89 1.57 1.48 80 71.96 67.48 52 51 104 87 1.59 1.50
85 73.38 69.29 53 51 116 91 1.58 1.49 85 73.16 68.72 53 51 108 83 1.60 1.50
90 7449 7036 54 52 102 90 1.58 1.49 90 74.31 69.80 52 51 107 91 1.60 1.50
95 75.78 71.55 53 52 115 91 1.59 1.50 95 75.21 70.70 50 50 105 92 1.60 1.51

100 76.69 7241 56 55 107 94 1.60 1.51 100 76.46 7191 56 54 105 93 1.61 1.52

Novamente, é possivel perceber um leve aumento na distancia média retornada pelo
Algoritmo [J] entre os dois conjuntos, o que faz sentido dado que o segundo conjunto foi
criado utilizando operagoes que este algoritmo nao consegue reproduzir.

No conjunto DBjgrrT, 0 fator de aproximacao experimental méaximo retornado pelos
algoritmos [J] e foi de 2.4 e 2.13, respectivamente. No conjunto DBgT, o fator de
aproximagao experimental maximo retornado pelos algoritmos [9] e [[1] foi de 2.53 e 2.14,
respectivamente.

Considerando todos os resultados obtidos nos dois conjuntos, os algoritmos [J e
possuem fator de aproximacao experimental médio abaixo de 1.9 e 1.8, respectivamente.

6.13 Conclusoes

Neste capitulo, investigamos a Ordenagao por Operagoes Intergénicas sem restri¢goes no
tamanho destas operagoes. Conseguimos mostrar que as trés versoes estudadas (reversoes,
transposigoes e reversoes e transposigoes) sao NP-dificeis.
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Tabela 6.5: Sumario para os algoritmos [J e [L1] (Al9] e A[11] respectivamente) do nimero
médio (DISTayg), minimo (DIST i) € maximo (DIST max) de reversoes intergénicas
e transposigoes intergénicas/genéricas aplicadas, e o fator de aproximagao experimental
médio (AE,yg) dos algoritmos (utilizando os limitantes inferiores dos teoremas [17] e
para cada valor de operagoes aplicadas (d) para gerar as instancias de DByt (tabela a
esquerda) e DBrgT (tabela a direita).

DBirir  DISTae DISTuin DISTiax  AE. DBmer DIST.e DISTyim DISTpe  AEq,
d AE]AIAE]AIAE]AIAE]AI d AE]AIAE]AIAE]AIAE]AI
10 12,60 12.31 18 1.68 1.64 10 13.03 11.79 19 174 157
20 2637 2576 20 20 34 31 177 172 20 2701 2497 20 19 35 31 182 1.68
30 4023 3920 30 30 52 46 181 1.77 30 4092 3821 30 28 52 46 187 1.74
40 5329 5178 41 41 68 60 185 1.80 40 5356 5047 42 41 70 61 1.90 1.79
50 6378 61.84 51 51 81 73 1.87 1.82 50 6378 60.46 49 48 80 72 191 181
60 7188 69.63 54 54 90 85 189 1.83 60 7162 6817 58 55 93 81 192 183
70 7783 7534 63 62 99 91 190 1.84 70 77.64 7406 62 60 98 89 1.93 1.84
80 8245 7971 66 66 99 92 191 1.84 80 8230 7868 67 65 102 92 193 185
90 8598 83.07 70 69 107 98 1.92 185 90 8582 82.09 71 68 107 94 194 185
100 8878 8568 71 70 108 100 193 1.86 100 8863 8485 74 72 106 98 194 1.86

Utilizando uma adaptacao do grafo de breakpoints para levar em consideragao as
regioes intergénicas e investigando como as operacoes intergénicas modificam este grafo,
fomos capazes de propor um algoritmo de aproximacao para cada versao, sendo o fator
de aproximagao 2 para reversoes intergénicas, 3.5 para transposicoes intergénicas e 3 para
reversoes intergénicas e transposicoes intergénicas.

Além disso, foi proposta uma generalizagao das transposigoes, em que um de seus seg-
mentos nao precisa necessariamente conter genes. Esta generalizacao permite a constru-
¢ao de um algoritmo de 2.5-aproximacao tanto para a versao que considera transposicoes
quanto a versao que considera reversoes e transposicoes.

Os cinco algoritmos apresentados foram implementados e testados, o que nos permitiu
constatar que o fator de aproximacao experimental médio dos algoritmos tendem a ser
melhores que seus fatores de aproximacao tedricos. O algoritmo que considera apenas
reversoes retornou os resultados mais proximos tanto do real quanto do limitante inferior.
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Capitulo 7

Consideracoes Finais

Nesta tese, apresentamos resultados obtidos durante o doutorado. Estes resultados con-
templam tanto a prova de NP-dificuldade de diversos modelos, previamente existentes ou
propostos neste trabalho, bem como a criacao de diversos algoritmos de aproximacao ou
exatos para problemas que utilizam reversoes e transposigoes.

Estes resultados geraram, durante o periodo, os seguintes artigos:

e “Sorting signed circular permutations by super short operations’, publicado na re-
vista Algorithms for Molecular Biology, e em coautoria com Guillaume Fertin, Ulis-
ses Dias e Zanoni Dias [48].

e “On the Complexity of Sorting by Reversals and Transpositions Problems’, publicado
na revista Journal of Computational Biology, e em coautoria com Klairton Lima
Brito, Ulisses Dias e Zanoni Dias [44].

e “Super Short Operations on Both Gene Order and Intergenic Sizes’, publicado na
revista Algorithms for Molecular Biology, e em coautoria com Géraldine Jean, Guil-
laume Fertin, Ulisses Dias e Zanoni Dias [51]. Uma versao preliminar deste artigo foi
apresentada no Brazilian Symposium on Bioinformatics (BSB) realizado em Niteroi,
Brasil, no més de Outubro de 2018 [50].

o “A 3.5-Approximation Algorithm for Sorting by In-tergenic Transpositions’, aceito
para publicagdo na International Conference on Algorithms for Computational Bi-
ology (AlCoB) que sera realizada em Missoula, Montana, USA, no més de Abril de
2020 [49].

Além dos resultados listados acima, diretamente relacionados a esta tese, outras con-
tribuicoes foram apresentadas nos seguintes artigos:

e “Sorting by Weighted Reversals and Transpositions’, publicado na revista Journal
of Computational Biology, e em coautoria com Klairton Lima Brito, Ulisses Dias
e Zanoni Dias [46]. Uma versao preliminar deste artigo foi apresentada no Brazi-
lian Symposium on Bioinformatics (BSB) realizado em Niteroi, Brasil, no més de
Outubro de 2018 [45].
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e “Heuristics for the Reversal and Transposition Distance Problem”; publicado na
revista IEEE/ACM Transactions on Computational Biology and Bioinformatics, e
em coautoria com Klairton Lima Brito, Ulisses Dias e Zanoni Dias [13|. Uma versao
preliminar deste artigo foi apresentada na International Conference on Algorithms
for Computational Biology (AlCoB) realizado em Hong Kong, China, no més de
Junho de 2018 [12].

e “Sorting by Genome Rearrangements on both Gene Order and Intergenic Sizes.”, pu-
blicado na revista Journal of Computational Biology, e em coautoria com Klairton
Lima Brito, Géraldine Jean, Guillaume Fertin, Ulisses Dias e Zanoni Dias [11]. Uma
versao preliminar deste artigo foi apresentada no International Symposium on Bi-
oinformatics Research and Applications (ISBRA) realizado em Barcelona, Espanha,
no més de Junho de 2019 [10].

Estas contribui¢oes deixam em aberto diversas possibilidades de trabalhos futuros. A
primeira delas seria estudar a complexidade da abordagem ponderada de Ordenacgao por
Reversoes e Transposi¢oes quando o custo de uma transposicao ¢ maior que 1,5 vezes o
custo de uma reversao.

Além disso, a complexidade dos algoritmos intergénicos considerando operagoes super
curtas continua em aberto. Outra possibilidade seria incorporar insercoes e delecoes de
regioes intergénicas aos modelos, considerando operagoes intergénicas super curtas ou nao,
para que seja possivel comparar dois genomas que compartilham o mesmo conjunto de
genes, mas nao o mesmo tamanho total de regioes intergénicas.

Outra métrica bastante investigada em problemas de ordenagao por rearranjos é o
didmetro, denotado por D,(m), que é o maior valor de distancia de ordenagao, entre
todas as permutagoes de tamanho n. As abordagens intergénicas apresentadas aqui nao
possuem didmetros conhecidos até o momento.

Sobre os algoritmos de aproximacao propostos, uma possivel investigacao futura po-
deria incluir o estudo de novos algoritmos com fatores de aproximacao menores, ou entao
algoritmos ou heuristicas cujos resultados praticos sejam melhores que os apresentados
nesta tese.
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