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1 Geometria bidimensional

1.1 Pontos e linhas

• [QAAE-1] No caso geral, em quantas partes fica o plano T
2 dividido por 3 retas?

. Quantas dessas partes são triângulos? .

Quais os casos excepcionais?

• [QAAP-1] Por definição, o predicado Esq(p, q, r) é true se e somente se o ponto r do
plano T

2 está à esquerda da reta que passa por p e por q, relativamente à direção de p
para q.

Descreva os cálculos necessários para determinar Esq(p, q, r), a partir das coordenadas
homogêneas desses pontos.

• [QAAT-1] Dê fórmulas ou algoritmos para resolver cada um dos seguintes problemas.
(Dica: considere algoritmos condicionais, pois nem sempre existe uma única fórmula
que funciona em todos os casos.)

(a) Dada a reta r = 〈W,X ,Y〉, determinar um ponto p tal que p ⋄ r = 0.

(b) Dada a reta r = 〈W,X ,Y〉, determinar um ponto p tal que p ⋄ r = +1.

(c) Dado o ponto p = [w, x, y], determinar uma reta r tal que p ⋄ r = +1.

• [QAAU-1] Em cada um dos casos abaixo, desenhe o triângulo pqr, segundo as
convenções gráficas vistas em classe.

(a) p = [1, 0, 0] q = [1, 2, 3] r = [0, 1, 0].

(b) p = [1, 1, 0] q = [1, 0, 1] r = [−1, 1, 1].

(c) p = [1, 1, 1] q = [0, 1, 1] r = [0, 1,−1].

• [QAAX-1] Dê uma fórmula sem divisões para determinar se um ponto p = [w, x, y, z]
do aquém está dentro do ćırculo de raio r com centro na origem.

• [QABA-1] Determine o valor de t para que a intersecção das retas l(t) e m(t) esteja
na reta n(t), onde

l(t) = 〈1, 3t, 0〉 m(t) = 〈1, 2− 3t, 1〉 n(t) = 〈1, 1, 2t〉

• [QABL-1] Determine a fórmula geral expĺıcita para os coeficientes da reta que passa
pelo ponto cartesiano (X, Y ) e cruza o eixo das abscissas no mesmo ponto que a reta
〈W,X ,Y〉.

• [QABP-1] Considere os retângulos A = [2 . . . 4]× [5 . . . 7] e B = [6 . . . 10]× [11 . . . 17].
Determine uma única reta r que divide A e B em duas metades iguais.
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• [QABQ-1] Considere o triângulo com vértices

a = [1, 1, 0] b = [5, 9, 3] c = [1, 2, 0]

(a) Determine o comprimento dos segmentos ab e ac.

(b) Determine os coeficientes homogêneos da bissetriz do ângulo bâc (a reta que divide
o ângulo ao meio).

• [QABS-1] Escreva um procedimento em Pascal ou C que, dados números reais U, V
quaisquer, e um real ε > 0, determina um ponto do aquém de T

2 com coordenadas
homogêneas [w, x, y] inteiras, tal que a distância de (U, V ) para p seja menor que ε.
(Não se preocupe com a possibilidade de overflow.)

• [QABW-1] Três retas genéricas no plano T
2 dividem o mesmo em quantas regiões

conexas:

A 4 B 6 C 7 D 8 E 9

• [QACC-1] Dentre as retas abaixo, há duas que são perpendiculares entre si. Quais?

A 〈7, 3, 5〉
B 〈−3, 7, 5〉
C 〈1, 1,−2〉
D 〈−2,−5, 3〉
E 〈−7, 3, 5〉

• [QACF-1] Um programa representa pontos de T
2 usando coordenadas homogêneas

inteiras no intervalo [−M..+M ], onde M = 215−1. Se p e q são tais pontos, quantos
bits serão estritamente necessários para armazenar cada um dos coeficientes da reta
p ∨ q, sem risco de overflow?

A 16 B 18 C 32 D 46 E 64

• [QACI-1] O segmento de T
2 que liga [−2, 2, 1] a [2, 2, 1] cruza Ω no ponto

A [0, 1, 0]
B [0, 2, 1]
C [0,−2,−1]
D [1, 0, 0]
E [0, 1,−2]
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• [QACK-1] Três retas genéricas no plano T
2 dividem o mesmo em quantas regiões

conexas:

A 4 B 6 C 7 D 8 E 9

• [QACP-1] Determine o valor de t para que a intersecção das retas l(t) e m(t) esteja
na reta n, onde

l(t) = 〈1, 3t, 0〉 m(t) = 〈1, 2− 3t, 1〉 n = 〈1, 1, 2〉

(Mostre as contas.)

• [QACR-1] Escreva um procedimento em Pascal ou C que, dados números reais
Xc, Y c, Zc entre -1 e +1, e um inteiro k entre 0 e 30, determina um ponto p do
aquém de T

3 com coordenadas homogêneas [w, x, y, z] inteiras, tal que a distância
de (Xc, Y c, Zc) para p seja menor que 2−k. (Não se preocupe com a possibilidade de
overflow.)

• [QACV-1] Dê fórmulas ou algoritmos para resolver cada um dos seguintes problemas.
(Dica: considere algoritmos condicionais, pois nem sempre existe uma única fórmula
que funciona em todos os casos.)

(a) Dada a reta r = 〈W,X ,Y〉, determinar um ponto p tal que p ⋄ r = 0.

(b) Dada a reta r = 〈W,X ,Y〉, determinar um ponto p tal que p ⋄ r = +1.

(c) Dado o ponto p = [w, x, y], determinar uma reta r tal que p ⋄ r = +1.

(d) Dada a reta r = 〈W,X ,Y〉 e o ponto p = [w, x, y] tais que p ⋄ r = 0, determinar
uma reta s tal que r ∧ s = p.

(e) Dados três pontos não-colineares p = [wp, xp, yp], q = [wq, xq, yq], e r = [wr, xr, yr],
determinar três pontos a, b, c tais que o triângulo abc é um subconjúnto próprio do
triângulo pqr.

• [QACW-1] Em cada um dos casos abaixo, desenhe o triângulo pqr, segundo as
convenções gráficas vistas em classe.

(a) p = [+1, 0, 0] q = [+1, +2, +3] r = [ 0, +1, 0].

(b) p = [+1, +1, 0] q = [+1, 0, +1] r = [−1, +1, +1].

(c) p = [+1, +1, +1] q = [ 0, +1, +1] r = [ 0, +1,−1].

• [QACZ-1] Dê uma fórmula sem divisões para determinar se um ponto p = [w, x, y, z]
do aquém está dentro do ćırculo de raio r com centro na origem.
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• [QADC-1] Determine o valor de t para que a intersecção das retas l(t) e m(t) esteja
na reta n(t), onde

l(t) = 〈1, 3t, 0〉 m(t) = 〈1, 2− 3t, 1〉 n(t) = 〈1, 1, 2t〉

• [QADG-1] Considere os retângulos A = [8 . . . 10]× [7 . . . 9] e B = [1 . . . 5]× [11 . . . 13].
Determine uma única reta r que divide A e B em duas metades iguais.

• [QADH-1] Considere o triângulo com vértices

a = [1, 1, 0] b = [5, 9, 3] c = [1, 2, 0]

Determine os coeficientes homogêneos da bissetriz do ângulo bâc (a reta que divide o
ângulo ao meio).

• [QADJ-1] Escreva um procedimento em Pascal ou C que, dados números reais U, V
quaisquer, e um real ε > 0, determina um ponto do aquém de T

2 com coordenadas
homogêneas [w, x, y] inteiras, tal que a distância de (U, V ) para p seja menor que ε.
(Não se preocupe com a possibilidade de overflow.)

• [QADL-1] Determine o valor de t para que a intersecção das retas l(t) e m(t) esteja
na reta n, onde

l(t) = 〈1, 3t, 0〉 m(t) = 〈1, 2− 3t, 1〉 n = 〈1, 1, 2〉

(Mostre as contas.)

• [QADP-1] Escreva um procedimento em Pascal ou C que, dados números reais
Xc, Y c, Zc entre -1 e +1, e um inteiro k entre 0 e 30, determina um ponto p do
aquém de T

3 com coordenadas homogêneas [w, x, y, z] inteiras, tal que a distância
de (Xc, Y c, Zc) para p seja menor que 2−k. (Não se preocupe com a possibilidade de
overflow.)

• [QAEU-1] Considere os retângulos A = [2 . . . 4]× [5 . . . 7] e B = [6 . . . 10]× [11 . . . 17].
Determine uma única reta r que divide A e B em duas metades iguais.

• [QAEV-1] Considere o triângulo com vértices

a = [1, 1, 0] b = [5, 9, 3] c = [1, 2, 0]

(a) Determine o comprimento dos segmentos ab e ac.

(b) Determine os coeficientes homogêneos da bissetriz do ângulo bâc (a reta que divide
o ângulo ao meio).
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• [QAEX-1] Escreva um procedimento em Pascal ou C que, dados números reais U, V
quaisquer, e um real ε > 0, determina um ponto do aquém de T

2 com coordenadas
homogêneas [w, x, y] inteiras, tal que a distância de (U, V ) para p seja menor que ε.
(Não se preocupe com a possibilidade de overflow.)

• [QAFB-1] Determine os coeficientes da reta que passa pelo ponto cartesiano (X, Y )
e faz um ângulo anti-horário de θ radianos com o eixo X.

• [QAFF-1] Para cada uma das seqüências a seguir, determine se a seqüência converge
quando i tende para infinito, e, em caso afirmativo, qual é o ponto limite:

(a) pi = [1, i, sin i]

(b) pi = [1/i, 1/(i + 1), 1/(i + 3)]

(c) pi = [i3, i4, i2]

(d) pi = [(−1)i, 1, i]

(e) pi = [(−1)i, 1, i(−1)i]

• [QAFU-1] Determine os coeficientes da reta que passa pelo ponto cartesiano (X, Y )
e faz um ângulo anti-horário de θ radianos com o eixo X.

• [QAFY-1] Para cada uma das seqüências a seguir, determine se a seqüência converge
quando i tende para infinito, e, em caso afirmativo, qual é o ponto limite:

(a) pi = [1, i, sin i].

(b) pi = [1/i, 1/(i + 1), 1/(i + 3)].

(c) pi = [i3, i4, i2].

(d) pi = [(−1)i, 1, i].

(e) pi = [(−1)i, 1, i(−1)i].

• [QAGN-1] Determine os coeficientes da reta que passa pelo ponto cartesiano (X, Y )
e faz um ângulo anti-horário de θ radianos com o eixo X.

• [QAGR-1] Para cada uma das seqüências a seguir, determine se a seqüência converge
quando i tende para infinito, e, em caso afirmativo, qual é o ponto limite:

(a) pi = [1, i, sin i]

(b) pi = [1/i, 1/(i + 1), 1/(i + 3)]

(c) pi = [i3, i4, i2]

(d) pi = [(−1)i, 1, i]

(e) pi = [(−1)i, 1, i(−1)i]
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• [QAHD-1] Desenhe o poĺıgono abcde no plano projetivo orientado, onde os pontos
têm as coordenadas indicadas abaixo, segundo as convenções usadas em classe. (No
aquém, pontos cheios e linhas cheias; no além, pontos ocos e linhas tracejadas):

(a) a = [1, 0, 2]

(b) b = [1, 1, 1]

(c) c = [0, 1, 0]

(d) d = [−1, 2, 0]

(e) e = [−1, 0, 2]

• [QAHF-1] Determine os coeficientes da reta que passa pelo ponto P de coordenadas
cartesianas (2, 3) e pelo ponto de encontro das retas R = 〈−4, 3, 1〉 e S = 〈−4, 1, 3〉.

• [QAHG-1] Dê a fórmula para a reta que é tangente ao ćırculo de raio 1 e centro na
origem, e passa por um ponto dado p = [w, x, y].

• [QAHN-1] Desenhe o poĺıgono abcde no plano projetivo orientado T
2, onde os pontos

têm as coordenadas indicadas abaixo. No aquém, use bolinhas cheias para pontos, e
linhas cont́ınuas para retas. No além, use bolinhas vazadas e linhas tracejadas.

(a) a = [+1,−2,−3]

(b) b = [+1, +2,−3]

(c) c = [ 0, +1, +1]

(d) d = [−1,−2,−3]

(e) e = [−1, +2,−3]

• [QAHP-1] Seja L a reta com equação cartesiana 2X +3Y +−6 = 0. Determine
as coordenadas homogêneas do ponto r onde a reta L encontra a reta M que passa
pelos pontos p = [+4, +3, +2] e q = [+4, +2, +3].

• [QAHQ-1] Seja C o ćırculo com centro no ponto [2, 3, 4] e raio 3. Escreva a condição
para que o ponto de coordenadas homogêneas [w, x, y] esteja fora do ćırculo C.

1.2 Orientação no plano

• [QAAV-1] Determine a orientação ∆(p, q, r) dos triângulos

(a) p = [1, 0, 0] q = [1, 2, 3] r = [0, 1, 0] ∆(p, q, r) =

(b) p = [1, 1, 0] q = [1, 0, 1] r = [−1, 1, 1] ∆(p, q, r) =

(c) p = [1, 1, 1] q = [0, 1, 1] r = [0, 1,−1] ∆(p, q, r) =
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• [QABF-1] Determine o valor de t para que os três pontos p(t), q(t), r(t) sejam coli-
neares, sabendo-se que

p(t) = (t, 0) q(t) = (2− 3t, 1) r(t) = (1, 2t)

• [QABK-1] Determine o valor de t para que os três pontos p(t), q(t), r(t) sejam colineares,
sabendo-se que

p(t) = (t, 0) q(t) = (2− 3t, 1) r(t) = (1, 2t)

• [QACX-1] Determine a orientação ∆(p, q, r) dos triângulos abaixo.

(a) p = [+1, 0, 0] q = [+1, +3, +1] r = [ 0, +1, 0] ∆ =

(b) p = [+1, +1, 0] q = [+1, 0, +3] r = [−1, +1, +1] ∆ =

(c) p = [+1,−1,−1] q = [ 0, +1, +1] r = [ 0,−1, +1] ∆ =

• [QAFD-1] Considere três pontos móveis p0, p1, p2 no plano, cada qual se deslocando
em linha reta com velocidade uniforme. Ou seja, as coordenadas cartesianas de pi,
num instante t quaisquer, são (Xi, Yi) + t(X ′

i, Y
′

i ), onde Xi, Yi, X ′

i e Y ′

i são constantes.
Mostre como calcular o instante t∗ em que esses três pontos estarão alinhados. Quantas
soluções diferentes podem existir?

• [QAFW-1] Considere três pontos móveis p0, p1, p2 no plano, cada qual se deslocando
em linha reta com velocidade uniforme. Ou seja, as coordenadas cartesianas de pi,
num instante t quaisquer, são (Xi, Yi) + t(X ′

i, Y
′

i ), onde Xi, Yi, X ′

i e Y ′

i são constantes.
Mostre como calcular o instante t∗ em que esses três pontos estarão alinhados. Quantas
soluções diferentes podem existir?

• [QAGP-1] Considere três pontos móveis p0, p1, p2 no plano, cada qual se deslocando
em linha reta com velocidade uniforme. Ou seja, as coordenadas cartesianas de pi,
num instante t quaisquer, são (Xi, Yi) + t(X ′

i, Y
′

i ), onde Xi, Yi, X ′

i e Y ′

i são constantes.
Mostre como calcular o instante t∗ em que esses três pontos estarão alinhados. Quantas
soluções diferentes podem existir?

• [QAHW-1] Considere as definições na liguagems C abaixo:

typedef struct ponto t { double w, x, y; } ponto t

typedef struct linha t { double W, X, Y; } linha t

Escreva uma função na linguagem C, com todas as declarações de parâmetros,

variáveis e funções auxiliares que forem necessárias, que determina se uma
seqüência de pontos dados p[0], p[1], . . . , p[n− 1] é um poĺıgono convexo.
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1.3 Segmentos, localização e recorte 2D

• [QAAB-1] Um trapezóide é um quadrilátero p1p2p4p3 no plano R
2, tal que pi = (Xi, Yi)

com Y1 = Y2 > Y3 = Y4, X1 ≤ X2, X3 ≤ X4.

Complete os buracos no algoritmo (parcial) abaixo. O algoritmo deve cortar um tra-
pezóide T dado por uma reta dada não-horizontal m = 〈W,X ,Y〉 em dois poĺıgonos
P (no lado positivo de m) e N (no lado negativo), e decompor cada pedaço em zero
ou mais trapezóides disjuntos, devolvendo o resultado nas listas P e N .

1. Se X < 0 então

Faça t← true.

senão,

Faça t← false.

2. Para i = 1..4, calcule si ←.

3. Se s1 ≥ 0 e s3 ≥ 0 então

senão, se s1 > 0 e s4 ≥ 0 então

senão, se s1 > 0 e s4 < 0 então

senão, se . . . [outros casos]

4. Se t = true, troque P com N .

5. Pare.
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• [QAHY-1] Dê um algoritmo para decidir se dois triângulos p0p1p2 e q0q1q2 do plano
T

2 se tocam ou se interceptam, dadas as coordenadas homogêneas dos seis vértices.
O algoritmo deve usar o predicado do item anterior, e pode usar quaisquer operações
não geométricas (operações booleanas, comparações, atribuições, comandos for e if,
contadores — qualquer coisa que não envolva contas com as coordenadas dos pontos)

• [QAAQ-1] Suponha que estão dispońıveis as funções de biblioteca

1. Join(p, q) que, dasa as coordenadas homogêneas p e q de dois pontos de T
2,

devolve os coeficientes da linha que passa por estes últimos, orientada no sentido
de p para q;

2. Cmp(m, n) que, dados os coeficientes m e n de duas linhas orientadas de T
2,

devolve +1 se elas são a mesma linha, −1 se uma é a linha oposta à outra, e 0
nos demais casos;

Usando apenas estes dois procedimentos, mais operações booleanas e comparações (sem
nenhuma outra função ou operação aritmética), escreva uma fórmula que devolve true

se somente se um ponto dado r pertence ao segmento aberto de T
2 que liga dois pontos

dados p e q, distintos e não antipodais.

• [QAAZ-1] Quantos triângulos de T
2 existem cujos vértices pertencem ao conjunto

{a, b, c, d, e}, onde

a = [+1,−1,−1] b = [+1, +1,−1] c = [+1,−1, +1] d = [+1, +1, +1] e = [−1,−1,−1]

Desenhe cada um desses triângulos no modelo plano de T
2, usando as convenções

gráficas vistas em classe.

• [QABE-1] Quantos triângulos existem no plano T
2 cujos vértices têm coordenadas

cartesianas (−1, 0), (0,−2), e (2, 3)? Desenhe esses triângulos no modelo plano, usando
as convenções gráficas vistas em classe.

• [QABJ-1] Quantos triângulos existem no plano T
2 cujos vértices têm coordenadas

cartesianas (1, 0), (0, 2), e (2, 3)? Desenhe esses triângulos no modelo plano, usando as
convenções gráficas vistas em classe.

• [QABT-1]

(a) Mostre algebricamente que ∆(a, b, c) = ∆(a, b, p) para todo ponto p no interior do
triângulo abc.

(b) Usando o resultado acima, mostre que ∆(a, b, c) = ∆(p, b, c) para todo ponto p no
triângulo abc.
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• [QABU-1] O segmento de T
2 que liga [−2, 2, 1] a [2, 2, 1] cruza Ω no ponto

A [0, 1, 0]
B [0, 2, 1]
C [0,−2,−1]
D [1, 0, 0]
E [0, 1,−2]

• [QADQ-1] Descreva um algoritmo que, dados quatro pontos p, q, r, s de T
2, determina

se os segmentos pq e rs se cruzam.

O algoritmo deve usar apenas o teste de orientação de três pontos ∆(a, b, c), e comandos
condicionais. Ignore casos-limite, como p, q, r colineares, etc. Dica: pense nas posições
posśıveis dos pontos em relação a p ∨ q e r ∨ s.

• [QABY-1] Um ponto p4 está no interior de um triângulo não-degenerado p1p2p3 se
e somente se ∆(pi, pj , pk) = ∆(p1, p2, p3) para as seguintes combinações de i, j, k

A 1, 2, 4; 1, 3, 4; 2, 3, 4 B 1, 2, 4; 1, 4, 3; 4, 2, 3

C 1, 2, 4; 2, 3, 4; 3, 1, 4 D 4, 1, 2; 1, 4, 3; 3, 2, 4

E 4, 3, 2; 2, 1, 4; 1, 4, 3

• [QACA-1] Escreva um algoritmo que, dadas as coordenadas homogêneas dos vértices
(p1, . . pn) de um poĺıgono convexo de T

2, e um ponto q, determina se q está no interior
de P .

• [QACB-1] Qual dos pontos abaixo está dentro do triângulo com vértices
[−1, 0, 1], [1, 1, 0], [−1, 1, 1]:

A [−1, 1,−1]
B [1, 0, 0]
C [−1, 0, 0]
D [1, 1, 1]
E [1,−1, 0]

• [QACE-1] Quantos triângulos distintos e não degenerados existem cujos vértices
pertencem ao conjunto

{ a = [1, 0, 0], b = [2, 1, 0], c = [1, 0,−1], d = [−1, 0, 0], e = [−2,−1, 0] }

A 2 B 4 C 7 D 8 E 10
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• [QACM-1] Um ponto p4 está no interior de um triângulo não-degenerado p1p2p3 se
e somente se ∆(pi, pj , pk) = ∆(p1, p2, p3) para as seguintes combinações de i, j, k

A 1, 2, 4; 1, 3, 4; 2, 3, 4 B 1, 2, 4; 1, 4, 3; 4, 2, 3

C 1, 2, 4; 2, 3, 4; 3, 1, 4 D 4, 1, 2; 1, 4, 3; 3, 2, 4

E 4, 3, 2; 2, 1, 4; 1, 4, 3

• [QACO-1] Escreva um algoritmo que, dadas as coordenadas homogêneas dos vértices
(p1, . . pn) de um poĺıgono convexo de T

2, e um ponto q, determina se q está no interior
de P .

• [QACQ-1] Descreva um algoritmo que, dados quatro pontos p, q, r, s de T
2, determina

se os segmentos pq e rs se cruzam.

O algoritmo deve usar apenas o teste de orientação de três pontos ∆(a, b, c), e comandos
condicionais. Ignore casos-limite, como p, q, r colineares, etc. Dica: pense nas posições
posśıveis dos pontos em relação a p ∨ q e r ∨ s.

• [QADB-1] Quantos triângulos de T
2 existem cujos vértices pertencem ao conjunto

{a, b, c, d, e}, onde
a = [+1,−1,−1]
b = [+1, +1,−1]
c = [+1,−1, +1]
d = [+1, +1, +1]
e = [−1,−1,−1]

Desenhe cada um desses triângulos no modelo plano de T
2, usando as convenções

gráficas vistas em classe.

• [QADK-1] (a) Mostre algebricamente que ∆(a, b, c) = ∆(a, b, p) para todo ponto p
no interior do triângulo abc.

(b) Usando o resultado acima, mostre que ∆(a, b, c) = ∆(p, b, c) para todo ponto p no
triângulo abc.

• [QADS-1] Escreva um algoritmo para testar se dois triângulos com vértices p, q, r e
a, b, c, respectivamente, se cruzam, usando as operações da geometria projetiva vistas
em classe. (Dica: dois triângulos são disjuntos se e somente se existe uma reta que os
separa e contém um se seus lados.)

• [QADY-1] Escreva um algoritmo que, dadas as coordenadas homogêneas dos vértices
(p1, . . pn) de um poĺıgono convexo P de T

2, e um ponto q de T
2, determina se p está

no interior de P .
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• [QAEY-1] (a) Mostre algebricamente que ∆(a, b, c) = ∆(a, b, p) para todo ponto p
no interior do triângulo abc.

(b) Usando o resultado acima, mostre que ∆(a, b, c) = ∆(p, b, c) para todo ponto p no
triângulo abc.

• [QAEZ-1] Em cada um dos casos abaixo, desenhe o triângulo p0 p1 p2, indicando seu
interior com a convenção usual (hachurado no aquém, pontilhado no além):

(a) p0 = [1, 1, 0] p1 = [1, 0, 1] p2 = [−1, 1, 1].

(b) p0 = [1, 1, 0] p1 = [0, 0, 1] p2 = [−1, 1, 0].

• [QAFS-1] Em cada um dos casos abaixo, desenhe o triângulo p0 p1 p2, indicando seu
interior com a convenção usual (hachurado no aquém, pontilhado no além):

(a) p0 = [1, 1, 0] p1 = [1, 0, 2] p2 = [−1, 1, 1].

(b) p0 = [1, 1, 0] p1 = [0, 0, 1] p2 = [−1, 1, 0].

• [QAGL-1] Em cada um dos casos abaixo, desenhe o triângulo p0 p1 p2, indicando seu
interior com a convenção usual (hachurado no aquém, pontilhado no além):

(a) p0 = [1, 1, 0] p1 = [1, 0, 1] p2 = [−1, 1, 1].

(b) p0 = [1, 1, 0] p1 = [0, 0, 1] p2 = [−1, 1, 0].

• [QAHE-1] Sejam p, q, r três pontos do plano projetivo orietnado, e u um ponto
no segmento pq. Mostre que ∆(u, q, r) = ∆(p, q, r). (Dica: use as definições e as
propriedades de determinantes.)

• [QAHK-1] Escreva um algoritmo que determina se um ponto dado u está dentro de
um quadrilátero convexo com vértices p, q, r, s dados, usando as operações da geometria
projetiva orientada vistas em classe.

• [QAHO-1] Um poĺıgono no plano projetivo orientado T
2 é definido pela lista

(v0, v1, . . . , vn−1), circular e ordenada, de seus vértices. Diz-se que tal poĺıgono é con-

vexo se ele está todo no lado positivo de qualquer reta que passa por dois vértices
consecutivos. Sejam p, q, r, s os vértices de um quadrilátero em T

2.

(a) Escreva um algoritmo para verificar se o quadrilátero (p, q, r, s) é convexo.

(b) Supondo que o quadrilátero (p, q, r, s) é convexo, escreva um algoritmo para veri-
ficar se um ponto dado u está no interior do mesmo.

1.4 Transformações do plano
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• [QAAH-1] O ćırculo unitário S1 é o conjunto { (X, Y ) : X2 + Y 2 = 1 }. Para todo real
a com |a| < 1, existe uma transformação projetiva do plano T

2 que leva os pontos de
S1 para pontos de S1, e leva a origem (0, 0) para o ponto (0, a). Determine a matriz
dessa transformação.

(Dica: os efeitos da transformação devem ser simétricos em torno do eixo x, e portanto
ela deve levar retas verticais para retas verticais.)

M =

• [QAAY-1] Determine uma matriz 3 × 3 da transfomação de similaridade positiva
F que mantém o ponto p = [1, 2, 3] fixo, e leva a reta r = 〈1, 2, 3〉 para r′ = 〈1, 1, 0〉.
(Dicas: (1) Determine primeiro um ponto qualquer de r e sua imagem em r′ sob F .
(2) Uma similaridade preserva ângulos e proporções.)

• [QABB-1] Considere o hexágono H no aquém cujos vértices (em coordenadas
cartesianas) são

(+2,−1) (+4, 0) (+2, +1)
(−2, +1) (−4, 0) (−2,−1)

(a) Determine uma transformação afim de T
2 que transforma H num hexágono regu-

lar.

(b) Determine todas as 12 transformações afins de T
2 que levam H para H .

• [QABC-1] Determine a matriz da transformação afim que leva

p = [1, 2, 3] q = [1, 4, 0] r = [1, 0, 4]

para, respectivamente,

p′ = [1, 2, 0] q′ = [1,−1, 1] r′ = [1,−1,−1]

• [QABG-1] Uma simetria de um conjunto de pontos P é uma isometria (movimento
ŕıgido) que leva P para P .

Determine todas as 12 simetrias de um hexágono regular com centro no ponto (1, 2) e
com um lado paralelo ao eixo X. (Dica: o produto de duas simetrias é uma simetria.)
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• [QABH-1] Determine a matriz da transformação afim que leva

p = [1, 2, 3] q = [1, 4, 0] r = [1, 0, 4]

para, respectivamente,

p′ = [1, 2, 0] q′ = [1,−1, 1] r′ = [1,−1,−1]

• [QABM-1] Uma simetria de um conjunto de pontos P é uma isometria (movimento
ŕıgido) que leva P para P .

Determine todas as 12 simetrias de um hexágono regular com centro no ponto (1, 2) e
com um lado paralelo ao eixo X. (Dica: o produto de duas simetrias é uma simetria.)

• [QABN-1] Determine a matriz da transformação afim que leva

[1, 2, 3], [1, 4, 0], [1, 0, 4]

para, respectivamente,
[1, 2, 0], [1,−1, 1], [1,−1,−1]

• [QABR-1] Encontre uma transformação projetiva que leve o quadrilátero abcd para o
quadrilátero abcd′, onde

a = [1, 0, 0] b = [0, 1, 0] c = [0, 0, 1] d = [1, 1, 1] d′ = [w, x, y]

onde [w, x, y] é um ponto genérico de T
2.

• [QABV-1] Seja c = cos 30◦, s = sin 30◦, c̄ = −c, s̄ = −s. A matriz que roda T
2

de 30◦ em torno da origem é

A





c s̄ 0
s c 0
0 0 1



 B





1 0 0
0 c s̄
0 s c





C





1 0 0
0 c s
0 s̄ c



 D





1 s s̄
s̄ c s
s s̄ c





E





1 0 0
0 c s
0 s̄ c




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• [QABZ-1] Considere o quadrilátero Q no aquém cujos vértices (em coordenadas
cartesianas) são

[1, 0, 0] [1, 1, 0]
[1, 3, 2] [1, 0, 1]

(a) Determine uma transformação afim de T
2 que transforma Q num quadrado.

(b) Determine todas as 8 transformações afins de T
2 que levam Q para Q.

• [QACD-1] Seja r =
√

2/2, r̄ = −r, 4̄ = −4. Qual das transformações projetivas
abaixo preserva ângulos:

A





1 0 0
0 2 1
0 1 2



 B





5 0 0
0 3 4̄
0 4 3





C





r r 0
r̄ r 0
0 0 1



 D





1 0 0
0 1 0
0 0 2





E





1 0 0
0 r r̄
0 r̄ r





• [QACJ-1] Seja c = cos 30◦, s = sin 30◦, c̄ = −c, s̄ = −s. A matriz que roda T
2 de

30◦ em torno da origem é

A





c s̄ 0
s c 0
0 0 1



 B





1 0 0
0 c s̄
0 s c





C





1 0 0
0 c s
0 s̄ c



 D





1 s s̄
s̄ c s
s s̄ c





E





1 0 0
0 c s
0 s̄ c





• [QACN-1] Considere o quadrilátero Q no aquém cujos vértices (em coordenadas
cartesianas) são

[1, 0, 0] [1, 1, 0]
[1, 3, 2] [1, 0, 1]

(a) Determine uma transformação afim de T
2 que transforma Q num quadrado.

(b) Determine todas as 8 transformações afins de T
2 que levam Q para Q.
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• [QADA-1] Determine uma matriz 3 × 3 da transfomação de similaridade positiva
F que mantém o ponto p = [1, 2, 3] fixo, e leva a reta r = 〈1, 2, 3〉 para r′ = 〈1, 1, 0〉.
(Dicas: (1) Determine primeiro um ponto qualquer de r e sua imagem em r′ sob F .
(2) Uma similaridade preserva ângulos e proporções.)

• [QADD-1] Determine a matriz da transformação afim que leva

p = [1, 2, 3] q = [1, 4, 0] r = [1, 0, 4]

para, respectivamente,

p′ = [1, 2, 0] q′ = [1,−1, 1] r′ = [1,−1,−1]

• [QADE-1] Considere o hexágono H no aquém cujos vértices (em coordenadas
cartesianas) são

(+2,−1) (+4, 0) (+2, +1)
(−2, +1) (−4, 0) (−2,−1)

(a) Determine uma transformação afim de T
2 que transforma H num hexágono regu-

lar.

(b) Determine todas as 12 transformações afins de T
2 que levam H para H .

• [QADI-1] Encontre uma transformação projetiva que leve o quadrilátero abcd para o
quadrilátero abcd′, onde

a = [1, 0, 0] b = [0, 1, 0] c = [0, 0, 1] d = [1, 1, 1] d′ = [w, x, y]

onde [w, x, y] é um ponto genérico de T
2.

• [QADV-1] Determine a matriz da transformação afim que leva

p = [1, 0, 1] q = [0, 1, 1] r = [0, 0, 1]

para, respectivamente,

p′ = [2, 3, 1] q′ = [1, 5, 1] r′ = [1, 1, 2]

• [QADX-1] Considere o quadrilátero convexo Q no aquém cujos vértices (em coordena-
das cartesianas) são

p = (0, 1) q = (2, 3) r = (0, 0) s = (1, 0)

(a) Determine uma transformação afim de T
2 que transforma Q num quadrado.

(b) Determine todas as 8 transformações afins de T
2 que levam Q para Q.
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• [QAEW-1] Encontre uma transformação projetiva que leve o quadrilátero abcd para
o quadrilátero abcd′, onde

a = [1, 0, 0] b = [0, 1, 0] c = [0, 0, 1] d = [1, 1, 1] d′ = [w, x, y]

onde [w, x, y] é um ponto genérico de T
2.

• [QAFI-1] Dê a matriz de transformaçào projetiva do plano T
2 que, no aquém, efetua

uma rotação de 45 graus anti-horários em torno do ponto [3, 4, 2].

• [QAHI-1] Seja M a transformação projetiva definida pela matriz





2 1 1
0 −1 2
1 1 −2





(a) Determine a imagem do ponto p = [1, 3, 4] sob M .

(b) Determine a imagem da reta R = 〈1, 2, 3〉 sob M .

• [QAHU-1] Escreva a matriz projetiva de T
2 que transforma o quadrado (±1,±1) no

retângulo [2 6]× [3 5], mantendo a posição relativa (esquerda-direita e alto-baixo)
dos quatro lados.
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2 Geometria tridimensional

2.1 Pontos e planos

• [QABD-1] Considere os 8 pontos do R
3 com coordenadas cartesianas

vi = (cos(iθ), sin(iθ), sin(2iθ)) i = 0, 1, . . . , 7

onde θ = 2π/8 = π/4.

(a) Determine as coordenadas homogêneas desses 8 pontos.

(b) Desenhe esquematicamente o (único) poliedro convexo do R
3 com esses 8 vértices.

(c) Escolha uma face deste poliedro e determine os coeficientes homogêneos do plano
que contém essa face.

• [QABI-1] Uma maneira de construir um icosaedro regular é construir o menor poliedro
convexo que envolve os três retângulos

A = (±1,±φ, 0) B = (0,±1,±φ) C = (±φ, 0,±1)

onde φ é a “razão de ouro” (1 +
√

5)/2 = 1.618 . . ..

Escolha uma face deste icosaedro e determine os coeficientes do plano que contém essa
face. (Dica: desenhe primeiro os três retângulos no espaço R

3, e determine visualmente
as faces do poliedro.)

• [QABO-1] Uma maneira de construir um icosaedro regular é construir o menor poliedro
convexo que envolve os três retângulos

A = (±1,±φ, 0) B = (0,±1,±φ) C = (±φ, 0,±1)

onde φ é a “razão de ouro” (1 +
√

5)/2.

Escolha uma face deste icosaedro e determine os coeficientes do plano que contém essa
face. (Dica: desenhe primeiro os três retângulos no espaço R

3.)

• [QACT-1] Considere os 12 pontos do R
3 com coordenadas cartesianas

(0,±1,±2) (±1,±2, 0) (±2, 0,±1)

(a) Desenhe esquematicamente o (único) poliedro convexo do R
3 com esses 12 vértices.

(b) Escolha uma face deste poliedro e determine os coeficientes homogêneos do plano
que a contém. (Mostre as contas.)

• [QACU-1] Dê uma fórmula sem divisões para determinar se o ponto p = [w, x, y, z]
do aquém de T

3 está dentro da esfera de raio r com centro na origem.
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• [QADN-1] Dê uma fórmula sem divisões para determinar se o ponto p = [w, x, y, z]
do aquém de T

3 está dentro da esfera de raio r com centro na origem.

• [QAFA-1] Calcule os coeficientes do plano que passa pelos três pontos p0 = [1, 2, 3, 4],
p1 = [1, 1, 1, 1], p2 = [1, 3, 2, 4].

• [QAFC-1] Determine as condições sobre os coeficientes de dois planos π1 = 〈W1,X1,Y1,Z1〉
e π2 = 〈W2,X2,Y2,Z2〉 que equivalem a dizer que os planos são

(a) finitos e paralelos entre si.

(b) finitos e perpendiculares entre si.

• [QAFT-1] Calcule os coeficientes do plano que passa pelos três pontos p0 = [1, 2, 3, 4],
p1 = [1, 1, 1, 1], p2 = [1, 3, 2, 4].

• [QAFV-1] Determine as condições sobre os coeficientes de dois planos π1 = 〈W1,X1,Y1,Z1〉
e π2 = 〈W2,X2,Y2,Z2〉 que equivalem a dizer que os planos:

(a) são finitos e paralelos entre si

(b) são finitos e perpendiculares entre si

(c) são finitos, paralelos ao eixo Z e perpendiculares entre si

• [QAGB-1] Determine os coeficientes homogêneos do plano de T
3 que é paralelo aos

vetores cartesianos (1, 2, 3) e (3, 2, 1), e passa pelo ponto (1, 2, 4).

• [QAGM-1] Calcule os coeficientes do plano que passa pelos três pontos p0 = [1, 2, 3, 4],
p1 = [1, 1, 1, 1], p2 = [1, 3, 2, 4].

• [QAGO-1] Determine as condições sobre os coeficientes de dois planos π1 = 〈W1,X1,Y1,Z1〉
e π2 = 〈W2,X2,Y2,Z2〉 que equivalem a dizer que os planos são

(a) finitos e paralelos entre si.

(b) finitos e perpendiculares entre si.

• [QAHR-1] Determine os coeficientes homogêneos de um plano P de T
3 que é per-

pendicular ao vetor cartesiano (+1, +2,−3) que passa pelo ponto com coordenadas
homogêneas [2, 3, 5, 3].

• [QAHS-1] Determine os coeficientes homogêneos de um plano P de T
3 que passa

pelos pontos [2, 0, 1, 0], [2, 3, 0, 0], e [1, 0, 0, 3].

• [QAHT-1] Determine os coeficientes homogêneos de um ponto p de T
3 onde a reta

R com equações cartesianas X = Y = 2Z cruza o plano 〈2, 3, 4, 5〉.
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2.2 Orientação no espaço

2.3 Segmentos, localização e recorte 3D

• [QAAC-1] Escreva um algoritmo para calcular as partes viśıveis de uma cena formada
por poĺıgonos planos, usando os seguintes recursos:

1. Uma representação da cena na forma de uma árvore BSP (partição binária do
espaço);

2. Um procedimento Trans(P, M) que aplica uma transformação de perspectiva M
a um poĺıgono P de T

3;

3. Um procedimento Poda(P, V ) que calcula a intersecção de um poĺıgono P de T
3

com um paraleleṕıpedo V alinhado com os eixos;

4. Um procedimento Proj(P ) que projeta o poĺıgono P de T
3 sobre o plano Z = 0;

5. Um procedimento Lev(P, π) que, dado um poĺıgono P no plano Z = 0, e um plano
π de T

3, devolve um poĺıgono P ′ no plano π tal que Proj(P ′) = P ;

6. Procedimentos Uni(P, Q), Dif(P, Q), e Int(P, Q), que, dados dois poĺıgonos no
plano T

2, devolvem respectivamente os poĺıgonos P ∪Q, P \Q, e P ∩Q;

O algoritmo deve ser escrito na forma de um procedimento recursivo Visib(A, V, o, R),
que recebe como dados

1. Uma sub-árvore A da árvore BSP da cena;

2. O paraleleṕıpedo da imagem V , no sistema SI;

3. As coordenadas do observador o, no sistema SC;

4. Um poĺıgono-janela R no plano Z = 0;

O procedimento deve devolver como resultados

1. Uma lista S das partes dos poĺıgonos de A que são viśıveis a partir de o e cuja
projeção no plano da imagem cai dentro do poĺıgono R;

2. Um poĺıgono K que é a união das projeções de todos os poĺıgonos em S.

• [QAAO-1] Escreva um algoritmo para calcular as partes viśıveis de uma cena formada
por poĺıgonos planos, usando as seguintes funções de biblioteca:

1. Trans(P, M) que aplica a transformação de perspectiva com matriz M a um
poĺıgono P de T

3, e devolve o poĺıgono resultante;

2. Poda(P, V ) que devolve a intersecção de um poĺıgono P de T
3 com um parale-

leṕıpedo V alinhado com os eixos;
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3. Corta(P, π) que corta um poĺıgono P no espaço T
3 por um plano orientado π, e

devolve os dois pedaços P+, P− de P , respectivamente no lado positivo e negativo
de π.

4. Proj(P ) que devolve a projeção do poĺıgono P de T
3 sobre o plano Z = 0;

5. Lev(P, π) que, dado um poĺıgono P no plano Z = 0, e um plano π de T
3, devolve

um poĺıgono P ′ no plano π tal que Proj(P ′) = P ;

6. Uni(P, Q), Dif(P, Q), e Int(P, Q), que, dados dois poĺıgonos no plano T
2, devolvem

respectivamente os poĺıgonos P ∪Q, P \Q, e P ∩Q;

O algoritmo deve ser escrito na forma de um procedimento Visib(L, V, o, R, M), que
recebe como dados

1. A lista L dos poĺıgonos da cena;

2. O paraleleṕıpedo da imagem V , no sistema SI;

3. As coordenadas do observador o, no sistema SC;

4. Um poĺıgono-janela R no plano Z = 0;

5. A matriz M da transformaçào de perspectiva.

O procedimento deve devolver como resultado uma lista S das partes dos poĺıgonos de
A que são viśıveis a partir de o.

• [QAAW-1] Sejam

C = o cubo com vértices [1,±1,±1,±1],

H = o semi-espaço positivo do plano π = 〈5,−2,−3,−5〉,
R = o poliedro C ∩H .

(a) O poliedro R é convexo? (Jusifique a resposta.)

(b) Determine os vértices de R.

• [QABX-1] Qual é o número máximo de lados do poĺıgono que é a intersecção de
um quadrilátero plano convexo do T

3 com um tetraedro?

A 6 B 7 C 8 D 9 E 10

• [QACH-1] (a) Escreva um algoritmo que, dadas as coordenadas homogêneas de dois
pontos p e q de T

3, e um plano π, determina a parte do segmento pq que está no lado
positivo de π.

(b) Seja C o cubo cujos vértices têm coordenadas cartesianas (±1,±1,±1), e sejam
τ, σ dois planos paralelos. Escreva um algoritmo que determina todos os vértices da
fatia de C que está contida entre os dois planos.
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• [QACL-1] Qual é o número máximo de lados de um poĺıgono que é intersecção
de um quadrilátero plano convexo do T

3 com um tetraedro?

A 6 B 7 C 8 D 9 E 10

• [QACS-1] Seja C o cubo com vértices [2,±3,±3,±3]. Sejam p = [4, 1, 2, 0] e
q = [3, 2, 7, 1].

(a) Escreva os coeficientes dos planos das faces de C

(b) Determine a parte do segmento pq que está dentro de C, usando o algoritmo visto
em classe. (Mostre as contas.)

• [QACY-1] Sejam

C = o cubo com vértices [1,±1,±1,±1],

H = o semi-espaço positivo do plano π = 〈5,−2,−3,−5〉,
R = o poliedro C ∩H .

(a) O poliedro R é convexo? (Justifique a resposta.)

(b) Determine os vértices de R.

• [QADF-1] Considere os 8 pontos do R
3 com coordenadas cartesianas

vi = (cos(iθ), sin(iθ), cos(2iθ)) i = 0, 1, . . . , 7

onde θ = 2π/8 = π/4.

(a) Determine as coordenadas homogêneas desses 8 pontos.

(b) Desenhe esquematicamente o (único) poliedro convexo do R
3 com esses 8 vértices.

(c) Escolha uma face deste poliedro e determine os coeficientes homogêneos do plano
que contém essa face.

• [QADM-1] Seja C o cubo com vértices [3,±2,±2,±2]. Sejam p = [4, 1, 2, 0] e
q = [3, 2, 5, 1].

(a) Escreva os coeficientes dos planos das faces de C

(b) Determine a parte do segmento pq que está dentro de C, usando o algoritmo visto
em classe. (Mostre as contas.)
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• [QADO-1] Dê fórmulas para calcular cada um dos elementos geométricos abaixo.

Sua resposta pode usar apenas as operações geométricas básicas de T
3 (∨, ∧, ⋄, ∆, ¬),

e/ou operações algébricas comuns sobre as coordenadas homogêneas p.w, p.x, p.y de
qualquer ponto p, ou os coeficientes homogêneos π.W, π.X , π.Y de qualquer plano π.
Em todos os itens, suponha que os pontos dados estão no aquém.

(a) O ponto médio smed(p, q) do segmento pq.

(b) Um ponto no infinito sinf(p, q), numa direção perpendicular à do segmento pq.

(c) A reta mediatriz sper(p, q) perpendicular ao segmento pq.

(d) o centro tcen(p, q, r) do ćırculo que passa pelos três pontos pqr.

• [QADR-1] Considere os 12 pontos do R
3 com coordenadas cartesianas

(0,±3,±2) (±3,±2, 0) (±2, 0,±3)

(a) Desenhe esquematicamente o (único) poliedro convexo do R
3 com esses 12 vértices.

(b) Escolha uma face deste poliedro e determine os coeficientes homogêneos do plano
que a contém. (Mostre as contas.)

• [QADU-1] Na questão abaixo, pede-se um procedimento em C ou Pascal. Suponha
definidos os seguintes tipos e procedimentos auxiliares:

/* C */

#include <math.h>

typedef double[4][4] matrix;

typedef double[4] point;

typedef double[3] vector;

/* Produto escalar: */

float dot(vector u, vector v);

/* Produto vetorial: */

vector cross(vector u, vector

v);

/* Vetor unitário: */

vector dir(vector v);

/* Diferença de vetores: */

vector sub(vector u, vector v);

/* Produto de matrizes: */

matrix mul(matrix A, matrix B);

{ Pascal }

type matrix = array[0..3,0..3] of real;

type point = array[0..3] of real;

type vector = array[0..2] of real;

{ Produto escalar: }
function dot(u, v: vector): real;

{ Produto vetorial: }
procedure cross(u, v: vector; var w:

vector);

{ Vetor unitário: }
procedure dir(v: vector; var w: vector);

{ Diferença de vetores: }
procedure sub(u, v: vector; var w: vector);

{ Produto de matrizes: }
procedure mul(A, B: matrix; var C: matrix);

(a) Escreva um procedimento C ou Pascal que, dados as coordenadas homogêneas dos
vértices de um poĺıgono convexo P no espaço T

3, e um plano α, devolve os vértices da
parte de P que está no lado positivo do plano α.

(b) Supondo resolvido o ı́tem (a), escreva um procedimento que, dado um poĺıgono
convexo P , devolve a parte de P que está dentro do cubo com lados paralelos aos eixos,
centro na origem, e lado 2.
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• [QADW-1] Considere o menor poliedro convexo P que contém estes 12 pontos:

A = [±1,±2, 0, 1] B = [0,±1,±2, 1] C = [±2, 0,±1, 1]

(a) Desenhe (aproximadamente) o poliedro P .

(b) Determine os coeficientes dos planos das faces de P .

(c) Determine os vértices e planos das faces do poliedro P ∗, dual de P .

(d) Desenhe (aproximadamente) o poliedro P ∗.

(e) Determine a intersecção de P com o semi-espaço positivo π+ do plano π =
〈1, 2, 3, 1〉. (Dica: determine primeiro quais vértices de P estão em π+.)

• [QAFE-1] Sejam

C = o interior do cubo com vértices [1,±1,±1,±1],

H = o semi-espaço positivo do plano π = 〈8,−2,−3,−4〉,
R = o poliedro C ∩H .

Determine os vértices de R.

• [QAFN-1] Descreva um algoritmo para recortar um poliedro convexo P por um
plano π, devolvendo a parte Q contida no lado positivo de π. Suponha que o poliedro
P é descrito pelos seus vértices e arestas, e que basta calcular os vértices do poliedro
Q.

Mais precisamente, suponha que são dados (a) os coeficientes 〈W,X ,Y ,Z〉 do plano
π; (b) os vértices v[0, . . n − 1] de P , em coordenadas homogêneas, sendo que cada
v[i] é um registro com campos w, x, y, z; e (c) dois vetores de inteiros r[0, . .m − 1] e
s[0, . .m− 1], tais que (v[r[0]], v[s[0]]), (v[r[1]], v[s[1]]), . . . (v[r[m− 1]], v[s[m− 1]]) são
as arestas de P . Seu algoritmo deve devolver o número k de vértices de Q, e um vetor
w[0, . . k − 1] contendo os vértices de Q. Para facilitar, é permitido incluir o mesmo
vértice de Q mais de uma vez na lista w.

• [QAFX-1] Sejam

C = o interior do cubo com vértices [1,±1,±1,±1],

H = o semi-espaço positivo do plano π = 〈8,−2,−5,−4〉,
R = o poliedro C ∩H .

Determine os vértices de R.
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• [QAGH-1] Descreva um algoritmo para recortar um poliedro convexo P por um
plano π, devolvendo a parte Q contida no lado positivo de π. Suponha que o poliedro
P é descrito pelos seus vértices e arestas, e que basta calcular os vértices do poliedro
Q.

Mais precisamente, suponha que são dados (a) os coeficientes 〈W,X ,Y ,Z〉 do plano
π; (b) os vértices v[0, . . n − 1] de P , em coordenadas homogêneas, sendo que cada
v[i] é um registro com campos w, x, y, z; e (c) dois vetores de inteiros r[0, . .m − 1] e
s[0, . .m− 1], tais que (v[r[0]], v[s[0]]), (v[r[1]], v[s[1]]), . . . (v[r[m− 1]], v[s[m− 1]]) são
as arestas de P . Seu algoritmo deve devolver o número k de vértices de Q, e um vetor
w[0, . . k − 1] contendo os vértices de Q. Para facilitar, é permitido incluir o mesmo
vértice de Q mais de uma vez na lista w.

• [QAGQ-1] Sejam

C = o interior do cubo com vértices [1,±1,±1,±1],

H = o semi-espaço positivo do plano π = 〈8,−2,−3,−4〉,
R = o poliedro C ∩H .

Determine os vértices de R.

2.4 Transformações do espaço

• [QADZ-1]

(a) Encontre uma matriz de rotação R que leva a direção (0, 0, 1) do R
3 para a direção

do vetor (1, 1, 1). (Nota: a solução não é única.)

(b) Escreva a equação impĺıcita, em coordenadas homogêneas, para um toro cujo
centro está em (1, 2, 3), cujo eixo de rotação é paralelo ao vetor (1, 1, 1), que tem raio
interno 1 e raio externo 3.

• [QAEC-1] (a) Determine a matriz 4 × 4 da transformação afim do R
3 que

leva o tetraedro canônico abcd para o tetraedro a′b′c′d′, onde

a = (0, 0, 0) b = (1, 0, 0) c = (0, 1, 0) d = (0, 0, 1)

a′ = (3, 0, 0) b′ = (−1, 2, 0) c′ = (−1,−2, 0) d′ = (0, 0, 4)

mantendo a ordem dos vértices (a→ a′, b→ b′, etc.).

(b) Determine a matriz 4× 4 da transformação afim do R
3 que leva o tetraedro a′b′c′d′

para si próprio, permutando os vértices conforme segue:
a′ → b′, b′ → c′, c′ → d′, e d′ → a′.

• [QAED-1] Determine a matriz 4 × 4 da rotação de 60 graus em torno do eixo que
passa pelos pontos (1, 0, 0) e (2, 1, 0).
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• [QAEH-1] Seja A o modelo geométrico de um sapato esquerdo, com o centro do
salto na origem (0, 0, 0), o bico na posição (1, 0, 0), e perna na direção (0, 0, 1). (a)
Determine a matriz 4 × 4 que transforma o sapato A num sapato B, com a mesma
forma, cujo salto está no ponto p = (2, 3, 4), cujo bico aponta na direção do vetor
v = (+1,−1, +

√
2), e cujo tamanho é k = 3 vezes o tamanho de A.

(b) Determine a matriz 4× 4 que leva o sapato A para o sapato C, igual ao sapato B
exceto que rodado de θ = 45 graus em torno do eixo que passa pelo centro do salto de
B e é paralelo ao eixo Z.

(c) Determine a matriz 4× 4 que leva o sapato A para o sapato D, igual ao sapato B
exceto que rodado de θ = 60 graus em torno do eixo da perna de B.

• [QAEM-1] Seja A o modelo geométrico de uma luva esquerda, com o centro do pulso
na origem (0, 0, 0), a ponta do dedo médio em (1, 0, 0), e palma na direção (0, 0, 1). (a)
Determine a matriz 4× 4 que transforma a luva A numa luva B, com a mesma forma,
com a ponta do dedo médio no ponto p = (2, 3, 5), com o braço apontando na direção
paralela ao vetor v = (+1,−1, +

√
2), e cujo tamanho é k = 3 vezes o tamanho de A.

(b) Determine a matriz 4× 4 que leva a luva A para a luva C, igual à luva B exceto
que rodada de θ = 45 graus em torno do eixo que passa pela ponta do dedo médio de
B e é paralela ao eixo Z.

(c) Determine a matriz 4 × 4 que leva a luva A para a luva D, igual à luva B exceto
que rodada de θ = 60 graus em torno do eixo do braço de B.

• [QAEN-1] (a) Determine a matriz 4× 4 da transformação afim do R
3 que leva

o tetraedro canônico abcd para o tetraedro a′b′c′d′, onde

a = (0, 0, 0) b = (1, 0, 0) c = (0, 1, 0) d = (0, 0, 1)

a′ = (3, 0, 0) b′ = (−1, 2, 0) c′ = (−1,−2, 0) d′ = (0, 0, 4)

mantendo a ordem dos vértices (a→ a′, b→ b′, etc.).

(b) Determine a matriz 4× 4 da transformação afim do R
3 que leva o tetraedro a′b′c′d′

para si próprio, permutando os vértices conforme segue:
a′ → b′, b′ → c′, c′ → d′, e d′ → a′.

• [QAER-1] Seja A o modelo geométrico de uma luva esquerdo, com o centro do pulso
na origem (0, 0, 0), a ponta do dedo médio em (1, 0, 0), e palma na direção (0, 0, 1). (a)
Determine a matriz 4× 4 que transforma a luva A numa luva B, com a mesma forma,
com a ponta do dedo médio no ponto p = (2, 3, 5), com o braço apontando na direção
paralela ao vetor v = (+1,−1, +

√
2), e cujo tamanho é k = 3 vezes o tamanho de A.

(b) Determine a matriz 4× 4 que leva a luva A para a luva C, igual à luva B exceto
que rodada de θ = 45 graus em torno do eixo que passa pela ponta do dedo médio de
B e é paralela ao eixo Z.

(c) Determine a matriz 4 × 4 que leva a luva A para a luva D, igual à luva B exceto
que rodada de θ = 60 graus em torno do eixo do braço de B.
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• [QAES-1] (a) Determine a matriz 4 × 4 da transformação afim do R
3 que leva o

tetraedro canônico abcd para o tetraedro a′b′c′d′, onde

a = (0, 0, 0) b = (1, 0, 0) c = (0, 1, 0) d = (0, 0, 1)

a′ = (3, 0, 0) b′ = (−1, 2, 0) c′ = (−1,−2, 0) d′ = (0, 0, 4)

mantendo a ordem dos vértices (a→ a′, b→ b′, etc.).

(b) Determine a matriz 4× 4 da transformação afim do R
3 que leva o tetraedro a′b′c′d′

para si próprio, permutando os vértices conforme segue:
a′ → b′, b′ → c′, c′ → d′, e d′ → a′.

• [QAFG-1] Escreva as matrizes das transformações projetivas que correspondem às
seguintes operações no espaço T

3:

(a) Rotação de +45◦ em torno do eixo Z.

(b) Rotação de 120 graus em torno do vetor (1, 1, 1).

(c) Translação que traz o ponto (3, 5, 4) para a origem.

(d) Translação e mudança de escala que leva o cubo [0 1]× [0 1]× [0 1] para o para-
leleṕıpedo [1 6]× [2 5]× [3 4].

• [QAFJ-1] Dê a matriz de transformaçào projetiva do espaço T
3 que, no aquém, efetua

uma rotação de 30 graus em torno do vetor cartesiano (1, 1, 0), no sentido da regra da
mão direita.

• [QAFK-1] Determine a imagem do plano 〈−6, 2, 3〉 pela transformação projetiva
cuja matriz é









1 −2 −3 −4
0 2 0 0
0 0 3 0
0 0 1 1









• [QAFL-1] Um braço de robô consiste de duas hastes articuladas: o antebraço
A, com 50 cm de comprimento, e o braço propriamente dito B, com 40 cm. Cada
uma dessas partes foi modelada separadamente por um cilindro, com a extremidade
proximal (mais próxima ao corpo) na origem, e com a extremidade distal (mais afastada
do corpo) sobre o eixo X. O torso do robô é um cilindro centrado no eixo Z, com o
ombro na posição (0, 20, 40).

(a) Dê a matriz de transformação necessária para posicionar o antebraço A de forma
a afixá-lo no braço B. A articulação do cotovelo permite que A rode de um ângulo
variável α no plano Y = 0.

(b) Dê a matriz de transformação necessária para afixar o braço B no ombro do robô.
A articulação do ombro possui dois graus de liberdade apenas: o braço B pode rodar
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por um ângulo β em torno de um eixo paralelo ao eixo Y, e por um ângulo τ em torno
do seu próprio eixo.

(c) Mostre como calcular a posição da ponta distal do antebraço (pulso), depois da
montagem, em função dos parâmetros α, β e τ .

• [QAFZ-1] Escreva as matrizes das transformações projetivas que correspondem às
seguintes operações no espaço T

3:

(a) Rotação de +45◦ em torno do eixo Z.

(b) Rotação de 120 graus em torno do vetor (1, 1, 1).

(c) Translação que traz o ponto (3, 5, 4) para a origem.

(d) Translação e mudança de escala que leva o cubo [0 1]× [0 1]× [0 1] para o para-
leleṕıpedo [1 6]× [2 5]× [3 4].

(e) Rotação de 60 graus em torno da reta que passa pelo ponto cartesiano (1, 2, 3) e
é paralela ao vetor (1, 1, 0).

• [QAGC-1] Dê a matriz de transformaçào projetiva do plano T
2 que, no aquém, efetua

uma rotação de 30 graus anti-horários em torno do ponto [2, 3, 4].

• [QAGD-1] Dê a matriz de transformaçào projetiva do espaço T
3 que, no aquém, efetua

uma rotação de 30 graus em torno do vetor cartesiano (1, 1, 0), no sentido da regra da
mão direita.

• [QAGE-1] Determine a imagem do plano 〈−6, 2, 3〉 pela transformação projetiva
cuja matriz é









1 −2 −3 −4
0 2 0 0
0 0 3 0
0 0 1 1









• [QAGF-1] Um braço de robô consiste de duas hastes articuladas: o antebraço
A, com 50 cm de comprimento, e o braço propriamente dito B, com 40 cm. Cada
uma dessas partes foi modelada separadamente por um cilindro, com a extremidade
proximal (mais próxima ao corpo) na origem, e com a extremidade distal (mais afastada
do corpo) sobre o eixo X. O torso do robô é um cilindro centrado no eixo Z, com o
ombro na posição (0, 20, 40).

(a) Dê a matriz de transformação necessária para posicionar o antebraço A de forma
a afixá-lo no braço B. A articulação do cotovelo permite que A rode de um ângulo
variável α no plano Y = 0.

(b) Dê a matriz de transformação necessária para afixar o braço B no ombro do robô.
A articulação do ombro possui dois graus de liberdade apenas: o braço B pode rodar
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por um ângulo β em torno de um eixo paralelo ao eixo Y, e por um ângulo τ em torno
do seu próprio eixo.

(c) Mostre como calcular a posição da ponta distal do antebraço (pulso), depois da
montagem, em função dos parâmetros α, β e τ .

• [QAGS-1] Escreva as matrizes das transformações projetivas que correspondem às
seguintes operações no espaço T

3:

(a) Rotação de +45◦ em torno do eixo Z.

(b) Rotação de 120 graus em torno do vetor (1, 1, 1).

(c) Translação que traz o ponto (3, 5, 4) para a origem.

(d) Translação e mudança de escala que leva o cubo [0 1]× [0 1]× [0 1] para o para-
leleṕıpedo [1 6]× [2 5]× [3 4].

• [QAHH-1] Seja A a esfera de raio 1 centrada na origem. Seja B o elipsóide com
raios principais 1,3,4 centrado no ponto (1,2,3) e inclinado 45◦ na direção do eixo X.
Determine a matriz de uma transformação projetiva que transforma o objeto A no
objeto B.

• [QAHL-1] Escreva um modelo hierárquico articulado de braço de caranguejo, na
forma de uma macro POV-Ray. O modelo deve ter pelo menos quatro partes (cotovelo,
pulso, articulação da pinça) com três articulações (braço, antebraço, garra maior), cada
qual com pelo menos um grau de liberdade. Desenhe um esboço do modelo, mostrando
os graus de liberdade.

• [QAHV-1] Escreva a matriz projetiva de T
3 que leva os pontos [0, 1, 0, 0], [0, 0, 1, 0],

[0, 0, 0, 1] para os pontos [0, 2, 3, 0], [0, 3,−2, 0], [0, 0, 0,−1], e a origem para [1, 2, 3, 4],
preservando as distâncias entre pontos.
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3 Modelagem geométrica

3.1 Modelos paramétricos

• [QAEA-1] Escreva a descrição paramétrica de uma helicóide — a superf́ıcie gerada
por uma reta que cruza perpendicularmente o eixo Z, que se desloca na direção desse
eixo com velocidade uniforme v, e ao mesmo tempo gira em torno desse eixo com
velocidade angular uniforme α.

• [QAEF-1] Escreva a descrição paramétrica da superf́ıcie de uma espiral de caderno

gerada por um ćırculo que gira em torno do eixo Z com velocidade angular uniforme
ω e ao mesmo tempo se desloca na direção +Z com velocidade linear uniforme v.
Suponha que o ćırculo tem raio r, está sempre situado num plano que contém o eixo
Z, e seu centro fica sempre a distância R do eixo Z.

• [QAEK-1] Escreva a descrição paramétrica da superf́ıcie de uma fita de Möbius.
A fita é gerada por um segmento de reta de comprimento 2L cujo centro c descreve
uma circunferência no plano XY de raio R com centro na origem. A todo instante
o segmento está num plano que passa pelo eixo Z; o segmento gira nesse plano, em
torno do seu centro c, completando 1/2 volta no tempo em que c completa uma volta
inteira.

• [QAEP-1] Escreva a descrição paramétrica da superf́ıcie de uma fita de Möbius. A
fita é gerada por um segmento de reta de comprimento 2L cujo centro c descreve
uma circunferência no plano XY de raio R com centro na origem. A todo instante
o segmento está num plano que passa pelo eixo Z; o segmento gira nesse plano, em
torno do seu centro c, completando 1/2 volta no tempo em que c completa uma volta
inteira.

3.2 Modelos impĺıcitos

• [QAEB-1] Determine uma equação impĺıcita para a superf́ıcie

{ (cos θ cos φ, cos θ sin φ, 3 sin θ) : θ ∈ [−π/2.. + π/2], φ ∈ [0..2π] }

• [QAEI-1] (a) Sejam f(x), g(x), e h três funções cont́ınuas e suaves de R para R,
sendo que h é uma função crescente tal que h(x) = 0 para x < −1 e h(x) = 1 para
x > +1. Mostre como combinar algebricamente essas funções de modo a obter uma
função cont́ınua e suave r : R 7→ R tal que r(x) = f(x) para x < −1, r(x) = g(x)
para x > +1, e r(x) tem valor intermediário entre f(x) e g(x) para −1 ≤ x ≤ +1.

(b) Sejam f(p) = 0 e g(p) = 0 as equações impĺıcitas de dois objetos geométricos F
e G, de tamanho bem maior que 1, mais ou menos centrados na origem. Usando a
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função h to item (a), mostre como obter a equação impĺıcita de um objeto que é igual
a F para z < a, igual a G para z > b, e emenda suavemente os dois objetos para
a ≤ z ≤ b

• [QAFO-1] Seja E a elipse no plano T
2 cujo centro é a origem, cujos eixos principais

são os eixos cartesianos X e Y, e que mede 10 unidades na direção X, e 2 unidades na
direção Y.

(a) Dê uma equação impĺıcita para E, em coordenadas cartesianas.

(b) Escreva essa equação em coordenadas homogênas.

(c) Encontre uma transformação (não projetiva, naturalmente) do plano T
2 que defor-

ma a elipse E numa curva em formato de bumerangue, com o centro no mesmo lugar
e as duas pontas entortadas na direção +Y. Dica: use polinômios de segundo grau em
termos das coordenadas cartesianas.

(d) Determine uma equação impĺıcita para a curva deformada.

• [QAGI-1] Seja E a elipse no plano T
2 cujo centro é a origem, cujos eixos principais

são os eixos cartesianos X e Y, e que mede 10 unidades na direção X, e 2 unidades na
direção Y.

(a) Dê uma equação impĺıcita para E, em coordenadas cartesianas.

(b) Escreva essa equação em coordenadas homogênas.

(c) Encontre uma transformação (não projetiva, naturalmente) do plano T
2 que defor-

ma a elipse E numa curva em formato de bumerangue, com o centro no mesmo lugar
e as duas pontas entortadas na direção +Y. Dica: use polinômios de segundo grau em
termos das coordenadas cartesianas.

(d) Determine uma equação impĺıcita para a curva deformada.

• [QAGJ-1]

(a) Dê uma equação impĺıcita para o cone infinito C de T
3 cujo vértice é a origem,

cujo eixo é o eixo Z, e cujos lados formam um ângulo de 45 graus com esse eixo.

(b) Escreva essa equação em coordenadas homogênas.

(c) Encontre uma transformação (não projetiva, naturalmente)do espaço T
2 que entor-

ta o cone C mantendo o vértice no mesmo lugar mas curvando as duas pontas do eixo
Z na direção +Y. Dica: use polinômios de segundo grau em termos das coordenadas
cartesianas.

(d) Determine uma equação impĺıcita para a superf́ıcie deformada.

3.3 Curvas e retalhos de Bézier
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• [QAAF-1] Dê a fórmula para o ponto genérico p(t) numa curva de Bézier de 3o
¯ grau,

em função dos pontos de controle p000, p001, p011, p111.

• [QAEG-1] (a) Determine as coordenadas dos pontos de controle de uma curva de
Bézier simétrica que liga suavemente (sem cantos) a semireta r = { (x,−1) : x ≤ −1 }
com a semireta s = { (x, +1) : x ≥ +1 }. (Estas condições deixam um grau de liber-
dade para a curva, portanto a sua resposta deve depender de um parâmetro arbitrário
h.)

(b) Calcule as coordenadas dos pontos de controle da primeira metade da curva de
Bézier do item anterior. (A resposta também deve dependeer do parâmetro h.)

(c) Determine o valor do parâmetro h de modo que a direção da curva no seu ponto
médio seja paralela ao vetor (0, 1). (Justifique sucintamente a resposta.)

• [QAEL-1] (a) Determine as coordenadas dos pontos de controle de uma curva
de Bézier simétrica c(t) que aproxima uma semi-circunferência de raio 1 com centro
na origem, contida no semiplano x ≥ 0. A curva deve ser tangente ao ćırculo em c(0)
e c(1). (Estas condições deixam um grau de liberdade para a curva, portanto a sua
resposta deve depender de um parâmetro arbitrário h).

(b) Calcule as coordenadas dos pontos de controle do primeiro 1/4 da curva anterior,
de c(0) a c(1/4). (A resposta também deve dependeer do parâmetro h.)

(c) Determine o valor do parâmetro h de modo que os pontos c(1/4) e c(1/2) estejam
em lados opostos do ćırculo, a igual distância do mesmo. (Justifique sucintamente a
resposta.)

• [QAEQ-1] (a) Determine as coordenadas dos pontos de controle de uma curva de
Bézier simétrica c(t) que aproxima uma semi-circunferência de raio 1 com centro na
origem, contida no semiplano x ≥ 0. A curva deve ser tangente ao ćırculo em c(0)
e c(1). (Estas condições deixam um grau de liberdade para a curva, portanto a sua
resposta deve depender de um parâmetro arbitrário h).

(b) Calcule as coordenadas dos pontos de controle do primeiro 1/4 da curva anterior,
de c(0) a c(1/4). (A resposta também deve dependeer do parâmetro h.)

(c) Determine o valor do parâmetro h de modo que os pontos c(1/4) e c(1/2) estejam
em lados opostos do ćırculo, a igual distância do mesmo. (Justifique sucintamente a
resposta.)

• [QAHJ-1] Considere os pontos

a = (0, 4) b = (1, 4) c = (2, α) d = (β, 2)
p = (3, γ) q = (δ, 0) r = (6, 0) s = (7, 1)

Determine os valores dos parâmetros α, β, γ e δ para que os dois arcos de Bézier
definidos respectivamente pelos pontos a, b, c, d e p, q, r, s se juntem de modo a formar
uma única curva, sem quebras nem cantos.
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4 Rendering

4.1 Perspectiva

• [QAAA-1] A Grande Pirâmide de Lilliput tem por ápice o ponto (0, 0, 2) e por base o
quadrilátero (±1,±1, 0). (Todas as coordenadas são em metros, com norte na direção
+Y , leste na direção +X.)

Deseja-se produzir uma imagem da Grande Pirâmide. A imagem será pendurada numa
parede vertical, para ser vista por uma pessoa de 1,50m de estatura a 2m de distância
da parede. A imagem deve mostrar a pirâmide tal como se ela estivesse no chão atrás
da parede, com o centro da base a 5m dos pés do observador, e com a fachada norte
voltada de frente para este último.

(a) Calcule o parâmetro d e as coordenadas SC dos pontos o e f e dos vetores r, s, t
que definem a transformação de perpectiva.

o =

f =

d =

r =

s =

t =

(b) Escreva a matriz de perspectiva M correspondente a estes dados.

M =

Diz a lenda que, quando a Lua cheia eclipsar o Sol, Saturno e Marte estiverem na
constelação da Ursa Maior, e o Corinthians ganhar o Campeonato, a Grande Pirâmide
se levantará sobre seus alicerces, rodará 180◦ em torno do eixo leste-oeste, e ficará
flutuando nos ares, de cabeça para baixo, com o ápice a 2m do solo, girando lentamente
sobre seu eixo vertical.

(c) Supondo o observador e a imagem nas mesmas posições, calcule a nova matriz de
perspectiva M

′, para o momento em que a Pirâmide, depois de levitada e invertida,
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tiver girado 30◦ no setido anti-horário em torno do eixo Z da própria pirâmide.

M
′ =

• [QAAN-1] A Construtora Realidade Virtual S/A (CREVISA) deseja produzir um
filme publicitário de seu mais recente empreendimento, a Torre Não-Inclinada de Pisa
(apartamentos à venda no local).

O filme deverá ser exibido numa sala de cinema especial, de 30m de altura. A tela vai
do chão ao teto, e está inclinada 45◦ na direção da audiência. As imagens devem ter
a perspectiva correta para um otário, digo, um cliente em potencial sentado a 30m do
pé da tela, com os olhos a 1,50m do chão.

No arquivo de dados que contém a descrição da Torre, todas as coordenadas são me-
didas em metros, a partir de um ponto de referência no centro do piso térreo, com o
eixo +X na direção leste, e +Y na direção norte.

(a) A cena inicial do filme deve mostrar o edif́ıcio como se a tela fosse uma janela
panorâmica, e o edif́ıcio estivesse constrúıdo atrás da mesma, com o ponto de referência
no chão a 60m do pé da tela, bem em frente ao cliente, e com a fachada norte voltada
para o mesmo. Calcule o parâmetro d e as coordenadas SC dos pontos o e f e dos
vetores r, s, t que definem a transformação de perpectiva.

o =

f =

d =

r =

s =

t =
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(b) Escreva a matriz de perspectiva M correspondente a estes dados.

M =

Para encerrar o filme, a CREVISA quer uma cena dramática que simbolize a sofisti-
cação, classicalidade e extemporaneidade do projeto arquitetônico. Especificamente,
eles querem mostrar o prédio se inclinando lentamente em direção a platéia, contra um
céu de pôr-do-sol com gaivotas, e acompanhado pela ouverture do ‘Zaratustra”, até que
o prédio fique a de 11.7◦ da vertical, que é a inclinação caracteŕıstica da Torre de Pisa
original. (Talvez não seja esse o número, mas quem é que vai perceber a diferença?).

(c) Supondo que o cliente não tenha sáıdo no meio do filme, e ainda esteja acordado
e sentado no mesmo lugar do item (a), calcule a nova matriz de perspectiva M

′ para o
quadro final desta cena,

M
′ =

• [QADT-1] Na questão abaixo, pede-se um procedimento em C ou Pascal. Suponha
definidos os seguintes tipos e procedimentos auxiliares:

/* C */

#include <math.h>

typedef double[4][4] matrix;

typedef double[4] point;

typedef double[3] vector;

/* Produto escalar: */

float dot(vector u, vector v);

/* Produto vetorial: */

vector cross(vector u, vector

v);

/* Vetor unitário: */

vector dir(vector v);

/* Diferença de vetores: */

vector sub(vector u, vector v);

/* Produto de matrizes: */

matrix mul(matrix A, matrix B);

{ Pascal }

type matrix = array[0..3,0..3] of real;

type point = array[0..3] of real;

type vector = array[0..2] of real;

{ Produto escalar: }
function dot(u, v: vector): real;

{ Produto vetorial: }
procedure cross(u, v: vector; var w:

vector);

{ Vetor unitário: }
procedure dir(v: vector; var w: vector);

{ Diferença de vetores: }
procedure sub(u, v: vector; var w: vector);

{ Produto de matrizes: }
procedure mul(A, B: matrix; var C: matrix);
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Imagine um fotógrafo tirando uma fotografia de um avião. O fotógrafo está no alto
de uma torre de altura h. O avião está voando com seu centro de gravidade a uma
distância D da base da torre, com azimute (ângulo com o Norte) θ, e elevação (ângulo
com o plano horizontal) φ. O fotógrafo aponta a câmara diretamente para o avião,
mantendo naturalmente o eixo horizontal da câmara paralelo ao chão. O avião está
horizontal, com o nariz apontando a um ângulo ξ em relação ao Norte.

Deseja-se reproduzir na tela do computador a imagem do avião que o fotógrafo obteria
na situação acima, a partir de um modelo geométrico do avião. O modelo está descrito
em metros, relativamente a um sistema de coordenadas positivo fixo no centro de
gravidade do avião, com eixo X ao longo da fuselagem, eixo Y transversal, e Z vertical.
A tela está a 50cm do usuário.

(a) Calcule as coordenadas do fotógrafo relativas ao sistema de coordenadas do avião.

(b) Escreva um procedimento em C ou Pascal que, dados h, D, θ, φ, e ξ, devolve
a matriz de projeção perspectiva 4 × 4 que transforma coordenadas do modelo em
coordenadas na imagem, conforme as convenções vistas no curso.

• [QAFM-1] Considere um display panorâmico formado por três telas dispostas em
torno do usuário, como indicado na figura. Determine a matriz da projeção perpsectiva
necessária para produzir uma imagem realista da cena na tela da esquerda, cujos cantos
têm coordenadas (5,−3,−2), (5,−3, +2), (13,−11,−2) e (13,−11, +2). Suponha que
o observador estará situado no eixo X, a 6 metros do centro da tela do meio.

• [QAFQ-1] Calcule a matriz de perspectiva para uma cena, supondo que a câmera
está em (30, 20, 20), olhando para (0, 0, 10) (coordenadas em metros). Suponha que o
usuário estará 50 cm na frente do centro da tela.

• [QAGG-1] Considere um display panorâmico formado por três telas dispostas em
torno do usuário, como indicado na figura. Determine a matriz da projeção perpsectiva
necessária para produzir uma imagem realista da cena na tela da esquerda, cujos cantos
têm coordenadas (5,−3,−2), (5,−3, +2), (13,−11,−2) e (13,−11, +2). Suponha que
o observador estará situado no eixo X, a 6 metros do centro da tela do meio.

4.2 Visibilidade

• [QAAD-1] Qual o principal defeito do algoritmo de Roberts?

• [QACG-1] Sejam a, b, c os vértices de um triângulo T no espaço, e p a posição de
uma fonte de luz que não é coplanar com T . Escreva um algoritmo para testar se um
ponto q do espaço está na sombra de T , dadas as coordenadas homogêneas de todos
esses pontos.

4.3 Cores e luz
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• [QAAR-1] Uma determinada tela colorida tem componentes R, G, e B com brilho 0.30,
0.60, e 0.10, respectivamente. Dê as coordenadas RGB de três cores com saturação
maxima que, se pintadas nessa tela, teriam brilho 0.50.

c1 =

c2 =

c3 =

• [QAAS-1] Dê a fórmula para calcular o brilho aparente de um ponto p de uma superf́ıcie
branca perfeitamente fosca (i.e., um difusor Lambertiano) com normal ~n, iluminada

por uma fonte de luz branca na direção ~f (relativa a p), e com o observador na direção
~v (idem).

A intensidade da fonte é tal que, se a superf́ıcie fosse vista e iluminada perpendicu-
larmente, seu brilho aparente seria 1. Suponha que a fonte e o observador estão do
mesmo lado da superf́ıcie.
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5 POV-Ray

5.1 Cenas complexas

• [QAFH-1] Dê os comandos POV-Ray necessários para construir o seguinte objeto
(excluindo os eixos de coordenadas):

• [QAFP-1] Descreva os comandos de POV-Ray necessários para produzir a imagem
abaixo (menos os eixos). É obrigatorio o uso de comandos condicionais e de repetição,
para evitar a duplicação excessiva de código. As dimensões devem ser consistentes
entre si, mas não precisam ser exatamente iguais à da figura.
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• [QAFR-1] Dê os comandos POV-Ray necessários para construir um modelo grosseiro
da molécula de DNA, consistindo de duas espirais envolvendo um eixo comum, forma-
das por esferas igualmente espaçadas, com cilindros ligando esferas correspondentes.
Uma das espeirais deve ter uma esfera faltando.

• [QAGA-1] Dê os comandos POV-Ray necessários para construir o seguinte objeto
(excluindo os eixos de coordenadas):
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Missing figure test1.eps

• [QAGK-1] Descreva os comandos de POV-Ray necessários para produzir a imagem
abaixo (menos os eixos). É obrigatorio o uso de comandos condicionais e de repetição,
para evitar a duplicação excessiva de código. As dimensões devem ser consistentes
entre si, mas não precisam ser exatamente iguais à da figura.

Missing figure test1.eps

(Resposta na próxima folha.)

• [QAGT-1] Dê os comandos POV-Ray necessários para construir o seguinte objeto
(excluindo os eixos de coordenadas):
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• [QAHB-1] Mostre como descrever o objeto abaixo (excluindo os eixos de coordenadas)
em POV-Ray, usando comandos iterativos e condicionais:

• [QAHC-1] Descreva o objeto abaixo (excluindo os eixos de coordenadas) na linguagem
do POV-Ray, usando operações booleanas e comandos iterativos. Não é preciso espe-
cificar as texturas, as luzes, e a câmera. As dimensões não precisam ser exatamente
iguais às da figura.
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• [QAHM-1] Descreva o objeto abaixo (excluindo os eixos de coordenadas) na lingua-
gem do POV-Ray, usando operações booleanas e comandos iterativos e condicionais.
O objeto é feito de vidro transparente azulado. Não é preciso especificar as
luzes e a câmera, e as dimensões não precisam ser exatamente iguais às da figura.
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• [QAHX-1] Escreva um modelo hierárquico articulado do objeto abaixo (excluindo
os eixos de coordenadas) na linguagem do POV-Ray, usando macros. As juntas têm os
graus de liberdade indicados pelas setas, que devem ser parâmetros do modelo. Não
é preciso especificar as luzes e a câmera, e as dimensões não precisam ser exatamente
iguais às da figura.

Missing figure test1a.eps

5.2 Comandos espećıficos

• [QAEJ-1] Indique os comandos POV-ray necessários para descrever:

(a) um cilindro de borracha de comprimento 6 e raio 2, que gira com velocidade
uniforme w em torno de seu eixo, e ao mesmo tempo estica e encolhe senoidalmente
de 10% com peŕıodo T segundos. Suponha que o tempo é dado pela variável time.

(b) uma tábua de comprimento m cent́ımetros de comprimento, n cent́ımetros de
largura, e 0.2 cent́ımetros de espessura (sendo m e n parâmetros inteiros), com mn
furos de raio 0.3cm, espaçados de 1 cent́ımetro nas duas direções.
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• [QAEE-1] Indique os comandos POV-ray necessários para descrever:

(a) Uma meia-esfera oca de raio interno 2 e raio externo 3.

(b) Um cubo de lado 2, atravessado por um cilindro de comprimento 4 e raio 0.5, cujo
eixo passa pelo centro de em duas faces opostas.

(c) Duas cópias de um objeto sapato, uma delas a imagem espelhada da outra,
separadas por d = 6 unidades na direção Y, e rodadas de θ = 5 graus em torno a seu
eixo vertical, em sentidos opostos.

• [QAEO-1] Indique os comandos POV-ray necessários para descrever:

(a) um cubo oco de lado externo 5 e lado interno 3, que estica e encolhe senoidalmente
de 10% com peŕıodo T segundos na direção X, e encolhe nas outras duas direções de
modo a manter seu volume constante, ao mesmo tempo que seu centro se move com
velocidade uniforme v na direão do vetor (1, 1, 0). Suponha que o tempo é dado pela
variável time.

(b) um cilindro oco de m cent́ımetros de altura, 2πn cent́ımetros de raio, e 0.4
cent́ımetro de espessura (sendo m e n parâmetros inteiros variáveis), com mn furos
de raio 0.3cm, espaçados de 1 cent́ımetro nas duas direções.

• [QAET-1] Indique os comandos POV-ray necessários para descrever:

(a) um cubo oco de lado externo 5 e lado interno 3, que estica e encolhe senoidalmente
de 10% com peŕıodo T segundos na direção X, e encolhe nas outras duas direções de
modo a manter seu volume constante, ao mesmo tempo que seu centro se move com
velocidade uniforme v na direão do vetor (1, 1, 0). Suponha que o tempo é dado pela
variável time.

(b) um cilindro oco de m cent́ımetros de altura, 2πn cent́ımetros de raio, e 0.4
cent́ımetro de espessura (sendo m e n parâmetros inteiros variáveis), com mn furos
de raio 0.3cm, espaçados de 1 cent́ımetro nas duas direções.

• [QAGU-1] Mostre como especificar, na linguagem do POV-Ray, uma esfera de raio
3, com seu ponto mais baixo situado diretamente acima da origem, a 4 unidades da
mesma. Suponha o eixo z vertical, apontando para cima.

• [QAGV-1] Mostre como especificar, na linguagem do POV-Ray, um cilindro de raio
2 e comprimento 5, com seu centro situado 3 unidades acima da origem. Suponha o
eixo z vertical, apontando para cima.

• [QAGW-1] Mostre como especificar, na linguagem do POV-Ray, uma caixa de
dimensões LX = 2, LY = 4, LZ = 6, com lados paralelos aos eixos de coordenadas,
com centro situado 5 unidades acima da origem. Suponha o eixo z vertical, apontando
para cima.
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• [QAGX-1] Supondo definido um objeto coisa, mostre como especificar, em POV-Ray,
uma cópia do mesmo, deslocada de 4 unidades para cima.

• [QAGY-1] Supondo definido um objeto coisa, mostre como especificar, em POV-Ray,
uma cópia do mesmo, rodada de 30 graus em torno do eixo x.

• [QAGZ-1] Supondo definido um objeto coisa, mostre como especificar, em POV-Ray,
uma cópia do mesmo, ampliada por fator 3 na direção x, combinada de uma redução
por fator 0.5 nos outros dois eixos.

• [QAHA-1] Supondo definido um objeto coisa, mostre como especificar, em POV-
Ray, uma cópia do mesmo, rodada de 45 graus em torno da reta que passa pelo ponto
(3, 4, 5) e é paralela ao eixo z.


