O espaco projetivo orientado

O espaco projetivo orientado T consiste de pontos, planos, e uma relacdo ternaria entre eles:

Pontos: quadruplas [w, x,y, 2] exceto [0, 0,0, 0]
sendo que [w', 2’ /. 2] e [W", 2", y", 2"

s30 0 mesmo ponto se e somente se

existe a > 0 tal que

W' =aw' 2" =ar Y =ay e = a7

Planos: quadruplas (W, X, ), Z) exceto (0,0,0,0)
sendo que W', X", V' Z'Yy e (W' X" V" Z")
s30 0 mesmo plano se e somente se

existe o > 0 tal que
Wi =aW, X'=aX" Y ' =a) e Z'=aZ

Posicdo ponto-plano:
(w,z,y, 2] o (W, X, Y, Z) =sgn(Ww + Xz + Yy + Zz)

Toda a geometria projetiva orientada trdimensional segue destas definicdes.




Coordenadas homogéneas no espaco

As coordenadas homogéneas de um ponto no espaco sao quais-
quer quatro numeros reais |w, x, ¥y, z|, tais que as coordenadas
cartesianas sao X = x/w, Y =y/we Z = z/w.

Ou seja, se as coordenadas cartesianas sao (X,Y,Z), as

coordenadas homogéneas sao |w, wX, wY,wZ] para qualquer
w > 0. Em particular, |1, XY, Z].

Convencao:
Cartesianas: parénteses (,,) e maitusculas X, Y, 7, ...
Homogéneas: colchetes |, ,,] e mintusculas w, x,y, z, . . .




Coordenadas homogéneas no espaco

Zz (3,25 2) 7z (3,252)
oquem alem
(=£2.6.5,93 _/= (2,-€,~5,~4]

2, -,
* o’ |
s T s T

p = (3.0,2.5,2.0)
1.0,3.0, 2.5, 2.0]

= [2,6,5,4]
[0.010, 0.030, 0.025, 0.020]
12, 36,30, 24]

Y204




Segmentos no espaco

Sejam

O segmento com extremso py e po € o conjunto de pontos

p1 = |wy, 21,1, 21
P2 = |wa, T2, Y2, 22

S(p1,p2) =1 [ awy + Py,
axy + Py,
ay1 + by2,
az] + 29

| ta,B>0AN
a+ >0}

P.0.¢




Segmentos no espaco




Triangulos no espaco

Dados trés pontos p1 = [w1, 21, Y1, 21, P1 = [w2,£€2,y27022] e
ps = w3, T3, Y3, 23], 0 tridngulo com esses vértices é o conjunto
de pontos

S(p1,p2,p3) = { [ awy + Bwy + yws,
ary + frg + vy,
ayy + Bys + VY3,
az1 + Bzo + 23

| 1o, 8,7 >0A
a+B8+v>0




Triangulos no espaco




Planos no espaco projetivo

Plano em coordenadas cartesianas: o ponto (X,Y, Z) estd no
plano se e somente se

AX+BY +CZ+D=0

onde A, B, C., D sao os coeficientes cartesianos do plano.

Em coordenadas homogéneas: o ponto |w, x,y, z| com w > 0
esta nesse plano se e somente se

AL+ BLicZ4 D=0
w w w

ou seja

Ar+ By+Cz+ Dw =10




Coeficientes homogéneos de um plano

Quando se trabalha com coordenadas homogéneas. a equacao

Az + By + Cwz + Dw =0

fica mails natural se escrita

Ww+Xe+Yy+2Z2=0

onde W=D X =AY =B Z=C. Estes nimeros, nesta
ordem, sao os coeficientes homogéneos do plano.

Indicamos esse plano por (W, X, Y, Z).




Interpretacdo dos coeficientes de um plano
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Plano por trés pontos
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Plano por trés pontos
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Dados trés pontos

p1 = [wi, 21,91, 21,

p2 = (w2, T2, Y2, 22],

p3 = W3, X3,Y3, 23
o plano py junta py junta ps €

r1 Y1 2
pP1Vp2Vp3 = + | X2 Y 22|, —

L3 Y3 <3

w1 X1 <1

+ | w9 T9 29 —

w3 L3 <3

w1 Y1 <1
w2 Y2 <2
w3 Y3 <3

w1 X1 Y1
w2 L2 Y2
w3 L3 Y3




Encontro de tres planos
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Encontro de trés planos
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Dados tres planos

Ry = Wy, &1, 0, 21),
Ry = Wh, Xy, Vo, Z9),
R3 = Wz, X3, )3, Z3)

o ponto Ry encontra

Ri{NRoNRg =

Ry encontra Rg

X1 V1 Z4
X3 V3 Zs3

Wy X1 Z4

+ | Wo Xy Zo |, —

W3 X3 Z3

W1 W 24
Wo Vo Zo
Ws V3 Z5

W1 &1 W
Wy Xy o
W3 X3 V3




Transformacdes projetivas 3D

15

Transformacao projetiva de T3
funcao de pontos para pontos que é
uma transformacao linear das coordenadas homogéneas:

A
E
I

<O

C D1
G H
M(|lw,x,y,z|) = |lw,z,vy, 2] KT

NPQR.
= [AerEa:Jr]erNz,
Bw+ Fzx+ Jy+ Pz,

Cw+ Gr+ Ky+ Qz,
Dw+H:C+Ly+Rz]




Transformacdes projetivas - exemplo
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Exemplo de transformacao projetiva de T?:

1 4 2 0]

0 0 2 1

M([w,x,y,Z]) — [w,x,y,Z] 0—-3 0 0
—1-3 0 0_

= [w—z, 4w — 3y — 3z, 2w + 2z, :1:}




Transformacdes afins
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Uma transformacao afim de T°
¢ uma transformacao projetiva que preserva a distincao fi-

nito/infinito:
Se M([w,z,y,2]) = [w, 2,y 2], entao w = 0 se e somente
se w' = 0.

Forma geral:

i @ lmagﬂmdo vEeR (1,0,0)

(,O
M= |© A eC ymagm do VETOR (o)




Transformacdes afins
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Em coordenadas cartesianas:

M((X,Y,Z))=(X,Y, Z)

QO =
sulliesfivy
~ T Q

+ (T,U, V)




Transformacdes afins: Translacdo

Translagdo pelo vetor cartesiano (T,U,V):

M(w,z,y,2]) = [w,z,y, 2] = |w, Tw+z, Uw+y Vw+y]

oo — N
CD)—\OQ:

H©©<
| ]

I 1
o OO =

M((X,Y,Z))=M(L,X,Y,Z) =[l,T+ X, U+Y,V+2Z =(X,Y,Z)+ (T,U,V)

=2 A
A (o) 3

) 1 /)’ 7




Transformacdes afins: Escala

Mudanca de escala por fatores a em X, S em Y, v em Z:

M([wa LY, Z]) - [wa LY, Z]

0
0
0 — [’LU, ax, 5y7 ’YZ}
v




Transformacdes afins: Rotacdo
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Rotacdo anti-horaria por 0 radianos em torno do eixo Z:

M(lw,z,y,z2]) = |w,x,y, z] = [w, cr — sy, sx—+ cy, z]

o O O =
|

O »w o O

o0 W O

_ O O O

onde s =sinf e ¢ = cosB.

M(X,Y,Z))=M(1,X,Y, Z])

1,cX —sY,sX —cY, Z] = (cX —sY,sX —cY, Z)




Transformacdes afins: Rotacdo por 90 graus 22

Rotagdo anti-horaria por 90 graus (/2 radianos)
em torno do eixo Z:

o O O

M(w,z,y,z]) = [w,x,y, z] = |w, -y, =, |

O = O O
_l_

o O O =
|
O O~ O

—_
S

M(X,Y,Z)) = M([L,X,Y,Z)) = [1, Y, +X, Z] = (-Y,+X, Z)




Transformacdes afins: Cisalhamento
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Cisalhamento na direcdo X proposcional a Y com fator «:

M([’LU,SC,y,Z]) - [w,x,y,z] — [wa T+ ay, y, Z}

oo o
oL = O
O = O O
_ O O O

M((X,Y,Z)) = M([L,X,Y,Z]) = [I,X +aY,Y, Z] = (X + oY, Y, Z)




Transformacdes afins: Espelhamento
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Espelhamento na direcao X pelo plano Y Z:

M(lw,z,y,2|) = |w,2,y, 2]

MUX,Y,Z)=M(1L,X,Y,Z) =[1,-X,Y, Z] = (—X,Y, Z)




Transformacdes afins: Inversdo na origem
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Espelhamento pela origem:

M(w,z,y,z2]) = |w,x,y, z] = [w, —r, —v, —z]

o O O =
O O~ O
|
o~ O O
_ O O O

M((X.,Y,Z)) = M([L,X,Y,Z]) = [I,-X,-Y,-Z] = (=X, -Y, - Z)




