O plano projetivo orientado

O plano projetivo orientado T? consiste de pontos, retas, e uma relacdo ternaria entre eles:

Pontos: triplas [w, z, y] exceto [0, 0, 0]
sendo que [w', ', y] e [w", 2" y"]

520 0 mesmo ponto se e somente se
existe a > 0 tal que

w// — Oé’LU/, :U// — Oél'/ e y// — O{y/

_'[w7 £, y] — [_wv —Z, _y] 7 [wv L, y]

Retas: triplas (W, X, )) exceto (0,0, 0)
sendo que W', X7, V") e (W' X" V")

sa0 a mesma reta se e somente se

existe a > 0 tal que

W' =aW . X'=aX e)" =a).
W, X, ) = (W, =X, =Y) # W, X, D)

Posi¢ao ponto-reta:

[w7xay]<><W7X7y> :Sgn(Ww+Xx+yy)

Toda a geometria projetiva orientada segue destas definicoes.




Transformacdes projetivas

Transformacio projetiva de T?:
funcao de pontos para pontos que é
uma transformacao linear das coordenadas homogéneas:

A BC
M(lw, z,y]) = [w,z,y] | D £ F
G H I

— [Aw+Dw+Gy,
Bw+ Fx + Hy,
Cw+ Fx + Iy |




Transformacdes projetivas - exemplo

Exemplo de transformacao projetiva de T?:

M([w,z,y]) = |w,x,y]

OO
W O =~
O DO DO

= [w, dw — 3y, 2w+2x}




Transformacdes projetivas - exemplo

Exemplo de transformacao projetiva de T2

M(w,z,y]) = | w, 4w — 3y, 2w+ 2z |

M(A) = M([1,0,0]) = [1,4,2] = A’
M(B) = M([1,1,0)) = [1,4,4] = B v 4 v 4
M(C) = M([1,1,1]) = [1,1,4] = C" 1 1< 8/
M
M(D) = M([1,0,1]) = [1,1,2] = D’ 1 = 1 @é
4 __'DI A/
Dﬁﬂ'gr*& 1 —>




Transformacdes projetivas

Propriedades de uma transformacio projetiva M de T?:

e SO é valida se a matriz 3 X 3 M tem determinante nao nulo.

e M (p) é definida para todo ponto p.

e M(p) é 0 mesmo ponto de T? quaisquer que sejam as cool-
denadas homogéneas escolhidas para p.

e M/ tem uma transtormacao inversa M_l, tal que

M~ (M(p)) = M(M~*(p)) para todo p.

o A matriz de M ! é a inversa da matriz de M.




Transformacdes projetivas

Mais propriedades de uma transformacio projetiva M de TZ:
e M preserva colinearidade: M (p), M(q), M (r) sao colinea-
res se e somente se p, g, sao colineares.

e M preserva segmentos: a imagem de S(p,q) sob M é
S(M(p), M(q)).

e [dem para triangulos e conjutos convexos em geral.

e A transformacao M nao se altera se a matriz M for multi-
plicada por qualquer e > 0.




Transformacdes projetivas

Mais propriedades de uma transformacao projetiva M de T

¢ Se o determinante da matriz M for positivo, M sempre
preserva a orientacao de 3 pontos: A(M(p), M(q), M (r)) =

A(p,q,r).

¢ Se o determinante da matriz M for negativo, M sempre
inverte a orientacao de 3 pontos: A(M(p), M(q), M(r)) =

_A<pa q, T)'




Transformacdes projetivas

A primeira linha da matriz M é para onde vai a origem do

aquem:

[1,0,0]

‘A
%

D
G

B
E
H

.

L B | Vo

.

- Pz onde v «

Ot \ i( m ._‘(.l_'. a ',l A ro

= [:A!B:C]




Transformacdes afins

Uma transformacio afim de T2 é uma transformacio projetiva
ue preserva a disting¢ao finito/infinito.

Ou seja, se M([w,z,y]) = [w',2’,1], entdao w = 0 se e so-
mente se w’ = 0.

Forma geral:

Semere
/ -Vpa/m. onde vz @ Qr\gcm Ao 47.14:”

[W,?L,?j] 0 A B K'/ﬂf“Sfocha" [inean do mz
o/c D_[ = [wJU-'i'Az-I'Cg) V.,_gz.,.-pg']




Transtformacdes afins: Translac3o

10

Translacao pelo vetor cartesiano (U, V):

M([w,z,y|) = [w,z,y]

= [w, Uw + x, Vw+y}

o O

o —
— o <

M(X,Y)=M(1,X,Y]) =[1,U+X,V+Y| = (X, Y)+(U,V)




Transformacdes afins: Escala

Mudanca de escala por fatores o em X e 5 em Y

O o
XD o o

M([w,z,y|) = w,z,y]

1
0
0
15

|_|©

= [w, ax, By

M((X,Y)) = M([L,X,Y]) = [1,aX, 8Y] = (aX, V)




Transformacdes afins: Rotacdo
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Rotacao anti-horaria por € radianos:

1 00]
M(fw,z,9]) = [w,z,5) |0 cs
O

= [w, cxr — SY, sx%—cy}

onde s =sinb e c = cosb.

M({(X,Y))=M(1,X,Y]) =[1,cX — sY,sX + cY]
= (cX —sY,sX +cY)




Transformacdes afins: Rotacdo por 90 graus
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Rotacao anti-horaria por 90 graus (7/2 radianos):

1 0 0
M([w,z,y]) = [w,z,y] | 0 0 +1
0-1 0

~ [w. . x]

MX,Y)) = M1, X,Y]) =[1,—Y, +X] = (=Y, +X)




Transtformacdes afins: Cisalhamento

Cisalhamento na direcao X proposcional a Y com fator a:

M([w, z,y|) = [w,z,y]

OO
O~ o
— O O

— [w, T+ ay, y}

MIX,Y) =ML, X, Y])=[,X+aY,Y] = (X +aY,Y)




Transformacdes afins: Espelhamento

Espelhamento na direcao X pelo eixo Y':

I 0 0
M([w,:c,y]) — [waxvy] 0—-1 0
0 0 +1

:[wa _xay}

M((X,Y)) = M([laXv Y]) — [17_X7Y] = (—X,Y)




Transformacdes afins: Rotacdo meia-volta
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Rotado por 180° (7 radianos), ou espelhamento pela origem:

1 0 O
M([w,z,y]) = [w,z,y] |0 =1 0
0 0 —1

_[wa —&, _y]




Composicdo de transformacdes
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Composicao de transformacoes projetivas M e () aplicadas
nessa ordem:

N AN

QUi (w.al)) = (lwnnl|[F7) ) |@

- fwol (|37] Q)

Por conta dessa tormula, vamos escrever a composicao na or-
dem de aplicacao, ou seja “M Q" (em vez de Q o M ou QM).

Entdo p(MQ) = (pM)Q = pM@Q para todo ponto p de T?.




Transformac3o afim de 3 pontos
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Transtformacao afim que leva o trangulo canonico

K =5((0,0), (1,0), (0,1))
para um trangulo qualquer

T = S((Xo, Yp), (X1,Y7), (X2, Y2)):

M((0,0)) = [100] |1 X Y0
M((1,0)) = [110] |0X;— XY —Y)
M((0,1)) = [101] |0 Xo— X Y2—1Y)
= [1 X0 Yp ]
=[1X1 Y7
= [1 Xy Yy ]




Transformacdo afim por dois tridngulos
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Transformacao afim que leva um trangulo genérico
T =s((X),Y)), (X{,Y]), (X3,Y7)) para outro triangulo ge-
Nerico

T" = S((X0, Yy, (X{, YY), (X3, Y5")):

M=A"1B
onde A leva K para T" e B leva K para T".




Conjugacdo de transformacdes
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A conjugada de uma transformacao projetiva M
por outra transformacao L ¢é a transformacao LML

Intuitivamente, L=M L tem o efeito de M, mas no plano T2
transtormado por L.

Por exemplo, se M ¢ a rotacao de 30 graus em torno da ori-
gem, e L é a translacdo que leva a origem para (U, V'), entao

LML é uma rotacao de 30 graus emtorno de (U, V).




Conjugacdo de transformacdes
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Transformacdes projetivas n3o afins 22

Se a primeira coluna da matriz M nao é 1,0, 0.
a transformacao M mstura pontos finitos e infinitos, e nao
preserva paralelismo:

100 |

(w, z,y|M = [w,z,y] | 110
001

= [w+:1:, X, y}

Em coordenadas cartesianas:

X Y
X, Y)M = [LLX,Y]M = [1+X,X,Y] =
X Y) b A 1+, 471 Q+XW+X>
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Transformacdes projetivas n3o afins




Transformacdes projetivas n3o afins
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\




Transformacdes dados 4 pontos

Dados 4 pontos p,q,r,u onde u estda dentro do triangulo
S(p, q,7), existe uma tnica transformacao projetiva que leva os
cantos do primeiro quadrante para p,q,r, e o ponto [1,1,1,1]
para u.

(Queremos:
100;-1430- = | apw ap.x ap.y |
010V | p ppl| = LBaw Baxr gy
001: aHg 1| = Llyrwyrzyry |
111 L 1l = vw uxr uwy




Transformacdes dados 4 pontos
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Logo M ¢
_ozp.w ap.x oap.y_
M = | fqw PBg.x Bqy | =
YT YT YTy
@ 0 0] _p.w D.T p.y_ @ 0 0]
= | 080 qw qr qy| = [ 0B 0| N
0 0~ T T.T T.Y 00~

Resta determinar «, (3, e v para que a quarta equacao seja
satisfeita.




Transformacdes dados 4 pontos 27

'2{",‘ (1407 it
/ ‘ /
F oy Jo
[100]




Transformagdes dados 4 pontos (I1)
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A quarta equacao é

a 00
(1,1,1]]1 08 0| N = |uw, ux, uy]
00«

ou seja

‘o, 8, v] = [uw, uz, uy|N"!




O espaco projetivo orientado 29

O espaco projetivo orientado T? consiste de pontos, planos, e uma relacdo ternaria entre eles:

Pontos: quadruplas [w, z, y, 2] exceto
0,0,0,0]

sendo que [w', 2’y 2] e [W", 2" ", 2"]
s30 0 mesmo ponto se e somente se

existe a > 0 tal que

w'=auw, 2" =ax, Yy =ay e =a7

Planos: quadruplas (W, X, ), Z) exceto
(0,0,0,0)

sendo que (W' X"V Z") e

<W// X// y// Z//>

s30 o mesmo plano se e somente se
existe o > 0 tal que

W// — OZW/, X// — CYX/, y// — Oéy/ e
Z'=aZ'

Posicdo ponto-plano:

(w, z,y, 2] o (W, X, Y, Z) =sgnWw+ Xz + Yy + Z2)

Toda a geometria projetiva orientada trdimensional segue destas definicdes.




Coordenadas homogéneas no espaco

30

As coordenadas homogéneas de um ponto no espaco sao quais-
quer quatro numeros reais |w, x, ¥y, z|, tais que as coordenadas
cartesianas sao X = x/w, Y =y/we Z = z/w.

Ou seja, se as coordenadas cartesianas sao (X,Y,Z), as

coordenadas homogéneas sao |w, wX, wY,wZ] para qualquer
w > 0. Em particular, |1, XY, Z].

Convencao:
Cartesianas: parénteses (,,) e maitusculas X, Y, 7, ...
Homogéneas: colchetes |, ,,] e mintusculas w, x,y, z, . . .




Coordenadas homogéneas no espaco
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Zz (3,25 2) 7z (3,252)
oquem alem
(=£2.6.5,93 _/= (2,-€,~5,~4]

2, -,
* o’ |
s T s T

p = (3.0,2.5,2.0)
1.0,3.0, 2.5, 2.0]

= [2,6,5,4]
[0.010, 0.030, 0.025, 0.020]
12, 36,30, 24]

Y204




Segmentos no espaco
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Sejam

O segmento com extremso py e po € o conjunto de pontos

p1 = |wy, 21,1, 21
P2 = |wa, T2, Y2, 22

S(p1,p2) =1 [ awy + Py,
axy + Py,
ay1 + by2,
az] + 29

| ta,B>0AN
a+ >0}

P.0.¢




Segmentos no espaco

33




Triangulos no espaco
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Dados trés pontos p1 = [w1, 21, Y1, 21, P1 = [w2,£€2,y27022] e
ps = w3, T3, Y3, 23], 0 tridngulo com esses vértices é o conjunto
de pontos

S(p1,p2,p3) = { [ awy + Bwy + yws,
ary + frg + vy,
ayy + Bys + VY3,
az1 + Bzo + 23

| 1o, 8,7 >0A
a+B8+v>0




Triangulos no espaco
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Planos no espaco projetivo
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Plano em coordenadas cartesianas: o ponto (X,Y, Z) estd no
plano se e somente se

AX+BY +CZ+D=0

onde A, B, C., D sao os coeficientes cartesianos do plano.

Em coordenadas homogéneas: o ponto |w, x,y, z| com w > 0
esta nesse plano se e somente se

AL+ BLicZ4 D=0
w w w

ou seja

Ar+ By+Cz+ Dw =10




Coeficientes homogéneos de um plano
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Quando se trabalha com coordenadas homogéneas. a equacao

Az + By + Cwz + Dw =0

fica mails natural se escrita

Ww+Xe+Yy+2Z2=0

onde W=D X =AY =B Z=C. Estes nimeros, nesta
ordem, sao os coeficientes homogéneos do plano.

Indicamos esse plano por (W, X, Y, Z).




Interpretacdo dos coeficientes de um plano

33




Plano por trés pontos
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D,V P2VP3
N,

& ’Pg

ﬁ




Plano por trés pontos
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Dados trés pontos

p1 = [wi, 21,91, 21,

p2 = (w2, T2, Y2, 22],

p3 = W3, X3,Y3, 23
o plano py junta py junta ps €

r1 Y1 2
pP1Vp2Vp3 = + | X2 Y 22|, —

L3 Y3 <3

w1 X1 <1

+ | w9 T9 29 —

w3 L3 <3

w1 Y1 <1
w2 Y2 <2
w3 Y3 <3

w1 X1 Y1
w2 L2 Y2
w3 L3 Y3




Encontro de tres planos
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Encontro de trés planos

42

Dados tres planos

Ry = Wy, &1, 0, 21),
Ry = Wh, Xy, Vo, Z9),
R3 = Wz, X3, )3, Z3)

o ponto Ry encontra

Ri{NRoNRg =

Ry encontra Rg

X1 V1 Z4
X3 V3 Zs3

Wy X1 Z4

+ | Wo Xy Zo |, —

W3 X3 Z3

W1 W 24
Wo Vo Zo
Ws V3 Z5

W1 &1 W
Wy Xy o
W3 X3 V3




