
O plano projetivo orientado 1

O plano projetivo orientado T2 consiste de pontos, retas, e uma relação ternária entre eles:

Pontos: triplas [w, x, y] exceto [0, 0, 0]
sendo que [w′, x′, y′] e [w′′, x′′, y′′]

são o mesmo ponto se e somente se
existe α > 0 tal que

w′′ = αw′, x′′ = αx′ e y′′ = αy′.
¬[w, x, y] = [−w,−x,−y] 6= [w, x, y]

Retas: triplas 〈W ,X ,Y〉 exceto 〈0, 0, 0〉
sendo que 〈W ′,X ′,Y ′〉 e 〈W ′′,X ′′,Y ′′〉
são a mesma reta se e somente se
existe α > 0 tal que
W ′′ = αW ′, X ′′ = αX ′ e Y ′′ = αY ′.
¬〈W ,X ,Y〉 = 〈−W ,−X ,−Y〉 6= 〈W ,X ,Y〉

Posição ponto-reta:
[w, x, y] � 〈W ,X ,Y〉 = sgn(Ww + Xx + Yy)

Toda a geometria projetiva orientada segue destas definições.
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Modelo esférico - ponto 2

[w, x, y] ↔ (w, x, y)√
w2 + x2 + y2
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Correspondencia entre modelos 3
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Segmentos 4

Sejam
p1 = [w1, x1, y1]
p2 = [w2, x2, y2]

O segmento p1p2 é o conjunto de pontos
S(p1, p2) = { [ αw1 + βw2,

αx1 + βx2,
αy1 + βy2

]
:
α, β ≥ 0 ∧
α + β > 0

}
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Segmentos nos modelos esférico e chato 5
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Segmentos - Propriedades 6

• Os pontos p1 e p2 pertencem a S(p1, p2).
• O segmento S(p2, p1) é idêntico ao segmento S(p1, p2).
• Se p1 = p2, o segmento S(p1, p2) tem apenas um ponto,
{p1}.

• Se p1 = ¬p2, o segmento S(p1, p2) não está definido.
• Todos os pontos do segmento S(p1, p2) estão todos sobre a
reta p1 ∨ p2.

• Se u e v pertencem ao segmento S(p1, p2), então S(u, v) está
contido em S(p1, p2).
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Triângulos 7

Dados três pontos p1 = [w1, x1, y1], p1 = [w2, x2, y2] e p3 =
[w3, x3, y3], o triângulo é o ocnjunto de pontos

S(p1, p2, p3) = { [ αw1 + βw2 + γw3,
αx1 + βx2 + γx3,
αy1 + βy2 + γy3

]
:
α, β, γ ≥ 0 ∧
α + β + γ > 0

}
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Triângulos 8
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Triângulos - justificativa 9
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Triângulos - propriedades 10

• O triângulo S(p1, p2, p3) não depende da ordem dos pontos.
• Os lados de S(p1, p2, p3) são S(p1, p2), S(p2, p3), e S(p3, p1),
• S(p1, p1, p2) é o segmento S(p1, p2).
• S(p1, p1, p1) é o conjunto {p1}.
• S(p1, p2, p3) é indefinido se e somente se um dos lados con-
tém o antípoda do vértice oposto.

• Se u, v ∈ S(p1, p2, p3) então S(u, v) ⊆ S(p1, p2, p3).
• Se u, v, w ∈ S(p1, p2, p3) então S(u, v, w) ⊆ S(p1, p2, p3).
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Orientação de 3 pontos 11

Dados três pontos p1 = [w1, x1, y1], p1 = [w2, x2, y2] e p3 =
[w3, x3, y3], sua orientação é o sinal do determinante

∆(p1, p2, p3) = sgn

∣∣∣∣∣∣
w1 x1 y1
w2 x2 y2
w3 x3 y3

∣∣∣∣∣∣
= sgn(w1x2y3 + x1y2w3 + y1w2x3

− y1x2w3 − x1w2y3 − w1y2x3)
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Orientação de 3 pontos 12
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Orientação de 3 pontos - propriedades 13

∆(p2, p1, p3) =
∆(p3, p2, p1) =
∆(p1, p3, p2) =
−∆(p1, p2, p3)

∆(¬p1, p2, p3) =
∆(p1,¬p2, p3) =
∆(p1, p2,¬p3) =
−∆(p1, p2, p3)

∆(p1, p1, p3) =
∆(p1, p2, p2) =
∆(p1, p2, p1) = 0

Os três pontos são colineares se e somente se ∆(p1, p2, p3) = 0
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Orientação de 3 pontos e retas 14

∆(p1, p2, p3) = sgn

∣∣∣∣∣∣
w1 x1 y1
w2 x2 y2
w3 x3 y3

∣∣∣∣∣∣
= sgn

(
+w1

∣∣∣∣ x2 y2
x3 y3

∣∣∣∣− x1

∣∣∣∣w2 y2
w3 y3

∣∣∣∣ + y1

∣∣∣∣w2 x2
w3 x3

∣∣∣∣)
Portanto

∆(p1, p2, p3) = p1 � (p2 ∨ p3)
= p2 � (p3 ∨ p1)
= p3 � (p1 ∨ p2)
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