Coordenadas cartesianas no plano

A maneira mais 6bvia de fazer geometria no computador é usar geometria analitica,
onde pontos sao representados por suas coordenadas cartesianas.

Um ponto no plano pode ser representado por um par (X, Y) de nimeros “reais” (ponto
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Coordenadas cartesianas no espaco

Um ponto no epago pode ser representado por uma tripla (X, Y, Z)
de coordenadas:

' (30,4.0,5.0)




Operacdes com coordenadas

Um segmento de reta pode ser representado pelas coordenadas de
seus dois extremos.

Determinando o ponto médio p, de um segmento com extremos
P1, P2:

P2 =




Coordenadas homogéneas no plano

Programas (e hardware) para computacao grafica geralmente
usam outra representacao, coordenadas homogéneas.

As coordenadas homogéneas de um ponto no plano sao quaisquer
trés numeros reais |w,z,y|, tais que as coordenadas cartesianas
sao X =x/weY =y/w.

Ou seja, se as coordenadas cartesianas sao (X, Y'), as coordenadas
homogéneas sao [w, wX,wY] para qualquer w > 0.
Convencgao:

e Cartesianas: (,) e maitusculas X,Y, ...

e Homogéneas: [,,] e mintsculas w, x,y, . ..




Coordenadas homogéneas no plano
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p = (3.0,2.5)
1.0, 3.0, 2.5]

— [2,6,5|

= [100, 300, 250]
[0.010, 0.030, 0.025]
[12, 36, 30]




Pontos no infinito

Interpretacao de [0, 3, 2]: limite de [w, 3, 2] quando w tende a zero.

P1 = [17372} — (372)
[1/2,3,2} = (6,4) = 2(3,2)
[1/3, 3, 2] = (9, 6) = 3(3, 2)

D2
P3

b= 10,37 = o0(3,2)




Equivaléncia de coordenadas homogéneas

p = [w, 2y
— [w//7x//7yll]

p' e p” sdo o mesmo ponto
se e somente se
existe um real a > 0 tal que

/ 1 / 2 / 2

w = qw T = Qx Yy =y
2,3,5] = [20,30,50]
[67379] 7_é [6730790]
0,3,-5] 2 [0, 3,5




Segmentos

| =2

pr = [+2,47,+8] = (7/2,8/2) = (3.5,4.0)
| = oo(1,2)
| = oo(=1,-2)

- .




Retas

Reta em coordenadas cartesianas: o ponto (X,Y) estd na reta se
e somente se

AX+BY +C =0

onde A, B, C' sao numeros reais, os coeficientes da reta.

Em coordenadas homogéneas: o ponto [w,x,y] com w > 0 esta
nessa reta se e somente se

A2+ BL o =0
w w

ou seja

Ax+ By+ Cw =0




Coeficientes homogéneos de reta 10

Quando se trabalha com coordenadas homogéneas, a equacao

Ax+ By+Cw =0

fica mais natural se escrita

Ww+ Xx+ Yy =0

onde W=C, X = A, Y = B. Estes ntumeros, nesta orderm, sao
os coeficientes homogéneos da reta.

Indicamos essa reta por (W, X', )).

0520-retas-h

0520-retas-h
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Exemplos de retas
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Por exemplo, os pontos p = [2,3,3] e ¢ = [5,3,0] estdo na reta
(+30, —50, +30), pois

(+30) - 24 (—=50) - 3+ (+30) -3 = 0

(+30) -5+ (=50) -3+ (4+30)-0 = 0

Por outro lado, o ponto r = [2,3,2] nao esta nessa reta, mas esta

na reta (0, —2, 3).
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Interpretacdo dos coeficientes

12

Em geral, os coeficientes (W, X, )) tem as seguintes interpretagoes:

e (X)) é um vetor perpendicular a reta.
o (=), X)e (Y,—AX) sao vetores paralelos a reta.

e WV ¢é zero se e somente se a reta passa pela origem.

e X ¢ zero se e somente se a reta é horizontal (ndo depende de X).

e ) ¢ zero se e somente se a reta ¢ vertical (ndao depende de Y).

e A distancia da reta a origem é |W| /v X2 + )2

e Os pontos [X, —W,0] e [V,0, = W], se validos, estao sobre a reta.
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Interpretacdo dos coeficientes

13
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Pontos no infinito de reta

14

Por definini¢ao, o ponto [w, x, y| esta na reta (W, X, )) se e somente se

Ww+Xx+Yy=0

mesmo quando o ponto esta no infinito (w = 0).

Uma reta (W, X, Y) normalmente tem dois pontos no infinito:
0, =Y, X] e |0,Y,—X] (nas duas dire¢oes paralelas a reta).
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Definicdo formal de reta

15

Formalmente, uma reta em coordenadas homogéneas é uma tripla (W, X, V),
onde W, X, ) nao sao todos zero.

Duas triplas (W', X', V') e W" X" V") sdo a mesma reta se e somente se

existe um real o > 0 tal que

Wl — OKW” X/ — OKXH yl — ay//
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Posicdo relativa de ponto e reta

16

A posi¢ao do ponto p = [w, x,y] em relacao a reta R = (W, X,)) é

—1 lado negativo
po R =sgn(Ww+ Xz + Vy) = 0 sobre
+1 lado positivo

onde sgn(x) é o sinal de z (—1, 0, ou +1).
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Posicdo relativa de ponto e reta 17

poR=11,2,2]0(—6,2,3) =sgn(—6+4+6) =sgn(+4) = +1
qo R=[3,3,4]¢(—6,2,3) =sgn(—18 + 6+ 12) =sgn(0) = 0
roR=12,1,2¢(-6,2,3) =sgn(—12+2+6) =sgn(—4) = -1
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Retas opostas

18

Pela definicao do T?, as retas R = (—6,+2,+3) e S = (+6, —2, —3)
sao distintas.

Elas passam pelos mesmos pontos:

(w, x, y]oR = 0 & —6w+22+3y = 0 & +6w—22x—2y =0 < |[w,z,yloS =0

Mas os lados positvos e negativos sao invertidos:
(w, z, y|loR = +1 & —6w+2r+3y > 0 < +6w—22—2y < 0 & [w,z,yloS = —1
(w, x, y|oR = —1 & —6w+22x+3y < 0 & +6w—2x—2y > 0 < |[w, x,y|oS = +1

Em geral, a reta (W, X)) é distinta da reta oposta =(W,X,Y) =
(=W, —X,—)), embora passe pelos mesmos pontos. A diferenca ¢
qual lado é positivo, e qual é negativo.
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Pontos antipodas

19

Pela definicao, [—2, —3, —5] ¢ um ponto valido de T?,
distinto de [2, 3, 5].

Por convencao, ambos tem as mesmas coordenadas cartesianas:
(=3/—2,-5/—=2) = (3/2,5/2).

Para manter a distincao, imaginamos que o plano R? ¢ uma folha infinita
de papel, e que [2,3,5] estd “na frente” dessa folha (no aquém do R?),
enquanto que [—2,—3, —5| estd na mesma posi¢do mas ‘no verso’ da

folha (no além do R?).

De modo geral, a interpretacio cartesiana de um ponto [w, z, y] de T? &

O ponto (z/w,y/w) do aquém do R?, se w > 0;
O ponto no infinito na diregao (x,y) do aquém, se w = 0;

O ponto (z/w,y/w) do além do R?, se w < 0.

O ponto [—w, —x, —y| é o antipoda de [w,z,y], denotado por —=|w, z, y]
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Pontos antipodas - aquém e além

20

A [~ 1,4 ~2J
Y 1 [ (alem) [1,3,2]
/ (aquém)
{112‘11]‘\! ,:
T (q ' o~ ['1)'31—2]
ﬂm) (alem)
F11,2), L X
(alem) 4,
o -
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Propriedades de — 21

Para quaisquer pontos p, q e retas R, S:

o (~(-p)) = p e (~(~R) = R

o (p)oR=po(-R)=—(poR)

e (-p)o(~R) =po R

e p esta sobre R se e somente se —p esta sobre R.

e p esta sobre R se e somente se p esta sobre —R.

e Se p é finito, p e —p tem as mesmas coordenadas cartesianas.

e Se R ¢ finita, R e =R tem as mesmas equacoes cartesianas.
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O plano projetivo orientado 22

O plano projetivo orientado T? consiste de pontos, retas, e uma relacdo ternaria entre eles:

Pontos: triplas [w, z,y] exceto [0,0,0] | Retas: triplas (W, X, ) exceto (0,0, 0)
sendo que [w', 2, y] e [w”, 2", y"] | sendo que W', X', V') e W' X" V")
sa0 0 mesmo ponto se e somente se | S0 a mesma reta se e somente se
existe a > 0 tal que | existe a > 0 tal que
W' =aw', 2" =ar ey’ =ay. | W' =aW, X" =aX e =a).
_'[waxay] — [_wv —Z, _y} # [waxay] _'<W7‘X7y> = <_W7 -, _y> # <W7X>y>

Posicao ponto-reta:
(w, z,yl o (W, X, V) =sgn(Ww + Xz + Vy)

Toda a geometria projetiva orientada segue destas definicoes.
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Modelo esférico - ponto
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(w, z,y)
\/w2 + 22 + 12

w,x,y] <

(2,1.3) Y
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Modelo esférico - reta
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(W,XY) <« circulo perpendicular a (W, X))

(21,3
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Modelo esférico - reta por dois pontos
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Modelo esférico - reta por dois pontos 20

Dados pontos p1 = [w1, 71, y1] € pa = [wa, T2, 2], a reta py junta pa &

)

— < T1Yo2 — T2Y1, Y1W2 — YW1, W1T2 — Wodq >

1 Y
o Yo

'wl X1

_‘Uh )

p1Vp = <+
w2 Y2

Wo T2
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217

Modelo esférico - encontro de duas retas
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Modelo esférico - encontro de duas retas

28

Dadas duas retas Ry = (W, X1, V1) e Ry = Wy, X5, s), 0 ponto Ry encon-
X1 Wi W Wi X

tra Ry é
y N +
X2 yQ WQ yg W2 XQ ]
= [ X1 Vo — V1, ViWs — oWy, Wi Ay — Wh A |

RiNRy = [+'
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Modelo esférico - propriedades de V e A
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Algumas propriedades de V e A:

gVp = =(pVq
pV(mg) = =(pVa)
(-p) Vg = =(pVq
pVp = (0,0,0)
p\/<_'p) - <07070>

SAR = —(RAS)

RA(=S) = =(RAS)
(~R)AS = —(RAS)
RAR = [0,0,0]
RA(=R) = [0,0,0]
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Correspondencia entre modelos
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Segmentos

31

Sejam

P = [wlaxlayl]

P2 = [w2, Z2, Z/z]

O segmento pips é o conjunto de pontos

S(p1,p2) = { [ awr + Pws, axy + Bxy, ayn+Py2] | @, >0 N a+8>0}
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Segmentos nos modelos esférico e chato
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Segmentos - Propriedades
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Os pontos p; e py pertencem a S(py, po).

O segmento S(pg, p1) ¢ idéntico ao segmento S(p1, pa).

Se p1 = pa, 0 segmento S(py, po) tem apenas um ponto, {pi}.

Se p1 = —p2, 0 segmento S(p1, p2) nao esta definido.

Todos os pontos do segmento S(p1, p2) estao todos sobre a reta py V po.

Se u e v pertencem ao segmento S(py, p2), entao S(u, v) esta contido em
S(p17 p2)
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