O espaco projetivo orientado

O espaco projetivo orientado T? consiste de pontos, planos, e uma relacdo ternaria entre eles:

Pontos: quadruplas [w, z,y, 2] exceto [0, 0,0, 0]
sendo que [w', 2’ 4y, 2] e [W", 2", y", 2"

Sao 0 mesmo ponto se e somente se

existe a > 0 tal que

w'=aw, 2 =ax!, Yy =ay e = a2

Planos: quéadruplas (W, X, Y, Z) exceto (0,0,0,0)
sendo que W', X" V' Z'Y e (W' X" V" Z")
s30 0 mesmo plano se e somente se

existe a > 0 tal que
Wi=aW, X'=aX' V' =aY e Z'=aZ

Posicdo ponto-plano:
(w, z,y,z] o W, X, Y, Z) =sgnWw + Xx + Yy + Zz)

Toda a geometria projetiva orientada trdimensional segue destas definicGes.




Transformacdes projetivas 3D

Transformacao projetiva de T3:
funcao de pontos para pontos que é

uma transformacao linear das coordenadas homogéneas:
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Transformacdes projetivas - exemplo

Exemplo de transformacao projetiva de T?:

M(lw,z,y,z|) = [w,z,y, 2]
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= [w—z, dw — 3y — 3z, 2w + 2z, aj]




Transtormacdes afins

Uma transformacdo afim de T3
é uma transformagcao projetiva que preserva a distingao finito/infinito:
Se M (lw,x,y,z]) = w2y, 2], entdo w = 0 se e somente se w’ = 0.

Forma geral:
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Em coordenadas cartesianas:

M(X,Y,2))=(X,Y,Z) +(T,U,V)
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Transtormacdes afins: Translacdo

Translacdo pelo vetor cartesiano (T, U, V):
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= [w, Tw+z, Uw+y Vw+y]

M(X,)Y,Z)=M([1, XY, Z]) =1L, T+ X, U+Y,V+Z]|=(X,Y, Z)+ (T,U,V)




Transtormacdes afins: Escala

Mudanca de escala por fatores a em X, S em Y, v em Z:
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M(w,z,y,2]) = [w,z,y,z] 008 0
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- [wa ax, Bya fyz}

M((X,Y,Z)) = M([1,X,Y, Z]) = [1,aX, BY,vZ] = (aX, BY,7Z)




Transformacdes afins: Rotacdo

Rotacdo anti-horéria por € radianos em torno do eixo Z:

M([w,z,y,2]) = [w,2,y,?]
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= [w, cr — sy, sx + cy, z]

onde s =sinf e ¢ = cosf.

M((X,Y,Z2)=M([1,X,Y,Z]) =[1,cX —sY,sX —cY, Z] = (cX — sY,sX — Y, 7)




Transformacdes afins: Rotacdo por 90 graus

Rota¢&o anti-horéria por 90 graus (7/2 radianos)
em torno do eixo Z:
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M(lw, z,y,2]) = |w,z,y,2]
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M((X,Y,Z)) = M([1,X,Y,Z]) = [1, -V, +X, Z] = (-Y, +X, Z)




Transtormacdes afins: Cisalhamento

Cisalhamento na direcdo X proposcional a Y com fator «a:

M([w,z,y,2]) = [w,2,y, 2]
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— [w, o+ay, y, 2]

M((X,Y,2))=M([L,X,Y,Z]) = [1,X +aY.,Y,Z] = (X + aY,Y, Z)




Transtormacdes afins: Espelhamento
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Espelhamento na direcao X pelo plano Y Z:

M([w,z,y,2]) = [w,z,y, 2]
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— [wa -, Y, Z]

M((X,Y,2)=M(L,X,Y,Z)) =[1,-X.,Y, Z] = (- X, Y, Z)
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Transformacdes afins: Inversdo na origem
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Espelhamento pela origem:

M([w,z,y,2]) = [w,2,y, 2]
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- [wy -, Y, _Z:|

M((X,Y,2))=M(1,X,Y,Z)) =[1,-X,-Y,—Z] = (-X,-Y,-2)




Transtormacdo afim de 4 pontos
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Transformacao afim que leva o tetraedro canénico
K =5((0,0,0), (1,0,0), (0,1,0) (0,0, 1))
para um tetraedro qualquer

1= S<<XO7 %7 ZO)? <X17 }/17 Zl)7 (X27 Y27 ZQ) <X37 }/37 Z3>>:

M((0,0,0) = [1000] [1 X,
M((1,0,0)) = [ 1100 ]
M((0,1,0)) = [ 1010 ]
M((0,0,1)) = [1001]
=1 Xy Yy Z
=[1XiYN Z
=1 Xo Yy Zy
— (1 X, Vs Zsa

Yo

Z

0 X1 —Xo Y1 —Yy Z1— 24
0 Xo—Xo Yo—Yy Zy— 2

0 X3—Xo Y5—Yy 43— 2o |
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Transtormacdo atim por dois tetraedros
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Transformacao afim que leva um tetraedro genérico
T = SUXYYE Z), (X0 YL Z0), (X5, Y4, Z3), (X5, Y4, Z5)) para
outro triangulo genérico

T" = S((Xq, Yo', Z0), (X1, Y7, 27), (X3,YY', Z5), (X5, Yy, Z3)):

M=A"'B
onde A leva K para T' e B leva K para T".
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Transtformacdo de pespectiva 3D 14

A trasfomacao de perspectiva é usada para produzir imagens
planas de cenas tridimensionais:

D 0 0 0]

0D 0 0

[w,az,y,z]M T [’UJ,ZC,:U,Z] O O D O
| -1 0 0D |

= [w—Dz, x, v, z]

Em coordenadas cartesianas:
1
K?

M((X,Y,Z)) = [I,X,Y,Z]M = [D—Z,DX,DY,DZ| = 1_Z/D(/
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Transtformacdo de pespectiva 3D
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