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 Jorge Stol�Segundo Semestre de 1994Notas de Aula { Fasc��culo 6A transforma�c~ao de perspectiva6.1 Proje�c~ao cônica6.1.1 O problemaO problema b�asico da s��ntese de imagens �e produzir uma �gura plana| a imagem | que, vista de determinado ponto, dê ao observador ailus~ao de estar olhando para uma cole�c~ao de objetos tridimensionaisdados | a cena.A imagem pode ser apresentada ao observador de muitas manei-ras: impressa em papel, pintada numa parede, mostrada num monitorgr�a�co, projetada numa tela de cinema, impressa num eslaide e exa-minada com um visor de eslaides, etc. Qualquer que seja o meio, oproblema computacional �e essencialmente o mesmo.A t�ecnica mais importante para produzir a ilus~ao de três dimens~oescom uma imagem plana | a proje�c~ao de perspectiva | foi extensa-mente estudada pelos pintores e arquitetos da Renascen�ca. S�eculosmais tarde, essa t�ecnica foi mecanizada com a inven�c~ao da m�aquinafotogr�a�ca (e seus derivados, como a câmara de televis~ao), e do compu-tador eletrônico. De novo, a geometria de uma imagem em perspectivacorreta �e independente da tecnologia usada na sua produ�c~ao.6.1.2 Limita�c~oes da perspectivaA ilus~ao de profundidade produzida pelas t�ecnicas de perspectiva �enecessariamente limitada e imperfeita.



2 Cap��tulo 6. A transforma�c~ao de perspectivaEm primeiro lugar, uma imagem plana pode produzir uma ilus~aorealista s�o para um observador que esteja colocado numa determinadaposi�c~ao em rela�c~ao �a imagem. Se a imagem for vista da posi�c~ao errada,o objeto parecer�a estar distorcido; e, quanto maior a distor�c~ao, maisdif��cil ser�a conseguir a ilus~ao de três dimens~oes.Na verdade, �e teoricamente imposs��vel produzir uma �unica imagemde um objeto que seja \realista" para um observador com vis~ao binocu-lar, pois pelo menos um dos olhos dele estar�a necessariamente fora daposi�c~ao correta, e portanto ver�a uma imagem ligeiramente distorcida.Mesmo que, por algum sistema de lentes e espelhos, consegu��ssemoscolocar os dois olhos ao mesmo tempo nessa posi�c~ao ideal, a ilus~ao derelevo n~ao seria perfeita. O problema �e que quando olhamos para umacena tridimensional de verdade, cada olho vê uma imagem diferente, enosso c�erebro automaticamente extrai dessas discrepâncias informa�c~oessobre a distância e forma dos objetos.Outra limita�c~ao das imagens planas �e que a lente do olho do obser-vador tem que ajustar seu foco para distância da imagem, que em geraln~ao corresponde �a posi�c~ao do objeto representado. Como o c�erebro<tamb�em usa o foco da lente para estimar distâncias, a ilus~ao de relevopode n~ao ocorrer se esta distância for muito grande.Por essas raz~oes, uma imagem �unica s�o vai parecer razoavelmenterealista se o objeto representado estiver relativamente longe do obser-vador. Nesse caso, tanto a discrepância entre as imagens dos sois olhosquanto a diferen�ca de foco entre a imagem e o objeto representado s~aopequenas o bastante para que a ilus~ao funcione.Mesmo assim, a ilus~ao de relevo da proje�c~ao que pose ser conseguida�e relativamente fraca. A proje�c~ao de perspectiva baseada numa �unicaimagem (perspectiva monocular) reproduz apenas a forma aparente dosobjetos, e suas dimens~oes e posi�c~oes relativas, mas n~ao permite julgarsuas dimens~oes e distâncias absolutas. Por exemplo, a imagem de umcubo de 3cm de lado a 30cm de distância �e idêntica �a de um cubo de2cm de lado a 20cm de distância, ou de um cubo de 3m de lado a30m de distância. Esta ambig�uidade s�o pode ser resolvida se a cenarepresentada na imagem incluir objetos de tamanho conhecido.Para uma ilus~ao de relevo mais perfeita, incluindo a sensa�c~ao dedistância absoluta, �e necess�ario apresentar a cada olho uma imagemproduzida especi�camente para ser vista da posi�c~ao desse olho. Este



6.1. Proje�c~ao cônica 3�e o princ��pio b�asico da maioria dos esquemas de \terceira dimens~ao"usados em cinemas, fotogrametria, visores de eslaides, etc.6.1.3 Geometria da perspectivaA geometria b�asica da proje�c~ao de perspectiva �e dada pela �gura abaixo:

Nesta �gura, o �e a posi�c~ao do olho do observador (a pessoa que vaicontemplar a imagem), I �e a imagem a ser produzida, e B �e o objetoimagin�ario a ser representado nela. Cada ponto vis��vel p do objeto deveser desenhado na posi�c~ao p� da imagem, que �e a intersec�c~ao do planode I com a semireta que sai de o e passa por p.Note que o objeto a ser representado pode estar tanto na frente daimagem, ou atr�as dela, ou mesmo parte na frente e parte atr�as. Comoj�a observamos, a imagem �nal n~ao permite distinguir estes três casos;e, do ponto de vista geom�etrico e algor��tmico, tanto faz se o ponto pest�a na frente ou atr�as do plano da imagem.



4 Cap��tulo 6. A transforma�c~ao de perspectiva6.1.4 Coordenadas da imagemPara descrever a imagem, precisamos estabelecer um sistema de coor-denadas no plano da mesma.Neste curso, usaremos para esse �m um sistema de coordenadas daimagem (SI) com eixo X apontando para a esquerda do observador, eY apontando para cima, conforme a praxe em matem�atica. A origemdesse sistema �e por de�ni�c~ao o ponto f do plano da imagem que est�adiretamente em frente ao olho do observador; ou seja, a proje�c~ao or-togonal do ponto o no plano da imagem. Na falta de nome melhor,chamaremos este ponto de foco da imagem.Al�em dos eixos X e Y , para o calculo da proje�c~ao de perspectivaprecisamos acrescentar a este sistema um eixo Z, perpendicular a am-bos e apontando na dire�c~ao de f para o. Assim, se d �e a distânciado observador �a imagem, as coordenadas cartesianas do ponto o nestesistema s~ao (0; 0; d), e o plano da imagem �e o plano Z = 0.Na maioria das aplica�c~oes, podemos supor que o ponto f �e o centroda janela I. Essa suposi�c~ao �e razo�avel, por exemplo, quando a imagemser�a exibida num terminal de v��deo, ocupando a tela inteira; ou quandoa imagem ser�a impressa numa revista, ou numa folha de papel avulsa.Entretanto, em certas aplica�c~oes o foco pode estar em posi�c~ao excêntrica,ou mesmo fora da janela. Por exemplo, se a imagem �e um cartaz a serpendurado na parede, a 2m do ch~ao, o foco f (para um observador deestatura m�edia, de p�e) estar�a a uns 30{40cm abaixo da margem inferiorda janela.Para o c�alculo da imagem, portanto, al�em da distância d do obser-vador ao foco �e necess�ario especi�car a forma, o tamanho e a posi�c~ao dajanela I no planoX;Y , em rela�c~ao ao foco f . Na grande maioria dos ca-sos, a janela �e um retângulo alinhado com os eixos, e portanto pode serespeci�cado por dois intervalos de coordenadas [Xmin Xmax]� [YminYmax].6.1.5 Sistema de coordenadas da cenaNa maioria dos casos, os objetos a serem representados na imagems~ao descritos e posicionados em termos de um sistema de coordenadaspr�oprio, o sistema de coordenadas da cena (SC).



6.1. Proje�c~ao cônica 5Por exemplo, a descri�c~ao de um pr�edio provavelmente usar�a eixos Xe Y horizontais, alinhadas com a b�ussola ou com as paredes principais,e um eixo Z vertical. A origem provavelmente estar�a nalgum ponto doandar t�erreo, e as coordenadas ser~ao dadas em metros.Obviamente, este sistema n~ao tem nada a ver com o sistema decoordenadas da imagem de�nido na se�c~ao anterior. Na verdade, se qui-sermos produzir v�arias imagens da mesma cena, vista a partir de pontosdiferentes, para cada imagem teremos um sistema de coordenadas di-ferente.Portanto, o primeiro passo no c�alculo de uma imagem sint�etica �eestabelecer a correspondência entre os dois sistemas de coordenadas,SC e SI.6.1.6 A transforma�c~ao de perspectivaH�a muitas maneiras de descrever a correspondência entre os dois siste-mas; dependendo da aplica�c~ao, um pode ser mais conveniente do queo outro. De modo geral, �e necess�ario especi�car as coordenadas SC daorigem do sistema da imagem (o ponto f), e dos vetores unit�arios r, s,e t paralelos aos eixos X Y e Z daquele sistema.Esses parâmetros determinam a fun�c~ao do R3, que, dadas as coor-denadas (x; y; z) de um ponto do objeto, no sistema da cena, devolveas coordenadas (x0; y0; z0) desse mesmo ponto no sistema da imagem.Essa fun�c~ao consiste uma transla�c~ao Tf do R3 que leva o ponto f parao ponto (0; 0; 0), seguida de uma rota�c~ao Rr;s;t que leva os vetores r; s; tpara os eixos X;Y;Z.Como vimos, em termos de coordenadas homogêneas a combina�c~aodessas duas transforma�c~oes pode ser descrita por uma �unica matriz 4�4TfRr;s;t = 26664 1 �fX �fY �fZ0 1 0 00 0 1 00 0 0 1 3777526664 1 0 0 00 rx sx tx0 ry sy ty0 rz sz tz 37775 (6:1)Uma vez obtidas as coordenadas do ponto p no sistema da imagem,o pr�oximo passo �e calcular sua proje�c~ao no plano da imagem, a partirda posi�c~ao do observador o. Ou seja, precisamos determinar a fun�c~ao



6 Cap��tulo 6. A transforma�c~ao de perspectivaque, dadas as coordenadas SI do ponto p, retorna as coordenadas SI daintersec�c~ao da reta op com o plano Z = 0.Lembremos que, pela de�ni�c~ao do sistema da imagem, as coorde-nadas SI do ponto o s~ao (0; 0; d), onde d �e a distância do observadorao plano da imagem. Uma an�alise geom�etrica elementar mostra quea proje�c~ao deve levar o ponto gen�erico do espa�co com coordenadascartesianas (X;Y;Z) para o ponto do plano Z = 0 com coordenadascartesianas (dX=(d � Z); dY=(d � Z)). Ou seja, as coordendas X e Ydo ponto devem ser ampliadas pelo fator d=(d � Z), e a coordenada Zdeve ser descartada.Traduzindo esta f�ormula para de coordenadas homogêneas, conclui-mos que a proje�c~ao leva a qu�adrupla [w; x; y; z] para a tripla [dw �z; dx; dy]. Portanto, a proje�c~ao pode ser descrita pela matriz26664 d 0 00 d 00 0 d�1 0 0 37775 (6:2)Como veremos mais tarde, para a elimina�c~ao de partes invis��veis daimagem �e importante preservar a informa�c~ao sobre a \profundidade"(distância do observador) relativa dos pontos da cena que projetam nomesmo ponto da imagem. Assim, �e conveniente acrescentar uma quartacoluna �a matriz acima, que preserva essa informa�c~ao:Pd = 26664 d 0 0 00 d 0 00 0 d 0�1 0 0 d 37775 (6:3)A fun�c~ao Pd que corresponde a esta matriz calcula n~ao mais umaproje�c~ao no plano, mas sim uma transforma�c~ao do espa�co T3 para oespa�co T3, que leva [w; x; y; z] para [dw�z; dx; dy; dz] | ou, em coorde-nadas cartesianas, (X;Y;Z) para (dX=(d�Z); dY=(d�Z); dZ=(d�Z)).Para obter as coordenadas do ponto da imagem, basta descartar a co-ordenada Z deste ponto | ou seja, basta projet�a-lo na dire�c~ao paralelaao eixo Z.



6.1. Proje�c~ao cônica 7Geometricamente, a fun�c~ao P (d) �e uma transforma�c~ao projetiva n~aoa�m de T3, que mant�em os pontos do plano Z = 0 �xos, e leva o ob-servador [1; 0; 0; d] para o ponto no in�nito [0; 0; 0; 1] na dire�c~ao do eixoZ. Por ser uma transforma�c~ao projetiva, ela preserva colinearidade;ou seja, retas e planos do objeto continuam retas e planos depois datransforma�c~ao Pd.Em particular, depois da transforma�c~ao Pd, as retas que passavampelo ponto o tornam-se retas paralelas ao eixo Z. As retas que eram pa-ralelas ao eixo Z tornam-se retas que convergem para o ponto (0; 0;�d).(Isto corresponde �a observa�c~ao de que, numa imagem em perspectivade um t�unel, todas as linhas paralelas ao mesmo parecem se encon-trar num ponto). Os planos paralelos �a imagem continuam paralelos �amesma, mas a distâncias diferentes; o plano Z = d (chamado de planodo observador) �e levado para o plano no in�nito 
2, e este �e levado parao plano Z = �d.Mais geralmente, os intervalos (�1 0), (0 d), e (d +1)do eixo Z s~ao levados para (�d 0), (0 +1), e (�1 �d), res-pectivamente; e o mesmo vale para todos os planos paralelos ao planoXY .As três etapas da transforma�c~ao de perspectiva podem ser compos-tas numa �unica projetividade Vf;r;s;t;d, cuja matriz �eVf;r;s;t;d = TfRr;s;tPd = 26664 1 �fX �fY �fZ0 1 0 00 0 1 00 0 0 1 3777526664 1 0 0 00 rx sx tx0 ry sy ty0 rz sz tz 37775 26664 d 0 0 00 d 0 00 0 d 0�1 0 0 d 37775(6:4)Portanto, para calcular a imagem, basta em princ��pio tomar as coorde-nadas homogêneas SC de cada ponto da cena, multiplic�a-las por estamatriz, descartar a coordenada z, e pintar o ponto resultante no planoXY da imagem, com a cor apropriada.6.1.7 Especi�ca�c~ao dos parâmetros da perspec-tivaAs f�ormulas acima sup~oem conhecidas as coordenadas SC do pontof e dos vetores r; s; t. Na pr�atica, �e geralmente mais f�acil especi�car



8 Cap��tulo 6. A transforma�c~ao de perspectivaos parâmetros indiretamente, dando-se a distância d entre o e f , e ascoordenadas SC do observador o e de dois outros pontos c e u, tais quea linha co coincide com o eixo Z do sistema da imagem, e o plano ucocoincide com o plano Y Z desse sistema.A id�eia �e que c seria um \ponto de interesse" da cena, cuja proje�c~aona imagem �nal queremos que �que bem em frente ao observador | ouseja, no foco f ; e u seria um ponto da cena cuja proje�c~ao na imagem,deve �car diretamente acima da proje�c~ao de c - { ou seja, nalgum pontodo eixo Y do SI.A partir destes dados, podemos facilmente calcular as coordenadasSC dos vetores r; s; t e do ponto f . O vetor t �e, obviamente, a dire�c~aodo vetor o� c; e o vetor s �e a dire�c~ao da componente vetor u� c que �eortogonal a t. O vetor r �e o produto vetorial de s e t, e o ponto f �caa distância d do ponto o na dire�c~ao �t. Ou seja,t = dir(o � c)s = dir((u� c)� ((u� c) � t)t)r = s� tf = o� dt (6:5)onde dir(v) �e a dire�c~ao do vetor v, isto �e, v=jvj.Uma outra possibilidade �e especi�car as coordenadas SI dos pontoso, f , e u, supondo-se implicitamente que c = f . Este m�etodo �e espe-cialmente pr�atico quando queremos dar a ilus~ao que a distância entreobservador e o objeto representado �e mais ou menos igual �a distância doobservador �a imagem; ou seja, de que a imagem �e um buraco na parede,e o objeto est�a 
utuando bem na boca do mesmo. (Esta escolha seriarazo�avel, por exemplo, para mostrar a imagem de uma pe�ca mecânicapequena, ou um utens��lio de cozinha, na tela do computador.) Nessecaso, o \centro de interesse" c e o foco f podem ser freq�uentementecolocados por \default" na pr�opria origem do sistema da cena.6.1.8 Um exemploPor exemplo, suponha que queremos produzir, a partir da descri�c~ao deum pr�edio, uma \fotogra�a sint�etica" do mesmo, a ser exibida numatela do computador, tal como seria visto por um passageiro num he-lic�optero, voando a alguma distância do mesmo. Isto �e, nosso objetivo



6.1. Proje�c~ao cônica 9�e dar a ilus~ao ao usu�ario de que ele est�a no helic�optero, e que a tela �euma janela do mesmo, voltada para o pr�edio.Para tornar o exemplo concreto, vamos supor que a tela �e verticale mede 30cm por 20cm, e que o usu�ario est�a sentado com o olho a50cm de distância, bem em frente ao centro da mesma. Digamos quea posi�c~ao do olho do passageiro hipot�etico, no sistema de coordenadasdo pr�edio, �e (40; 60; 40). Digamos tamb�em o centro de interesse c dopr�edio est�a em (0; 20; 20).Note que, para que a imagem vista pelo usu�ario corresponda �a avis~ao do passageiro, devemos supor que o plano de proje�c~ao | a janelaimagin�aria do helic�optero que corresponde �a tela | �e perpendicular�a linha que liga estes dois pontos, e portanto inclinada em rela�c~ao �avertical.Para o ponto u, uma escolha razo�avel neste caso �e qualquer pontoque esteja diretamente acima do centro c, por exemplo (0; 20; 21). Estaescolha corresponde �a suposi�c~ao natural de que o lado inferior da ja-nela imagin�aria, e a linha dos ombros do passageiro, s~ao horizontais(paralelos ao plano XY do SC).Aplicando as f�ormulas (??) acima, temost = dir((40; 60; 40) � (0; 20; 20)) = dir((40; 40; 20)) = (23 ; 23 ; 13)s = dir((0; 0; 1)� ((0; 0; 1) � t) t) = dir((�29 ; �29 ; 89)) = (� 13p2 ; � 13p2 ; 43p2)r = (� 13p2 ; � 13p2 ; 43p2)� (23 ; 23 ; 13) = (� 1p2 ; 1p2 ; 0)f = (40; 60; 40) � 0:50 (23 ; 23 ; 13) = (2386 ; 3586 ; 2396 )A matriz de proje�c~ao completa �e, portantoVf;r;s;d = 26664 6 �238 �238 �2380 6 0 00 0 6 00 0 0 6 37775266664 3p2 0 0 00 �3 �1 2p20 3 �1 2p20 0 4 1p2 377775 26664 1 0 0 00 1 0 00 0 1 0�2 0 0 1 37775



10 Cap��tulo 6. A transforma�c~ao de perspectiva6.1.9 Unidades de medida na imagemNote que as f�ormulas vistas at�e agora pressup~oem que a mesma unidadede medida �e usada nos dois sistemas de coordenadas. No exemplo dado,como as coordenadas SC s~ao medidas emmetros, as coordenadas SI queforem calculadas atrav�es da matriz acima tamb�em ser~ao medidas emmetros, a partir do foco f da tela. Portanto, um ponto s�o ser�a vis��vel natela se, depois da transforma�c~ao acima, suas coordenadas cartesianasX e Y estiverem nos intervalos [�0:15 +0:5] e [�0:10 +0:10],respectivamente.Em geral, antes que possamos desenhar a imagem na tela ou outrodispositivo gr�a�co, precisamos converter as coordenadas SI para o sis-tema de coordenadas \nativo" do dispositivo de sa��da. Por exemplo,na maioria dos monitores gr�a�cos cada ponto da tela �e identi�cado pordois inteiros (h; v), sendo que o eixo h aponta para a direita, o eixo vaponta para baixo, e a origem (0:0) est�a no canto superior esquerdo datela. Em alguns casos, as unidades dos dois eixos s�ao diferentes; isto �e,os p��xels n~ao s~ao quadrados, mas sim retangulares.A convers~ao entre os sistemas SI e nativo em geral consiste numacombina�c~ao de transla�c~ao e mudan�ca de escala, e pode ser calculadaseparadamente para cada eixo. Basicamente, queremos a fun�c~ao deprimeiro grau X 7! aX + b que leva uma certa coordenada SI X0 parauma coordenada h0 do dispositivo; e um certo X1 para um certo h1.Essa transforma�c�ao �eX 7! h1 � h0X1 �X0X �X0 + h0 (6:6)Note que esta f�ormula funciona tamb�em quando os eixos X e h temdire�c~oes opostas; isto �e, quando X0 < X1 mas h0 > h1, ou vice-versa.


