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Geometria Projetiva Tridimensional

4.1 Coordenadas homogéneas no espaco

4.1.1 Pontos

No espaco projetivo orientado T3, os pontos sao todas as quadruplas
[w,z,y, 2] de ndmeros reais, exceto [0,0,0,0], sendo que [w,z,y,z] e
[aw, ax, ay, az] denotam o mesmo ponto para todo a > 0.

O modelo padrdo de T? que vamos usar no resto do curso é anélogo
ao modelo plano de T2. Ele consiste de duas cépias do espaco cartesiano
R2, 0 aquém e o além; mais uma cépia da esfera S?, cada vetor unitério
da qual representa um ponto infinito de T>. Veja a figura 4.1.

/yontos infinitos

Figura 4.1: O espaco projetivo orientado.



2 Capitulo 4. Geometria Projetiva Iridimensional

Se w > 0, a quadrupla [w, z,y, z] denota o ponto de coordenadas
cartesianas (z/w,y/w,z/w) do aquém; se w < 0, ela denota o mesmo
ponto no além; se w = 0, ela denota o ponto infinito na direcao do
vetor (x,y,2).

Podemos pensar no aquém e no além como dois “universos para-
lelos” superpostos mas infinitamente distantes entre si. Mais precisa-
mente, se p = [w, z,y] é um ponto do aquém, podemos pensar no seu
antipoda =p = [—w, —z, —y| como um ponto “fantasma” que estd na
mesma posicao de p, mas que s6 pode ser alcancado a partir deste por
trajetorias que passam pelo infinito.

Como veremos a seguir, a maioria dos conceitos de geometria pro-
jetiva e das férmulas homogéneas que conhecemos para o plano T?
pode ser estendida para o espaco tridimensional T? (e, na verdade,
n-dimensional) de maneira quase que mecanica.

Ex. 4.1: Traduza os seguintes pontos de coordenadas cartesianas para

homogéneas:

(a) (0,0,0) (b) (1,0,0)

(¢) (0,1,0) (d) (5,6,2)
Ex. 4.2: Traduza os seguintes pontos de coordenadas homogéneas para
cartesianas:

(a) [1,0,0,0] (b) [1,1.0,0] (c) [1,0,1,0]

(d) [1,2,3,4] (e) [2,5,6,8] (f) 12,0,0,0]

Ex. 4.3: Escreva o ponto (1/2,3/5,1/6) em coordenadas homogéneas
inteiras.

Ex. 4.4: Deé as coordenadas homogéneas os pontos infinitos que, vistos
do aquém, tém as dire¢des dos trés eixos cartesianos (X,Y, 7).

Ex. 4.5: Escreva as coordenadas homogéneas do ponto infinito cuja
dire¢do (em relacdo a origem do aquém) faz angulos 6,,6,,0, com os
eixos cartesianos.

Ex. 4.6: Se v é um vetor de R®, sua elevacdo é o angulo entre v e
o plano Z = 0; e seu azimule é o angulo entre o eixo cartesiano X
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e a projecao ortogonal de v nesse plano. Escreva as coordenadas ho-
mogéneas do ponto de R® que, em relacdo & origem, est4 a distancia 7,
azimute 6, e elevacdo ¢.

Ex. 4.7: Determine as coordenadas homogéneas do ponto infinito cuja
direcdo, relativa ao aquém, tem azimute 8 e elevacdo ¢.

Ex. 4.8: (a) Descreva a trajetéria do ponto p(t) = [1,¢,1?,¢%] quando
o parametro ¢ varia de —oc a +oo. (b) Que ponto de T2 pode ser
considerado o limite de p(?) quando ¢ tende para +o0? E quando ¢
tende para —oo?

4.1.2 O modelo esférico de T3

O espaco T? também pode ser representado por um modelo esférico:
especificamente, pela esfera tridimensional unitaria de R*,

53:{(w,x,y,z) w4t 4yt = 1}
sendo que o ponto [w,z,y, z] de T? corresponde ao ponto

(w7 x? y? Z)

\/w2—|—:1;2—|—y2—|—22

de §?. Infelizmente, a esfera S§® nao é um objeto féacil de visualizar, e
portanto este modelo nao é tao 1itil quanto o modelo esférico de T2
Sem falar que a correspondéncia geométrica entre os modelos esférico
e plano de T? é dada por projecao central em R*. Quem consegue
enxergar este modelo provavelmente nao precisa dele...

4.1.3 Planos

Um plano (orientado) de T? é definido por quatro coeficientes reais
(W, X, Y, Z); sendo que um ponto [w,z,y,z] estd nesse plano se e
somente se

Ww+Xe+Yy+22=0 (4.1)

Ex. 4.9: Qual é a equacao cartesiana do plano com coeficientes ho-
mogéneos (2,3,5,7)7
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Ex. 4.10: Quais sdo os coeficientes homogéneos do plano cuja equacdo
cartesiana é 3X — 2Y +57 =67

Ex. 4.11: Quais sdo os coeficientes homogéneos dos planos cartesianos
principais (XY, XZ, e Y Z)?

Ex. 4.12: Determine as coordenadas homogéneas dos pontos onde o
plano (2,3,5,7) cruza os eixos cartesianos X, Y, e Z.

Ex. 4.13: Determine as condigbes algébricas sobre os coeficientes (W, X', Y, Z)
que caracterizam:

a) planos perpendiculares ao eixo cartesiano Z;

(
(b) planos paralelos ao eixo Z;

c) planos que contém o eixo Z;

)
)
()
(d)

d) planos que passam pela origem do aquém.

4.1.4 Os dois lados de um plano

Um plano 7 = (W, X, Y, Z) separa os demais pontos de T em dois
conjuntos, os lados do plano (positivo e negativo), que podem ser dis-
tinguidos pelo sinal da férmula (4.1), denotado por 7 ¢ p.

Ex. 4.14: Calcule o valor das férmulas abaixo:

(a) (2,3,5,6)0[1,1,~1,0] (b) (2,3,5,6)0[1,1,0,0]
(¢) (2,3,5,6)0[1,1,1,1] (d) (1,0,0,0)¢[1,0,0,0]
(e) (1,0,0,0)¢[-1,0,0,0] (f) (a,b,e,d)yola,b,c,d]

Ex. 4.15: Qual o significado geométrico da condicdo W > 0, para um

plano (W, X, Y, Z)?

Observe que o sinal p o 7 da férmula (4.1) nao se altera se multi-
plicarmos todos os coeficientes do plano pelo mesmo real a > 0. Por
outro lado, se multiplicarmos todos os coeficientes por —1, obteremos
o plano oposto -, que satisfaz p o (=x) = —(p o 7) para todo ponto p
de T3,
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Note que a quadrupla de coeficientes (0,0,0,0) nao corresponde a
nenhum plano, e portanto deve ser considerada invalida.

O plano Q% = (1,0,0,0), e seu oposto =* = (—1,0,0,0), contém
todos os pontos infinitos (e apenas esses), e portanto sao chamados
de planos no infinito (a esfera celeste dos astronomos). Em geral, a

quéadrupla (W, 0,0,0) denota Q? ou =%, dependendo do sinal de W.
Ex. 4.16: Quais sdo os lados positivo e negativo de 0?7

Os demais planos de T? sio ditos ordindrios. Todo plano ordinério
consiste de um plano euclidiano do aquém, sua imagem antipoda no
além, e de todos os pontos infinitos com direcoes paralelas a esses pla-
nos.

Ex. 4.17: Descreva geometricamente os lados positivo e negativo de
um plano ordinario.

Ex. 4.18: Determine trés pontos infinitos, distintos e nao antipodas
entre si, no plano (2,3,5,6).

4.1.5 Retas no espaco

As retas de T? podem ser divididas em dois tipos. Uma reta no infinito
contém todos (e apenas) os pontos infinitos em diregoes paralelas a um
certo plano de R®. Uma reta ordindria consiste de uma reta cartesiana
no aquém, da mesma reta no além, e dos pontos infinitos nas diregoes
paralelas a essas retas. Veja a figura 4.2.

aﬁae’m v alem

Figura 4.2: Uma linha reta no espaco projetivo orientado.
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4.1.6 Incidéncia de pontos, retas, planos

As regras de incidéncia entre pontos, retas e planos de T? sao bastante
regulares.

Em primeiro lugar, quaisquer dois planos nao coincidentes (isto é,
distintos e nao opostos) se interceptam em exatamente duas retas opos-
tas. Dualmente, por quaisquer dois pontos nao coincidentes passam
exatamente duas retas opostas.

Além disso, toda reta que nao esta contida num plano intercepta
esse plano em dois pontos antipodas. Dados uma reta e um ponto
fora da mesma, existem exatamente dois planos opostos que contém a
ambos.

Finalmente, por quaisquer trés pontos que nao pertencem a mesma
reta, passam exatamente dois planos opostos; e quaisquer trés pla-
nos que nao contenham uma reta comum tém exatamente dois pontos
antipodas em comum.

Ex. 4.19: Descreva geometricamente:

a) a interseccdo de um plano ordinédrio com o plano Q2

(b) a intersec¢ao de uma reta ordindria com o plano Q2

¢) a interseccao de dois planos ordinarios;

)
)
()
(d)

d) a interseccdo de um plano ordindrio com uma reta ordindria.

4.1.7 Orientacao de quatro pontos

Dados quatro pontos po,..ps de T2, onde p; = [w;, x;, y;, 2], definimos
a orientacdo dos mesmos como sendo

Wo To Yo <o
wy T1 Y1 o~
Wy Ty Y2 22
w3 T3 Y3 <3

A(po, p1,p2, p3) = sgn =0 (4.2)

Prova-se que os quatro pontos sao coplanares se e somente se este de-
terminante é zero.
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Ex. 4.20: Determine a orientacdo relativa dos quatro pontos

[1707070] [0717070] [0707170] [070707 1]

Ex. 4.21: Prove que a funcao A(po,p1,pz2,ps3), definida por (4.2), é
zero se e somente se os quatro pontos pertencem a um mesmo plano.

Intuitivamente, para pontos no aquém, a férmula (4.2) diz se a
trajetéria pg — p1 — pa — ps é uma hélice “direita” (como a da maioria
dos parafusos) ou “esquerda”; isto é, se o triangulo pg — p; — ps2 roda
no sentido anti-horario quando visto de ps. Veja a figura 4.3. (Esta
interpretacao supoe que os eixos de R? estao representados na posicao

costumeira, com o sentido de X para Y anti-horario quando visto de Z
positivo.)

Figura 4.3: Orientacao positiva de quatro pontos no espaco.

Ex. 4.22: (a) Mostre que a orientacdo de quatro pontos no espaco se
inverte se trocarmos quaisquer dois pontos entre si. Assim, por exemplo,

A(p07p17p27p3) = - A(p07p37p27p1)

(b) Usando o resultado do item (a), mostre que uma permutacdo cir-
cular dos pontos também inverte sua orientacdo; isto é,

A(p07p17p27p3) = - A(p?)vavplva)

Ex. 4.23: O que acontece com o valor de A(pg, p1, p2, p3) se trocarmos
um dos pontos pelo seu antipoda? E se trocarmos todos os quatro
pontos pelos seus antipodas?
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4.1.8 Concorréncia de quatro planos

Dualmente, dados quatro planos = = W;, X;, ), Z;) (1 = 0..4), a
condi¢ao para que eles sejam concorrentes — tenham um ponto em
comum — ¢é que o determinante

Wo o Jo Zo
Wi X N 2
W, & W Z
Wi X5 Vs Zs

(4.3)

seja nulo.

A interpretacao geométrica do sinal deste determinante fica como
um exercicio para o leitor interessado 8-).

4.1.9 Orientacoes interna e externa de um plano

A orientagdo externa (ou transversal) de um plano é simplesmente a
distincao entre seu lado positivo e negativo.

A partir da orientacao externa de uma plano #, podemos definir
sua orientagdo interna (ou superficial), que significa definir o sentido
positivo de rotacao sobre m, em torno de cada ponto do mesmo. For-
malmente, se s é qualquer ponto no lado positivo de 7, e p, ¢, r sao
trés pontos de 7 tais que A(p,q,r,s) = +1, entao a orientacao posi-
tiva, entao o sentido positivo de rotacao em = em torno do ponto p é o
sentido em que o segmento pu gira quando u vai de ¢ para r.

No caso de 7 ser um plano ordinario, podemos visualizar sua ori-
entacao externa como uma seta afixada a um ponto finito qualquer do
plano, perpendicular a este, e dirigida do lado negativo para o posi-
tivo. A orientacao interna de 7 pode ser vista como uma seta circular
desenhada sobre o plano, em torno de um ponto qualquer do mesmo.

Neste caso, é importante notar que as setas que indicam a orientagao
interna de 7 no aquém sao opostas as do além; e o mesmo vale para as
setas de orientacao externa. Veja a figura 4.4.
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alem

Figura 4.4: Orientacoes de um plano, no aquém e no além.

Ex. 4.24: Supondo que 7 = WV, X, Y, Z) seja um plano ordindrio de
T3, determine as coordenadas cartesianas de seu vetor normal — o
vetor unitario de R® que é perpendicular & parte finita de 7, orientado
no sentido do lado negativo para o lado positivo de © no aquém.

Ex. 4.25: Desenhe a posicao do plano (3,2, 1, 1) em relacdo aos eixos
cartesianos do aquém. Indique a orientacao interna e externa do mesmo.

Ex. 4.26: Dé os coeficientes homogéneos dos 6 planos que definem as
faces do cubo [~1 _ +1]? de R3, orientados de forma a deixar o cubo
no lado negativo. Indique a orientacdo interna dos mesmos.

4.1.10 Plano definido por trés pontos

Por trés pontos nao-colineares pg, pi, p2 de T? passam exatamente dois
planos, coincidentes e opostos. A partir da férmula (4.3), deduz-se
facilmente que um desses planos é po V p1 V ps = (W, X, Y, Z), onde

Lo Yo ~o Wo Yo %o
W = H|lx1 nn = X = —lw yn =
L2 Yz Z2 Wz Y2 22

(4.4)
Wo To 2o Wo To Yo
y = —|— w 1 £ Z = —| W Y1 U1
W2 Tz 22 Wz T2 Y2

Segue imediatamente que o plano # = py V p1 V po, calculado pela
férmula acima, estd orientado de tal maneira que 7ops = A(po, p1, p2, P3),
para todo ponto ps de T3,
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Ex. 4.27: Usando as férmulas (4.4), calcule os coeficientes do plano
que passa pelos trés pontos po = [1,2,3,4], p1 = [1,1,1,1], p2 =
[1,3,2,4].

Ex. 4.28: Dé uma regra geométrica para determinar a orientacido ex-
terna do plano pg V p1 V pq, definido pelas férmulas (4.4), quando py,
P2, € p3 sdo pontos do aquém.

Ex. 4.29: Seja K o cubo [-1 _ +1]? de R®. Os vértices de K que
tem um ndmero impar de coordenadas negativas definem um tetraedro
regular. Usando as férmulas (4.4), determine os planos das faces desse
tetraedro.

Ex. 4.30: Seja 5 o icosaedro regular cujos vértices tem coordenadas
cartesianas (£1,+¢,0), (0,£1,4+¢), e (£¢,0,+1). (a) Determine o
valor da constante ¢, para que o icosaedro seja realmente regular. (b)
Determine os coeficientes dos planos das faces de §.

4.1.11 Ponto definido por trés planos

Dualmente, trés planos que nao contém uma reta comum tem exata-
mente dois pontos antipodais em comum. As coordenadas destes pontos
podem ser obtidas por uma férmula semelhante (na verdade, dual) a
formula de py V py V py acima. Especificamente, o ponto de encontro dos
planos o, 71, € w2, onde 7, = Wi, X, Vi, Z1), é mo AT AT = [w, 2.y, 2],
onde

Xo W Zo Wo Mo Zo
w = +| X N Z r = —\W W Z
Xy o Z Wy Vo Z

(4.5)
Wo Xo Zo WO XO yO
y = + W A Z = W AN
Wy, Xy, Z Wy Xy )

Ex. 4.31: Usando as férmulas (4.5), calcule os coeficientes do ponto
de intersecgao dos trés planos mg = (1,2,3,4), 7y = (1,1,1,1), 712 =
(1,3,2,4).



