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 Jorge Stol�Primeiro Semestre de 1995Notas de Aula { Fasc��culo 4Geometria Projetiva Tridimensional4.1 Coordenadas homogêneas no espa�co4.1.1 PontosNo espa�co projetivo orientado T3, os pontos s~ao todas as qu�adruplas[w; x; y; z] de n�umeros reais, exceto [0; 0; 0; 0], sendo que [w; x; y; z] e[�w;�x; �y; �z] denotam o mesmo ponto para todo � > 0.O modelo padr~ao de T3 que vamos usar no resto do curso �e an�alogoao modelo plano de T2. Ele consiste de duas c�opias do espa�co cartesianoR3, o aqu�em e o al�em; mais uma c�opia da esfera S2, cada vetor unit�arioda qual representa um ponto in�nito de T3. Veja a �gura 4.1.
Figura 4.1: O espa�co projetivo orientado.



2 Cap��tulo 4. Geometria Projetiva TridimensionalSe w > 0, a qu�adrupla [w; x; y; z] denota o ponto de coordenadascartesianas (x=w; y=w; z=w) do aqu�em; se w < 0, ela denota o mesmoponto no al�em; se w = 0, ela denota o ponto in�nito na dire�c~ao dovetor (x; y; z).Podemos pensar no aqu�em e no al�em como dois \universos para-lelos" superpostos mas in�nitamente distantes entre si. Mais precisa-mente, se p = [w; x; y] �e um ponto do aqu�em, podemos pensar no seuant��poda :p = [�w;�x;�y] como um ponto \fantasma" que est�a namesma posi�c~ao de p, mas que s�o pode ser alcan�cado a partir deste portrajet�orias que passam pelo in�nito.Como veremos a seguir, a maioria dos conceitos de geometria pro-jetiva e das f�ormulas homogêneas que conhecemos para o plano T2pode ser estendida para o espa�co tridimensional T3 (e, na verdade,n-dimensional) de maneira quase que mecânica.Ex. 4.1: Traduza os seguintes pontos de coordenadas cartesianas parahomogêneas:(a) (0; 0; 0) (b) (1; 0; 0)(c) (0; 1; 0) (d) (5; 6; 2)Ex. 4.2: Traduza os seguintes pontos de coordenadas homogêneas paracartesianas:(a) [1; 0; 0; 0] (b) [1; 1; 0; 0] (c) [1; 0; 1; 0](d) [1; 2; 3; 4] (e) [2; 5; 6; 8] (f) [2; 0; 0; 0]Ex. 4.3: Escreva o ponto (1=2; 3=5; 1=6) em coordenadas homogêneasinteiras.Ex. 4.4: Dê as coordenadas homogêneas os pontos in�nitos que, vistosdo aqu�em, têm as dire�c~oes dos três eixos cartesianos (X; Y; Z).Ex. 4.5: Escreva as coordenadas homogêneas do ponto in�nito cujadire�c~ao (em rela�c~ao �a origem do aqu�em) faz ângulos �x; �y; �z com oseixos cartesianos.Ex. 4.6: Se v �e um vetor de R3, sua eleva�c~ao �e o ângulo entre v eo plano Z = 0; e seu azimute �e o ângulo entre o eixo cartesiano X



4.1. Coordenadas homogêneas no espa�co 3e a proje�c~ao ortogonal de v nesse plano. Escreva as coordenadas ho-mogêneas do ponto de R3 que, em rela�c~ao �a origem, est�a a distância r,azimute �, e eleva�c~ao �.Ex. 4.7: Determine as coordenadas homogêneas do ponto in�nito cujadire�c~ao, relativa ao aqu�em, tem azimute � e eleva�c~ao �.Ex. 4.8: (a) Descreva a trajet�oria do ponto p(t) = [1; t; t2; t3] quandoo parâmetro t varia de �1 a +1. (b) Que ponto de T3 pode serconsiderado o limite de p(t) quando t tende para +1? E quando ttende para �1?4.1.2 O modelo esf�erico de T3O espa�co T3 tamb�em pode ser representado por um modelo esf�erico:especi�camente, pela esfera tridimensional unit�aria de R4,S3 = n (w; x; y; z) : w2 + x2 + y2 + z2 = 1osendo que o ponto [w; x; y; z] de T3 corresponde ao ponto(w; x; y; z)pw2 + x2 + y2 + z2de S3. Infelizmente, a esfera S3 n~ao �e um objeto f�acil de visualizar, eportanto este modelo n~ao �e t~ao �util quanto o modelo esf�erico de T2.Sem falar que a correspondência geom�etrica entre os modelos esf�ericoe plano de T3 �e dada por proje�c~ao central em R4. Quem consegueenxergar este modelo provavelmente n~ao precisa dele...4.1.3 PlanosUm plano (orientado) de T3 �e de�nido por quatro coe�cientes reaishW;X ;Y;Zi; sendo que um ponto [w; x; y; z] est�a nesse plano se esomente se Ww + Xx+ Yy + Zz = 0 (4:1)Ex. 4.9: Qual �e a equa�c~ao cartesiana do plano com coe�cientes ho-mogêneos h2; 3; 5; 7i?



4 Cap��tulo 4. Geometria Projetiva TridimensionalEx. 4.10: Quais s~ao os coe�cientes homogêneos do plano cuja equa�c~aocartesiana �e 3X � 2Y + 5Z = 6?Ex. 4.11: Quais s~ao os coe�cientes homogêneos dos planos cartesianosprincipais (XY , XZ, e Y Z)?Ex. 4.12: Determine as coordenadas homogêneas dos pontos onde oplano h2; 3; 5; 7i cruza os eixos cartesianos X , Y , e Z.Ex. 4.13: Determine as condi�c~oes alg�ebricas sobre os coe�cientes hW ;X ;Y ;Zique caracterizam:(a) planos perpendiculares ao eixo cartesiano Z;(b) planos paralelos ao eixo Z;(c) planos que cont�em o eixo Z;(d) planos que passam pela origem do aqu�em.4.1.4 Os dois lados de um planoUm plano � = hW;X ;Y;Zi separa os demais pontos de T3 em doisconjuntos, os lados do plano (positivo e negativo), que podem ser dis-tinguidos pelo sinal da f�ormula (4.1), denotado por � � p.Ex. 4.14: Calcule o valor das f�ormulas abaixo:(a) h2; 3; 5; 6i � [1; 1;�1; 0] (b) h2; 3; 5; 6i � [1; 1; 0; 0](c) h2; 3; 5; 6i � [1; 1; 1; 1] (d) h1; 0; 0; 0i � [1; 0; 0; 0](e) h1; 0; 0; 0i � [�1; 0; 0; 0] (f) ha; b; c; di � [a; b; c; d]Ex. 4.15: Qual o signi�cado geom�etrico da condi�c~ao W > 0, para umplano hW ;X ;Y ;Zi?Observe que o sinal p � � da f�ormula (4.1) n~ao se altera se multi-plicarmos todos os coe�cientes do plano pelo mesmo real � > 0. Poroutro lado, se multiplicarmos todos os coe�cientes por �1, obteremoso plano oposto :�, que satisfaz p � (:�) = �(p � �) para todo ponto pde T3.



4.1. Coordenadas homogêneas no espa�co 5Note que a qu�adrupla de coe�cientes h0; 0; 0; 0i n~ao corresponde anenhum plano, e portanto deve ser considerada inv�alida.O plano 
2 = h1; 0; 0; 0i, e seu oposto :
2 = h�1; 0; 0; 0i, contêmtodos os pontos in�nitos (e apenas esses), e portanto s~ao chamadosde planos no in�nito (a esfera celeste dos astrônomos). Em geral, aqu�adrupla hW; 0; 0; 0i denota 
2 ou :
2, dependendo do sinal de W.Ex. 4.16: Quais s~ao os lados positivo e negativo de 
2?Os demais planos de T3 s~ao ditos ordin�arios. Todo plano ordin�arioconsiste de um plano euclidiano do aqu�em, sua imagem ant��poda noal�em, e de todos os pontos in�nitos com dire�c~oes paralelas a esses pla-nos.Ex. 4.17: Descreva geometricamente os lados positivo e negativo deum plano ordin�ario.Ex. 4.18: Determine três pontos in�nitos, distintos e n~ao ant��podasentre si, no plano h2; 3; 5; 6i.4.1.5 Retas no espa�coAs retas de T3 podem ser divididas em dois tipos. Uma reta no in�nitocontêm todos (e apenas) os pontos in�nitos em dire�c~oes paralelas a umcerto plano de R3. Uma reta ordin�aria consiste de uma reta cartesianano aqu�em, da mesma reta no al�em, e dos pontos in�nitos nas dire�c~oesparalelas a essas retas. Veja a �gura 4.2.
Figura 4.2: Uma linha reta no espa�co projetivo orientado.



6 Cap��tulo 4. Geometria Projetiva Tridimensional4.1.6 Incidência de pontos, retas, planosAs regras de incidência entre pontos, retas e planos de T3 s~ao bastanteregulares.Em primeiro lugar, quaisquer dois planos n~ao coincidentes (isto �e,distintos e n~ao opostos) se interceptam em exatamente duas retas opos-tas. Dualmente, por quaisquer dois pontos n~ao coincidentes passamexatamente duas retas opostas.Al�em disso, toda reta que n~ao est�a contida num plano interceptaesse plano em dois pontos ant��podas. Dados uma reta e um pontofora da mesma, existem exatamente dois planos opostos que cont�em aambos.Finalmente, por quaisquer três pontos que n~ao pertencem �a mesmareta, passam exatamente dois planos opostos; e quaisquer três pla-nos que n~ao contenham uma reta comum têm exatamente dois pontosant��podas em comum.Ex. 4.19: Descreva geometricamente:(a) a intersec�c~ao de um plano ordin�ario com o plano 
2;(b) a intersec�c~ao de uma reta ordin�aria com o plano 
2;(c) a intersec�c~ao de dois planos ordin�arios;(d) a intersec�c~ao de um plano ordin�ario com uma reta ordin�aria.4.1.7 Orienta�c~ao de quatro pontosDados quatro pontos p0; : : p3 de T3, onde pi = [wi; xi; yi; zi], de�nimosa orienta�c~ao dos mesmos como sendo�(p0; p1; p2; p3) = sgn ��������� w0 x0 y0 z0w1 x1 y1 z1w2 x2 y2 z2w3 x3 y3 z3 ��������� = 0 (4:2)Prova-se que os quatro pontos s~ao coplanares se e somente se este de-terminante �e zero.



4.1. Coordenadas homogêneas no espa�co 7Ex. 4.20: Determine a orienta�c~ao relativa dos quatro pontos[1; 0; 0; 0] [0; 1; 0; 0] [0; 0; 1; 0] [0; 0; 0; 1]Ex. 4.21: Prove que a fun�c~ao �(p0; p1; p2; p3), de�nida por (4.2), �ezero se e somente se os quatro pontos pertencem a um mesmo plano.Intuitivamente, para pontos no aqu�em, a f�ormula (4.2) diz se atrajet�oria p0 ! p1 ! p2 ! p3 �e uma h�elice \direita" (como a da maioriados parafusos) ou \esquerda"; isto �e, se o triângulo p0 ! p1 ! p2 rodano sentido anti-hor�ario quando visto de p3. Veja a �gura 4.3. (Estainterpreta�c~ao sup~oe que os eixos de R3 est~ao representados na posi�c~aocostumeira, com o sentido de X para Y anti-hor�ario quando visto de Zpositivo.)
Figura 4.3: Orienta�c~ao positiva de quatro pontos no espa�co.Ex. 4.22: (a) Mostre que a orienta�c~ao de quatro pontos no espa�co seinverte se trocarmos quaisquer dois pontos entre si. Assim, por exemplo,�(p0; p1; p2; p3) = ��(p0; p3; p2; p1)(b) Usando o resultado do item (a), mostre que uma permuta�c~ao cir-cular dos pontos tamb�em inverte sua orienta�c~ao; isto �e,�(p0; p1; p2; p3) = ��(p3; p0; p1; p2)Ex. 4.23: O que acontece com o valor de �(p0; p1; p2; p3) se trocarmosum dos pontos pelo seu ant��poda? E se trocarmos todos os quatropontos pelos seus ant��podas?



8 Cap��tulo 4. Geometria Projetiva Tridimensional4.1.8 Concorrência de quatro planosDualmente, dados quatro planos �i = hWi;Xi;Yi;Zii (i = 0 : : 4), acondi�c~ao para que eles sejam concorrentes | tenham um ponto emcomum | �e que o determinante��������� W0 X0 Y0 Z0W1 X1 Y1 Z1W2 X2 Y2 Z2W3 X3 Y3 Z3 ��������� (4:3)seja nulo.A interpreta�c~ao geom�etrica do sinal deste determinante �ca comoum exerc��cio para o leitor interessado 8-).4.1.9 Orienta�c~oes interna e externa de um planoA orienta�c~ao externa (ou transversal) de um plano �e simplesmente adistin�c~ao entre seu lado positivo e negativo.A partir da orienta�c~ao externa de uma plano �, podemos de�nirsua orienta�c~ao interna (ou super�cial), que signi�ca de�nir o sentidopositivo de rota�c~ao sobre �, em torno de cada ponto do mesmo. For-malmente, se s �e qualquer ponto no lado positivo de �, e p, q, r s~aotrês pontos de � tais que �(p; q; r; s) = +1, ent~ao a orienta�c~ao posi-tiva, ent~ao o sentido positivo de rota�c~ao em � em torno do ponto p �e osentido em que o segmento pu gira quando u vai de q para r.No caso de � ser um plano ordin�ario, podemos visualizar sua ori-enta�c~ao externa como uma seta a�xada a um ponto �nito qualquer doplano, perpendicular a este, e dirigida do lado negativo para o posi-tivo. A orienta�c~ao interna de � pode ser vista como uma seta circulardesenhada sobre o plano, em torno de um ponto qualquer do mesmo.Neste caso, �e importante notar que as setas que indicam a orienta�c~aointerna de � no aqu�em s~ao opostas �as do al�em; e o mesmo vale para assetas de orienta�c~ao externa. Veja a �gura 4.4.



4.1. Coordenadas homogêneas no espa�co 9
Figura 4.4: Orienta�c~oes de um plano, no aqu�em e no al�em.Ex. 4.24: Supondo que � = hW ;X ;Y ;Zi seja um plano ordin�ario deT3, determine as coordenadas cartesianas de seu vetor normal | ovetor unit�ario de R3 que �e perpendicular �a parte �nita de �, orientadono sentido do lado negativo para o lado positivo de � no aqu�em.Ex. 4.25: Desenhe a posi�c~ao do plano h3; 2; 1; 1i em rela�c~ao aos eixoscartesianos do aqu�em. Indique a orienta�c~ao interna e externa do mesmo.Ex. 4.26: Dê os coe�cientes homogêneos dos 6 planos que de�nem asfaces do cubo [�1 +1]3 de R3, orientados de forma a deixar o cubono lado negativo. Indique a orienta�c~ao interna dos mesmos.4.1.10 Plano de�nido por três pontosPor três pontos n~ao-colineares p0; p1; p2 de T3 passam exatamente doisplanos, coincidentes e opostos. A partir da f�ormula (4.3), deduz-sefacilmente que um desses planos �e p0 _ p1 _ p2 = hW;X ;Y;Zi, ondeW = +������� x0 y0 z0x1 y1 z1x2 y2 z2 ������� X = �������� w0 y0 z0w1 y1 z1w2 y2 z2 �������Y = +������� w0 x0 z0w1 x1 z1w2 x2 z2 ������� Z = �������� w0 x0 y0w1 x1 y1w2 x2 y2 ������� (4:4)Segue imediatamente que o plano � = p0 _ p1 _ p2, calculado pelaf�ormula acima, est�a orientado de tal maneira que ��p3 = �(p0; p1; p2; p3),para todo ponto p3 de T3.



10 Cap��tulo 4. Geometria Projetiva TridimensionalEx. 4.27: Usando as f�ormulas (4.4), calcule os coe�cientes do planoque passa pelos três pontos p0 = [1; 2; 3; 4], p1 = [1; 1; 1; 1], p2 =[1; 3; 2; 4].Ex. 4.28: Dê uma regra geom�etrica para determinar a orienta�c~ao ex-terna do plano p0 _ p1 _ p2, de�nido pelas f�ormulas (4.4), quando p1,p2, e p3 s~ao pontos do aqu�em.Ex. 4.29: Seja K o cubo [�1 +1]3 de R3. Os v�ertices de K quetem um n�umero ��mpar de coordenadas negativas de�nem um tetraedroregular. Usando as f�ormulas (4.4), determine os planos das faces dessetetraedro.Ex. 4.30: Seja S o icosaedro regular cujos v�ertices tem coordenadascartesianas (�1;��; 0), (0;�1;��), e (��; 0;�1). (a) Determine ovalor da constante �, para que o icosaedro seja realmente regular. (b)Determine os coe�cientes dos planos das faces de S.4.1.11 Ponto de�nido por três planosDualmente, três planos que n~ao cont�em uma reta comum tem exata-mente dois pontos antipodais em comum. As coordenadas destes pontospodem ser obtidas por uma f�ormula semelhante (na verdade, dual) �af�ormula de p0_p1_p2 acima. Especi�camente, o ponto de encontro dosplanos �0, �1, e �2, onde �i = hWi;Xi;Yi;Zii, �e �0^�1^�2 = [w; x; y; z],ondew = +������� X0 Y0 Z0X1 Y1 Z1X2 Y2 Z2 ������� x = �������� W0 Y0 Z0W1 Y1 Z1W2 Y2 Z2 �������y = +������� W0 X0 Z0W1 X1 Z1W2 X2 Z2 ������� z = �������� W0 X0 Y0W1 X1 Y1W2 X2 Y2 ������� (4:5)Ex. 4.31: Usando as f�ormulas (4.5), calcule os coe�cientes do pontode intersec�c~ao dos três planos �0 = h1; 2; 3; 4i, �1 = h1; 1; 1; 1i, �2 =h1; 3; 2; 4i.


