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“As recorréncias andam de maos dadas com o paradigma divisdo e
conquista” !

Thomas H. Cormen et al.
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Ediczo, 2000.



PROJETANDO

ALGORITMOS



Projetando algoritmos

¢

\ Entendendo e melhorando

Até agora:
» Ordenamos incrementalmente com o INSERTION-SORT.

» Vimos que sua complexidade de pior caso é ©(n?).

Vamos estudar uma maneira alternativa de ordenar ndimeros:

> Utilizaremos uma técnica recursiva chamada de
divisdo e conquista.

> Muitas vezes, obtemos algoritmos mais rapidos do que os
incrementais.



Projetando algoritmos

Algoritmos recursivos

» Um algoritmo recursivo resolve um problema:

» Diretamente, se a instdncia for pequena.
» Chamando a si mesmo uma ou mais vezes, se a instancia ndo
for pequena.

> As chamadas recursivas devem receber instancias menores.



Projetando algoritmos

Um algoritmo de divisdao e conquista tem trés etapas:

1. DIVISAO: Dividir o problema em subproblemas semelhantes,
mas com instancias menores.

2. CONQUISTA: Cada subproblema é resolvido recursivamente,
ou diretamente se os subproblemas forem pequenos.

3. COMBINACAO: As solucdes dos subproblemas so
combinadas para obter uma solucdo da instancia original.
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Exemplo: ordenando usando divisao e conquista

MERGE-SORT é um exemplo classico de divisdo e conquista.
Ideia:
1. DIVISAO: Divida um vetor de tamanho n em dois subvetores
de tamanhos | n/2| e [n/2].

2. CONQUISTA: Ordene os dois subvetores recursivamente.

3. COMBINACAO: Intercale os dois subvetores obtendo um
vetor ordenado.



Projetando algoritmos

BERRRERRREE
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O vetor de entrada é representado como A[p...r], com p < r.

Algoritmo: MERGE-SORT(A, p, r)

1
2 | g« [(p+1)/2]

3 MERGE-SORT(A, p, q)

4 | MERGE-SORT(A, g+ 1,r)
5 INTERCALA(A, p, q, )

r

P q
Al6]3[5][4]9f1]7[2]8]




Projetando algoritmos

O vetor de entrada é representado como A[p...r], com p < r.

Algoritmo: MERGE-SORT(A, p, r)

1
2 | g« [(p+r)/2]

3 MERGE-SORT(A, p, q)
4

5

MERGE-SORT(A,q + 1,r)
INTERCALA(A, p, q, r)

r

P q
A3]4]5]6]9ft]7]2]8]
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O vetor de entrada é representado como A[p...r], com p < r.

Algoritmo: MERGE-SORT(A, p, r)

1
2 | g« [(p+1)/2]

3 MERGE-SORT(A, p, q)

4 | MERGE-SORT(A,g+1,r)
5 INTERCALA(A, p, q, )

r

p q
A[3]4]5]6]9]1]2]7]8]




Projetando algoritmos

O vetor de entrada é representado como A[p...r], com p < r.

Algoritmo: MERGE-SORT(A, p, r)

1
2 | g« [(p+1)/2]

3 MERGE-SORT(A, p, q)

4 | MERGE-SORT(A, g+ 1,r)
5 INTERCALA(A, p, q, r)

p q r
A[1]2]3]4]5]6]7[8]9]
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Combinando solucdes dos subproblemas

Problema (Intercalar dois subvetores)

» Entrada: Um vetor Alp...r] tal que os subvetores Alp...q]
e Al[g+1...r] estdo ordenados.

» Saida: Um rearranjo de Alp ... r] ordenado.

Entrada:

P q r
A2]3]5]7]9]|1]4]6]8]

Saida:

P q r
A[1]2]3]4]5]6]7[8]9]
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Algoritmo: INTERCALA(A, p, q, )

-

para i < p até q
|_ B[i] < Ali]

paraj< g+ 1 até r
| Blr+ag+1—j]+ Al

N

E I

5 i< p

6 jr

7 para k < p até r

8 se B[i] < BJj]

9 A[k] « BJi]
L i+—i+1

11 senao

12 L Alk] < Blj]

jej-1
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Entrada: r

P q
A |2]3[5[7]9]1]4[6]8]

Saida: r

p q
A1]2[3]4]5]6]7[8]9]

Tamanho da entrada: n=r — p+ 1.

Consumo de tempo: ©(n).
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’ Complexidade de MERGE-SORT

Algoritmo: MERGE-SORT(A, p, r)

1sep<r

2 | g (p+1)/2

3 MERGE-SORT(A, p, q)

4 MERGE-SORT(A, g + 1, r)
5 INTERCALA(A, p, q, r)

» Tamanho da entrada: n=r — p+ 1.

> Seja T(n) o nimero de instruges executadas no pior caso.
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Algoritmo: MERGE-SORT(A, p, r)

1sep<r

2 | g (p+r)/2)

3 MERGE-SORT(A, p, q)

4 MERGE-SORT(A, g+ 1,r)
5 INTERCALA(A, p, q, r)

Linha Tempo

o(1)
o)
T([n/2])
T(Ln/2])
O(n)

T(n)=T([n/2])+ T(|n/2]) + ©(n) + ©(2).

Tl W N =
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O tempo de MERGE-SORT ¢é dado pela férmula

T(n):{e(l) sen=1
T([n/2])+ T(|n/2])+©(n) sen=2,3,4,...

Obtemos uma férmula de recorréncia:
» E a descricdo de uma funcdo em termos de si mesma.

» O tempo de um algoritmo recursivo costuma se descrito por
uma recorréncia.

Mas queremos uma férmula fechadal!



RECORRENCIAS



Recorréncias

Resolucdo de recorréncias

Considere a recorréncia:

T(n) = d sen=1
|\ T([n/2) + T(In/2])+an+b sen>2,

» Queremos uma FORMULA FECHADA para T(n).
» N3o é necessaria a solucdo exata.
» Basta encontrar uma fungdo f(n) tal que T(n) € ©(f(n)).



Recorréncias

Resolucao de recorréncias

Existem alguns métodos comuns para resolver recorréncias:
» Substituicdo.
> [teracdo.

> Arvore de recorréncia.

Veremos também o chamado Teorema Master:
» Aplicavel a uma familia comum de recorréncias.

» Fornece uma férmula fechada diretamente.



METODO DA

SUBSTITUICAO




Método da substituicao

Ideia:
1. ADIVINHAR uma solucéo.

2. Demonstrar que é valida usando inducao.

Nem sempre é facil chutar a soluc3o:
> E necessério ter experiéncia.

> Mas vamos obter sugestdes com os métodos estudados.



Método da substituicao

Encontre uma férmula fechada para:

T(n):{l sen=1

T([n/2])+ T(|n/2])+n sen>2

Chutamos que T(n) € O(nlog, n).
» Observe que had uma constante escondida na notacdo O.
P Para usar inducdo, precisamos conhecer essa constante.

» Entdo chutamos que T(n) < 3nlog, n.



Método da substituicao

Suponha que a desigualdade vale para k < n.

—

T(n)=T([n/2])+T(|n/2])+n

(
< 3F] log, M n 3L2J logy GJ 4+ (pelah.i)

<3 g] Iog2n+3[gJ(log2n—1)+n
=3([3] +[3)) s =3[5] o
=3n|og2n—3[gJ +n

< 3nlog, n.

Mostramos o passo da inducdo!



Método da substituicao

Ainda falta a base.
» Temos T(1) =1, mas3-1-log,1=0.
» A desigualdade n3o vale para n = 1.
> N3o temos uma base da inducdo.

Ok, queremos mostrar apenas T(n) € O(nlog, n).
» Basta mostrar que a desigualdade vale para n > ng.
» Vamos escolher ng = 2.

Base da inducao:
> Para n=2e n= 3, temos:
T2)=T(1)+T(1)+2=4<3-2-log,2=56
T3)=T(2)+ T(1)+3=8<3-3-log,3~ 14,26
» Por que precisamos de DOIS CASOS BASICOS?



Método da substituicao

Mas se tivéssemos T(1) = 87
> A desigualdade n3o vale para n =2
» Temos T(2) =8+8+2=18 mas3-2-log,2=06
» Podemos escolher uma constante multiplicativa maior.
» Tentando T(n) < 10nlog, n, obtemos

T(2)=18<10-2-log,2 = 20
T(3) =29 <10-3-log,3 ~ 47,55

Conclus3o:

» Se o passo da inducdo vale, entdo podemos escolher valores
adequados para as constantes ¢ e ng.



Método da substituicao

Encontrando as constantes

Suponha que ja adivinhamos que T(n) € O(nlog, n):
» Chutamos que T(n) < cnlog, n para ¢ = 3.
» Depois escolhemos ng = 2.

» Como podemos encontrar essas constantes?

Uma maneira possivel:
1. Suponha T(n) < cnlog, n para algum c genérico.
2. Substitua e desenvolva a expressdo para T(n).

3. Determine c e ng de forma a provar o passo da induc3o.



Método da substituicao
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N3o deu certo...



Método da substituicao

T(n) =T([n/2]) + T([n/2]) +

(
e|3| oe2 5| + bJ og2 ] +7

c[ -‘Iogzn-l—cL J(Iogzn—l)-l—n

“(lal+ [2))mn—el3] +r

—cnlogzn—ch +n

IN (AN
MI:N\:

< cnlog, n. (escolhendo n > ng adequado)

» Para a Gltima desigualdade, queremos —c|n/2] + n < 0.
> Bastaque c=3eng > 2.



Método da substituicao

» Ja mostramos que T(n) € O(nlog, n).

» Mas queremos mostrar que T(n) € ©(nlog, n).
> Resta mostrar T(n) € Q(nlog, n).
» A prova é similar.

» Faca como exercicio.



Método da substituicao

N3o ha receita genérica para adivinhar solucoes.
> A experiéncia é um fator importante.

» Normalmente, recorréncias similares tém a mesma ordem de
crescimento.

Resolva a recorréncia

1 sen=1

Tim) = 2T([n/2])+n sen>2

» Ela muito parecida com a anterior.
» Ent3o chutamos T(n) € ©(nlog, n).

> Mostre isso como exercicio.



Método da substituicao

Adivinhando uma solu¢&o (cont)

Resolva a recorréncia

T(n)={1 sen=1

2T(|n/2] +17)+n sen>2

» Ela parece mais dificil por causa do termo 17.

> Intuitivamente, parece que T(|n/2|) ~ T(|n/2| + 17)
» Chutamos que T(n) € O(nlog, n).

» Mostre isso como exercicio.



Método da substituicao

Algumas vezes é necessario fortalecer a hipdtese de inducdo.

Resolva a recorréncia

T(n):{l sen=1

T([n/2])4+ T(|n/2])+1 sen>2

Chutamos que T(n) < cn para alguma constante c.

T(n) =T([n/2]) + T([n/2]) +1
<c[n/2]+c|n/2| +1

. =cn+1.
> N3o deu certo. v

» Mas de fato T(n) € ©(n)!



Método da substituicao

» Vamos fazer uma hipétese de inducdo um pouco diferente.

» Vamos mostrar que T(n) < cn— b parac>0e b>0:

T(n)=T([n/2]) + T(n/2]) +1
<c[n/2] —b+c[n/2] —b+1
=cn—2b+1
<cn—b.

» Para a dltima de desigualdade, basta escolher b > 1.

> Isso mostra o passo indutivo.
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