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“Se as pessoas ndo acreditam que a matematica é simples, é sé
porque eles ndo percebem o qudo complicada a vida é.”

John Von Neumann.
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Prove que YK (2i — 1) = K2,
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Demonstracio pela contrapositiva

A CONTRAPOSITIVA de p = g é g = —p.

> A contrapositiva é equivalente a implicacdo original.
» Demonstrar -q = —p implica em p = g e vice-versa.
» E (til quando é mais facil demonstrar a contrapositiva.

» Para demonstrarmos a contrapositiva de uma implicac3o,
podemos utilizar qualquer técnica de demonstrac3o.

Prove que se 2 | 3m, entdo 2 | m.
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Demonstracdo:

» Tentando demonstrar diretamente, é possivel concluir a partir
da hipdtese que m = % para algum inteiro k. No entanto,
essa conclusdo nado traz informac3ao sobre a paridade de m.
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> lIsso é, demonstrar que, se 24 m, entdo 2t 3m.
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Demonstracdo pela contrapositiva (exemplo)

Demonstracdo:

» Tentando demonstrar diretamente, é possivel concluir a partir
da hipdtese que m = % para algum inteiro k. No entanto,
essa conclusdo nado traz informac3ao sobre a paridade de m.

» E mais facil demonstrar a contrapositiva.

v

Isso é, demonstrar que, se 21 m, entdo 2 { 3m.

> Se 21 m, entdo m é impar, ou seja, existe inteiro k tal que
m = 2k + 1. Temos ent3o que:

3m =3(2k + 1) = 6k +3 = 2(3k + 1) + 1.

» Logo, 3m é impar, ou seja, 21 3m.



Técnicas de demonstracdo

Demonstracdo por contradicio

A DEMONSTRACAO POR CONTRADICAO supée que a
afirmac3o a ser demonstrada é falsa e obtém uma conclusio
contraditéria.



Técnicas de demonstracdo

Demonstracdo por contradicio

A DEMONSTRACAO POR CONTRADICAO supée que a
afirmac3o a ser demonstrada é falsa e obtém uma conclusio
contraditéria.

> A contradicdo obtida implica que a suposicdo é falsa.



Técnicas de demonstracdo

Demonstracdo por contradicao

A DEMONSTRACAO POR CONTRADICAO supée que a
afirmac3o a ser demonstrada é falsa e obtém uma conclusio
contraditéria.

> A contradicdo obtida implica que a suposicdo é falsa.

» Portanto, a afirmac3do é verdadeira.



Técnicas de demonstracdo

Demonstracdo por contradicao

A DEMONSTRACAO POR CONTRADICAO supée que a
afirmac3o a ser demonstrada é falsa e obtém uma conclusio
contraditéria.

> A contradicdo obtida implica que a suposicdo é falsa.
» Portanto, a afirmac3do é verdadeira.

> A negacdo de p = q corresponde a p A —q.



Técnicas de demonstracdo

Demonstracdo por contradicio

A DEMONSTRACAO POR CONTRADICAO supée que a
afirmac3o a ser demonstrada é falsa e obtém uma conclusio
contraditéria.

> A contradicdo obtida implica que a suposicdo é falsa.
» Portanto, a afirmac3do é verdadeira.

> A negacdo de p = q corresponde a p A —q.

Prove que \/2 é irracional. I
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Demonstrac3o por contradicdo (exemplo)

Demonstracao:

» Suponha que v/2 é racional (ou seja que é falso o que
desejamos demonstrar).

> Ent3o, existem inteiros p, g # 0 tais que V2 = § e peqnao
possuem divisores comuns distintos de 1.

» Desta forma, 2 = \/52 = Z—z e p2 = 2q2.

» Logo, p? é par, o que implica que p deve ser par. Isto &,
p = 2m para algum inteiro m.

» Portanto, 4m? = (2m)? = p? = 2¢% e 2m? = ¢°.

> |sso implica que g também é par.

» Concluindo que 2 é divisor comum de p e g, o que é uma
contradic3o!

> Assim, a nossa hipStese de v/2 ser racional é falsa. Logo, v/2
¢ irracional.



Técnicas de demonstracdo

Na DEMONSTRACAO POR CASOS, particionamos as
possibilidades em um conjunto de casos e demonstramos cada um
deles.



Técnicas de demonstracdo

Na DEMONSTRACAO POR CASOS, particionamos as
possibilidades em um conjunto de casos e demonstramos cada um
deles.

» O numero de casos é normalmente finito.



Técnicas de demonstracdo

Na DEMONSTRACAO POR CASOS, particionamos as
possibilidades em um conjunto de casos e demonstramos cada um
deles.

» O numero de casos é normalmente finito.

» Cada caso é demonstrado usando qualquer técnica.



Técnicas de demonstracdo

Na DEMONSTRACAO POR CASOS, particionamos as
possibilidades em um conjunto de casos e demonstramos cada um
deles.

» O numero de casos é normalmente finito.

» Cada caso é demonstrado usando qualquer técnica.

Provar que a soma de dois inteiros x e y de mesma paridade é
sempre par.
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Principio da boa ordem

rincipio da boa ordem: Todo subconjunto n3o vazio dos
naturais tem um menor elemento.

Prove que todos os nimeros naturais sdo interessantes.

Demonstracdo:

» Denote por A o subconjunto dos naturais que ndo sdo
interessantes e suponha que A # ().

» Pelo principio da boa ordem A possui um menor elemento x.

» Mas, ser o menor dos naturais ndo interessantes é algo
interessante.

> Logo, x seria interessante e x € A, o que é uma contradic3o.
» Portanto, A = ().
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Principio da inducao matematica: Dada uma propriedade P
sobre os naturais:

» Se P(ng) é verdadeira para algum natural ng e

» se P(n) ser verdadeira para qualquer natural n > ng implica
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Principio da inducdo matematica

Principio da inducao matematica: Dada uma propriedade P
sobre os naturais:

» Se P(ng) é verdadeira para algum natural ng e

» se P(n) ser verdadeira para qualquer natural n > ng implica
em P(n+ 1) ser verdadeira.

» Ent3o, P é verdadeira para todos os naturais maiores que ng.
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Usaremos o principio da boa ordenacdo e o método de prova por contradicdo:
> Suponha que existe uma propriedade P tal que as condicSes do principio de
inducdo matematica sdo verdadeiras mas a tese é falsa, isto é:
> Existe um ng natural tal que P(ng) é verdadeira e, para qualquer n > ng,
se P(n) é verdadeira, entdo P(n+ 1) também é verdadeira.
P> Mas, P ndo é verdadeira para todo natural maior ou igual que ng.
» Ent3o, o conjunto dos naturais maiores ou iguais a ng para os quais a
propriedade P n3o é verdadeira é n3o vazio. Denotemos esse conjunto por A.

» Pelo principio da boa ordem, A possui um elemento minimo, seja m tal
elemento.
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Usaremos o principio da boa ordenacdo e o método de prova por contradicdo:
> Suponha que existe uma propriedade P tal que as condicSes do principio de
inducdo matematica sdo verdadeiras mas a tese é falsa, isto é:
> Existe um ng natural tal que P(ng) é verdadeira e, para qualquer n > ng,
se P(n) é verdadeira, entdo P(n+ 1) também é verdadeira.
P> Mas, P ndo é verdadeira para todo natural maior ou igual que ng.
» Ent3o, o conjunto dos naturais maiores ou iguais a ng para os quais a
propriedade P n3o é verdadeira é n3o vazio. Denotemos esse conjunto por A.
» Pelo principio da boa ordem, A possui um elemento minimo, seja m tal
elemento.
» Como os elementos de A sdo maiores ou iguais a ng e P(ng) é verdadeira
enquanto P(m) n3o, temos que m > np + 1.
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» Ent3o, o conjunto dos naturais maiores ou iguais a ng para os quais a
propriedade P n3o é verdadeira é n3o vazio. Denotemos esse conjunto por A.
» Pelo principio da boa ordem, A possui um elemento minimo, seja m tal
elemento.
» Como os elementos de A sdo maiores ou iguais a ng e P(ng) é verdadeira
enquanto P(m) n3o, temos que m > np + 1.
> Se P(m — 1) n3o fosse verdadeira, entdo m — 1 estaria em A e m n3o seria o
menor elemento de A. Portanto, P(m — 1) tem que ser verdadeira.
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se P(n) é verdadeira, entdo P(n+ 1) também é verdadeira.
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> Mas, m—12> ng e P(m— 1) é verdadeira, logo P(m — +1) = P(m) deve ser
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Demonstracao do principio da inducdo matematica

Usaremos o principio da boa ordenacdo e o método de prova por contradicdo:
> Suponha que existe uma propriedade P tal que as condicSes do principio de
inducdo matematica sdo verdadeiras mas a tese é falsa, isto é:

> Existe um ng natural tal que P(ng) é verdadeira e, para qualquer n > ng,
se P(n) é verdadeira, entdo P(n+ 1) também é verdadeira.
P> Mas, P ndo é verdadeira para todo natural maior ou igual que ng.

» Ent3o, o conjunto dos naturais maiores ou iguais a ng para os quais a
propriedade P n3o é verdadeira é n3o vazio. Denotemos esse conjunto por A.

» Pelo principio da boa ordem, A possui um elemento minimo, seja m tal
elemento.

» Como os elementos de A sdo maiores ou iguais a ng e P(ng) é verdadeira
enquanto P(m) n3o, temos que m > np + 1.

> Se P(m — 1) n3o fosse verdadeira, entdo m — 1 estaria em A e m n3o seria o
menor elemento de A. Portanto, P(m — 1) tem que ser verdadeira.

> Mas, m—12> ng e P(m— 1) é verdadeira, logo P(m — +1) = P(m) deve ser
verdadeira.

> Isso contradiz m € A, portanto P é verdadeira para todo natural maior que ng!
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1. CASO BASICO:
» Consideramos n = 1.
» Demonstramos P(n).
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sando o PRINCIPIO DA INDUCAOQO, demonstramos uma
afirmac3o P(n) que depende de um pardmetro natural n.

» Demonstramos P(n) para todos os valores de n.

» Quebramos a demonstracdo em duas partes.

1. CASO BASICO:
» Consideramos n = 1.
» Demonstramos P(n).
2. CASO GERAL:

» Consideramos n > 1.
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Demonstracao por inducdo

sando o PRINCIPIO DA INDUCAOQO, demonstramos uma
afirmac3o P(n) que depende de um pardmetro natural n.

» Demonstramos P(n) para todos os valores de n.

» Quebramos a demonstracdo em duas partes.

1. CASO BASICO:
> Consideramos n = 1.
» Demonstramos P(n).
2. CASO GERAL:
» Consideramos n > 1.
> Hipotese da inducdo: supomos que P(n— 1) vale.
> Passo da inducdo: demonstramos P(n) usando a hipétese.

Prove que a soma dos n primeiros niimeros impares é n?.
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Demonstracio por induc3o alternativa

Uma forma equivalente:
1. Caso basico:
> Consideramos n = 1.
» Demonstramos P(n).
2. Caso geral:

» Consideramos n > 1:
> Supomos que P(n) vale.
> Demonstramos P(n+ 1).
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Demonstracao por inducdo alternativa

Uma forma equivalente:
1. Caso basico:
> Consideramos n = 1.
> Demonstramos P(n).
2. Caso geral:

» Consideramos n > 1:
> Supomos que P(n) vale.
> Demonstramos P(n+ 1).

Prove que a soma dos n primeiros niimeros impares é n?.
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Algumas vezes é (til supor que a hipétese vale para TODOS os
casos anteriores.

1. Caso basico:
» Consideramos n = 1.
» Demonstramos P(n).
2. Caso geral:

» Consideramos n > 1.
> Supomos que P(k) vale paratodo1 < k <n-—1.
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Principio da inducdo

Algumas vezes é (til supor que a hipétese vale para TODOS os
casos anteriores.

1. Caso basico:

» Consideramos n = 1.
» Demonstramos P(n).

2. Caso geral:
> Consideramos n > 1.
> Supomos que P(k) vale paratodo1 < k <n-—1.
» demonstramos P(n).

Prove que todo inteiro n pode ser escrito como a soma de
diferentes poténcias de 2.
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1. Caso basico:
» Consideramos n = ng.
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As vezes queremos provar uma afirmacdo P(n) apenas para n > ng
para algum ng.

1. Caso basico:
» Consideramos n = ng.
» Demonstramos P(n).
2. Caso geral:

» Consideramos n > nq.
> Supomos que P(k) vale para todo ng < k < n—1.
» Demonstramos P(n) usando a hipdtese.

Prove que todo inteiro n > 2 pode ser fatorado como um produto
de primos.
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Exemplos de demonstracio por inducdo

Exemplo 1

Demonstre que, para inteiros x > 1 en>1, o nimero x" —1 é
divisivel por x — 1.

Demonstracdo:

1. No caso basico, considere n = 1:
> Temos x” — 1 = x — 1, que é divisivel por x — 1.
> Isso mostra a afirmac3o para n = 1.
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Exemplo 1 (cont)

2. No caso geral, considere n > 1:
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Exemplo 1 (cont)

2. No caso geral, considere n > 1:
> Hipoétese de inducao:
» Suponha que x — 1 divide x" — 1.
» Passo de inducao:
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Exemplo 1 (cont)

2. No caso geral, considere n > 1:
> Hipoétese de inducao:
» Suponha que x — 1 divide x" — 1.
» Passo de inducao:
> Observe que x™™' — 1 = x(x" — 1) + (x — 1).
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Exemplo 1 (cont)

2. No caso geral, considere n > 1:
> Hipoétese de inducao:
» Suponha que x — 1 divide x" — 1.
» Passo de inducao:
> Observe que x™™' — 1 = x(x" — 1) + (x — 1).
P> Pela h.i.,, x" — 1 é divisivel por x — 1.
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Exemplo 1 (cont)

2. No caso geral, considere n > 1:
> Hipoétese de inducao:
» Suponha que x — 1 divide x" — 1.
» Passo de inducao:
> Observe que x™™' — 1 = x(x" — 1) + (x — 1).
P> Pela h.i.,, x" — 1 é divisivel por x — 1.
> Ent3o, x — 1 divide o lado direito da equacio.
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Exemplo 1 (cont)

2. No caso geral, considere n > 1:

> Hipoétese de inducao:
» Suponha que x — 1 divide x" — 1.

» Passo de inducao:
> Observe que x™™' — 1 = x(x" — 1) + (x — 1).
P> Pela h.i.,, x" — 1 é divisivel por x — 1.
> Ent3o, x — 1 divide o lado direito da equacio.
> Portanto, x — 1 também divide x"™* — 1.
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Exemplo

Demonstre que a equacio

n 2
11
Z(3—|—5i) _ 5w+ 1in J2r n
i=1

vale para todo inteiro n > 1.

Demonstrac3o:
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Exemplo

Demonstre que a equacio

n 2
11
Z(3—|—5i) _ 5w+ 1in J2r n
i=1

vale para todo inteiro n > 1.

Demonstrac3o:
» Para o caso basico, temos:

- 502+ 11n

> (3+5i)=8 >

i=1



Exemplos de demonstracio por inducdo

Exemplo

Demonstre que a equacio

n 2
11
Z(3+5i) _ 5w+ 1in J2r n
i=1

vale para todo inteiro n > 1.

Demonstrac3o:
» Para o caso basico, temos:

1
5n2 + 11
Z(3+5i):8:¥.

i=1

» Entdo, a afirmac3o vale quando n=1.
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» Considere um nimero n > 1 fixo.
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» Considere um nimero n > 1 fixo.
» Suponha que a equacdo valha para n — 1.
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Exemplo 2 (cont)

» Considere um nimero n > 1 fixo.
» Suponha que a equacdo valha para n — 1.
» Vamos mostrar que a equacdo também vale para n.
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Exemplo 2 (cont)

» Considere um nimero n > 1 fixo.

» Suponha que a equacdo valha para n — 1.

» Vamos mostrar que a equacdo também vale para n.
» Desenvolvendo a soma,

n

> (3+5i)

i=1
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Exemplo 2 (cont)

» Considere um nimero n > 1 fixo.

» Suponha que a equacdo valha para n — 1.

» Vamos mostrar que a equacdo também vale para n.
» Desenvolvendo a soma,

n n—1

> (3+5i) = (3+5i)+(3+5n)

i=1 i=1
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» Considere um nimero n > 1 fixo.

» Suponha que a equacdo valha para n — 1.

» Vamos mostrar que a equacdo também vale para n.
» Desenvolvendo a soma,

n n—1
> (3+5i) = (3+5i)+(3+5n)
i=1 i=1

_ 5n— 1)242—11(’7_1) + (3 +5n) (pela h.i.)
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Exemplo 2 (cont)

» Considere um nimero n > 1 fixo.

» Suponha que a equacdo valha para n — 1.

» Vamos mostrar que a equacdo também vale para n.
» Desenvolvendo a soma,

n n—1
> (3+5i) = (3+5i)+(3+5n)

i=1 i=1
5(n—1)2+11(n—1)

= > + (3 +5n) (pela h.i.)

52 —10n+5+11n—11 6+ 10n
- 2 T3
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Exemplo 2 (cont)

» Considere um nimero n > 1 fixo.

» Suponha que a equacdo valha para n — 1.

» Vamos mostrar que a equacdo também vale para n.
» Desenvolvendo a soma,

n n—1
> (3+5i) = (3+5i)+(3+5n)

i=1 i=1
5(n—1)2+11(n—1)

= > + (3 +5n) (pela h.i.)

5n> —10n+5+11n—11 6+ 10n
= +
2 2
_ 50 +11n
& > .
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Demonstre que a inequacdo
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vale para todo natural n e real x tal que (1 + x) > 0.

Demonstracdo:

> Se n=1, ambos os lados da inequacdo valem 1 + x.
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Demonstre que a inequacdo

(14+x)">1+nx

vale para todo natural n e real x tal que (1 + x) > 0.

Demonstracdo:
> Se n=1, ambos os lados da inequacdo valem 1 + x.

» [sso demonstra o caso basico.
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> Considere n > 1 e suponha que a inequacao vale para n.
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> Considere n > 1 e suponha que a inequacao vale para n.

» Desenvolvendo o lado esquerdo da inequacado, temos:

(1 + X)n—|—1
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> Considere n > 1 e suponha que a inequacao vale para n.

» Desenvolvendo o lado esquerdo da inequacado, temos:

(1+X)™ = (1+x)"(1+x)
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> Considere n > 1 e suponha que a inequacao vale para n.

» Desenvolvendo o lado esquerdo da inequacado, temos:

(1+x)™ = (1+x)"(1+x)
> (1+ nx)(1+ x) (pela h.i. e ja que (1 + x) > 0)
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Exemplo 3 (cont)

> Considere n > 1 e suponha que a inequacao vale para n.

» Desenvolvendo o lado esquerdo da inequacado, temos:
(142" = (1+x)"(1+x)
> (1+ nx)(1+ x) (pela h.i. e ja que (1 + x) > 0)
=14 (n+1)x + nx?



Exemplos de demonstracio por inducdo

Exemplo 3 (cont)

> Considere n > 1 e suponha que a inequacao vale para n.

» Desenvolvendo o lado esquerdo da inequacado, temos:

(142" = (1+x)"(1+x)
> (1+ nx)(1+ x) (pela h.i. e ja que (1 + x) > 0)
=14 (n+1)x + nx?
>1+(n+1)x. (j4 que nx® > 0)
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Exemplo 3 (cont)

> Considere n > 1 e suponha que a inequacao vale para n.

» Desenvolvendo o lado esquerdo da inequacado, temos:
(142" = (1+x)"(1+x)
> (1+ nx)(1+ x) (pela h.i. e ja que (1 + x) > 0)
=14 (n+1)x + nx?
>1+(n+1)x. (ja que nx? > 0)

> Isso demonstra desigualdade para n+ 1.
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Algumas vezes temos que ter mais cuidado ao usar a hipdtese da
inducdo.
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Sp=gtgtgt ot <

para todo inteiro n > 1.




Exemplos de demonstracio por inducdo

Algumas vezes temos que ter mais cuidado ao usar a hipdtese da
inducdo.

Exemplo

Demonstre que a série S,, definida abaixo satisfaz
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Algumas vezes temos que ter mais cuidado ao usar a hipdtese da
inducdo.

Exemplo

Demonstre que a série S,, definida abaixo satisfaz

1 1 1 1
=44 — <1,
Sp=gtgtgt ot <

para todo inteiro n > 1.

Demonstracdo:

» Para n=1, a inequacao se reduz a % < 1, que é vilida.
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Algumas vezes temos que ter mais cuidado ao usar a hipdtese da
inducdo.

Exemplo

Demonstre que a série S,, definida abaixo satisfaz

1 1 1 1
=44 — <1,
Sp=gtgtgt ot <

para todo inteiro n > 1.

Demonstracdo:
» Para n=1, a inequacao se reduz a % < 1, que é vilida.

» [sso demonstra o caso basico.
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Exemplo 4 (cont)

> Considere um nimero n > 1 e suponha que S, < 1.
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> Considere um nimero n > 1 e suponha que S, < 1.

» Queremos mostrar que S,y11 < 1.

Primeira tentativa:

» Desenvolvemos S, 11 usando a definicdo:
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Exemplo 4 (cont)

> Considere um nimero n > 1 e suponha que S, < 1.

» Queremos mostrar que S,y11 < 1.

Primeira tentativa:

» Desenvolvemos S, 11 usando a definicdo:

Sn—|—1
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Exemplo 4 (cont)

> Considere um nimero n > 1 e suponha que S, < 1.

» Queremos mostrar que S,y11 < 1.

Primeira tentativa:

» Desenvolvemos S, 11 usando a definicdo:

1

Sp1 =50+ PYas]
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Exemplo 4 (cont)

> Considere um nimero n > 1 e suponha que S, < 1.

» Queremos mostrar que S,y11 < 1.

Primeira tentativa:

» Desenvolvemos S, 11 usando a definicdo:

1 1 _
Sny1 =5+ ot < 1+ >l (pela h.i.)
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Exemplo 4 (cont)

> Considere um nimero n > 1 e suponha que S, < 1.

» Queremos mostrar que S,y11 < 1.

Primeira tentativa:

» Desenvolvemos S, 11 usando a definicdo:

1 1 _
Sny1 =5+ ot < 1+ >l (pela h.i.)

> Mas o lado direito ja é maior do que 1!
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Exemplo 4 (cont)

Podemos manipular S,41 e usar a hipdtese de outro jeito:
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Exemplo 4 (cont)

Podemos manipular S,41 e usar a hipdtese de outro jeito:

Sn—|-1
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Exemplo 4 (cont)

Podemos manipular S,41 e usar a hipdtese de outro jeito:

1 1
+§+"‘+W

NG

1
Snt1 = 5 +
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Exemplo 4 (cont)

Podemos manipular S,41 e usar a hipdtese de outro jeito:

5,,4.1:1—}—1—}—1—1—---—1—#
2 4 8 2ntl
1 1/1 1 1
7%(5*1*"*5)
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Exemplo 4 (cont)

Podemos manipular S,41 e usar a hipdtese de outro jeito:

5 —1+1+1+ _|_L
T o T4 g on+l
i1/
2 2\2 4 2n
1 1
<5t3 (1) (pela h.i.)
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Exemplo 4 (cont)

Podemos manipular S,41 e usar a hipdtese de outro jeito:

S —1+1+1+ _|_L
LT T4 ont1
1,111
2 2\2 4 2n
1 1
<5t3 (1) (pela h.i.)
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Exemplo 4 (cont)

Podemos manipular S,41 e usar a hipdtese de outro jeito:

S —1+1+1+ _|_L

LT T4 ont1
1,111
2 2\2 4 2n
1 1
<5t3 (1) (pela h.i.)
=1.

Isto conclui a demonstracdo.
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Inducdo reversa

Podemos usar induc3do para derivar o seguinte resultado.

Teorema (Inducdo reversa)

Considere uma afirmacdo P(n) e suponha que:

1. P(n) vale para um subconjunto infinito de naturais.
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Podemos usar induc3do para derivar o seguinte resultado.

Teorema (Inducdo reversa)

Considere uma afirmacdo P(n) e suponha que:
1. P(n) vale para um subconjunto infinito de naturais.

2. Se P(n) vale para n > 1, entdo P(n — 1) também vale.
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Podemos usar induc3do para derivar o seguinte resultado.

Teorema (Inducdo reversa)

Considere uma afirmacdo P(n) e suponha que:
1. P(n) vale para um subconjunto infinito de naturais.
2. Se P(n) vale para n > 1, entdo P(n — 1) também vale.

Entdo P(n) vale para todo natural n.
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Podemos usar induc3do para derivar o seguinte resultado.

Teorema (Inducdo reversa)

Considere uma afirmacdo P(n) e suponha que:
1. P(n) vale para um subconjunto infinito de naturais.
2. Se P(n) vale para n > 1, entdo P(n — 1) também vale.

Entdo P(n) vale para todo natural n.

Vocé consegue ver por que esse resultado vale?
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Exemplo 5

Se x1,X2, ..., X, S80 nlmeros reais positivos, entdo:

X 40+ 4 X

(x1x2 .. .x,,)% <
n
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Se x1,X2, ..., X, S80 nlmeros reais positivos, entdo:

X 40+ 4 X

(x1x2 .. .x,,)% <
n

Demonstracao:
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Exemplo 5

Se x1,X2, ..., X, S80 nlmeros reais positivos, entdo:

X 40+ 4 X

(x1x2 .. .x,,)% <
n

Demonstracao:

1. Primeiro, mostramos que vale para n = 2 para todo k > 0.
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Exemplo 5

Se x1,X2, ..., X, S80 nlmeros reais positivos, entdo:

X 40+ 4 X

(x1x2 .. .x,,)% <
n

Demonstracao:
1. Primeiro, mostramos que vale para n = 2 para todo k > 0.

2. Depois, mostramos que, se vale n, também vale para n — 1.
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Exemplo 5 (cont)

Considere um inteiro k > 0. Se n = 2k, entdo o teorema vale.
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Exemplo 5 (cont)

Considere um inteiro k > 0. Se n = 2k, entdo o teorema vale.

Vamos mostrar por inducdo em k.
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Exemplo 5 (cont)

Considere um inteiro k > 0. Se n = 2k, entdo o teorema vale.

Vamos mostrar por inducdo em k.

» Se n=2% =1, a inequacio vale trivialmente.
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Exemplo 5 (cont)

Considere um inteiro k > 0. Se n = 2k, entdo o teorema vale.

Vamos mostrar por inducdo em k.

» Se n=2% =1, a inequacio vale trivialmente.
» Se n=2! =2, ainequacio vale, ja que:
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Exemplo 5 (cont)

Considere um inteiro k > 0. Se n = 2k, entdo o teorema vale.

Vamos mostrar por inducdo em k.
» Se n=2% =1, a inequacio vale trivialmente.
» Se n=2! =2, ainequacio vale, ja que:
X1 + X2

X1xp <
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Exemplo 5 (cont)

Considere um inteiro k > 0. Se n = 2k, entdo o teorema vale.

Vamos mostrar por inducdo em k.

» Se n=2% =1, a inequacio vale trivialmente.
» Se n=2! =2, ainequacio vale, ja que:
X1+ X2
xX1x2 < T 4
x2 + 2x 2
1 1x2 + X5

x1X0 <
1X2 > 2




Exemplos de demonstracio por inducdo

Exemplo 5 (cont)

Considere um inteiro k > 0. Se n = 2k, entdo o teorema vale.

Vamos mostrar por inducdo em k.

» Se n=2% =1, a inequacio vale trivialmente.
» Se n=2! =2, ainequacio vale, ja que:
X1 + X
2 2 2
X{ + 2x1x2 + X5
4
2 2
2x1x0 < X7 + X5 &

IN

X1X2



Exemplos de demonstracio por inducdo

Exemplo 5 (cont)

Considere um inteiro k > 0. Se n = 2k, entdo o teorema vale.

Vamos mostrar por inducdo em k.
» Se n=2% =1, a inequacio vale trivialmente.
» Se n=2! =2, ainequacio vale, ja que:
X1 + X2

xX1x2 < T 4
X12 + 2x1%0 + x22
x1xp < 4 =
2 2
2x1x0 < X7 + X5 &
0 < x? — 2x1%0 + X3 &
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Exemplo 5 (cont)

Considere um inteiro k > 0. Se n = 2k, entdo o teorema vale.

Vamos mostrar por inducdo em k.
» Se n=2% =1, a inequacio vale trivialmente.
» Se n=2! =2, ainequacio vale, ja que:
X1 + X2

xX1x2 < T 4
X12 + 2x1%0 + x22
x1xp < 4 =
2 2
2x1x0 < X7 + X5 &
0 < x? — 2x1%0 + X3 &

0 < (31— x)2
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Exemplo 5 (cont)

» Agora considere um nimero k > 0.
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Exemplo 5 (cont)

» Agora considere um nimero k > 0.

» Suponha que a inequac3o vale para n = 2.
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Exemplo 5 (cont)

» Agora considere um nimero k > 0.

» Suponha que a inequac3o vale para n = 2.

» Vamos demonstrar que a inequac3o vale para 2n = 2K*1,
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Exemplo 5 (cont)

» Agora considere um nimero k > 0.

» Suponha que a inequac3o vale para n = 2.
» Vamos demonstrar que a inequac3o vale para 2n = 2K*1,

> Reescrevendo o lado esquerdo da inequacdo para 2n,

3=
S

1
(x1Xx2 ... X2p)20 = \/(x1x2 e Xn)n (Xnp1Xng2 - - - X2n) 7.
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Exemplo 5 (cont)

» Agora considere um nimero k > 0.

» Suponha que a inequac3o vale para n = 2.
» Vamos demonstrar que a inequac3o vale para 2n = 2K*1,

> Reescrevendo o lado esquerdo da inequacdo para 2n,

3=
S

1
(x1Xx2 ... X2p)20 = \/(x1x2 e Xn)n (Xnp1Xng2 - - - X2n) 7.

3=

. 1
> Defina:  y1 = (x1x2...%p) e Y2 = (Xpp1Xnt2 - .- Xon)"
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Exemplo 5 (cont)

Agora considere um nimero k > 0.

>

» Suponha que a inequac3o vale para n = 2.

» Vamos demonstrar que a inequac3o vale para 2n = 2K*1,
>

Reescrevendo o lado esquerdo da inequacdo para 2n,

3=
S

1
(x1Xx2 ... X2p)20 = \/(x1x2 e Xn)n (Xnp1Xng2 - - - X2n) 7.

—

: 1
> Defina:  y1=(x1x2...x0)n € Yo = (Xpp1Xnt2 - .- Xon)"
> Portanto, pelo caso n = 2 ja demonstrado,

ity

1
(x1x2...x20)2n = \/y1 y2 < >
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Exemplo 5 (cont)

» Utilizando a h.i. duas vezes:
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Exemplo 5 (cont)

» Utilizando a h.i. duas vezes:

1 xitxet o+ X
yi=(x1x...xp)n < . 2,
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Exemplo 5 (cont)

» Utilizando a h.i. duas vezes:

1 xitxet o+ X
yi=(x1x...xp)n < . 2,

Xp+1 + Xpt2 + -+ + Xon
- .

3=
IA

Y2 = (Xn+1Xn42 - - - X2n)
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Exemplo 5 (cont)

» Utilizando a h.i. duas vezes:

XL+ 4+ X

1
yi=(x1x2...xp)n < p ;

Xp+1 + Xpt2 + -+ + Xon
- .

3=

<

Y2 = (Xn+1Xn42 - - - X2n)

» Substituindo na inequacdo anterior:
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Exemplo 5 (cont)

» Utilizando a h.i. duas vezes:

XL+ 4+ X

1
yi=(x1x2...xp)n < p ;

Xp+1 + Xpt2 + -+ + Xon
- .

3=

Y2 = (Xn+1Xn+2 .. -X2n) <

» Substituindo na inequacdo anterior:

1
(X1X2 - X2,,)Z
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Exemplo 5 (cont)

» Utilizando a h.i. duas vezes:

XL+ 4+ X

1
yi=(x1x2...xp)n < p ;

Xp+1 + Xpt2 + -+ + Xon
- .

3=

<

Y2 = (Xn+1Xn42 - - - X2n)

» Substituindo na inequacdo anterior:

1 1+ Y2
(X1X2...X2n)2n < Y 5 Y
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Exemplo 5 (cont)

» Utilizando a h.i. duas vezes:

XL+ 4+ X

1
yi=(x1x2...xp)n < p ;

Xp+1 + Xpt2 + -+ + Xon
- .

3=

Y2 = (Xn+1Xn+2 .. -X2n) <

» Substituindo na inequacdo anterior:

yity
2
x1+xz+~--+x,,+xn+1+x,,+2+--~+xzn

2n 2n

(X1X2 R X2n)% <
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Exemplo 5 (cont)

» Utilizando a h.i. duas vezes:

1 xitxet o+ X
yi=(x1x...xp)n < 2,

n
1 Xptl+Xpr2t+ -+ X
Y2 = (Xn+1Xn+2 .- -X2n)" < ! . n =,
» Substituindo na inequacdo anterior:
1 +
(X1X2 .. .X2,a,)Z < 4l 5 2
X1t xet o+ X Xpp1 + Xnp2 + 00+ X0
2n 2n

X1+x2+ -+ Xop
2n
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Exemplo 5 (cont)

» Utilizando a h.i. duas vezes:

1 xitxet o+ X
yi=(x1x...xp)n < 2,

n
1 Xptl+Xpr2t+ -+ X
Y2 = (Xn+1Xn+2 .- -X2n)" < ! . n =,
» Substituindo na inequacdo anterior:
1 +
(X1X2 .. .X2n)5 < 4l 5 2
X1t xet o+ X Xpp1 + Xnp2 + 00+ X0
2n 2n
X1 t+Xx2+ -+ Xop

2n

> Isso mostra o lema para k + 1 e completa a demonstracao.
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Exemplo 5 (cont)

Para utilizar a inducao reversa, ainda precisamos do seguinte.

%
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Exemplo 5 (cont)

Para utilizar a inducao reversa, ainda precisamos do seguinte.

Se o teorema vale para n > 2, ele também vale para n — 1.
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Exemplo 5 (cont)

Para utilizar a inducao reversa, ainda precisamos do seguinte.

Se o teorema vale para n > 2, ele também vale para n — 1.

Demonstracdo:
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Exemplo 5 (cont)

Para utilizar a inducao reversa, ainda precisamos do seguinte.

Se o teorema vale para n > 2, ele também vale para n — 1.

Demonstracdo:
» Queremos demonstrar:

X1+ X2+ 4+ Xp—1

1
e Xpo1)™T <
(x1x2 ... Xp—1)"1 < p—
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Exemplo 5 (cont)

Para utilizar a inducao reversa, ainda precisamos do seguinte.

Se o teorema vale para n > 2, ele também vale para n — 1.

Demonstracdo:
» Queremos demonstrar:

X1+ X2+ 4+ Xp—1

1
e Xpo1)™T <
(x1x2 ... Xp—1)"1 < p—

» Defina:

Z_X1+X2+---+Xn—1
N n—1 ’
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Exemplo 5 (cont)

Para utilizar a inducao reversa, ainda precisamos do seguinte.

Se o teorema vale para n > 2, ele também vale para n — 1.

Demonstracdo:
» Queremos demonstrar:

X1+ X2+ 4+ Xp—1

1
e Xpo1)™T <
(x1x2 ... Xp—1)"1 < p—

» Defina:

o — X1+ X2+ -+ Xp—1
n—1 '
» Como o teorema vale para n, pela premissa, sabemos que:
L X1+X+ -+ Xp-1+2
n

(x1x2 ... Xn—12) = z.



Exemplos de demonstracio por inducdo
Exemplo 5 (cont)

» Elevando ambos os lados a poténcia

_n_
n—1"

n

(x1x2 .. .X,,_lz)ﬁ < zn-1,
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Exemplo 5 (cont)

» Elevando ambos os lados a poténcia

_n_
n—1"

n

(x1x2 .. .X,,_lz)ﬁ < zn-1,

_ 1
» Finalmente, multiplicando ambos os lados por z~ »-1,

L Xp+ X2+ -+ Xp_1
(x1x2. .. Xp—1)" 1 < z= P )




Exemplos de demonstracio por inducdo
Exemplo 5 (cont)

» Elevando ambos os lados a poténcia

_n_
n—1"

n

(x1x2 .. .X,,_lz)ﬁ < zn-1,

_ 1
» Finalmente, multiplicando ambos os lados por z~ »-1,

L Xp+ X2+ -+ Xp_1
(x1x2. .. Xp—1)" 1 < z= P )

> Assim, o teorema para n — 1, completando a prova.
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\ Reduzir ou aumentar

» No passo da inducdo, supomos que a afirmac3o é vélida para
0 caso n — 1 e mostramos que é valida para n.
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\ Reduzir ou aumentar

» No passo da inducdo, supomos que a afirmac3o é vélida para
0 caso n — 1 e mostramos que é valida para n.

> Portanto, devemos SEMPRE partir de um caso genérico
para n e reduzi-lo a algum caso particular para n — 1.
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» No passo da inducdo, supomos que a afirmac3o é vélida para
0 caso n — 1 e mostramos que é valida para n.

> Portanto, devemos SEMPRE partir de um caso genérico
para n e reduzi-lo a algum caso particular para n — 1.

» Um ERRO COMUM ¢é sair de um caso genérico paran—1e
construir um exemplo do caso n.
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¢

\ Reduzir ou aumentar

» No passo da inducdo, supomos que a afirmac3o é vélida para
0 caso n — 1 e mostramos que é valida para n.
> Portanto, devemos SEMPRE partir de um caso genérico
para n e reduzi-lo a algum caso particular para n — 1.
» Um ERRO COMUM ¢é sair de um caso genérico paran—1e
construir um exemplo do caso n.
» N3o basta dar um exemplo para n.
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¢

\ Reduzir ou aumentar

» No passo da inducdo, supomos que a afirmac3o é vélida para
0 caso n — 1 e mostramos que é valida para n.

> Portanto, devemos SEMPRE partir de um caso genérico
para n e reduzi-lo a algum caso particular para n — 1.

» Um ERRO COMUM ¢é sair de um caso genérico paran—1e
construir um exemplo do caso n.

» N3o basta dar um exemplo para n.
> Esse procedimento ndo é geral.
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¢

\ Todas as retas se interceptam?

O que ha de errado com a demonstracio seguinte 7

Considere n retas distintas no plano, concorrentes duas a duas.
Ent3do existe um ponto comum a todas as n retas.
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¢

\ Todas as retas se interceptam?

O que ha de errado com a demonstracio seguinte 7

Considere n retas distintas no plano, concorrentes duas a duas.
Ent3do existe um ponto comum a todas as n retas.

Demonstracdo:
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¢

\ Todas as retas se interceptam?

O que ha de errado com a demonstracio seguinte 7

Considere n retas distintas no plano, concorrentes duas a duas.
Ent3do existe um ponto comum a todas as n retas.

Demonstracdo:

» Se n=1ou n=2, entdo a afirmacdo é clara.
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¢

\ Todas as retas se interceptam?

O que ha de errado com a demonstracio seguinte 7

Considere n retas distintas no plano, concorrentes duas a duas.
Ent3do existe um ponto comum a todas as n retas.

Demonstracdo:
» Se n=1ou n=2, entdo a afirmacdo é clara.

> Fixe n > 2 e suponha que a afirmacao vale para n — 1.
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¢

\ Todas as retas se interceptam?

O que ha de errado com a demonstracio seguinte 7

Considere n retas distintas no plano, concorrentes duas a duas.
Ent3do existe um ponto comum a todas as n retas.

Demonstracdo:
» Se n=1ou n=2, entdo a afirmacdo é clara.
> Fixe n > 2 e suponha que a afirmacao vale para n — 1.

» Considere n retas no plano concorrentes duas a duas.
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Exemplos de demonstracio por inducdo

Sejam 51, S» dois subconjuntos distintos com n — 1 retas.
Pela h.i., as retas de S; interceptam-se em um ponto p;.
Analogamente, as retas de S, interceptam-se em ps.

Dai, cada reta de S; N Sy intercepta tanto p; quanto po.

vVvYvyyvyy

Como duas retas da intersecdo s6 se tocam em um ponto,
sabemos que p; = po.

» Portanto, todas as retas interceptam-se em um ponto.

Certo? NAO!
» Supomos que ha duas retas na intersec3o.
» Mas falha quando n = 3.
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