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Prefacio

Este livro se originou em notas de aulas de cursos dados na PUC-Rio em 1990 e no
IMPA em 1991. Os alunos destes cursos estavam tipicamente no inicio de um programa de
Mestrado em Computagao ou Matemidtica, mas nem todos possuiam pré-requisitos formais
~m Computagdo (andlise de complexidade de algoritmos, estruturas de dados). Na
realidade, muitos dos aiunos estavam mais interessados nas aplicagGes, principalmente 2

Computagdo Gréfica, do que no estudo tedrico de algoritmos 6timos.

Este curso apresenta uma introdugdo aos aspectos teéricos dos algoritmos
geométricos sem perder de vista a necessidade de implement4-los na préatica. Deste modo,
sdo apresentados alguns algoritmos que, apesar de néo serem 6timos, podem ser
implementados com facilidade. Na verdade, todos os algoritmos apresentados neste livro

foram implementados e estio disponiveis em disco para os leitores.

O conteudo deste livro sofreu influéncia de diversos trabalhos. Em especial,
destacamos 0s textos de Preparata-Shamos [PS] e Guibas-Stolfi {GS2] sobre Geometria
Computacional e de Sedgewick [S] sobre algoritmos em geral.

Agradecemos a André Antunes Nogueira da Silva pela correg@o de vérios erros e a
Carlos Gustavo Tamm de Araijo Moreira por sugestdes que permitiram simplificar alguns

algoritmos.

Agradecemos também 2 Comissdo Organizadora do 182 Coléquio Brasileiro de

Matemdtica pela oportunidade de divulgar estas notas.

Rio de Janeiro, maio de 1991. Paulo Cezar Pinto Cérvalho
Luiz Henrique de Figueiredo
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Preliminares

1.1 Introducio

O objetivo deste curso € apresentar uma introdugio 2 Geometria Computacional, que

¢ a disciplina que faz um estudo sistemdtico de algoritmos para problemas geométricos.

Geometria Computacional—pelo menos com esse nome € com o enfoque atual—é uma
disciplina extremamente nova. O primeiro livro publicado sobre o assunto [PS] é de 1985 ¢ a
maioria dos trabalhos ¢ também bastante recente. O enfoque atual em Geometria Computacional
¢ estudar problemas geométricos sob o ponto de vista da Andlise de Complexidade de
Algorimes, que também € uma drea recente [GJ].

No entanto, as origens da Geometria Computacional sdo muito mais antigas e ligadas 2
evolugdo da Geometria Euclidiana. Uma parte relevante do estudo cldssico de Geometria
Euclidiana est4 ligada ao estudo de construgdes geométricas. O cardter algoritmico presente
neste estudo € bastante claro: existe um certo nimero de operages elementares, a serem
executadas com régua e compasso, a partir das quais as constru¢Ses desejadas deverdo ser
efetuadas.

Eis um possivel elenco de construgdes elementares para a Geometria Cldssica:
+ C1: dados dois pontos a € b, obter a reta definida por eles;
+ Co: tragar um circulo de centro o ¢ raio igual 2 medida do segmento ab;
« C3: obter a intersego de duas retas, de dois circulos, ou de uma reta e um circulo.

Este conjunto de construgdes elementares € suficiente para as chamadas construgées
. com régua e compasso.
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Tomemos, por exemplo, o problema de obter o circulo que contém trés pontos nio
colineares a, b e ¢ dados. A solugdo do problema consiste em obter o centro do circulo, que é a
interseciio das mediatrizes dos segmentos ab, ac ¢ be. Para obter tal ponto, podemos usar a

seguinte sequéncia de construgbes elementares:

« aplicamos Cg para tragar, com centros em a ¢ b, circulos de mesmo raio (por exemplo, de
medida igual & do segmento ab);

« usamos C3 para obter os pontos p ¢ ¢ de intersegdo destes circulos (a existéncia de pontos de
intersegdo requer que o raio seja maior que a metade de ab, o que ocorre caso o raio seja tomado
igual a ab);

« usamos C7 para obter a reta definida por p e g, que é a mediarriz de ab;

+ aplicamos a sequéncia acima para obter a mediatriz de ac;

» usamos C3 para obter o centro o do circulo como a intersegiio das mediatrizes de ab e ac.

Outras idéias presentes no moderno tratamento de complexidade computacional também
podem ter suas origens associadas ao estudo de construgdes geométricas. Lemoine, por
exemplo, introduziu o conceito de simplicidade de uma consirugdo, definida pelo nimero de
construgSes elementares que a compdem. Esta nogo corresponde 2 nogdo modema de
complexidade de um algoritmo. Deve-se frisar, no entanto, que uma boa parte da motivagio
para o desenvolvimento da teoria da complexidade computacional parece ter estado ausente dos
estudos cldssicos de construges geométricas. Atualmente, € de grande importancia a andlise do
desempenho de algoritmos em fung&o do tamanho do problema (isto €, da quantidade de dados
que deverd ser processada pelo algoritmo). Na geometria euclidiana classica, os problemas de

interesse tem tamanho limitado e, por esta, razdo, este tipo de andlise nfo é relevante,

De forma andloga ao estudo de construgdes geométricas euclidianas, a Geometria
Computacional moderna se ocupa de algoritmos para a resolugio de problemas geométricos. A
diferenga € que estes problemas geométricos sdo agora representados por dados armazenados
em computador. O papel das construgbes geométricas, por sua vez, € representado por
algoritmos que operam sobre estes dados. Desta forma, para estabelecer os fundamentos
teéricos da Geometria Computacional, é necessério escolher um modelo computacional que

estabelega como um problema geométrico pode ser representado num computador e que fixe as
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operagles elementares (ou primitivas) que irfio operar sobre estas representagdes. Na préxima

secdo, discutimos um possivel modelo computacional a ser adotado.

1.2 Modelos de complexidade computacional

Urna importante parte da Teoria da Computagdo tem por objetivo o estudo de modelos de
computagiio, que procuram abstrair e simplificar o comportamento de computadores digitais. O
mais conhecido destes modelos é a miquina de Turing, utilizado para estabelecer resultados
bisicos em computabilidade e complexidade computacional. Reccntémeme, Blum, Shub e
Smale propuseram um modelo mais apropriado para o estudo de algoritmos que envolvem
aritmética real {[BSS].! O estudo formal de tais modelos ¢ das importantes questdes tedricas a

ele associados foge ao objetivo deste curso.

Neste texto, vamos descrever informalmente o modelo computacional a ser adotado e
enunciar, sem demonstragdo, os resultados de interesse para a Geometria Computacional. Para

um tratamento mais preciso do assunto, o leitor pode consultar, por exemplo, [Me].

Inicialmente, procurarmos estabelecer, informzlmente, os conceitos de problema,
instincia de um problema e algoritmo para resolver um problema. Para tornar mais concreta

nossa discussio, consideremos um exemplo especifico de um problema:

PONTO EM POLI{GONO: Dado um poligono plano simples? P e um ponto p do plano, decidir

se p € interior ou ndo ao polfgono P.

Figura 1.1 — Problema PONTO EM POLIGONO.

! Veja também o livro texto {BI], apresentado neste Col6quio.
2 Um poligono simples & um poligono em que os lados nao se cruzam, a n&o ser nos vértices.
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Cada par (P, p) caracteriza uma instincia especifica deste problema. Um algoritmo para
PONTO EM POLIGONO € uma lista de passos que, dada qualquer instincia (P, p), p4ra apés um

niimero finito de passos com a conclusio correta a respeito da inclusdo de p no poligono P.
Algumas questdes de interesse para este problema poderiam ser:

« Existe algum algoritmo que resolve o problema? (Isto exigé que o algoritmo pare apés um

nimero finito de passos para qualquer instédncia do problema).

«» Dado um certo algoritmo A para o problema, quio eficiente € este algoritmo? Dados dois

algoritmos A ¢ B, qual deles € superior?
« Dentre todos os algoritmos que resolvem o proBlcma, qual deles € o melhor?

Para responder 2 primeira pergunta, é preciso definir que algoritmos (isto €, que passos)
sdo v4lidos. Para isto € necessdrio, antes de mais nada, estabelecer a natureza dos dados sobre
os quais as instrugdes de tais algoritmos devem operar. Os problemas de interesse para a
Geometria Computacional sdo tais que suas instincias podem ser definidas por um conjunto
finito de pontos x3, X2, ..., X5 do espago euclidiano d-dimensional R9 (mais comumente do RZ
ou R3). Cada um destes pontos x; € representado por suas coordenadas, que s@o nimeros
reais. Portanto, em iiltima andlise, os algoritmos de interesse devem operar sobre niimeros
reais. Assim, modelos computacionais convenientes para a Geometria Computacional sdo

aqueles nos quais:
« cada elemento de armazenamento de dados € capaz de armazenar um linico nimero real;

« sdo considerados validos quaisquer passos envolvendo operagdes aritméticas (+, -, X, /),

extra¢do de raiz quadrada e comparagGes entre mimeros reais.

Um modelo computacional com estas caracteristicas e muito usado para obtencgio de
resultados tedricos em computacgio € o de drvores de decisoes algébricas. Neste modelo,
um algoritmo € representado por uma 4rvore em que cada né representa um passo, no qual uma
certa fungfio algébrica € avaliada. De acordo com o sinal do resultado, o algoritmo prossegue

para um dos descendentes do né em questzo.
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Figura 1.2 — Uma drvore de decisoes algébricas.

O nimero de nds de uma drvore de decisio €, em geral, muito maior que o nimero de
instrugdes presentes em um algoritmo linear com instrugdes de desvio (branches) mas pode-se
demonstrar que os modelos sdo equivalentes, no sentido que cada um pode simular o outro (ver

[Me] para se aprofundar nesta discussio).

A principal dificuldade para obter respostas para as duas (iltimas questSes formuladas no
inicio desta segdo € estabelecer uma medida de eficiéncia para um algoritmo. Parece ser natural
medir a eficiéncia (ou a complexidade) de um algoritmo pelo tempo necessério a sua execugio,
que por sua vez pode ser medido pelo niimero de passos elementares necessdrios ao seu término
(no caso de uma 4rvore de decisfio, este nimero € representado pela profundidade do né
terminal do algoritmo). No entanto, h4 ainda uma complicagdo séria: € concebivel que dois
algoritmos A ¢ B sejam tais que A opera melhor sobre certas instincias enquanto B opera

melhor sobre outras.

Uma maneira de uniformizar este estudo € exprimir a complexidade do algoritmo em
fungdo do tamanho da instincia. Ainda assim, permanece a dificuldade, jd que, mesmo sobre
instincias de mesmo tamanho, o desempenho pode ndo ser uniforme. Héd duas formas

principais de lidar com este obstdculo: pode-se considerar um desempenho médio sobre todas as
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instancias de um certo tamanho n (admitindo que as instancias ocorrem segundo alguma lei de

distribuigdo de probabilidades) ou pode-se simplesmente considerar o caso mais desfavordvel.,

A segunda abordagem é mais comum, por dois motivos: primeiro, nio € sempre que
existe uma distribuigdo de probabilidade natural para as instancias de umn problema; em segundo
iugar, o estudo probabilistico de algoritmos €, em geral, demasiadamente complexo e s6 se

consegue obter resultados em casos relativamente simples.

Resumindo esta discussdo, a complexidade de um algoritmo para resolver um certo
problema P, ser4 expressa por uma fungdo f que, para cada natural n, dé o nimero f(n) de

passos necessérios a resolver P na sua instancia mais desfavordvel de tamanho n.

Muitas vezes, porém, nio € possivel encontrar exatamente quantos passos s3o necessirios
para se resolver uma insténcia de tamanho 7. Em lugar disso, nos contentamos em obter uma
fungdo f tal que, para alguma constante k e para n suficientemente grande, kAn) seja uma cota
superior para o nimero de passos necess4rios a resolver uma instancia de tamanho n. Dizemos,
neste caso, que o algoritmo tem complexidade assintética O(f(n)). Temos, assim, a

seguinte

Definicao 1.1: Um algoritmo A para resolver P tem complexidade O(f{n)) se existe uma
constante k£ > 0 e um natural N tais que, para qualquer instincia de P de tamanho n > N, o

niimero de passos de A necessdrios para resolver esta instincia €, no maximo, kfin).

A inclusfo da constante multiplicativa 2 nesta definigdo tem vérias consequéncias. Por um
lado, ela automaticamente torna equivalente dois modelos computacionais em que as operacdes
elementares de um possam ser simuladas através de um ndmero limitado de operagdes
elementares do outro. Isto faz com que, ao afirmarmos que um certo algoritmo tem
complexidade O(n?2), esta afirmativa seja vdlida para uma familia ampla de modelos
computacionais, em que,  familia de operagdes elementares descrita acima, sejam acrescentadas
outras primitivas mais convenientes (por exemplo, ngulo entre vetores). Qualquer conjunto de
primitivas que requeiram um nimero limitado de operagdes elementares pode ser acrescentado
ao modelo computacional sem alterar a complexidade de qualquer algoritmo.

Outra consequéncia (esta desfavordvel) da inclusdo da constante multiplicativa é que, na
prética, algoritmos de mesma complexidade teérica podem ter desempenhos bem diferentes, j4
que a constante multiplicativa embutida na complexidade pode ser arbitrariamente grande. Além
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disso, a andlise temn cardter assint6tico, jd4 que o niimero de passos $6 precisa ser limitado por
kfin) para valores de n superiores a um certo N. Na prética, pode ocorrer que os casos de

interesse sejam exatamente aqueles em que n € menor que V.

De todo modo, a andlise assintética do caso mais desfavordvel € a principal técnica de
andlise de algoritmos e fornece informagdo a respeito de como o tempo necessdrio para a
execucio do algoritmo cresce com o tamanho da instincia. Um “bom” algoritmo € aquele no
qual tal crescimento ndo seja muito rdpido [E]. De um modo geral, complexidades polinomiais
sdo aceitas como demarcando a fronteira entre bons e maus algoritmos. Uma drea extremamente
importante de complexidade computacional procura separar problemas para os quais se conhece
algoritmos polinomiais de outros para os quais tais algoritmos nfo sio conhecidos. Um dos
mais importantes problemas em aberto na Teoria da Complexidade Computacional € obter um
algoritmo polinomial para uma classe de problemas (chamados de problemas NP-completos)

ou demonstrar a ndo existéncia de tais algoritmos [GJ].

1.3 Um exemplo: algoritmos para ordenacao

Para sedimentar estas idéias, consideraremos exemplos de algoritmos que resolvam o

problema a seguir.
ORDENAGAO: Dados n niimeros reais x1, X2, X3, ..., Xn, colocd-los em ordem crescente.

A escolha deste problema ndo € casual. Além de algoritmos para sua resolugdo serem
simples de analisar, o problema de ordenagio desempenha um papel relevante em Geometria

Computacional, como veremos nos préximos capitulos.

Uma solugéo simples do problema ¢ recorrer ao algoritmo de ordenagao por sele¢io:

Algoritmo 1.1: Ordenacido por Selegao
para i = 1l..n-1
m= i
para j = i+l..n
se xj < xp entdo m = 3

troque xi COm Xmp
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Para analisar tal algoritmo, a primeira observagio € que o tamanho de uma instancia é dada
pelo nimero 7 de reais a serem ordenados. Na primeira execugio do corpo do Joop principal,
sio feitas 7 —1 comparagGes e 1 troca, num total de 7 operagdes. Na segunda execuciio, n -2
comparagdes e 1 troca, e assim por diante. Logo, o nimero de passos requerido pelo algoritmo
& '

nin+l) n2 ‘n

n+m~-D+0-2)+..+1= 5 =g +o-

Assim, o algoritmo tem complexidade O(n2),

Um algoritmo mais sofisticado € o chamado Mergesort. Este algoritmo usa um dos
paradigmas fundamentais de construgdo de algoritmos. Este paradigma, que obtém a solucio de
um problema através da resolugdo de problemas de tamanho menor, € conhecido como dividir-
para-conquistar e € o segredo da eficiéncia de muitos algoritmos. No Mergesort, ao invés de
ordenar o conjunio de n nimeros, dividimos este conjunto em dois conjuntos com n/2
elementos cada, ordenamos cada um destes conjuntos e reunimos estes conjuntos j& ordenados.
Para ordenar cada um dos conjuntos com n/2 elementos, aplicamos recursivamente o mesmo

algoritmo. Temos, entdo, o seguinte algoritmo:

Algoritmo 1.2: mergesort(x,n)

se n<2 entdo retorne {caso bdsico da recursdo}
m = n/2

1 =x[1..m] {separacdo}

r = x[(m+l..n]

mergesort (1, m) {recursdo)

mergesort {r,n-m)

i=1
j=1
para k = 1,.n {combinagio}

se lj < rj entdo
Xx = 13 i=i+1
sendo

-

Xk = r4; J o= j+l
(O cé6digo acima assume que existem elementos auxiliares (chamados sentinelas) tais

qQue lma1 = +oo = rp_my.)
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Vejamos se este algoritmo € mais eficiente que o “Ordenagio por Seiegﬁo" descrito acima.
Para simplificar a gnélise, suponhamos que n € da forma n = 2P, onde p € um inteiro positivo.
Seja T(n) a complexidade do algoritmo, expressa pelo nimero de passos necessérios 3 sua
execugiio. O algoritmo consiste em duas chamadas recursivas do mesmo algoritmo para
instancias de tamanho n/2, seguidas por uma etapa em que, a partir de dois conjuntos i
ordenados, deve-se obter sua unido, também ordenada. E ficil ver que esta unidio é obtida em

um nimero de passos que € proporcional a n. Logo, a complexidade T{»n) é dada por:
T(n) = 2T(n/2) + kn,

on.< k ¢ uma constante. - Por sua vez, T{(n/2) ¢ dada por
T{n/2) = 2T(n/4) + kn/2 ,

o que fornece
T(n) = 4T(n/4) + 2kn.

Continuando o mesmo processo, obtemos sucessivamente:

T(n)=8T(n/8) + 3kn

T(n) = 2PT(n/2P) + pkn = nT(1) + k (logg n) n.
Dal, concluimos que:

T(n) =0 (nlogn).
Como o crescimento da sequéncia n log n é mais lento que o de n2 (no sentido que

nlogn
2 =0,

;lzl_I)Bo este algoritmo € superior ao anterior do ponto de vista assintético.

A andlise acima € caracteristica de algoritmos recursivos do tipo dividir-para-conquistar,

isto €, de algoritmos que possuem a seguinte estrutura:

Algoritmo Dividir-para-Conquistar:
+ SEPARACAO: decompor a instincia do problema em duas instincias de tamanhos menores;
« RECURSAQ: aplicar recursivamente o mesmo algoritmo para cada uma destas instdncias;

* COMBINACAO: combinar os resultados para obter a solugfo da instincia original.
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Uma andlise andloga a utilizada para o Mergesort fornece o seguinte resultado para

algoritnos com esta estrutura:

Teorema 1.1: Se um algoritmo recursivo do tipo dividir-para-conquistar para resolver um
problema decompde wma instdncia de tamanho n em duas insténcias de tamanho n/2 do mesmo
problema, e se o processamento necessdrio @ execucdo das etapas de SEPARA CAO e
COMBINACAO tem, no total, complexidade O(n), entdo o algoritmo resultante tem complexidade

O(n log n).

Utilizaremos este principio diversas vezes nos préximos capitulos para obter algoritmos

com esta complexidade.

Um outro algoritmo para ordenagio que também utiliza o paradigma de dividir para
conquistar € o chamado Quicksort {Ho). Seu nome ¢ indicativo do bom desempenho
alcangado pelo algoritmo na prética. Neste algoritmo, toma-se um elemento do conjunto (por
exemplo, x1) ¢ a etapa de SEPARACAO consiste em dividir o conjunto a ser ordenado em dois
subconjuntos: o primeiro € composto por todos os elementos menores que X1 ¢ o segundo por
todos os elementos maiores ou iguais a x1. Cada um destes conjuntos € ordenado utilizando
recursivamente o mesmo algoritmo. A etapa de COMBINAGAO € completamente trivial neste
algoritmo, j4 que a sequéncia ordenada consiste em listar os elementos (j4 ordenados) que sio
menores que x), seguidos pelos elementos (também j4 ordenados) que sdo maiores ou iguais a
x1. Uma descrigio mais precisa do algoritmo ¢ dada a seguir. O algoritmo consiste em chamar
quicksort (1,n), onde quicksort (z,s) € dado por:

Algoritmo 1.3: quicksort(r,s)

se s £ r entdo retorne {caso basico}
Vv = Xp

i=r

j = s+l

repita {separacdo}

repita i = i+l até x3 2 v
repita j = j-1 até X3 S v
troque xj com xj

até j £ 1

troque xi com xj
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troque xj com xg
quicksort (r,i-1) {recursio}
quicksort (i+1, s)

Obs: ndo hd uma etapa explicita de combinagdo.

(O c6digo acima assume sentinelas xg < x; < Xp..1.)

O bom desempenho deste algoritmo na prética se deve 2o fato de que, caso os elementos a
serem ordenados sejam escolhidos aleatoriamente em um certo conjunto, o processo de
separagao tende a dividir o conjunto dado em dois conjuntos com aproximadamente o mesmo
mimero de elementos. Como o processamento da separagio requer O(n) passos, uma anglise
semelhante & desenvolvida acima permite demonstrar que a complexidade média do algoritmo ¢
O(n log n) (sob a suposigio de que os elementos a serem ordenados s3o independentemente

escolhidos segundo alguma distribuigio de probabilidade).

No entanto, a complexidade deste algoritmo no pior caso é O(n2). Para se constatar este
fato, basta observar que, caso o conjunto j4 esteja ordenado, o algoritmo descrito acima vai
executar n—1 separagdes. A primeira exige n—1 comparages, a segunda n—2, e assim por

diante, num total de O(n2) comparagbes.

Consideremos agora a variagio do problema de ordenago na qual desejamos obter
solugbes parciais. Mais precisamente, queremos ordenar um conjunto Xi, X2, ..., X de
niimeros reais, examinando os elementos x; um de cada vez, de tal forma que, ap6s examinar
x;, j& tenhamos ordenado xj, x2, ..., x;. Algoritmos deste tipo de sio chamados
incrementais ou on-line. O algoritmo de ordenacdo por inser¢iao descrito abaixo resolve
o problema de ordenag#o incremental em tempo quadrético:

Algoritmo 1.4: Ordenaciao por Insercao
para i = 2,.n-1
v o= }‘:i
§ m i
enquanto xj-1 > v
X3 = Xj-1
i=3j-1t
Xj - v

‘ (O cédigo acima assume sentinela xp < x;f.)
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Este algoritmo descobre a posigdo correta para x; no segmento x 1..%{~] a0 mesmo tempo
que o coloca 14. Poderiamos utilizar o fato que este segmento inicial est4 ordenado para acelerar
esta busca, usando pesquisa bindria, por exemplo. Entretanto, esta modifica¢do nio altera a
complexidade pois continuamos levando um tempo linear para colocar x; na posigio correta,
Poderfamos, entdo, tentar usar uma lista encadeada para evitar este movimento. No entanto, nio
€& possfvel fazer busca bindria em listas encadeadas.

Felizmente, existem estruturas de dados capazes de realizar pesquisas e insergGes em
tempo logaritmico. Estas estruturas de dados sdo, em geral, drvores bin4rias modificadas de
modo a garantir equilibrio. A implementagio destas drvores balanceadas ¢ delicada e foge
a0 escopo deste texto (para uma discussao completa, veja, por exemplo, [Me, S1).

Usando érvores balanceadas, € possfvel implementar algoritmos incrementais 6timos para
ordenagdo. Na realidade, drvores bafanceadas resolvem o problema de ordenagio dindmica
(no qual € permitido retirar elementos j4 inseridos) de maneira 6tima pois sdo capazes de realizar
insergdes, remogdes e pesquisas em tempo O(log n).

A existéncia de estruturas de dados capazes de serem pesquisadas e atualizadas em tempo
logar{tmico ¢ fundamental para vérios algortimos 6timos em geometria computacional, ainda
que, as vezes, seja questiondvel o uso destas estruturas sofisticadas em problemas préticos,
dada a dificuldade de implementagio.

1.4 Cotas inferiores

Na ssgéo anterior descrevemos diversos algoritmos para o problema de ordenagio. O
melhor dentre os algoritmos obtidos (Mergesort) foi capaz de ordenar n nimeros em tempo
O(n log n). Uma pergunta cabivel neste ponto € se existe algum algoritmo para o problema de
ordenagio que tenha desempenho assintético superior ao do Mergesort. Mais exatamente,
gostariamos de saber qual € a menor complexidade assintética possivel entre todos os algoritmos
que resolvem o problema de ordenagdo. Caso seja possivel obter uma resposta a esta pergunta,
estaremos em condiges de falar a respeito da complexidade assintética intrinseca ao problema
de ordenagio.

Obter a complexidade de um problema (isto €, obter um algoritmo para ele cuja
complexidade seja uma cota inferior entre as complexidades de todos os algoritmos possiveis
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para o problema) €, em geral, uma tarefa dificil. Uma vez mais, esta complexidade € expressa

de forma assintética.

Defini¢do 1.2: Dizemos que a complexidade de um problema P tem cota inferior dada por
£Xfln)) se existe uma constante k tal que todo algoritmo que resolve P requer pelo menos kfn)
passos para resolver alguma instdncia de tamanho n. Dizemos que a complexidade de P ¢
6(f(n)) se, além disso, existir um algoritmo de complexidade O(fin)) para P (neste caso,

dizemos que este algoritmo € 6timo para P).

A obtengdo de resultados neste sentido exige cuidados maiores ao se especificar a classe
de algoritmos considerados. Uma escolha adequada para Geometria Computacional € a classe
das 4drvores de decisdes algébricas, consideradas na segdo 1.2 (todos os algoritmos de
ordenagdo vistos na segdo anterior podem ser simulados usando tal modelo, j4 que eles ytilizam
apenas comparagoes). Para tal familia de algoritmos, € possivel obter resultados que

estabelecem cotas inferiores para problemas de interesse, incluindo o problema de ordenagio.

Teorema 1.2: Sob o modelo de drvores algébricas de decisdo, o problema de ordenagdo tem
complexidade &(n log n) (logo, o algoritmo Mergesort, que tem esta complexidade, é étimo

para o problema).

Prova: A complexidade de uma 4rvore de decisio € dada pela sua profundidade p, isto &, pela

profundidade méxima de uma de suas folhas. No caso do problema de ordenagao, cada uma

das folhas da 4rvore de decisZo deverd estar associada a uma possivel ordenacgio dos n .
elementos. Como hd n! ordenagbes possiveis para um conjunto com n elementos, a irvore

possui no minimo n! folhas. Mas o nimero mdximo possivel de folhas numa 4rvore de

decisdes de profundidade p € obtido quando todas as folhas ocorrem a esta profundidade e cada

né que ndo € uma folha tem exatamente 2 descendentes. Neste caso, o mimero de folhas € igual

a0 niimero de nés A profundidade p, que € 2P.

Logo, a profundidade p de uma 4rvore de decisdo que possua pelo menos n! folhas
satisfaz:

20 > n!,
isto €,

p 2 logg (nl).
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Mas a aproximagio de Stirling para r! [GKP] fornece
nt=V2m (nley,
ou seja:
logz (n!) = loga (~N2m) +n logan—nlogge= knlogn
(onde a desigualdade vale para n suficientemente grande para qualquer & < 1).

Logo a complexidade p tem cota inferior £Xn log n). Como existe um algoritmo de
complexidade O(n log n), concluimos que a complexidade do problema de ordenagdo é
&nlog n). M

1.5 Redugao

Os resultados obtidos a respeito do problema de ordenagdo serfio iteis, nos préximos
capitulos, para estabelecer cotas inferiores para o problema de determinar o fecho convexo de
um conjunto de pontos e para o problema de obter uma triangulagio de um conjunto de pontos

do plano.

Para tal, recorreremos a um mecanismo que consiste em reduzir um problema a outro. A

definigdo a seguir estabelece este conceito.

Defini¢do 1.3: Um probiema P € redutivel (em tempo linear) a um problema P, se dada
uma instancia I3 de tamanho n de Py for possivel, em tempo O(n), obter uma instancia I de
P, tal que a resposta de P para I} possa ser obtida, em ternpo O(n), a partir da resposta de P
para I2. Neste caso, escrevemos Py e<g(n) P2, ou simplesmente Py o Py,

A idéia intuitiva por trds desta definigio € que, se P & redutivel a Py, entdo P épelo
menos tao facil"de resolver quanto P;. O teorema a seguir estabelece de que maneira pro-
priedades de complexidade computacional sio herdadas através do mecanismo de redugio. -

Teorema 1.3; SuponMs que Py e P sejam problemas tais que Py « Py, Entéo:

a) Se existe um algoritmo que resolve Py em O(f(n)) passos, entdo também existe um algoritmo
que resolve Py em O(f(n)) passos.
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b) Se qualquer algoritmo para Py requer, no pior caso, SAf(n)) passos, entdo qualquer
algoritmo para P também requer, no pior caso, LXf(n)) passos .

Prova:

a) Um algoritmo O{f{(n)) para P consiste simplesmente em concatenar o algoritmo que converte
instancias de P em instincias de Py, o algoritmo O(f(n)) para P ¢ o algoritmo que converte a
resposta de P2 na resposta correspondente de P,. Como a complexidade das etapas de
conversdo € O(n), a complexidade total do algoritmo permanece O(f{n)).

b) Se houvesse um algoritmo capaz de resolver P em tempo assintoticamente inferior a f(n),
pela parte () também haveria um tal algoritmo para Pj, o que contradiz a hip6tese de Py
requerer 2(f(n)) passos. W

Nos préximos capitulos, mostraremos que o problema de ordenagao pode ser reduzido a
diversos problemas importantes de Geometria Computacional; desta forma seremos capazes de
obler uma cota inferior £Xn log n) para tais problemas, utilizando os resultados dos Teoremas

1.z e 1.3, Isto nos permitird discutir a existéncia de algoritmos 6timos para eles.

Nem sempre, no entanto, € possivel utilizar o problema de ordenagio para estabelecer
cotas inferiores para problemas de interesse em Geometria Computacional. Uma andlise mais
sofisticada pode ser necessdria. Um resultado de Ben-Or [BQOJ, que utiliza métodos de Geome-
tria Algébrica, € muitas vezes empregado para estabelecer cotas inferiores para a complexidade
destes problemas. Estes teoremas e suas aplicagdes fogem ao escopo deste trabatho (ver [Me]).

Exercicios

1. No texto, a andlise de complexidade para Mergesort foi feita para n = 27. Complete a anélise

para n qualquer.

2. Faga uma anélise de complexidade para o algoritmo de ordenagio por insercdo, verificando
que ele leva tempo quadrdtico no pior caso (dé um exemplo de um pior caso). Em contraste com
ordenagdo por selegdo, este algoritmo pode levar muito menos tempo para alguns conjuntos; em
particular, ordenaggo por insergdo € muito rdpida para conjuntos quase ordenados. Tente
calcular o niimero exato de comparagdes feitas no caso geral. [Sugestdo: estd relacionado com o
nimero de inversoes da permutagfo original [S].]
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Neste capftulo introduzimos o elenco de construgSes elementares que servird de base aos
w.goritmos introduzidos nos préximos capitulos. Cada uma destas construgdes elementares
envolve um nimero fixo das operagbes elementares sobre niimeros reais introduzidas no
capitulo 1. Desta forma, conforme o discutido anteriormente, elas podem ser incorporadas ao
conjunto de operagdes elementares sem alterar a andlise de complexidade assintética dos
problemas e algoritmos.

Algoritmos geométricos frequentemente necessitam estabelecer a posigdo relativa de

[0

objetos geométricos. Perguntas do tipo: “o ponto p € interior ao tridngulo abc?”, “‘os segmentos

ab e cd se interceptam?” sio comuns na execugio de algoritmos. Como cada figura geométrica
¢ representada aavés das coordenadas dos pontos que a definem, as respostas a perguntas
deste tipo sdo obtidas utilizando técnicas elementares de Geometria Analftica.

Estas técnicas podem ser implementadas a partir de operagGes com vetores, em especial
usando os conceitos de norma euclidiana, produto escalar ¢ (no caso de R2 e R3) produto

vetorial. Descrevemos neste capftulo um conjunto bésico de operagdes primitivas.

2.1 Operagdes com vetores

Consideramos como primitivas operagdes que retornem o resultado de operagdes com

vetores, incluindo:
somavetorial (x, y) =x+y
multescalar (1, x) = Ax

prodescalar (x,y)=xy =21 Y1+ X2 Y2 +... ¥Xn ¥n

2

2 2
norma (x) = llx i -_-,\/xl +Xg+ .t X,
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onde x = (x1, *2, ..., ¥n) € ¥ = (1, ¥2, ..., ¥n) s80 vetores do R" e A é um némero real.

2.2 Distancias e angulos

Com auxilio das primitivas acima, podemos imediatamente escrever outras fungdes
capazes de retornar disténcias e angulos. Podemos, por exemplo, definir as primitivas:

distdncia (x, ¥) = norma (x — y),

que retorna a distancia entre pontos x ey do R™ e
. x.
angulo (x, ) = arc cos (ﬁ;ﬂ’ﬁ ).

A primitiva acima é motivada pela identidade
x.y=lxilllyicos 9,

onde x e ¥ sio vetores do RZouR3e 8¢ o angulo (no sentido usual da Geometria) formado

por eles. Note que o dngulo entre dois vetores toma valores no intervalo [0, .

2.3 Angulos orientados no plano

O conceito de angulo caracterizado acima com auxilio de produto escalar utiliza uma
fungdo simétrica em x e y, sendo, portanto, incapaz de distinguir a orientago relativade x e y.
No plano, é muitas vezes importante tomar angulos orientados. O problema a seguir, por
exemplo, serd utilizado no capitulo 3 para obtengio do fecho convexo de um conjunto de pontos

do plano:

ORDENACAO POLAR: Dados vetores X1, X9, ..., Xp do Rz, ordend-los angularmente no
sentido anti-hordrio.

A primitiva 4ngulo entre vetores nio & particularmente ttil para construir algoritmos para
este problema. Observe, por exemplo, que, em ambas as configurages da figura 2.1, os
valores de angulo (x, y), angulo (x, z) e 4ngulo (9, 2) sdo respectivamente iguais.

Dado um vetor x = (x1, x3) = 0 de R2, o dngulo orientado definido por x €
representado por &ngulo (x) e € igual ao comprimento do arco correspondente no cfrculo
unitério, orientado no sentido anti-hordrio e tomado a partir do eixo horizontal. Observe que,
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¥ A z |
x - of
- e .
z Y i |

Figura 2.1 - Angulos entre vetores ndo determinarn orientago relativa,

representando o vetor unitdrio na diregdo do semi-eixo horizontal positivo por & = (1,0), temos:
. angulo (i, x) sexg >0
éngulo (x) = {— angulo (u, x) sex2<0

onde

X u.x —
angulo (u, x) = arc cOS(nuu lell)=arc cos ( {_—21 z)'
X1 +x2

Note que a fungdo dngulo definida acima toma valores no intervalo (-7, 7).

De poss2 Za primitive ngulo orientade, ~ probloma de ordenagdo polar € facilmente
resolvido. Parz cada vetor a; determinamos &ngulc () e ordenamos o conjunto de valores
reais resuliante utilizando Mergesort. Resulta daf um algoritmo O(n log n) para ordenagio

polar.

2.4 Pseudo-ingulos

E importante fazer algumas observagdes sobre as primitivas dngulo entre vetores e dngulo
orientado definidas acima. Como definidas, ela fazem uso da fungio transcendente arc cos que,
embora presente nas bibliotecas de fungdes mateméticas que acompanham as diversas
linguagens de programagio, possui duas desvantagens. A primeira € que tal fungdo, ndo sendo
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algébrica, ndo faz parte do elenco de operagdes elementares de nosso modelo computacional
teérico; a segunda € que, em grande parte dos problemas de interesse em Geometria
Computacional, tudo que necessitamos € ser capaz de comparar 4ngulos. Para tal finalidade, o
conceito de dngulo entre vetores pode ser substituido por uma outra medida que seja uma fungdo
monétona do 4ngulo entre eles. Podemos, por exemplo, utilizar a prépria fungéo cosseno ou,

para manter o sentido das desigualdades,
RO =1—cos @ (0<6<m),
que define uma primitiva que podemos chamar de pseudo-dngulo, dada por:

) x.
pseudo-dngulo (x,y) = 1 - m—%’m ’

A fungdo f definida acima é uma fungdo monétona crescente de 8 ¢ toma valores no
intervalo [0, 2]. O cdlculo da nova primitiva pseudo-dngulo envolve apenas operagdes
aritméticas e extragdo de raiz quadradal, o que significa que, além de estar incluida em nosso
modelo computacional, apresentard, na prética, um menor tempo de cxécuqe’io. A partir desta
primitiva pseudo-angulo podemos igualmente definir sua versio orientada.

No entanto, preferimos apresentar uma outra alternativa, com um maior apelo geométrico.
Como vimos anteriormente, o dngulo orientado correspondente a x € igual ao comprimento do
arco orientado correspondente, tomado sobre o circulo unitdrio centrado na origem. Se
substituirmos o circulo vnitério por qualquer outra curva continua que satisfaga a propriedade de
que cada semi-reta partindo da origem a corta em um tinico ponto (isto €, por uma curva que
seja o grafico de uma fungdo em coordenadas polares), a medida do arco tomado sobre esta
curva serd uma fungdo monétona do arco tomado sobre o circulo unitdrio. Em consequéncia,

esta nova fungdo pseudo-dngulo poder4 ser utilizada para comparar dngulos orientados.

Por exemplo, podemos tomar nosso pseudo-dngulo como medido ao longo do quadrado
de vértices (1, 1), (-1, 1), (<1, -1) e (1, —1) (veja a figura 2.2), o que define uma fungio
definida para todo vetor ndo-nulo x € R? ¢ tomando valores no intervalo (—4, 4], Pode-se
facilmente verificar {exercicio 1) que o célculo de pseudo-dngulo (x, ) pode ser feito de

modo a envolver apenas trés comparagdes, uma soma e uma divisao.

1 Mesmo a extrago da raiz quadrada poderia ser evitada, substituindo cos 8 por sinal (cos 6) cos2 6.
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(L1 Z (1,1)

—» pseudo-dngulo (x)

-1,-1) 1,-1)

Figura 2.2 — Pseudo-dngulos.

2.5 Produto vetorial

Uma outra forma para determinar orientagdo relativa de vetores no RZ e R3 consiste em
empregar produtos vetoriais. O produto vetorial & a operagdo x: R3— R definida por:

(x1, 22, x3) X (¥1, ¥2, ¥3) = (x2y3 — x3y2, X3¥1 — X1¥3, X1y2 — X2y1).

O resultado do produto vetorial de dois vetores ndo colineares x € ¥ do R3 ¢ um vetor
simultaneamente ortogonal a x ey ¢ orientado de tal modo que a orientagio do triedro
determinado por &, ¥ e x X %, nesta ordem, € a mesma do triedro definido pelos eixos x, y e 2
(figura 2.3). Como usualmente os eixos sdo escolhidos de modo a formar um triedro positivo -
(isto €, obedecendo 2 chamada regra da mio direita), o mesmo ocorrerd com X, ¥ € X X ¥

Uma aplicag@o desta propriedade do produto vetorial € na determinagdo da orientagdo
relativa de vetores de R2. Vetores de R2 podem ser identificados com os vetores de R> cuja
terceira componente € nula. O produto vetorial de dois vetores com terceira componente nula
tem as duas primeiras componentes nulas. Daf, podemos estender a operagio. de produto
vetorial para o R? tomando como resultado o valor escalar da terceira componente. Isto €,
definimos x: R?— R por (x1,x2) X (1, ¥2) = X1y2 — X2¥1.
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‘ x Xy
z #
y
x .

Figura 2.3 — Orientagdo de x X ¥.

O sinal positivo ou negativo do produto vetorial & X ¥ denota se o dngulo orientado de x
para y € positivo ou negativo, ou equivalentemente se ¥ estd A esquerda ou 2 direita de x
(figura 2.4).

Y x
x :
- y
(@ xxy>0:yaesquerdade x b)xxy>0:yadireitadex

Figura 2.4 - Significado do sinal de x x y.

Exemplo: Dados dois segmentos (abertos) ab e ¢d do plano, determinar se eles se

interceptam.

Solugdo: Os segmentos se interceptam se ¢ e d estdo em lados opostos em relagdo a ab e, ao
mesmo tempo, a ¢ b estio de lados opostos em relagdo a cd (figura 2.5). A primeira condigio
ocorre se os vetores ac ¢ ad tém orientagdo oposta com relagdo ao vetor ab. Isto &, se os
produtos vetoriais (@b x ac) e (eb x ad) tem sinais opostos. Analogamente, os produtos



Primitivas Geométricas 23

vetoriais (cd X ca) e (cd x cb) devem ter sinais opostos. Isto &, os segmentos se-interceptam
se € somente se (ab X ac) (ab x ad) <0 e (cd x ca) (cd X cb) < 0.

¢ b

Figura 2.5 — Intersegio de segmentos.

2.6 Areas orientadas de poligonos planos

Se, por um lado, o sinal do produto vetorial de dois vetores permite determinar sua
orientagéo relativa, o valor absoluto do produto vetorial, por outro lado, est4 relacionado com a

drea do paralelogramo definido por eles.

Esta relagiio entre drea ¢ produto vetorial provém do fato que a norma do produto vetorial

de dois vetoresx e y do R3 satisfaz:
lexyll=llxllllylsen8,
onde 8 € o dngulo formado porx e y.

Em consequéncia, a norma de x X y € igual & 4rea do paralelogramo formado porx e y
(ou , equivalentemente, ao dobro da 4rea do tridngulo definido por eles).
No caso de vetores x e ¥ do RZ, o valor do produto vetorial £ x y pode ser visto como a

drea orientada do paralelogramo definido por eles, que € positiva caso o angulo orientado de x

para y seja positivo e negativa em caso contrdrio.

Baseados neste fato, podemos obter expressdes que calculam 4reas de poligonos planos.

Comegamos com o seguinte resultado:



24 Capirulo 2

Teorema 2.1: Sejam py, p2 e p3 pontos do R? ouR3. Considere a expresséo

1
S=75 (op1x0p2 +0p2 X op3 + op3 X opy),

onde o0 € um ponto arbitrdrio. Entdo:

a) No caso do R3, S é um vetor normal ao plano de p1pep3, orientado positivamente em relagéo
ao tridngulo (isto €, de acordo com a regra da mdo direita aplicada ao sentido de rotacdo de
Dp1p2p3) e de norma igual @ drea de p1pop3.

b) No caso do R2, S é um escalar igual a drea orientada de p1pop3. Isto €, 1S é igual @ drea de
Dp1pap3 e S € positivo se e somente se Py, P2 € P3, nesta ordem, estdo no sentido anti-hordrio.
Prova: Qualquer que seja o ponto 0, temos:
pwp2xpwp3  =(op2-op1) x (op3-op1)
=0p2 X 0p3 —0Pg X 0p1—0P1 X 0P3 + 0P1 X 0P1
=0p1 X0p2 + 0p2 Xop3 + 0p3 Xopy.
Logo, S ='-'-21- (p1p2 X p1p3), 0 que imediatamente verifica as afirmages em (a) e (b). Observe

que o sentido de rotagdo de p1pg para p1p3, para efeito da regra da mio direita, coincide com o
sentido de rotagio do tridngulo p1pop3. m

Examinemos com mais detalhe a expressio dada no caso do R%. Se tomarmos o = 0,0,
obtemos a seguinte expressao para a drea S do tridngulo p1pops:

S =p1Xxp2+paxXp3+p3xpi1.
Tomando py = (x1, y1), p2 = (x2, y2), 3 = (3, ¥3), a expressio acima & equivalente a
S =x1y2 — x2y1 + x2y3 — Y2 + X3¥1 ~ X1¥3,

que pode ser descrita mnemonicamente pelo quadro:

x1x2x3x1|

! |
S=3 y1y2y3yi
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Frequentemente, empregamos a expressio acima com o (inico intuito de obter a orientagio
do tridngulo p1pop3. Em muitas aplicagdes € conveniente definir uma primitiva anti-hor4rio
(p1, P2, P3), que indica se o tridngulo p1pop3 € orientado positivamente (figura 2.6).

p2 B

p

p1
p3 ' p3

(a) sentido anti-horério (positivo) (b) sentido hordrio (negativo)

Figura 2.6 — Orientagdes de um tridngulo plano p1pgp3.

A férmula de 4rea de tridngulo vista acima pode ser generalizada para poligonos simples

quaisquer, dados através de sua lista de vértices.

Teorema 2.2: Seja p1p2 ... pn (n 2 3) wm poligono plano simples do R2 ou R3. Considere

a expressao

1
S =3 (op1 X 0p2 + Op2 X 0P3 + ... + OPp X OP1),

onde 0 é um ponto arbitrdrio. Entdo:

a) No caso do R3, S ¢ um vetor normal ao plano de D1P2...Pn, arientado positivamente em
relacdo ao poligono (isto é, de acordo com a regra da mdo direita aplicada ao seu sentido de

rotagéo) e de norma igual & sua drea.
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b) No caso do Rz, S ¢ um escalar igual @ drea orientada de DP1P2...pg. Isto é, 18| € igual  dreg
do poligono e S ¢ positivo se e somente se pi, D3, ..., P, nesta ordem, estdo no sentido anti-

hordrio.

Prova: O resultado € demonstrado por indugdo. A demonstragdo utiliza o seguinte lema, a ser
demonstrado no capitulo 4:

Lema: Todo poligono simples possui uma diagonal completamente contida no seu interior.

O resultado certamente é vilido para n = 3, pelo Teorema 2.1. Suponhamos, por
indugo, que o resultado € vélido para poligonos com menos de n vértices e consideremos o
poligono de n vértices pipa...pn. Pelo Lema, p1ps...py admite uma diagonal completamente
contida no seu interior. Sem perda de generalidade, podemos supor que tal diagonal é pyp;.
Entdo a diagonal p1p; divide o poligono em dois poligonos com menos de n vértices: D1p3...p;
€ P1Pi...Pn Para os quais, pela hipétese de indugio, o resultado € vélido (veja a figura 2.7).

Isto €:

1
"=5(0p1 X opg +0pg X op3 + ... + 0p; X 0p7) e
1
S'"= 5 (0p1 X Op; + 0p; X OPj41+ ... + 0Py X 0P1)

sdo vetores de mesma diregdo e sentido (ji que pyp2...pj e P1Di...pn slo coplanares e possuem

a mesma orientagdo) cujas normas representam, respectivamente, as 4reas de p1p2..p;c
Pipi...pn.
Portanto, 8" + 5" ¢ um vetor, ainda com a mesma diregio e sentido, cuja norma € igual 3

drea de pipg...pp- Mas:

S+ S"=% (op1 x0p2 + 0p2 X 0p3 + ... + 0py, X 0p1) = S,

0 que verifica o resultado. Il

Suponhamos agora que o polfgono pips...pn esteja no R2, com p; = (x;, y;). Tomando
0 =(0,0), a drea orientada de p1p3...pn € dada por:

S =p1Xp2+p2XP3+ ...+ Pp-1 X Py + Pn X p1

=X1Y2 —X2¥1 + X2Y3 —X3Y2 + ... + Xn—1¥n — Xn¥n-1+ In¥1 — X1¥n,
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pl

Figura 2.7 — Decompondo o poligono simples por meio de uma diagonal.

que pode, novamente, ser representada pelo quadro mneménico

x1%2...Xn x1|

1
5=3 |y152.. ya 11

Observamos que este resultado pode ser generalizado para o célculo de volumes de poliedros
(veja o exercicio 2).

2.7 Coordenadas baricéntricas

Um problema importante em Geometria Computacional é determinar se um dado ponto
pertence ao interior de um dado poligono simples. Na préxima segdo tratamos este problema
para um poligono qualquer. A, examinamos .. .a soli.;d0 especifica para o caso em que ©

poligonc € um tridngulo, recorrende as chamadas -n-rde-zdas baricéntricas.

Teorema 2.3: Sejam p1, pg € pg pontos ndo colinzares da R2. Entdo cada ponto p do plano
pode ser escrito de modo iinico na forma
P =Ap1+ Aop2 + A3ps,

onde A1, A2 e A3 sdo nikmeros reais satisfazendo A1 + A3 + A3 = 1. Os coeficientes A1, M ¢ A3

sdo denominados as coordenadas baricéntricas de p em relagdo a p1, p2 e p3.
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(Observe que, se massas iguais a A1, A2 e A3 sdo colocadas em p1, p2 e p3, entdo o baricentro
dessa configuragdo é o ponto p).

Prova: Basta observar que, dados p, p1,p2ep3(sendop =(x,y)ep;i= (x;, ¥i), I = 1,2,3),
os termos (41, A2, A3) satisfazendo as condigdes dadas sdo solugdes do seguinte sisterna de trés

equagbes a trés incégnitas:
Aix1 + Ao + Az = x
A1 + Ay + Asys = y
M + A2 + A3 =1

O determinante do sistema é:

X1%9%3
_ _ x1x2x3x1i
D= lnyzys) = |y1y2y3y1 ’

que representa o dobro da drea do tridingulo p1p2p3 e €, portanto, ndo-nulo. Logo o sistema

dado tem solugdo tnica para cada p.

Os valores de A1, A2 € 43 podem ser facilmente obtidos no sistema anterior utilizando a

regra de Cramer. Temos, por exemplo,

xx9x3
Yy2¥3
111
X1X2%3

Y1y2¥3
111

_ Sppong
Spipops’

1=

onde Sppops € Spipopa $80 as dreas orientadas dos ridngulos ppaps € p1paps, respectivamente.

Analogamente, temos

As expressGes acima permitem associar o sinal das coordenadas baricéntricas com as
regides do plano determinadas pelas retas que contém os lados do tridngulo. Por exemplo,
A1> 0 se e s6 se o trifingulo ppapg tem a mesma orientagdo de p1pop3, o que ocorre quando p

estd no mesmo semi-plano de p) em relagdo a reta que contém pop3. A figura 2.8 mostra as
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diversas regiGes do plano e os sinais correspondentes das coordenadas baricéntricas. Observe

que a localizagio de um ponto em relagdo ao tridngulo ¢ imediata a partir de suas coordenadas

baricéntricas. Como tais coordenadas sdo facilmente obtidas a partir das primitivas que

calculam 4reas orientadas, seu uso fomece uma forma compacta de efetuar tal localizagio (veja,

por exemplo, o exercicio 4).

A1>0
2>0
A3<0

M<0
2>0
A3<0

/

A<0
2>0
A3>0

Figura 2.8 — Sinais das coordenadas baricéntricas.

D3

Al<0
A2<0
A3>0

Terminamos esta se¢ao observando que as coordenadas baricéntricas de um ponto podem

ser interpretadas como imagens da transformagio afim T R25 R3 al que T(p1) =(1, 0, 0),
T(p2) = (0, 1, 0) e T(p3) = (0, 0, 1). Tal ransformagdo & injetiva e leva o R? no plano de

equagaox +y +2 = 1.




30 o Capltulo 2

2.8 Localizacdo de pontos em relagio a poligonos

Consideremos novamente o problema PONTO EM POLIGONO, em que desejamos determi-

nar se um ponto p € interior, exterior ou estd na fronteira do poligono simples P = pyps.. pp,.

O problema faz sentido, j4 que uma linha poligonal fechada e simples é uma curva de
Jordan e, como tal, separa o plano em duas regies conexas € abertas, uma limitada e a outra

ndo, ambas tendo a curva poligonal como fronteira (ver, por exemplo, [He]).

Uma solugio para o problema consiste em considerar uma semi-reta L partindo de p e
determinar seus pontos de interse¢do com a linha poligonal. Se p coincidir com um destes
pontos de interse¢do, concluimos que ele estd na fronteira de P. Sendo, basta contar quantas
vezes a semi-Teta atravessa a poligonal. No infinito, L se encontra na regido exterior. Logo, se

o niimero de cruzamentos for impar, o ponto p € interior; caso contririo, p € exterior.

—— e — = —- e m e e W e - e e e e e e

a P b

Figura 2.9 — Problerna PONTO EM POLIGONO.

!
Para obter um algoritmo baseado na descrigdo acima, € necessdrio ter cuidado com alguns

detalhes. J4 que L € arbitrdria, optamos por tomar a semi-reta horizontal
L={x0,y0)+t(1,0) 1 £20)},

para simplificar o cdlculo dos pontos de intersegdo. Os pontos de intersegdo de L com a linha
poligonal sdo obtidos calculando o ponto de intersegio de L com cada lado do poligono.
Surgem dificuldades quando L contém vértices do poligono. Quando um ponto de intersecio €
um vértice, ndo € necessariamente verdade que L passe do interior para o exterior (ou vice-

versa) naquele ponto. No caso da figura 2.9, por exemplo, o ponto a ndo deve ser contado
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como ponto de intersegio, enquanto b deve. Problemas surgem também quando L, contém um

lado do poligono.

Uma forma pritica de solucionar os conflitos acima € a seguinte: a intersegdo de um lado
Dipi+1 com L € contada somente se ela ocorrer em um ponto que nio seja de ordenada minima

em p;pi+1. A figura 2.10 mostra cada caso possivel e o niimero de intersegdes correspondente.

Note que os diversos casos de cruzamento sio corretamente considerados.

Casos

Nimero de
Intersegtes

- - - -

0o 2 1 0 2

Figura 2.10 — Casos de cruzamento e niimero de intersegdes.

Temos entdo o seguinte algoritmo:

Algoritmo 2.1: Ponto-em-poligono (P, p)
dados: p = (xg, ¥o); Pi =

(i, yi), 1 = 1,..., n; pn+1 = P1.

inicializacgdo: N = 0

para i = 1.

se yi # yi+1 entdo

.n

{teste cada lado pjpi+1 de P}

{lado ndo & horizontall

{x, ¥) = a intersecdo de pjpi+]1 com L

se x = xg entdo

PO € da fronteira: PARE.

sendo, se x > xp € y > min{xj, xj+]1} entdo {ndo tem y minimo)

N = N+1.

sendo, se p pertence ao lado horizontal pjpi+] entdo

p &€ da fronteira: PARE.

se N é impar, entdo p é interior a P; sendo, p & exterior.

31
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Uma outra alternativa para resolver PONTO EM POLIGONO consiste em recorrer a nogio de
indice de rotagdo. Dada uma linha poligonal fechada L = p1ps...pn (ndo necessariamente
simples) e um ponto p n3o pertencente a ela, definimos o indice de rotagdo de p em relagio a

L como
1 2
K=5- Elé(pavpm)

onde Z(p;ppi+1) denota o dngulo orientado do vetor pp; para o vetor pp;;1 € onde tomamos
Pn+1=pP1.

Como cada dngulo orientado acima é igual ao comprimento do arco orientado obtido
projetando dois vértices consecutivos sobre um circulo de raio 1 centrado em p, a2 soma de
todos os dngulos corresponde a2 um niimero inteiro de voltas no circulo. Logo, x certamente €
um nimero inteiro.

No caso especifico de L determinar um poligono simples (isto €, de ndo possuir auto-

interse¢oes) vale o seguinte:

Teorema 2.4: Seja P = p1pa...pn um poligono simples e seja p um ponto que ndo pertence Q
fronteirade P. Entdo o fndice de rotagdo X de p é igual a0, 1 ou-le

a) p é interior se e somente se K =+ 1.

b) p € exterior se e somente se X = Q.

Prova: Suponhamos que p1p2...pp seja orientado no sentido positivo € que o ponto p seja
interior a p1p2...pn. Para calcular a soma de todos os dngulos orientados determinados por
lados do poligono, consideramos todos as semi-retas com origem em p e passando por vértices
do poligono. Isto divide o circulo em um certo niimero (n, a menos de casos degenerados) de

setores com interiores disjuntos, cuja unido cobre o circulo (figura 2.11).

A comrﬁmigio de cada um destes setores para a soma dos angulos orientados corresponde
a diferenga entre o nimero de vezes que um lado do poligono atravessa o setor no sentido
positivo e o niimero de vezes em que ele € atravessado no sentido negativo. Tomemos qualquer
setor e uma semi-reta L interna a ele, com origem em p. Como p € interior ao tridngulo, o

nimero de intersegGes de lados do poligono com L é fmpar. Cada vez que L “sai” do poligono,
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cruza um lado orientado no sentido positivo ¢ cada vez que “entra”, cruza um lado orientado no
sentido negativo. Como o niimero de saidas é exatamente um a mais que o nimero de entradas,
a contribuigo do setor € igual a seu comprimento. Logo a soma de todos os angulos orientados
Z(pippis1) € igual a 27 e o indice de rotagio de p € 1.

Figura 2.11 — Calculando o fndice de rotagio.

Caso o ponto seja interior, a semi-reta L descrita acima serd cortada um nimero par de
vezes, metade correspondente a eniradas e metade a saidas, o que faz com que 2 contribuigdo de
[y

cada setor seja zero. Isto €, o indice de rotagdo € igual a O para pontos interiores ao poligono. m

E bom frisar que a andlise acima continua valendo se empregamos pseudo-gngulos no

1ugar de dngulos.
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Os dois algoritmos descritos nesta segio resolvem o problema de determinar a posigio de
um ponto em relagdo a um poligono simples de n lados em tempo O(n). De um modo geral, 0
primeiro algoritio € mais robusto. A descontinuidade do indice de rotagdo na fronteira do
poligono torna o segundo método altamente instdvel para pontos situados préximos a fronteira
(especialmente se eles estdo préximos de vértices). Por esta razo, o segundo método s6 pode
ser aplicado com seguranga se a proximidade da fronteira for controlada antes de aplicar o

algoritmo.

Exercicios f

1. Implemente a primitiva pseudo-angulo introduzida na scgﬁo 2.4. Tente utilizar o menor

ndmero possivel de operagdes aritméticas e comparagdes.

2. Escreva um algoritmo entre(u, v, w), que dados vetores u, v e w do Rz, retorma ERRO se
u e v s3o colineares, SIM se w estd no dngulo convexo determinado por u e v e NAO. caso

contrério.

3. a) Mostre que o volume de um tetraedro p1p2p3p4 do espago tridimensional é dado por
V= %; (0p1 x 0p2 + 0p2 X 0p3 + 03 X 04 + 0P4 X OPY),

onde 0 é um ponto arbitrdrio do R3,

b) Seja P um poliedro do espago tridimensional, com faces Fj, Fa, ..., Fp,. Mostre que o

volume de P ¢ dado por:
m
V= E V(F i)»
=1

onde V(F}) € expresso por

1
V(F;) = 6 (op1 X 0p2 + 0P2 X OP3 + ... + OPn—1 X 0Py + 0Py, X 0P1),

onde o € um ponto arbitrdrio € p1, p2, ..., Pn, 30 0Os vértices de F;, tomados na ordem anti-

hordria quando observados de fora do poliedro.

[Sugestdo: Triangule o poliedro; isto é, decomponha-o em tetraedros. ]
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4. Escreva um algoritmo que utiliza coordenadas baricéntricas para localizar um ponto em
relagdo 2 um tridngulo.

5. O problema de clipping (ou recorte, ou cerceamento) € extremamente relevante em
Computagdo Gréfica. Dada uma curva e um poligono, deseja-se saber que porgdes desta curva
sdo interiores ao poligono. Neste problema, consideraremos o caso particular em que a curva &
um segmento de reta e o poligono € um tridngulo.

Consideremos um tridngulo de vértices Py, Ps e P3 e um segmento de extremos A e B.

Sejam (a1, a2, a3) € (81, B2, B3) as coordenadas baricéntricas de A e B em relagio a P1, Pre
Ps,

Pi P2

2) Que condigdo deve ser satisfeita para que o segmento AB esteja completamente contido no
wifingulo?

b) Encontre condigdes sob as quais podemos garantir que o segmento AB ¢ completamente
exterior ao tridngulo.

~.¢) Caso 05 testes em (a) e (b} falhern. necessitaremos obter as intersegdes de AB com as retas
que contém o3 lades do trifingulo. Digs romo detenningr cada um destes pontos de interseiiio,

em fungdo dus coordenadas baricinmicas de A ¢ B,
- 6. a) Escreva um algoriinio que determina se dois tridngulos do plano sdo disjuntos.

b) Faga o mesmo para tridngulos no espago.
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7. Sejam dados pontos distintos Py, P, ..., Pn, do plano. D& um algoritmo para verificar se o

poligono formado por estes pontos, na ordem indicada, € convexo (seu algoritmo deve ser

linear em n).

8. Suponha que, ao aplicar o algoritmo que determina a posi¢do de um ponto p em relag@o a um
poligono simples P = p1p3...p, baseado no nimero de intersegdes de uma semi-reta com os
lados de P, armazenamos apenas o primeiro ponto de intersegfo « (isto €, o mais préximo de
Ppo) € o lado pipi+1 em que ele ocorre. Mostre que, sabendo que P € orientado no sentido-
hordrio, esta informagio € suficiente para decidir se p € interno, externo ou esté na fronteira
de P.

9. Extenda os algoritmos de localizagdo de ponto e relagio a poligono para determinar se um
ponto do R3¢ interior, exterior ou estd na fronteira de um poliedro, dado através de sua lista de

faces.
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Neste capftulo examinamos o problema de determinar o fecho convexo de um conjunto
finito de pontos, isto €, 0 menor conjunto convexo que contém tais pontos. A determinagio do
fecho convexo, além de ser um importante problema para as aplicagbes, permite examinar
algumas das técnicas algoritmicas fundamentais em Geometria Computacional.

3.1 Preliminares

Inicialmente, estabelecemos algumas definigdes a respeito de convexidade. O leitor pode

consultar, por exemplo, {Ro] para uma vis3o mais completa do assunto.

Um conjunto K do R”™ ¢ convexo se quaisquer que sejamxe K,ye Ke0<A<1,
tem-se Ax + (1-A)y € K (isto ¢, se combinagdes convexas de elementos de K pertencem a
K). Um ponto w € K ¢ um ponto extremo (ou um vértice) de K se ndo pode ser expresso

como combinago convexa de elementos de K distintos de w.

Uma familia particular de conjuntos convexos € constituida pelos poliedros convexos.
Um poliedro convexo € a intersegdo de um niimero finito de semi-espa¢os (um semi-
espago € um conjunto da forma {(x1, x2, ..., Xp) laix; + @2x2 +...epxp £6}). Um
poliedro limitado é chamado de politopo. Poligonos convexos planos € poliedros do espago

tridimensional sdo casos particulares de poliedros convexos.

O fecho convexo de um conjunto finito C= {p1, P2, .... Pm)} de pontos do R ¢

) m
conv(C) = (A1p1 + AgD2 + «o. + Ambm | 420 e 3 A =1).
. i=1

{isto &, conv(C) € o conjunto de todas as combinagdes convexas de elementos de C).
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E f4cil verificar que o fecho convexo de um conjunto finito C fica inteiramente
caracterizado pelos seus pontos extremos, que s3o necessariamente elementos de C. Isto é, se
C’ = {pe Cp é extremo}, entdo conv(C") = conv(C) (exercicio 2).

O resultado fundamental a seguir, cuja demonstragiio pode ser encontrada em [Ro],

estabelece a equivaléncia entre fechos convexos de conjuntos finitos ¢ politopos.

Teorema 3.1: O fecho convexo de um conjunto finito é um politopo. Reciprocamente, todo
politopo é o fecho convexo do conjunto (finito) de seus pontos extremos.

Embora politopos fiquem completamente caracterizados através de seus vértices ou das
equagdes dos hiperplanos que limitam os semi-espagos, consideramos que descrever um
poliedro consiste em descrever a sua estrutura facial, que completamente caracteriza a fronteira.
Uma face (ou um conjunto extremo) de um conjunto convexo C é um subconjunto convexo
F de C cujos elementos podem ser descritos como combinagdes convexas de elementos de C
somente se estes elementos pertencem a F. Pode-se demonstrar que cada face de C é dada pela

intersegdo de C com um semi-espago que o contenha.

Note que cada ponto extremo de um conjunto convexo determina uma face de dimensio 0.
(A dimensao de um subconjunto S de R? ¢ a dimensio do espago vetorial gerado pelos vetores

da forma x —y, onde x € y sdo elementos de S.)

Dado um poliedro de dimensdo d, suas faces de dimensdo 0 sfo, como vimos, chamadas
de vértices; as faces de dimensdo 1 sio as arestas e as faces de dimensio d~1 sdo chamadas
de facetas. Descrever a estrutura facial de um poliedro consiste em descrever suas faces de

todas as dimensdes e as relagdes de incidéncia entre elas.

Neste trabalho, consideramos apenas golicdros de dimensdo 2 e 3. Poliedros de
dimensdo 2 sdo poligonos convexos, possuem apenas faces de dimensdo 0 (vértices) e 1
(arestas ou lados), ¢ sua estrutura facial € descrita por uma lista circular
v1a1v22203a304a4..Vpa VU1, Que caracteriza a incidéncia de seus vértices e arestas. Em
consequéncia, a descrigdo de um poligono convexo de n lados requer uma estrutura de dados

que ocupa espago O(n).
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Poliedros de dimensdo 3 possuem faces de dimensdo 0 (vértices), i (arestas) ¢ 2 (facetas,
ou simplesmente faces). A descrigdo das faces e sua incidéncia € um pouco mais complexa do

que no caso poligonal. Na se¢fo 3.4, discutimos formas eficientes de armazenar tal descrigio.

3.2 Fecho convexo bidimensional: complexidade

Nesta segéio € na seguinte consideramos o seguinte problema

FECHO CONVEXO BIDIMENSIONAL (FC2D): Dado um conjunto C = {p1, p2, ..., pn} de
pontos do plano, obter o fecho convexo de C.

Resdlver este problema consiste em determinar quais dos pontos de C sdo vértices de
conv(C) ¢ ordenar estes pontos circularmente, de acordo com sua ocorréncia na fronteira de
conv(C).

O pardgrafo anterior sugere um algoritmo 6bvio (mas extremamente ineficiente) para
resolver FC2D. Observe que um ponto p; € vértice de conv(C) se € somente se ndo pertence a

nenhum dos (n 51) tridngulos com vértices escolhidos em C \ {p;}. A determinacio dos

vértices de conv(C) pode ser feita, portanto, em tempo proporcional a:
-1
n ("3 )=0 .

Uma vez obtidos os vértices (sem perda de generalidade, suponha que eles sdo os m

primeiros pontos), basta ordend-los no sentido anti-hordrio. Para tal, basta tomar um ponto
n

R . 1 -

interior a conv(C) (por exemplo, o baricentro 0 = =y Z pi) e ordenar ciclicamente os vetores
t=1

op], ..., 0pp em torno deste ponto.—Como vimos no capitulo 1, este segundo passo requer

apenas tempo O(n log n).

Como veremos a seguir, o segundo passo do algoritmo grosseiro descrito acima captura
toda a complexidade computacional do problema. Isto €, veremos que a complexidade do
problema FC2D € dada por © (n log n). NHo ¢ surpreendente que n log n seja uma cota inferior
para a complexidade de FC2D. Afinal de contas, parece intuitivamente 6bvio que a resolugiio de
FC2D requeira ordenar n vetores 2D, o que € pelo menos tdo complexo quanto ordenar n

nlimeros reais.
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De fato, podemos utilizar qualquer algoritmo que resolva FC2D para, com tempo adicional
de processamento O(n), ordenar um conjunto de n elementos: dados nimeros reais x, X2, ...,
%p, formamos o conjunto C = (p1, p2, ..., Prn}, onde p; = (x;, xf) e aplicamos o algoritmo

que encontra o fecho convexo dos pontos p; (veja a figura 3.1). Cada um dos p; é um vértice
de conv(C) e o algoritmo para FC2D ordena os p; circularmente de acordo com suas abscissas
x;. Basta entdo, em tempo linear, obter o ponto de menor abscissa e ler, em ordem, as

abscissas dos vértices.

.
.
1
1
.
»
.
.
3
.
.
.
.
.

Figura 3.1 - Reduzindo ORDENAGAO a FC2D.

O argumento acima mostra que

ORDENAGAO o< FC2D,
0 que demonstra que FC2D € pelo menos tdo complexo como ORDENAGAOQ, que necessita tempo
£2(n log n) no pior caso. Desta forma, acabamos de demonstrar o seguinte:
Teorema 3.2: Determinar o fecho convexo de um conjunto de n pontos do plano requer, no
pior caso, £Xn log n) passos. B

Observe que este resultado implica, trivialmente, que a determinagdo do fecho convexo em
d dimensdes requer tempo pelo menos Q(n log n), j4 que o R? pode ser mapeado no
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subconjunto de R%em que as dltimas d-2 componentes sdo nulas. Como veremos a seguir,
este limite anterior pode ser atingido nos casos d =2 e d = 3. Para uma discussdo a respeito do
caso d-dimensional, ver [PS].

3.3 Fecho convexo bidimensional: algoritmos

Algoritmo de Jarvis

A primeira idéia que examinaremos para obter um algoritmo eficiente para FC2D é procurar
imitar o processo pelo qual o problema seria resolvido através de construgdes geométricas
tradicionais, utilizando papel, 14pis e (neste caso) apenas uma régua.

A idéia mais 6bvia ¢, primeiro, obter um dos vértices, como o ponto extremo em uma das
dire¢des (um ponto-com estas caracteristicas € necessariamente extremo, pois ndo pode ser
descrito como combinagdo convexa de outros pontos do conjunto). Podemos, por exemplo,
tomar o ponto de menor ordenada (suponhamos que tal ponto seja p;). Se houver mais de um
ponto com a mesma ordenada minima, tomarnos entre eles o de maior abscissa. O ponto que se
segue a pi no fecho convexo no sentido anti-hordrio pode ser obtido da seguinte forma.
Tomamos a semi-reta paralela ao semi-eixo horizontal positivo Ox passando por p; e giramos
tal semi-reta em torno de p1 no sentido anti-horério até que um ponto p2 seja atingido (no caso
de mais de um poqto se encontrar sobre a semi-reta tomamos o mais distante de p1). Note que,
necessariamente p)p2 € uma aresta de conv(C) (¢ um conjunto extremo de dimensdo 1) e
portanto, p2 € o préximo vértice do fecho convexo. Agora, a partir de p7, giramos a semi-reta
obtida prolongando pp2, também no sentido anti-hordrio, até determinar p3, € assim por

diante, até que retornemos ao ponto p) (veja a figura 3.2).

Este algoritmo é conhecido como algoritmo de Jarvis [Ja] e é descrito mais
formalmente a seguir. Nesta descri¢do, utilizamos a fung@o pxéximo (pg, v), que retorna o
ponto p de C tal que Angulo(v, pop) seja minimo (isto €, o ponto obtido girando uma semi-reta
em torno de po, a partir da diregio dada por v). Observe que, uma vez determinado o ponto
inicial py do fecho convexo-como o ponto de ordenada minima, o seu sucessor no fecho

convexo pode ser obtido chamando préximo (pg, (1, 0)).
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pl

Figura 3.2 — Algoritmo de Jarvis.

Algoritmo 3.1: (Algoritmo de Jarvis)
‘p1 = ponto de ordenada minima
p2 = préximo (p1, .(1,0)) . s
i w2 )
- repita .
Pi+1 = proximo (pi, pi-1pi)
) i= i+l
‘a_té que pi = p1.
O algoritmo acima determina corretamente o fecho convexo de um conjunio C de n
" pontos do plaho, mas ndo € 6timo. A determinégéo do vértice seguinte requer tempo O(n).
Como € possivel que cada ponto de C seja vériice, esta determinag@o ocorre também O(n)
.vezes, daf resultando um algaritmo O(n2), que reflete uma complexidade superior 2 cota inferior
“de O(n log n). '

Na pritica, no entanto, o algoritmo de Jarvis pode ter um bom desempenho. Sua
complexidade pode ser descrita como sendo O(vn), onde v € o niimero de vértices de conv(C),

que pode ser bem menor que n. Por exemplo, pode-se demonstrar que, se 0s » pontos sdo
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escolhidos aleatoriamente, e sdo independente e uniformemente distribuidos sobre o quadrado
unitério, entdo o valor esperado de v € O(log n). Neste caso, portanto, o algoritmo de Jarvis
funciona, na média, em tempo O(n log n). Veja o capitulo 4 de [PS] para uma discussio mais
abrangente do assunto.

Algoritmo de Graham

Nesta subsegio examinamos um algoritmo que procura explorar, de modo explicito, a
relagdo-entre ORDENACAO e FC2D. Na se¢fo anterior, vimos um algoritmo ineficiente que fazia
isto e que operava ordenando os vértices depois de encontrd-los. A idéia chave no algoritmo de
Graham € a seguinte: a determinagZo dos pontos extremos pode ser feita de modo eficiente se os
pontos py, p2, ..., Pp, tiverem sido previamente ordenados polarmente em torno de um ponto
interior ao seu fecho convexo.

A determinagdo de um ponto o interior ao fecho convexo ndo oferece problemas. Por

n

. 1 @ — :
exemplo, o baricentro 0 = - Z pi € um ponto interior ao fecho convexo, obtido em tempo
i=1

O(n).

Suponhamos, entdo, que os pontos pi, P2, ..., Pn estejam ordenados polarmente em
torno de o no sentido anti-hordrio (em caso de mais de um ponto estar no mesmo raio partindo
de o, tomamos apenas o mais distante de o, descartando os demais). Como vimos no

capftulo 1, esta ordenagéo pode ser executada em tempo O(n log n).

O resultado da etapa de ordenagdo € um poligono que pode ser visto como uma primeira
aproximag#o de conv(C). O poligono resultante p...pn possui a propriedade de que existe um
ponto interno (0) que “v&” cada vértice do poligono (figura 3.3). Poligonos que satisfazem esta
propriedade s3o chamados estrelados. Desta forma, a etapa de ordenagio reduz o problema
de encontrar o fecho convexo de {p1, p2, ..., Pn} a0 problema (com mais estrutura) de
encontrar o fecho convexo de um polfgono estrelado. Este problema tem mais estrutura que o
anterior porque a ordem dos vértices em conv(C) é a dada pela ordenagio polar e o problema se
resume em determinar quais dos pontos de C sdo efetivamente vértices de conv(C).
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Figura 3.3 — Obtendo um poligono estrelado.

Para obter um algoritmo eficiente paré este novo problema, fazemos a seguinte
observagdo. Um poh’gonq simples py...pn é convexo se e somente se cada angulo interno
Z(pi-1Pipi+1) € convexo. Isto &, se cada tridngulo DPi-1PiPi+1 tem a mesma orientagao que o
poligono. Além disso, se um vértice p; de p1p3...p, viola esta condigdo, entéio certamente p;

ndo € vértice de conv(p1...pp) (ver exercicio 3).

Baseados nesta observagio, podemos obter o seguinte algoritmo para encontrar o fecho
convexo de um poligono estrelado P = p1p;...pn: testamos se o angulo interno em cada p; é
convexo; em caso afirmativo, o poligono estrelado é convexo e portanto € igual a conv(P); caso
contrério, removemos de P um ponto p; que viola a condicio de convexidade e repetimos o
teste para o novo poligono estrelado. O processo continua até que todos os pontos restantes

determinem angulos convexos; neste ponto, conv(P) terd sido determinado.

O algoritmo esbogado acima tem um ponto crucial: se, em um poligono estrelado
P1..pi...pn, TEMOVEmMOS o vértice p; de um angulo cdncavo, entdo o poligono restante
P1P2---Pi-1Pi+1...Pn € novamente um poligono estrelado. Isto permite a redugdo sucessiva do
tamanho do poligono estrelado até tornd-lo convexo. O algoritmo resultante tem complexidade

O(n?2), ja que a verificagdo de convexidade requer tempo O(n) € o niimero de pontos a remover
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¢ também O(n). Além disso, € ficil conceber um exemplo em que estas cotas superiores sejam
atingidas. "~

No chtai-nto, € possivel reescrever o algoritmo acima de modo a transforméd-lo num
algoritmo linear, evitando voltar 2 estaca zero cada vez que um ponto p; € retirado do
conjunto C. Comegamos determinando um vértice de conv{C) (por exemplo, escolhendo o
vértice de maior abscissa). Sem perda de generalidade, suponhamos que pj seja o vértice
escolhido. Desta forma, o &ngulo Z(p,p1p2) € necessariamente convexo. O algoritmo
examina sucessivamente os vértices pa2, p3, ..., até ?ncontrar um p; para o qual o &ngulo interno
correspondente ndo seja convexo. Neste ponto, ao invés de recomegar todo o processo,
observamos que a remogao-de p; apenas afeta o teste de convexidade do vértice imediatamente
anterior p;_1. Se o dngulo p;-7p;-1Pi+1 continuar sendo convexo, o algoritmo pode continuar,
examinando o dngulo em p;,1. Se o angulo em p;_) for céncavo, Di-1 € eliminado € o dngulo

em seu predecessor reavaliado.

As idéias acima produzem um algoritmo, devido a Graham [G], que € descrito mais

formalmente a seguir.

Algoritmo 3.2: (Algoritmo de Graham)

Pn+l = P1 {feche o ciclo}

q1 = p1 fP1 € um ponto do fecho convexo}
q2 = p2 {inclua p2 tentativamente} .
h=2 ‘

para i = 3..n+l

enquanto h > 1 e Z{(gh-19nhpi) ndo for convexo

h=h-1 {remova gp}
h=h+1
9h = Pi {inclua pj tentativamente}

Ao final do algoritmo acima, ¢ contém os A vértices do fecho convexo. Note que €

possivel usar p no lugar de q j4 que k é sempre menor que i.

A figura 3.4 mostra diversos passos obtidos quando se aplica este algoritmo ao poligono

estrelado da figura 3.3,



(a) o algoritmo comega por pj € avanga até p3)
encontrando apenas angulos convexos.

(b) ao chegar a p4, observa que p3 deve ser
eliminado.

(c) agora o predecessor de p4 € p2, que tambémy
¢ eliminado.

(d) o algoritmo avanga de novo, chegando até
P7-

() o ponto, pg € eliminado, mas p5 passa no
teste.

(f) o algoritmo avanga até p; sem encontrar
outras concavidades.

Figura 3.4 ~ Algoritrno de Graham.
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Teorema 3.3: O algoritmo de Graham corretamente encontra o fecho convexo de um polfgono
estrelado p\p3...pn em O(n) passos.

Prova: Note, inicialmente, que o algoritmo termina por que os dois Joops sdo limitados. Além
disso, cada ponto € incluido ou eliminado da lista ¢ no méximo uma vez, ¢ que mostra que o
algoritmo € linear. Finalmente, como apenas pontos que podem ser vértices so incluidos em ¢
e como todos os dngulos nos vértices gy, ...., ¢» determinam um Angulo convexo com seu

antecessor e seu sucessor, a lista g final € o fecho convexo de pyp2..pn. B

Desta forma, o algoritmo que consiste em ordenar polarmente os pontos de G e, em
seguida, uplicar o algoritmo de Graham, obtém o fecho convexo de C em tempo O(n log n) ¢ €,
portanto, étimo para FC2D.

O algoritmo acima mostra que a cota inferior de Q(n log n) para um algoritmo capaz de
resolver FC2D se aplica apenas para o problema geral, em que os n pontos de C ndo satisfazem
qualquer propriedade adicional. Como vimos acima, caso se pos-sua a informag#o adicional que
os pontos sdo, na ordem dada, vértices de um poligono estrelado, a complexidade do algoritmo
pode ser reduzida para O(n). O mesmo ocorre para poligonos simples em geral. Isto €,
sabendo que p1p2...pn ¢ um poligono simplés (nesta ordem), € possivel encontrar o fecho
convexa de pip2...pn em tempo O(n), com um algoritmo apresentado por Graham ¢ Yao
[GY]. No entanto, o algoritmo é bem mais complexo do que 0 que apresentamos acima.

Algoritmos do tipo Dividir-para-Conquistar

Nesta segio, examinamos algoritmos para FC2D que usam, de forma explicita, o
paradigma de dividir-para-conquistar. A idéia bésica ¢ dividir o conjunto C em conjuntos
menores Cj e Ca (SEPARACAO), obter seus fechos convexos conv(Ci) e conv(Ca)
(RECURSAO), e combiné-los de modo a obter conv(C) (COMBINACAQ). O passo mais
importante é o de COMBINAGAO, onde, dados poligonos convexos Py e P2, desejamos obter
conv (P U Pa).

Examinaremos dois algoritmos que implementam estas idéias. Estes algoritmos guardam
uma estreita analogia com os algoritmos do tipo dividir-para-conquistar que apresentamos para o

problema de ordenagdo. O primeiro algoritmo, conhecido como Quickhull (¢em analogia com
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Quicksort), separa C em dois conjuntos de tal modo que a obtengio de conv(Cy L C7) seja
trivial, a partir de conv(C1) e conv{C3) {em compensago, tal algoritmo ndo tem controle sobre
os tamanhos de Cj e C e, por esta razdo, nfo consegue atingir a cota inferior de O(n logn)
para a complexidade). O segundo algoritmo, conhecido como Mergehull (em analogia com
Mergesort), consegue obter a complexidade de O(n log n), dividindo C em conjuntos de
mesmo tamanho e obtendo conv(C U C2) em tempo l_inear.

Algoritmo Quickhull

O algoritmo Quicksort descrito no capitulo 1 opera dividindo o conjunto C a ser ordenado
em dois subconjuntos Cy € C2. O conjunto C contém os elementos de C que sdo menores que
um certo elemento, enquanto C3 contém os demais elementos. Desta forma, uma vez tendo

ordenado C e C», para se ordenar C basta concatenar as listas ordenadas.

De maneira andloga, o algoritmo Quickhull recursivamente divide o conjunto C em
subconjuntos C) e C2 de forma que conv(C) possa ser obtido simplesmente concatenando as
listas de arestas de C e Cp. Para tal, basta observar que, se e ¢ d sio dois vértices quaisquer
de conv(C), entdo os conjuntos C; e Ca obtidos tomando os pontos de C que estdo em cada um

dos semiplanos determinados por ed possuem esta propriedade.
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Figura 3.5 — Subdividindo C.
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Para obter conV(Cl), subdividimos C1 da seguinte forma. Dentre todos os pontos de Cj,
tomamos &1 tal que o tridngulo ehd tenha drea mdxima (isto €, o ponto A cuja' distincia 2 reta
ed ¢ méxima) (figura 3.5). Caso haja mais de um ponto 4 com esta propriedade, tofnamos,
entre todos os pontos que determinam a 4rea m4xima, aquele para o qual o dngulo Z(h1ed) seja

médximo. Entdo:

i) o ponto k] certamente pertence a conv(C1). Note que a reta paralela a ed passando por 2] €
uma reta suporte de conv(C1) (nZo hd pontos de C1 acima desta reta). O ponto /1, mesmo
que no seja o Gnico ponto de Cy sobre a reta, certamente é o ponto mais 3 esquerda e, portanto,
€ um ponto extremo de conv(Cy).

ii) As retas ek ¢ A1d (consideradas orientadas desta maneira) dividem C; em trés
subconjuntos. Os pontos situados A direita de eh1 e a esquerda de A 1d nfio podem ser vértices
de conv(C1), jd que sdo interiores ao trifingulo ek 1d. Os pontos situados 4 esquerda de eh
formam um subconjunto que designaremos C11 enquanto os situados 2 direita de ~1d formam
um subconjunto C33. O fecho convexo de C1 pode, entdo, ser obtido simplesmente

concatenando os vértices em conv(C11) € conv(C22).

Para descrever o algoritmo reSuItan;c das idéias acima, utilizaremos a fungio
Quickhull(c, e, d). Seus argumentos sio dois pontos e € d do plano e um conjunto C de
pontos situados estritamente & esquerda de ed. A fungdo retoma a lista ordenada das arestas de
conv(C U {e,d}).}

Algoritmo 3.3: Quickhull(C, e, d)
Se C = {e, d}, retorne o segmento orientado ed
Sendo:

h = ponto de C tal que Sggn Seja méxima;

Ci1 = conjunto de pontos de C & esquerda de eh;

4
i

C» = conjunto de pontos de C a esquerda de hd:

Retorne QUICKHULL{Ci, e, h) concatenado com QUICKHULL(C,, h, d).

! Note que, para facilitar a descrigdo do algoritmo, decidimos ndo incluir os pontos e e d em C, o que difere
ligeiramente da exposigao dos pardgrafos anteriores.
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Captudo 3

Para obter o fecho convexo de um conjunto C podemos, por exemplo, encontrar uma

aresta ed de conv(C) (usando, por exemplo o algoritmo de Jarvis). Basta, entdo fazer uma
iinica chamada a Quickhull (C, e, d).

Uma outra possibilidade é escolher ¢ e d, respectivamente, como os pontos de abscissa
mfnima ¢ méxima em C e determinar os conjuntos C; e Cz, formado pelos pontos de C

situados acima e abaixo da reta ed, respectivamente. Para obter conv(C), basta entdo chamar
Quickhull(C;, e, d) €Quickhull(Cy, d, e) €concatenar os resultados.

A figura 3.6 mostra o resultado obtido ao se aplicar o algoritmo Quickhull a um conjunto
de pontos do R?, tendo sido empregada a segunda estratégia descrita acima para dar inicio ao

processo. Os vértices do fecho convexo (exceto e e d) sio representados por A;;_ . onde os

indices indicam em que nfvel de recursdo cada vértice foi encontrado. No caso da figura, o
vértice mais “profundo” foi encontrado no terceiro nivel de recursio.
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Figura 3.6 - Aplicando o algoritmo Quickhull.
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A analogia entre os algoritmos Quicksort ¢ Quickhull se manifesta também nos resultados
de complexidade computacional. Como Quicksort, Quickhull é um algoritmo simples de
implementar ¢ que funciona razoavelmente bem caso os pontos de C sejam escolhidos
aleatoriamente no plano. No entanto, no pior caso, seu desempenho € apenas O(n2). E
possivel que, em cada nivel de recursio, Quickhull divida C em dois conjuntos de forma
extremamente desiquilibrada: um dos conjuntos possui apenas os pontos d ¢ k& (onde A é o
ponto 2 distincia méxima de ed), estando todos os demais no outro conjunto (exercicio 3). Em
consequéncia, o algoritmo pode envolver um nimero linear de separagdes, cada uma delas

requerendo tempo linear, resultando daf desempenho apenas O(2).

Algoritmo Mergehull

Para garantir um desempenho O(n log ), um algoritmo de dividir-para-conquistar deve
separar o conjunto C em dois conjuntos Cj ¢ C3, cada um tendo a metade dos elementos. O
algoritmo Mergehull utiliza esta estratégia,

Algoritmo 3.4: Mergehull(C)

{SEPARAGAQ) Divida C em subconjuntos C1 e C2 de mesmo tamanho.
{RECURSAQ) Obtenha conv(Ci) e conv(C2).

{COMBINAGAO) Determine conv(C) a partir de conv(Cj) e conv(C2).

Em contraste com Quickhull, onde a etapa de COMBINAGAO ¢ trivial, a etapa crucial do
algoritmo descrito acima € aquela em que os fechos convexos de C e Co sdo combinados para
produzir o fecho convexo de C. Isto €, necessitamos um algoritmo eficiente para resolver o

seguinte problema:

FECHO CONVEXO DA UNIAO DE POLIGONOS CONVEXOS: Dados polfgonos convexos
Py e Py, obter o fecho convexo de Py L Ps.

Como vimos na discussiio sobre algoritmos do tipo dividir-para-conquistar (capitulo 1),
para que possamos garantir que Mergehull opera em tempo O(n log n) € necessério que
sejamos capazes de obter conv(P1\UP7) em tempo linear no niimero total de vértices de P e P;.

E 6bvio que conv(P1 U P2) pode ser obtido em tempo O(n log n), onde n é o nimiero

total de vértices de P e P;. Basta aplicar ao conjunto obtido reunindo os vértices de cada
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poligono qualquer dos algoritmos étimos para fecho convexo (por exemplo, o algoritmo de
Graham). No entanto, a etapa critica do algoritmo de Graham (responsavel pela complexidade
O(n log n)) € aquela em que os pontos do conjunto C' sio ordenados polarmente em tomno de
um ponto interior a conv(C). Como Pj e P; sdo poligonos convexos, os vértices de cada um ja
estdo ordenados em tomo de pontos interiores a cada um dos poligonos. A idéia € utilizar esta
informagéo adicional para, em tempo linear, obter uma lista em que todos os vértices estejam
polarmente ordenados em torno de um ponto pg de conv(P; U Pa)

Comegamos tomando um ponto pg interior a P (este ponto pode ser obtido, por
exemplo, tomando o baricentro do tridingulo determinado por trés vértices quaisquer de Pj).
Certamente pg ¢ também interior a conv(P1 U P2). Vamos admitir que os vértices de P; e Py
estejam ordenados no sentido anti-hordrio em cada poligono e mostrar como ordenar todos eles

em torno de po. H4 dois casos a considerar:
1) po também ¢€ interior a P (figura 3.7)

Neste caso, ambos os poligonos tém seus vértices ordenados em torno de po. Portanto,
para ordenar todos os vértices em uma lista comum, basta combinar as duas listas ordenadas, o

que certamente pode ser feito em tempo linear no nimero total de vértices de Py e Ps.

Figura 3.7 — P) ¢ P t€m vértices em ordem polar em torno de um ponto interior comum.
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i) po ndo € interior a P (figura 3.8).

Aécra P esté contido em um angulo de vértice po ¢ definido pelas semi-retas Dol € poy,
onde u e U sdo vértices de Pp. Os vértices u e v separam a lista de vértices de Po em duas
sublistas: uma ordenada segundo ngulos polares (em torno de pg) crescentes € a outra
ordenada segundo dngulos polares decrescentes. A segunda destas listas corresponde aos
vértices de P que sdo interiores ao tridngulo pouv e pode, portanto, ser descartada. A primeira
lista pode ser combinada com a lista dos vértices de Py em tempo O(%2), onde 7 € o niimero total
de vértices de P e P5.

Figura 3.8 — Os vértices de P entre © e v estdo ordenados em torno de pg.

Para obter os pontos u € v basta percorrer a lista de vértices de P», calculando o dngulo
orientado em torno de pg correspondente a cada vértice e determinando os pontos 1 € v onde a

monotonicidade da sequéncia de valores do angulo orientado é alterada. Note que, se nio
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houver alteragio de monotonicidade nesta sequéncia, podemos concluir que o ponto pg €
interior a P e aplicar a andlise em (i).

Temos assim o seguinte algoritmo:

Algoritmo 3.5: Fecho convexo da unidao de poligonos convexos (Py, P3)
1. Determine um ponto pgQ interior a Pj1.

2. Percoxra a lista de vértices de P2 determinando a sublista de extremos u
e v em que 08 dngulos polares em torno de pp estdo em ordem crescente
(caso pp seja interior a P2 todos os vértices de P2 estardo nesta
lista).

3. Combine a lista de vértices de P] e a lista obtida no passo 2 (ambas
ordenadas polarmente em torno de pg) em uma Gnica lista ordenada em
torno de pg.

4, Aplique o ultimo passo do algoritmo de Graham a esta lista ordenada.

Cada uma das etapas acima € executada em tempo O(n). Portanto, temos o seguinte:

Teorema 3.4: O fecho convexo da unido de dois polfgonos convexos P) e Py pode ser
determinado em tempo proporcional ao nimero total de vértices de Py e Py. Em consequéncia,
o algorimmo Mergehull determina o fecho convexo de um conjunto de pontos do plano em tempo
dtimo 6(nlogn). M

3.4 Fecho convexo no R3
Consideramos agora o seguinte problema:
FC3D: Dado um conjunto C de pontos p1, p2, ..., pn do R3, obter o fecho convexo de C .

Inicialmente, € necess4rio estabelecer, com precisdo, o que entendemos por “determinar”
conv(C). No caso plano, conv(C) ¢ descrito simplesmente através de uma lista ordenada (isto
¢, unidimensional) de seus vértices. Esta descrigdo imediatamente fornece a lista de lados de

conv(C) e permite determinar que pares de vértices ¢ arestas sdo adjancenes.

No caso de FC3D, ndo nos contentamos em determinar quais dos pontos de C so vértices
de conv(C). Desejamos obter uma quantidade de informagdo a respeito de conv(C) que permita

determinar imediatamente como os vértices de conv(C) estdo organizados. Isto €, como eles
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estdo agrupados determinando arestas e faces de conv(C). Na préxima segdo estudamos
estruturas de dados capazes de prover este tipo de informago.

Estruturas de dados para a fronteira de poliedros tridimensionais

Embora estejamos diretamente interessados na obtengdo de estruturas capazes de
representar poliedros tridimensionais convexos, a discussdo a seguir vale para poliedros mais
gerais. Especificamente, englobaremos em nossa discussio quaisquer poliedros conexos de
faces planas, que sejam topologicamente equivalentes a uma esfera e tais que a fronteira de cada
facc seja conexa. * A maior parte das abordagens aqui descritas podem ser estendidas para
poliedros mais gerais, mas esta discussio estd fora do escopo deste trabalho. O leitor deve
consultar um livro sobre Modelagem de Sélidos (por exemplo, [Ma)), para um tratamento mais
completo do assunto.

Lista de faces

A forma mais primitiva de descrever a fronteira de um poliedro tridimensional consiste em
listar os vértices de cada face. Exigimos que estas listas sejam orientadas de modo consistente.
Em geral, optamos por orientd-las no semi'do anti-hordrio quando observadas de fora do
poliedro (isto €, de modo que o vetor drea de cada face (introduzido no capitulo 1) esteja
orientado de dentro para fora do poliedro).

Ao invés de listar os vértices de cada face, muitas vezes se fornece uma lista dos vértices,
com suas coordenadas e, ao listar as faces, sdo dados apenas os nomes dos vértices respectivos.
Por exemplo, a figura 3.9 mostra um cubo unitdrio ¢ sua representagio através de listas de

vértices e faces.

Estruturas de Adjacéncia

A grande desvantagem da estrutura descrita anteriormente € que ela s6 contém um tipo de
informagdo de adjacéncia ente vértices, arestas e faces de um poliedro: dada uma face,
consegue-se listar os vértices desta face em tempo proporcional ao nimero de vértices. Qutras

questdes de adjacéncia, no entanto, requerem uma busca exaustiva na estrutura. Por exemplo,
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Figura 3.9 — Um cubo ¢ suas listas de vértices e faces.

para determinar as faces que sdo adjacentes a uma dada face F, é necessério percorrer cada face

em busca de uma aresta comum com F',

Para obter estas informagdes de adjacéncia da melhor forma possivel € necessdrio
reconhecer que a fronteira de um poliedro convexo tem a mesma estrutura de um diagrama

planar, isto é, da realizagio no plano de um grafo planar. A estrutura do diagrama planar
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associado a um poliedro define certas propriedades topolégicas do poliedro (ver, por exemplo,
[He]).” Por-esta razdo, estruturas de dados que descrevem tal diagrama sdo chamadas de
estruturas de dados topoldgicas.

Um diagrama planar divide o plano em faces, que sdo limitadas por arestas, que por sua
vez s80 limitadas por vértices. Por exemplo, a estrutura facial do cubo unitdrio da figura 3.9
pode ser representado através do diagrama da figura 3.10. O ntmero F de faces, A de arestas e
V de vértices de um diagrama planar determinado por um grafo conexo, estio relacionados
segundo a chamada fé6rmula de Euler:

V+F=A+2.

(veja, por exemplo, [Ha] para um estudo mais aprofundado sobre grafos planares e suas

realizagGes no plano.)

v8 all v7
a7 Fs
a3 a6
F4
v4 v3 P Fa
ar
a4 F a2 an
vl v2
al
a8 Fs
Vo a9 v6

Figura 3.10 — Diagrama planar representando um cubo.

Uma representagao eficiente de um diagrama planar deve ser capaz de produzir todas as
possiveis relagoes de adjacéncia entre vértices, arestas e faces de um diagrama em tempo 6timo.
Por exemplo, dadas duas faces do diagrama, deve-se poder determinar se elas sdo adjacentes em

tempo linear no niimero total de vértices destas faces. Dado um vértice, deve-se poder listar as
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faces que the sdo adjacentes em tempo proporcional ao seu niimero. A chave para tal eficiéncia
€ a representagio adequada dos ciclos de arestas em tomo de cada face e de cada vértice.

Diversas estruturas de dados foram propostas na literatura para esta finalidade (ver, por
exemplo, [Ma, GS, We]). Todas estas estruturas de dados tiram partido do fato que um
diagrama planar € orientdvel. Ou seja, ao percorrer as fronteiras das faces do diagrama no
sentido anti-horério?, cada aresta € percorrida duas vezes, uma vez em cada sentido.

Neste trabalho, utilizaremos a estrutura winged-edge (ou de “arestas aladas”)—a mais
cldssica delas. Introduzida por Baumgart [Ba), a estrutura winged-edge possui uma lista de
vértices, uma lista de faces e uma lista de arestas, organizadas da seguinte maneira :

Vértices: para cada vértice, sdo armazenados suas coordenadas (x1, X2, X3) ¢ uma das

arestas {av) que lhe sio incidentes:
Faces: para cada face, ¢ armazenada uma das arestas (af) que the s3o incidentes.

Arestas: a lista de arestas concentra a maior parte da informagio contida na estrutura. Cada
aresta @ € representada por um par de vértices (v1 e v2), dados por seus nomes. A ordem em
que estes vértices s#o dados fornece uma orientagdo para esta aresta. Baseado nesta orientagio,
a face adjacente 2 aresta ¢ e situada A sua esquerda serd representada por fcew
(counterclockwise, j& que a orientagio induzida por @ nesta face € anti-horéria), enquanto a face
situada a direita de @ € identificada por few (clockwise). Observe que a face feew é aquela na
qual @ induz uma orientago positiva. Para permitir a obtengio eficiente dos ciclos de arestas
adjacentes a cada vértice, a estrutura winged-edge contém os nomes das arestas que antecedem e
sucedem @ nas faces fccw e few. Assim, peew (previous counterclockwise) e ncew (next
counterclockwise) representam as arestas anterior e seguinte a @ no ciclo da face feew
(orientado de acordo com a orientagfo de a, isto &, no sentido horirio), €nquanto pcw e new
indicam as arestas anterior ¢ seguinte 2 aresta @ na face fcw (considerada orientada no sentido
positivo, ou seja, de modo oposto ao induzid: por a). A figura 3.11 ilustra o significado dos

campos Vi, v2, feew, fow, peew, ncew, pew e new.

2 Para a face ilimitada do diagrama, a fronteira deve ser percorridz .0 sentido kordrio; observe que, de forma
consistente com o que ocorre 1. ’s faces limitadas, o interior da face ilimitada estard sempre & esquerda de cada
aresta,
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peew neew
feew N
_—
vl 2
~—
few
ncw pew

Figura 3.11 - Informagdo associada a cada aresta na estrutura winged-edge.

T B

* A estrutura winged-edge correspondente a0 cubo da figura 3.9 & dada na figura 3.12. No
exercicio 11, o leitor € convidado a verificar que a estrutura winged-edge permite a obtengio
eficiente de informagdes relativas & adjacéncia de vértices, arestas e faces. Esta propriedade serd

~~ . gssencial’ para alguns algontmos que manipulam poliedros tridimensionais ou subdivisdes do
plano

3.5 Algoritmos para fecho convexo no R3

~ Como vimos na ségio 3.2, a cota inferior Q(n log n) que foi obtida para FC2D &
tnwalmeme vilida para dimenses d > 2. Nesta segdio examinaremos um algoritmo simples
para FC3D, que guarda um paralelo com o algoritmo de Jarvis e-que resolve FC3D em tempo
O(n2). Um outro algoritmo, bem mais complexo, que atinge a complexidade 6tima O(n log n)
serd descrito em linhas gerais. A discussio nesta segéo assume que os poliedros convexos a
serem gerados serdo armazcnados em uma estrutura tipo winged-edge.
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Figura 3.12 — Estrutura winged-edge correspondente ao cubo unitdrio.
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Algoritmo de Chand e Kapur (“Embrulho-para-Presente”)

A idéia bdsica deste algoritmo pode ser vista como a extensdo para dimensdes d > 2 do
passo fundamental do algoritmo de Jarvis. Embora a id€ia funcione para poliedros de dimensdo
arbitrdria, limitaremos nossa discussdo ao caso d = 3 (veja [PS] para o caso geral).

Suponhamos que, de alguma forma, tenhamos determinado uma face F de P = conv(C).
Se todas as faces adjacentes a F jd tiverem sido determinadas, entdo F j4 estd explorada. Caso
contrdrio, veremos a seguir como obter a face adjacente a F' em uma de suas arestas. O
algoritmo de gift-wrapping constr6i a fronteira de P gerando as faces adjacentes as j4 criadas,
até que todas as faces tenham sido exploradas. '

Seja @ = pypo uma aresta de F tal que a face adjacente a F' em a ainda € desconhecida.
Como F ¢ uma face de P, todos os pontos de C estdo situados em um dos semi-espagos
definidos por F. A face F” adjacente a F em a é tal que todos os pontos de C estdo situados em
um angulo diedral definido pelos planos de F e F”. Desta forma, dentre todos os semiplanos
determinados por a e por pontos de C, a face F” estd contida naquele que forma dngulo méximo
com o semiplano conduzido por ¢ e contendo F (veja a figura 3.13).

Para cada ponto p de C,' precisamos determinar o dngulo 6p € [0, n] que o semiplano
afa, p) definido por a € p forma com o semiplano F. Para tal, observamos que o dngulo entre
0s Vetores 1 € Np, noTmais a F e a(a, p), respectivamente, € igual a © — 8p. O vetor np pode

ser calculado através da expressdo

np=p1p XP1P2
¢ portanto
o np.n
€08 Op = = T it

A fim de maximizar o Angulo entre F e afa, p) devemos minimizar o seu cosseno. Isto €
o plano da face F” adjacente a F' em @ é determinado por a ¢ pelo ponto p tal que cos 6y

minimo.
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| RC

Figura 3.13 — Fazendo o “embrulho-para-presente”.

Caso este minimo seja atingido em um 1inico ponto p, a face F” € simplesmente o
ngulo de vértices py, p2 e p. Caso contrério, é necessdrio obter o fecho convexo do
junto C formado por p), p2 € todos os pontos p para os quais cos 8, € mfnimo. Este €
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um problema de determinagdo de fecho convexo em duas dimensdes e pode ser resolvido
aplicando-se qualquer dos algoritmos para FC2D ao conjunto Cp~ (talvez apés projetar os pontos
de Cp» em um dos planos xy, Xz ou y2).

O passo descrito acima (que chamaremos-de passo embrulho-para-presente) mostra
como expandir a descrigdo do fecho convexo a partir de uma face cujas faces vizinhas ndo
estiverem ainda determinadas. Isto €, mostramos como implementar uma fungfo “embrulho-
para-presente” (F, @) que, dadas uma face F' ¢ uma de suas arestas a, retorna a face F”

adjacente a Fem a.

Para que possamos escrever o algoritmo que gera conv(C), é necessdrio discutir um
detalhe: como obter uma primeira face F de conv(C) para dar infcio ao processo. Isto € andlogo
ao processo de obtengdo do primeiro vértice para o algoritmo de Jarvis.

Como no algoritmo de Jarvis, comegamos por determinar o ponto pj de coordenada z
minima. Tal ponto certamente é um vértice de conv(C). Consideremos, agora, a reta r,
paralela ao eixo x e contendo pj, € o semi-plano horizontal ¢ limitado pela reta r e orientado na
direqao positiva do eixo y. Giramos este semi-plano no sentido de y para 2z até encontrar um
segundo ponto p2 de C. Nesta posigdo, o € um plano suporte de conv(C). Em geral, teremos
entdo determinado uma aresta p1p; de P. (E f4cil lidar com os casos degenerados que podem
ocorrer: se mais de um ponto de C for atingido por « nesta posig¢do e se todos estiverem sobre a
mesma semi-reta, basta tomar como p3 o que estiver mais distante de py; se os pontos obtidos
nio estiverem sobre a mesma semi-reta, o fecho convexo destes pontos determina a face inicial.)
Agora giramos o novo scimi-plano @ em torno da aresta pyp2 até encontrar um ponto p3 de C,

que determina a face inicial desejada.

E interessante observar que o método descrito acima para a obtengio da face inicial pode
ser implementado empregando o passo de “embrulho-para-presente” para faces provisérias
obtidas através da introdugdo de vértices artificiais. O leitor pode verificar que obtengio dc
ponto p; a partir de p1 pode ser feita chamando o passo de “embrulho-para-presente” para ;
face F em que os vértices sdo, nesta ordem, pi, pi + (1,0,0) e p1 + (0,-1,0) e a aresta @ €
definida por pj € p1 + (1,0,0). Uma vez obtido p3, o ponto p3 ¢ obtido empregando o mesny
passo para a face de vértices pg, p1 e p1 + (-1,0,0) e para a aresta pop.
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Estamos prontos, entio, para escrever o algoritmo. Vamos utilizar uma estrutura do tipo
winged-edge para armazenar conv(C). A rigor, isto ndo é necessdrio para que o algoritmo
possa produzir a lista de todas as faces de conv(C). Na realidade, basta armazenar a lista de
faces e arestas j4 criadas (em cada caso, como listas de vértices). No entanto, a estrutura
winged-edge fornece uma forma natural de fazer esta armazenagem, com-a vantagem de que, 2o
final do processo, uma descri¢do topologicamente completa da fronteira de conv(C) estars

disponivel.

Quando uma nova face F de P ¢ gerada pelo passo “embrulho-para-presente”, suas
arestas sdo0 examinadas para verificar se elas pertencem a uma face j4 criada. Neste caso, a
informagdo correspondente aquela aresta fica completamente conhecida (jd que as duas faces a
ela adjacentes j4 foram determinadas). Caso contrério, dizemos que a aresta € livre. Cada face
recém-criada € colocada em uma fila #. A cada passo do algoritmo, uma face € retirada da fila e
a fungdo “embrulho-para-presente” € aplicada para cada uma de suas faces livres. O processo
termina quando a fila Ffica vazia. O algoritmo é [CK]:

Algoritmo . 3.6: Embrulho-para-Presente para FC3D
1. Inicializagdo:

Obtenha uma face inicial F para conv(C) aplicando a técnica descrita
acima. Cologue F em ¥ e na estrutura winged-edge, com todas as suas
arestas livres.

. Engquanto ¥ # @ repita
remova uma face F de F;
para cada érésta livre de F
determine a face adjacente F’, usando “embrulho—para-presente”'
coloque F’ assim gerada na fila %; :

coloque F’ na estrutura winged-edge, conectando-a com as faces
j& geradas que lhe sio adjacentes e determinando suas arestas
livres.

O algoritmo acima péra somente quando todas as faces de conv(C) tiverem sido
srminadas. Para analisar sua complexidade, observamos que os passos 5 ¢ 7 dominam 2
wplexidade do algoritmo. O passo “embrulho-para-presente”, executado em 5, é executado
néximo uma vez para cada aresta de conv(C). Como cada execugio demanda um tempo
) ¢ o mimero de arestas também é O(n), o trabalho total executado em 5 € O(n2). (Estamos
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omitindo o tempo necessério para a obtengdo dos fechos convexos bidimensionais a serem
executados caso a fungdo “embrulho-para-presente” encontre mais de um vértice determinando a
préxima face. Mas o trabalho total envolvido na determinagdo destes fechos convexos é
O(n log n), o que ndo altera nossa andlise.) Cada vez que uma face € criada, é necessério, no
passo 7, percorrer a estrutura de dados para verificar se suas arestas j4 foram criadas. Para
testar a j4 ocorréncia de uma aresta, é necessério tempo linear (j4 que o nimero de arestas &
O(n)). Como cada aresta € gerada exatamente duas vezes, o tempo total dispendido analisando
a jd existéncia de arestas é também O(n?). Logo -

Teorema 3.5: O algoritmo “embrulho-para-presente” corretamente determina o fecho convexo

de um conjunto de n pontos do R> em tempo O(n2). W

Na figura 3.14, indicamos diversos passos na obtengio do fecho convexo do conjunto de
pontos C = {(1,0,0), (-1,0,0), (0,1,0), (0,~1,0), (0,0,1), (0,0,-1)} através do algoritmo de
“embrulho-para-presente” (C ¢ o conjunto de vértices de um octaedro regular).

Na descrigdo do algoritmo “embrulho-para-presente” acima, recorremos a um algoritmo
para FC2D para lidar com o caso em que o plano da nova face a scf geraa;contém 2 ou mais
pontos de C (além dos vértices da aresta que lhe d4 origem). H4 uma outra estratégia a ser
adotada neste caso: escolhe-se qualquer destes pontos (desde que determine um tridngulo ndo
degenerado com a aresta em questdo) ¢ gera-se a face triangular correspondente. O resultado é
que, ao final do processo, o poliedro formado possivelmente possuird pares de faces contiguas
coplanares. Basta, entdo, percorrer cada aresta do poliedro e aglutinar as faces que lhe sdo
adjacentes, caso elas sejam coplanares. O trabalho total envolvido nesta tarefa € O(n) e ndo
afeta a complexidade do algoritmo. Deve-se frisar que, em muitas aplicagdes, este passo final €
desnecessdrio ou envolve a aglutinago de um niimero muito pequeno de faces. Por exemplo,
caso os pontos de C sejam gerados independentemente de acordo com alguma distribuigdo
continua de probabilidade, a probabilidade de que quatro 6u mais pontos sejam coplanares €

igual a zero.
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(a) os pontos dados sdo os vértices de um
octaedro regular. -

(b) a primeira face & énconn'ada pelo algoritmo.

(c) as trés faces vizinhas 3 primeira sdo
acrescentadas pelo algoritmo.

(d) o algoritmo prossegue, determinando as|
duas novas vizinhas da face assinalada.

(e) a peniiltima face € gerada, vizinha 2 face
Iassiualada.

(f) o algoritmo gera a ltima face do octaedro,
ao explorar a face assinalada.

Figura 3.14 — O algoritmo *

‘embrulho-para-presente”.
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Algoritmo de Preparata e Hong

Se a utilizagio de uma estrutura topolégica para armazenar conv(C) ndo € essencial para se
obter um algoritmo O(n2) para FC3D, ela parece ser essencial para um algoritmo capaz de
funcionar em tempo O(n log n).

O algoritmo de Preparata e Hong € um algoritmo do tipo dividir-para-conquistar para
FC3D. A estratégia € semelhante 4 empregada para o algoritmo Mergehull para FC2D, isto €,
segue a seguinte linha geral:

Algoritmo 3.7: Mergehull3D(C)

1. Se C possui k ou menos elementos, determine conv(C) diretamente (k & uma
constante arbitraria; por exemplo, podemos tomar k=4). )

2. Sendo divida o conjunto C em conjuntos C1 € C2, cada um com metade dos
elementos.

3. Recursivamente aplique Mergehull3D(Ci) e Mergehull3D(C2) para obter
conv(Cy) e convi{C2).

4. Combine os resultados obtidos em (3) de modo a obter conv{C).

No caso de Mergehull para FC2D, o algoritmo de Graham nos permitiu nio lidar
diretamente com o problema de combinar conv(C}) € conv(C5). Apenas usamos a informagio
dada por conv{C}) e conv(C?) a respeito da ordem polar dos véntices de cada poligono em torno
de um ponto interior para acelerar a primeira fase do algoritmo de Graham. Infelizmente, este

recurso ndo € generalizével para trés dimensdes.

Alternativamente, poderfamos ter empregado um método que usa de modo mais direto as
estruturas de conv(Cp) e conv(Cz) para obter conv(C). Para tal, incluiremos a hipdtese
adicional de que P} = conv(C) e P = conv(C>) sejam disjuntos. (Isto pode ser garantido em
Mergehull se o conjunto C € preprocessado de modo que seus elementos estejam
lexicograficamente ordenados3 com respeito s suas coordenadas x € y ¢ cada etapa de
subdivisio € feita com base nesta ordenagdo.) Entdo conv(C) € da forma

Uplp+]...UugVrUr+]...Us, onde 08 u;’s s30 vértices consecutivos de P, 0s v;’s sdo vértices

3 A ordem lexicogréfica ¢ uma ordem completa <em R” definida do seguinte modo:
(21,52, s Xn) <Y1, ¥2, wmYn) sC € sO seexiste §, 1 i <ntal quex; <yjexj =yjpara 1gj < 1 (isto ¢,
se na primeira coordenada i em que x e y diferem tem-se x; < y;).
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consecutivos de P2 ¢ 0s segmentos Uglr € Usip determinam as retas de suporte comum a Pre
P, (figura 3.15).

up

Up+l

vr
uq

Figura 3.15 - Determinando as retas de suporte comum,

Preparata e Hong mostraram que os pontos Up, Ug, Ur e Us podem ser obtidos em tempo
linear [PH]. Para tal, suponhamos (sem perda de generalidade) que x(u;) < x(v i), para
quaisquer vértices u; e vjde P1 e Py e que u) e v} sd0 os vértices de abscissa mdximaem F; e
Pj. Consideremos os lados ujus e v1vz. Se cada um destes lados esté abaixo da reta uivy,
entdo u1v) € necessariamente a reta de suporte comum superior aos dois poligonos. Senio,
avangamos em um poligono que vicia :sta condicdo (figura 3.15). No exercicio 12, pedimos
que o leitor transforme esta idéia em um algorimo e gue verifique que 0 mesmo obtém a reta de
suporte comum superior a £y e Pz em tempo linear no niimero total de vértices de Pie P,

O algoritmo de Preparata ¢ Hong para FC3D generaliza este argumento para o caso
widimensional (bem mais complexc). A subdivisio de Cem Cy e C; ¢ feita com base na ordem
lexicogréfica dos pontos e o passo crucial € a obteng&o do fecho convexo da unido de dois
poliedros tridimensionais disjuntos. Analogamente ao caso bidimensional, a fronteira de-

conv(C) € constitufda por uma porgdo conexa da fronteira de conv(C1), uma porgio conexa da
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fronteira de conv(C?7) e faces adicionais, que estdo contidas em planos de suporte comum a
conv(Cy) e conv(C2). A obtengio destas faces pode ser obtida pelo processo de “embrulho-
para-presente” descrito anteriormente, mas isto resultaria em um tempo de até O(n2) para reunir
conv(C) e conv(C3). No algoritmo de Preparata e Hong esta complexidade ¢ reduzida para
O(n), com auxilio de testes que permitem percorrer as estruturas winged-edge que armazenam
conv(C1) e conv(C7) sem jamais precisar recuar. Omitimos os detalhes e o leitor deve consultar
[PS] ou [PH]. No préximo capitulo descreveremos um algoritmo similar ao de Preparata ¢
Hong, para a obtengdo da triangulagio de Delaunay de um conjunto de pontos (na realidade, o
algoritmo que obtém a triangulag&o pode ser obtido como uma consequéncia do algoritmo de
Preparata e Hong; preferimos descrevé-lo com mais detalhes por ser mais simples entender seu

comportamento, devido a operar no plano).

Exercicios

1. O fecho convexo de um subconjunto qualquer C do R” é definido como o menor conjunto
convexo contendo C. Escreva precisamente o que isto quer dizer e mostre que o fecho convexo
existe e coincide com o conjunto de combinagdes convexas (finitas) de elementos de C.

2. Seja C um conjunto finito de pontos do R™ e seja C’ o conjunto de pontos extremos de
conv(C). Mostre que conv(C") = conv(C).

3. Seja P = p1p2...pn um poligono simples, orientado no sentido anti-hordrio. Suponha que o
angulo orientado de p;_1p; para p;p;+] € negativo. Mostre que p; nio € vértice de conv(P). A
reciproca € verdadeira?

4. Mostre que o algoritmo Quickhull pode precisar de um nimero quadrético de passos para

obter o fecho convexo de um conjunto de pontos.

5. Suponha que P = p1p;...pp € um poligono convexo. Considere o problema de localizar um
ponto p em relagdo ao poligono P (isto €, de determinar se p € interior, exterior ou pértence a
fronteira de P).

a) Mostre que @ problema pode ser resolvido em tempo O(log 72), caso os vértices de P estejam
armazenados em um vetor.

b) E se os vértices estdo armazenados segundo uma lista encadeada?
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6. a) Mostre que o fecho convexo de um conjunto de pontos do plano € o poligono simples de

menor drea que contém o conjunto.

b) Mostre qué o fecho convexo de um conjunto de pontos do plano é o poligono simples de

menor perimetro que contém o conjunto.
¢) Os resultados acima valem para outras dimensdes?

7. a) Mostre como construir um poligono simples passando por um conjunto de pontos no

plano. [Sugest3o: reveja a descri¢do do algoritmo de Graham.]

b) Considere as linhas poligonais fechadas com vértices em um conjunto fixo de pontos do

plano. Mostre que as poligonais de comprimento minimo sdo simples.

8. O que acontece quando se aplica o algoritmo de Graham a poligonos simples ndo
necessariamente estrelados?

9. A profundidade convexa de um ponto em relagio a um conjunto € definida da seguinte
forma:

— 0s pontos extremos temn profundidade 0;

— um ponto tem profundidade p se ele € ponto extremo do conjunto restante apés a
retirada dos pontos de profundidade 0, 1, ..., p-1.

Adapte o algoritmo de Jarvis para listar os pontos de um conjunto em ordem crescente de
profundidade convexa. Este algoritmo é 6timo?

10. Sejam py, p2, ..., P pontos do plano. Descreva um algoritmo linear que, determina se pj
€ um vértice do fecho convexo de {py, p2, ..., pn).

[Sugestdo: P € vértice de conv{py, p, ..., pr} se € s6 se existe uma reta r contendo pital
que P2, -..., Pp €stejam no mesmo semiplano determinado por r.)

11. Considere a estrutura winged-edge apresentada na segio 3.4.
a) Escreva um algoritmo que, dada uma face F, obtém seus vértices em tempo linear.

b) Escreva um algoritmo que, dado um vértice v, obtém todos os vértices adjacentes a v em
tempo linear.
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12. Sejam P e P dois poligonos convexos tais que os vértices de P t€m abscissas menores
que as abscissas de P;. Seguindo as idéias da segiio 3.4, escreva um algoritmo que obtenha sua

linha de suporte comum inferior (superior). Mostre que seu algoritmo € linear no niimero total
de vértices dos poligonos.






Triangulacoes

Neste capitulo estudamos como dar a uni conjunto de vetores {x1, X2, ..., Xn} do RY
uma estrutura anéloga & obtida ao ordenarmos um conjunto de nimeros reais. Na realidade,
trataremos apenas do caso bidimensional, mas a maior parte das idéias deste capitulo podem ser
generalizadas para dimensBes superiores. '

4.1 Introdugao

O tipo de estrutura que pretendemos generalizar € o que permite aproximar uma fungio
dada por uma série de observagdes esparsas. Sejam x1, x2, ..., x5 mimeros reais e vamos
supor que os valores de uma certa fungio f sdo conhecidos nestes pontos. A partir desta
informagfo, queremos estender f ao intervalo [m, M), onde m e M sio, respectivamente, o

minimo e o méximo dos x;'s.

Triangulagoes

O primeiro caso que consideramos ¢ aquele em que os valores tomados por f sdo
eXpressos por nimeros reais. Podemos, por exemplo, supor que f(x;) exprime a temperatura
observada no ponto x;. Neste caso, ¢ usual recorrermos a2 um esquema de interpolag:ﬁo para
estender f ao intervalo Im, M). O esquema de interpolagio mais simples ¢ interpolagio
‘inear, que estende f para uma fungdo F, linear por partes, cujo valor em cada ponto x; € igual
a f{x;). Para aplicar este método de interpolagdo, os valores x1, X2, ..., X, s30 ordenados, de
modo a delimitar os intervalos sobre os quais ¥ serd dado por uma fungio do primeiro grau
(figura 4.1). Entdo, representando por x(j), i = 1, ..., n, os valores ordenados dos x;’s, a
obtengdo de F(x) para x € [m, M] envolve determinar qual dos intervalos [xG) x(i+1)] contém
x, exprimir x na forma Ax(;) + (1-A)x(;+1) (onde 0 £ A £ 1), e entdo calcular F(x) = Afexiy) +
(1-Df ey
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Figura 4.1 - Ordenando para interpolar em R,

Consideremos agora o problema andlogo no RZ. Isto ¢, dado um conjunto C = {x1, x3,
- Xn} de pontos de R2 e valores reais f(x{), i = 1,..., n, obter uma fungéo F, linear por
partes, definida sobre um dominio adequado D, € tal que F(x;) = f(x;), i = 1,..., n. H4 uma
escolha natural para o domifnio D: o fecho convexo de C. No entanto, dado um ponto x €
conv(C), ndo € tio Gbvio como calcular F(x). Mantendo a analogia com o caso anterior, a idéia
é exprimir conv(C) como a unifo de um conjunto de tridngulos que formem um complexo
simplicial de dimenszo 2. Isto é: tais que a intersegdo de dois tridngulos ndo disjuntos seja
um vértice ou um lado comum a eles (figura 4.2). Uma vez obtidos estes tridngulos, dadox
conv(C}, determinamos um triangulo xjxjxp contendo x, exprimimos x = A1x; + A2x;j + A3xp
(onde os niimeros néo negativos 4;, A2 ¢ A3 sdo as coordenadas baricéntricas de x ém relagio
ao tridngulo x;xxt) e obtemos F(x) = A f(x;) + Aoftxj) + Aaflag).

O passo fundamental no esquema de interpolago descrito acima consiste em resolver o
seguinte problema:

TRIANGULACAO: Dado um conjunto C de pontos do plano, obter uma triangulacdo de
conv(C} (isto é, um complexo simplicial cuja unido seja conv(C)), cujo conjunto de vértices
seja C.1

! Para as aplicagGes, também & relevante o problema em que & permitido acrescentar novos pontos, conhecidos
como pontos de Steiner, a conv(C).
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m—

Figura 4.2 — Triangulando o fecho convexo de um conjunto de pontos do plano.

Ao contrdrio do caso unidimensional, ndo existe uma solugdo wnica para este problema.
No entanto, € possivel demonstrar algumas propriedades gerais sobre as triangulagSes de

conv(C). Temos o seguinte:

Teorema 4.1: Dado um conjunto C = (x),x3, ..., Xn} de pontos do plano, toda triangulacdo
de conv(C) possui exatamente (2n — v —2) tridngulos e (3n — v - 3) arestas, onde v é o niimero

de pontos de C que estdo na fronteira de conv(C).

Prova: Uma triangulagio de conv(C) determina uma subdivisfo do plano em T'+1 faces, onde

T ¢ o nimero de triingulos na wriangulagdo. Portanto, pela férmula de Euler (segiio 3.4) temos:
n+T+D=a+2,
onde a é o niimero de arestas.

As v arestas da fronteira de conv(C) sdo comuns a um tridngulo e 2 face externa. Todas
as demais figuram em exatamente dois trifngulos. Logo, somando ¢ niimero de arestas de

todas as faces, processo no qual cada aresta é contada duas vezes, encontramos 3 T + v = 2g,
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ou seja:

_3T+v
a="% .

Substituindo e resolvendo para T, encontramos T'=2n~v -2 ¢ a=3n-v-3. B

Uma consequéncia deste teorema € que o tamanho da solugdo para um problema de
triangulagio € linear no niimero de elementos de C.

Embora todas as triangulagdes de conv(C) tenham o mesmo nimero de tridngulos, para
certos problemas préticos é importante obter uma triangulacdo que apresente tridngulos
relativamente “gordos”, isto €, que evite tridfngulos com dngulos muito pequenos. Uma das
técnicas que examinaremos neste capftulo produz uma triangulagao de conv(C) (a triangulagéo
de Delaunay) qize, dentre todas as triangulagdes de conv(C), maximiza o menor de todos os
angulos internos dos tridngulos que compdem 2 triangulagdo [Si].

Diagrama de Voronoi

O outro caso de aproximagdo é aquele em f toma valores em um conjunto discreto, de
modo que um processo de interpolagdo ndo faz sentido. Por exemplo, suponhamos que F{ED)
indica o tipo de rocha (considerado como um elemento de um conjunto discreto) encontrado ao
se perfurar um terreno no ponto x;. Uma forma razodvel de se estender esta informagdo a
valores de x que nio estejam em C = {x}, X2, ..., X} € obter o ponto x; de C que esteja mais
préximo de x ¢ tomar F(x) = flx;).

No caso unidimensional, os conjuntos para os Quais F ¢ constante s@o intervalos
delimitados pelos pontos médios dos intervalos obtidos ao se ordenar os xj. No caso
bidimensional, os pontos x para os quais F(x) = f(x;), onde x; € um certo elemento de C,
determinam_uma regifo V;. Na realidade, V; ¢ um poligono convexo ¢ é chamado de
poligono de Voronoi relativo a x;. Observe que x € V; se e somente se dix, x;) <
d(x, xj), para todo j # i. Cada uma destas desigualdades representa o semiplano contendo x;
determinado pela mediatriz do segmento x;xj. Assim, V; € um polfgono convexo
(possivelmente ilimitado), por ser a intersegio de n—1 semiplanos.

Os polfgonos de Voronoi relativos aos elementos de C decompdem o R? numa unido de
pol{gonos convexos de interiores disjuntos. Esta decomposigao € chamada de tesselagao de
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Dirichlet do plano determinada por C ou simplesmente de diagrama de Voronoi de C e
representado por Vor(C) (figura 4.3).

Figura 4.3 — Diagrama de Voronoi de um conjunto de pontos do plano.

Um dos problemas fundamentais que examinamos neste capitulo € a obtengao eficiente do

diagrama de Voronoi. Isto €, a resolugdo do seguinte problema:
VORONOI: Obter o diagrama de Voronoi de um conjunto C de pontos do plano.

Nio -é dificil conceber algoritmos de forga bruta para resolver os problemas mencionados
acima. Uma triangulagdo de conv(C) pode ser obtida, por exemplo, da seguinte maneira.
Comegamos por obter conv(C) e por tragar as diagonais que partem de um vértice (x1, por
exemplo). A seguit,-cada ponto que nio esteja na fronteira de conv(C) € “langado” em conv(C)
€ o trifngulo em que ele “cai” é subdividido. Este algoritmo requer tempo O(n log n) para obter
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conv(C) ¢ a triangulagdo inicial por diagonais. A inclusio de cada ponto x; requer tempo
proporcional a0 nimero de tridngulos que, como vimos, é O(n). O algoritmo completo &, pois,
O(n2).

Para obter o diagrama de Voronoi de C, podemos obter cada poligono de Voronoi
separadamente. A obtengdo de V; consiste em encontrar a interse¢io de n semiplanos. E facil
de ver que tal intersegdo pode ser feita em tempo O(n?), acrescentando um semiplano de cada
vez (no entanto, hd um algoritmo O(n log n) para este problema; veja o capitulo 7 de [PS]).
Logo, os n poligonos de Voronoi podem ser obtidos em tempo O(n3) (ou O(n?2 log n), se a
intersegio de n semiespagos for feita em tempo O(n log n)).

Como veremos a seguir, o diagrama de Voronoi de C est4 intimamente relacionado &
triangulagdo de Delaunay, que mencionamos na subsegéo anterior. Eles sdo realizagdes no
plano de grafos planares que sdo duais um em relagdo ao outro. A idéia central deste capftulo ¢
exatamente a relagio entre estas duas estruturas. Explorando esta relagio, poderemos obter
algoritmos O(n log n) para cada um destes problemas e mostrar que tais algori;mos s#o 6timos,

4.2 Propriedades do diagrama de Voronoi

Para reduzira complexidade do problema de obter o diagrama de Voronoi de um conjunto
C € necessério encar4-lo como a realizagio no plano de um grafo planar e obter propriedades
relativas a este grafo planar e a esta sua realizagdio.

A primeira observagio € a que cada aresta do grafo representa um conjunto de pontos
comum a dois poligonos de Voronoi V; e V; e, portanto, equidistantes de dois pontos x; ex;
de C. Logo, cada aresta do grafo € um segmento de uma mediatriz definida por dois pontos de
C. Em consequéncia, os vértices do diagrama de Voronoi sio pontos de encontro de
mediatrizes de segmentos determinados por pares de pontos de C. A partir daf, € possivel obter
0s seguintes resultados:

Teorema 4.2: Os poligonos de Voronoi correspondentes a um par de pontos x; e xjde C
possuem uma aresta comum se e somente se existe um circulo contendo x; e x;j e tal que todos
os demais ponlos sejam exteriores a este cfrculo.

Prova: Dois polfgonos de Voronoi V; e V; possuem uma aresta comum se e s6 se existem
polig ie¥Yjpo
Ppontos (exatamente 0s PoONtos pertencentes a esta aresta comum) que sio equidistantes dos
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pontos correspondentes x; e x;j ¢ mais préximos deles que de qualquer outro ponto de C. Ou
seja, Vi e V;j possuem aresta comum se e s6 se existe um circulo (tendo centro no interior da
aresta comurm) que contém x; ¢ x; e exclui todos os demais elementos de C. W

Teorema 4.3: Um poligono de Voronoi V; é ilimitado se e 56 se o ponto correspondente x;
pertence 4 fronteira de conv(C).

Prova: Suponhamos que x; ndo ¢ da fronteira de conv(C). Entdo existem pontos x1, x3 € x3

em C tais que x; seja interior ao tridngulo x1x2x3. Consideremos os cfrculos Ky, Ky3e K73y,
circunscritos respectivamente aos tridngulos xjx1x2, %iX2x3 € xix3x1 e tomemos um circulo X
contendo K2, K23 e K3 (figura 4.4). Seja p um ponto exterior a K e tomemos o segmento
pxi, que intercepta um dos circulos K12, K73 e K33 (digamos K12) em um ponto u de seu arco
externo. Como a corda wx; de K12 est4 entre as cordas ux e uxa, necessariamente tem-se que
pelo menos uma destas duas dltimas cordas (digamos 1) € menor que ux; (exercicio 1).

Figura 4.4 — x; interior a conv(C) = V; limitado.
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Logo, temos
Dxi =pu + ux; <pu + ux] S pxi,
o que mostra que p ndo pertence a V;. Logo, V; estd contido em K e €, portanto, limitado.

Reciprocamente, se x; ¢ da fronteira de conv(C), entfo existe uma reta suporte L de
conv(C) passando por x;. Considere a semi-reta perpendicular a L, orientada para fora de
conv(C), e tome um ponto p qualquer sobre ela. Como todo ponto de C estd além de L em
relagdo a p, conclufmos que p estd mais préximo de x; que de qualquer outro ponto de C; isto
é,p € Vje, portanto, V; é ilimitado. W

d(D: xi) < d(P’ )

7

Figura 4.5 — x; na fronteira de conv(C) = V; ilimitado.

Teorema 4.4: Todo vértice v de Vor(C) é comum a pelo menos trés poligonos de Voronoi e
é centro de um cfrculo C(v) definido pelos pontos de C correspondentes aos poligonos que se

encontram emv. Além disso, C(v) ndo contém nenhum outro ponto de C.

Prova: Primeiro, vamos mostrar que no minimo wés poligonos de Voronoi se encontram em
cada vértice v. Suponhamos que v fosse comum a apenas dois poligonos de Voronoi Ve Vj.
Entdio v seria a intersegdo de apenas duas arestas @; ¢ @2. Cada uma delas estaria contida na
mesma mediatriz (a determinada por x; € x;) ¢ portanto nao se interceptariam em um inico
ponto. Logo v deve ser comum a pelo menos trés pol{gonos de Voronoi.



Triangulages 81

Seja entdio C’ o conjunto de pontos de C correspondentes a estes pol{gonos. O vértice v é
equidistante dos pontos de C”. Logo, estes pontos determinam um cfrculo de centro v. Além
disso, nenhum outro ponto pode estar contido em C(v), j4 que, se algum outro ponto xx €
C\ C’ estivesse contido em C(v), entdo v estaria pelo menos tdo préximo de x4 do que dos
elementos de C’, o que contradiz o fato de v ser comum apenas aos polfgonos de Voronoi
correspondentes a pontos de C”. W

De acordo com o Teorema acima, uma possfvel estratégia para a obtengdo eficiente do
diagrama de Voronoi de C consiste em obter os subconjuntos T'y, T', ...,T¢de C que
detcrminam “cfrculos vazios”. Isto é, cada T}, € formado por trés ou mais pontos cocirculares
de C tais que o circulo correspondente C(T%) ndo contém nenhum outro elemento de C. Um
caso particular importante € aquele em que os pontos de C sdo tais que quatro pontos quaisquer
ndo sdo cocirculares. Neste caso, cada um dos conjuntos T} acima descritos contém exatamente
trés elementos de C.

Note que as arestas de Vor(C) sio exatamente os segmentos de mediatrizes
correspondentes a pontos consecutivos em algum dos T's. Portanto, uma vez conhecidos os
conjuntos Tk, o diagrama de Voronoi pode ser obtido em tempo linear no seu niimero de
arestas. Veremos, mais tarde, que, de fato, esta estratégia pode ser usada para obter um
algoritmo 6timo.

O teorema a seguir estabelece a ligagdo fundamental entre os problemas VORONOI e
TRIANGULACAO. Dada uma realizagio de um grafo planar G, o dual de G (com relagfio a esta
realizacio) € o grafo em que os vértices correspondem a faces determinadas pela realizagio de G
¢ tal que as arestas so determinadas por faces adjacentes nesta realizaggo.

No diagrama de Voronoi, cada elemento de C est4 associado a uma face de Yor(C). O
grafo dual de Vor(C) tem por vértices os elementos de C e por arestas os pares de elementos de
C cujos polfgonos de Voronoi sdo vizinhos; isto €, que sio consecutivos em algum T'.
Considere agora o diagrama obtido representando estas arestas pelos segmentos de reta que
ligam os elementos respectivos de C (figura 4.6). Tal diagrama serd chamado de diagrama de

' Delaunay de C e denotado por Del(C). Note que dois pontos x; ¢ x;j de C determinam uma
aresta de Del(C) se ¢ s6 se existe um cfrculo contendo x; ¢ x; tal que todos os demais pontos de
C sejam exteriores a este cfrculo.
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Figura 4.6 — Os diagramas de Voronoi (m=) & Delaunay (s«») de um conjunto C.

O grafo dual de Vor(C) € planar (duais correspondentes a realizages de grafos planares
sdo sempre planares). -Mas ndo ¢ nada ébvio que a construgdo acima fornega uma realizagio
deste dual. O teorema a seguir garante que icio & sempre verdade.

Teorema 4.5: Seja C = {x3, x3, ..., xn} um conjunto de pontos do plano e seja {Th} a
Jamflia de subconjuntos de C que determinam ctrculos vazios. Suponhamos que os vértices de
cada T}, sejam ordenado segundo este crculo. Entdo:

a) o diagrama de Delaunay, obtido ligando os pontos consecutivos em algum Tg, é uma
realizagdo de um grafo planar (portanto, é uma realizagdo do grafo dual de Vor(C)). .
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b) as arestas correspondentes a cada T}, delimitam uma regido convexa Ry ; estas regices
possuem interiores disjuntos dois a dois e sua unido-¢ o fecho convexo de C.

¢) as regices Ry, sdo exatamente as faces limitadas do diagrama planar determinado por Del(C).

d) finalmente, se C satisfaz a condicdo de quatro pontos quaisquer nunca serem cocirculares,
entdo as regices Ry, determinam uma triangulacio de conv(C), conhecida como a triangulagdo
de Delaunay determinada por C.

Prova:

a) Basta provar que as arestas deste diagrama ndo se interceptam a nfo ser nos vértices. Para

tal, demonstraremos primeiro o seguinte lema:

Lema 4.1: Sejam pq e rs segmentos do plano que se interceptam em 0. Entdo, para existir
um circulo passando por p e q e tal que r e s sejam exteriores ao circulo, é necessdrio e
suficiente que os éngulos do quadrildtero prqs sejam tais que p + q > 7 (equivalentemente
r+s<mn.

Prova do Lema: Suponhamos que exista tal circulo (figura 4.7). Sejam r’ e s’ as intersegdes
de rs com o circulo. Entdo r +s <r’+s’ = (j4 que o quadriltero pr'qs’ € inscritivel em
um circulo). Reciprocamente, se r +s < 7, existem pontos r’ e s’ tomados sobre o segmento
rs de tal modo que r’+s’ = %. Estes pontos, juntamente com p e g determinam um circulo

queexcluires. M

Figura4.7 andigéo de existéncia de circulo porp e ¢ cxcluindp res.
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Suponhamos entfo que pg e rs sejam duas arestas de Del(C), que se interceptam em um
ponto 0. Como Vj ¢ Vg possuemn uma aresta comum, existe um circulo contendo p e g e tal
que r e s sdo exteriores a ele. Mas, pelo Lema, isto indica que, no quadrildtero prgs, r +s <
x. Ainda pelo Lema, isto implica que n#o existe circulo por r € s que exclua p e g. Portanto,
Vr e Vg niio possuem aresta comum, o que contradiz o fato de que rs € Del(C).

b) As arestas correspondentes a cada T sio lados de um poligono inscrito em um circulo e,
portanto, determinam uma regifio convexa Rx. Como o circulo contendo os elementos de T
nio contém nenhum outro ponto de C e as arestas de Del(C) ndo se cruzam a nfo ser nos
vértices, conclufmos que a tinica forma pela qual o interior de R}, poderia interceptar o interior
de uma outra regido seria se dois vértices ndo consecutivos p ¢ ¢ de T determinassem uma
aresta de Del(C) (figura 4.8). Mas, se isto ocorresse, haveria um circulo contendopeqg e
excluindo os demais elementos de T;. Sejam r e s elementos de T que separam p de g.
Como os dngulos no quadrilétero prqs satisfazem p + ¢ = %, pelo Lema 4.1 tal circulo ndo
pode existir e, portanto, vértices ndo consecutivos de algum T'% nfo determinam arestas de
Del(C). Logo, as regides Ry tém interiores disjuntos dois a dois.

p

Figura 4.8 — Vértices ndo consecutivos em algum T ndo definem arestas de Del(C).

Falta ainda mostrar que a unifio das regides Rj, € igual a conv(C). Note, primeiro, que as
regides Ry sdo regides convexas delimitadas por segmentos contidos em conv(C), o que
implica que a unido destas regides certamente est4 contida em conv(C).



Triangulagoes ' , ' 85

Por outro lado, os segmentos x;x; determinados por pontos consecutivos da fronteira de
conv(C) certamente estdo em Del(C), j4 que certamente existe um cfrculo contendo x; e xj que
exclui os demnais pontos de C (basta tomar como centro um ponto suficientemente distante sobre
a mediatriz de pjp;). Em segundo lugar, observe que uma aresta qualquer a = x;x;j € Del(C)
delimita uma ou duas regides Ry. Se a fizer parte da fronteira de conv(C), existe exatamente
uma regido R adjacente a a; esta regido € definida por x;, x; e pelos pontos x, tais que o
angulo Z(x;xxx;) seja mdximo (note que o circulo contendo tais pontos certamente & “vazio™).
Se a ndo fizer parte da fronteira de conv(C), haver4 duas regiées adjacentes a @, uma em cada
semiplano, novamente determinadas pelos pontos determinando angulos méximos com a. (Esta
idéia serd explorada em um dos algoritmos para obtengdo de Del(C), a ser descrito na segdo
4.4.)

Seja entdo x um ponto arbitrdrio de conv(C). Se x pertencer a alguma aresta de Del(C),
entdo trivialmente x pertence a alguma regifio Rj. Caso contrério, tomemos por x uma semi-
reta qualquer L que n#o contenha nenhum ponto de C. Como x € conv(C), necessariamente L
intercepta pelo menos uma aresta de Del(C). Seja a a primeira aresta interceptada por L ¢ seja
R}, a regido adjacente a @ no mesmo semiplano de x (figura 4.9). Afirmamos, entdo, que
x € Rj. De fato, se x ndo pertencesse a R, entio certamente a semi-reta L deveria interceptar
alguma outra aresta de Ry. Este ponto de intersegdo seria necessariamente anterior ao ponto de
intersegdo com a, o que contradiz o fato de  ser a primeira aresta interceptada, Deste modo,
provamos que as regides R cobrem conv(C) (e que, portanto, sua unido € conv(C)).

conv(C)

Figura 4.9 — Mostrando que as regides de Delaunay cobrem conv(C).
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c) Como cada regido K € delimitada por arestas de Del(C) e séu interior ndo intercepta outras
arestas de Del(C), certamente podemos afirmar que cada R} € uma das regides limitadas
determinadas por Del(C). Por-outro lado, a unido de todas as regides Rp, € conv(C); mas a
unifio de todas as faces limitadas determinadas por Del(C) estd certamente contida em conv(C),
Jd que cada uma de suas arestas estd contida em conv(C). Logo nio & possivel que alguma das
faces determinadas por Del(C) ndio corresponda a alguma regizo Rp.

d) No caso do conjunto C satisfazer a condigio de que 4 pontos nunca sio cocirculares, cada
uma das regides g € um tridngulo e portanto Del(C) determina uma triangulagfio de conv(C).l

Assim, no caso do conjunto C satisfazer a restrigio de que 4 pontos nunca sio
cocirculares, o diagrama de Delaunay € necessariamente uma triangulagdo de conv(C).2 De
qualquer modo, € sempre possivel transformar Del(C) em uma triangulagdo, bastando para isto
acrescentar diagonais as regides (convexas) de Del(C). Qualquer uma destas triangulagGes serd
chamada de triangulagio de Delaunay de C.

Utilizando o resultado do Teorema 4.1, que conta o niimero de tridngulos e arestas em
uma triangulagio de conv(C), é possivel estabelecer o seguinte:

Teorema 4.6: O diagrama de Voronoi de C = {x1, x3, ..., xp} tem no mdximo 2n — 5
vértices e 3n - 6 arestas.

Prova: As arestas de Vor(C) corrcspdndem a arestas de Del(C). O maior nimero possivel de
arestas de Del(C) ocorre quando todas as suas faces sio tridngulos e, além disso, conv(C)
também ¢ um tridngulo. Neste caso, pelo Teorema 4.1 (com v = 3), temos que o niimero de
arestas € @ = 3n — 3 -3 =3n - 6. O nimero méximo de vérices & igual ao nimero méximo de
tridngulos em Del(C), que, ainda pelo Teorema 4.1 , € dado porv=2n-2-3=2n-5. N

4.3 Cotas inferiores

Uma das consequéncias da relagio estabelecida no teorema 4.6 & que os problemas de
obter o diagrama de Voronoi e o diagrama de Delaunay de um conjunto C sdo redutfveis um ao
outro em tempo linear. Isto €, uma vez obtido um algoritmo para qualquer um dos dois

2Egta condigao € suficiente mas nfio necesséria para Del(C) determinar uma triangulago. Pode-se ter mais de 4
pontas no mesmo circulo, desde gue o raio do circule seja suficientemente grande.
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problemas,.automaticamente teremos um algoritmo de mesma complexidade para o outro

problema. -

Além disso, esta relagdo nos permite determinar cotas inferiores para os problemas
TRIANGULAGAO € VORONOL. Observe que, embora o diagrama de Delaunay ndo produza
sempre uma triangulagio de conv(C), a obtengdo de uma triangulagio de Delaunay ¢ trivial a
partir de Del(C): basta triangular cada regido convexa Ry, o que pode ser feito através de m — 3
diagonais de Rj, onde m € o niimero de vértices de Rp,.

Desta forma, o diagrama de Voronoi fornece, em tempo linear, uma triangulagio de

conv(C), o que mostra que
TRIANGULACAO o VORONOL

Por outro Jado, € f4cil mostrar que ORDENACAOQ pode ser reduzida a TRIANGULACAO.
Dados nimeros reais x1, %2, ..., Xp, construa o conjunto C = {(0,0), p1, p2, ..., bn}, onde
cada p; ¢ dado por p; = (x;, 1). Entdo existe uma tnica triangulagdo de conv(C), obtida
tomando-se os p; de acordo com a ordem de suas abscissas x;. Deste modo, um algoritmo

capaz de obter triangulagtes € também capaz de ordenar. Logo, temos:

ORDENAGAO o< TRIANGULACAO.

Em consequéncia, temos o seguinte teorema:

s

Teorema 4.7: O problema ORDENACAO pode ser reduzido ass problemas VORONOI e
TRIANGULAGAOQ. Em consequéncia, qualquer algoritmo capaz de triangular conv(C) ou obter
Vor(C) requer tempo $Xn log-n) no pior caso.

Na préxima se¢#6 descrevemos um algoritmo O(n log n) (portanto, 6timo) para obter a
triangulaggo de Delaunay de conv(C).

4.4 Algoritmos para triangulacdo de Delaunay

Um algoritmo quadritico

Comegamos por exibir um algoritmo capaz de obter uma triangulagio de Delaunay de C
em tempo O(n2). No caso de C ndo possuir 4 pontos cocirculares, a triangulagdo de Delaunay
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é tinica. No caso geral, a triangulagdo néo ¢ tnica, mas cada fridngulo satisfaz a propriedade de
que seu circulo circunscrito € vazio, isto €, ndo contém pontos de C em seu interior.

Para desenvolver o algoritmo, precisamos do seguinte fato:

Teorema 4.8: Se pqr é um triéngulo que ocorre numa triangulagdo de Delaunay de conv(C),
entdo o dngulo prq é méximo dentre todos os Gngulos da forma psq, onde s pertence a C e estd
no mesmo semiplano de r em relagdo a pq.

Prova: Suponhamos que s estd no mesmo semiplano de 7 e que Z(psq) > £(prg). Entdos é

interior ao cfrculo de vértices p, ¢ e r, o que contradiz o fato de pgr ser um tridngulo de
Delaunay (figura 4.10). @ '

Figura 4.10 — Determinando o trifingulo de base pg.

Besta forma, se pg € uma aresta da triangulagdo de Delaunay, podemos obter os
tridngulos que lhe s2o adjacentes determinando os pontos que, em cada semiplano, maximizam
o 4Angulo que formam com o segmento pq. (Note que, caso pg faga parte da fronteira de

conv(C), apenas um dos semi-planos contém pontos de C.)
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Este processo pode ser visto como andlogo ao utilizado pelo algoritmo “embrulho-para-
presente” para determinar a face adjacente a uma aresta do fecho convexo tridimensional (isto &
ndo € apenas uma analogia, como mostra o exercicio 2). Como no caso de FC3D, uma estrutura
de adjacéncia (como a winged-edge) pode ser utilizada para armazenar a triangulagdo. Também
como no caso de FC3D, faces sdo introduzidas na triangulagio e suas arestas testadas para
verificar se j4 foram introduzidas anteriormente. Em caso negativo, um de seus semi-planos
fica livre ¢ a aresta deve ser explorada mais tarde. A inica diferenga € que, ao explorar o semi-
plano livre de uma aresta, pode-se chegar a conclusio de que este semi-plano ndo contém
puvtos de C. Isto significa que a aresta estd na fronteira de conv(C) e que, portanto, uma das
faces a ela incidentes € a face ilimitada correspondente ao exterior de conv(C).

A face inicial pode ser obtida determinando uma aresta de conv(C) (pelo passo inicial do
algoritmo de Jarvis) e aplicando o passo de “embrulho-para-presente” a esta aresta inicial. O
algoritmo, que, como em FC3D, emprega uma fila #para armazenar as faces j4 geradas é:

Algoritmo 4.1: Determinacido de Triangulacio de Delaunay
1. Inicializaglo:

Obtenha um trifngulo inicial T, aplicande a técnica descrita acima.
Coloque T em ¥ e na estrutura winged-edge, com todas as suas arestas
livres (exceto a correspondente a fronteira de conv (C)).

2. Enquanto ¥ # 2 repita

3. remova um tridngulo T de %;

4. para cada aresta livre de T

5. ) determine a2 face adjacente T’, usando “embrulho-para-presente”;

6. cologque T’ asaim gerada na fila %;

7. cologque T’ na estrutura winged-edge, conectando-a com as faces
ja4 geradas que lhe sdo adjacentes e determinando suas arestas
livres.

A anélise da corregdo € complexidade do algoritmo acima € andloga a que fizemos para o
algoritmo embrulho para presente. Como no caso de FC3D, o algoritmo p4ra somente quando
toda a triangulago tiver sido gerada. Observe que se as faces geradas (incluindo a face externa)

ndo cobrissem o plano, alguma aresta de uma das faces estaria livre, o que ndo ocorre, ji que o
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algoritmo $6 termina quando todas as arestas livres tiverem sido exploradas. O tempo de
execugdo € quadrdtico, pelas mesmas razdes vistas no caso de FC3D, Assim, temos o seguinte:

Teorema 4.9: O algoritmo 4.1 obtém uma triangulagdo de Delaunay para conv(C) em tempo
on2.

Um algoritmo O(n log n)

A estratégia a ser usada para obter um algoritmo O(n log n) para a obtengio de uma
triangulagdo de Delaunay consiste em empregar um algoritmo do tipo “Dividir para Conquistar”.
Ou seja, dado um conjunto C de pontos do plano, dividiremos este conjunto em dois
subconjuntos de igual tamanho C e C, triangularemos o fecho convexo de cada um destes
subconjuntos € combinaremos os resultados para obter uma triangulaggo de C.

Suponhamos que as triangulagdes de Delaunay de conv(C)) e conv(Cy) sejamh conhecidas
e consideremos a triangulagio de Delaunay de conv(Cy v Cp). A primeira observagio

importante € dada pelo:

Lema 4.2: Se uma aresta de Del(Cy  Cs) tem ambos os extremos em C| (resp. Ca) entdo ela
€ uma aresta de Del(C1) (resp. Del(Ca)).

Prova: Se a € uma aresta de Del(C; U C») entdo existe um circulo contendo seus extremos que
exclui todos os elementos de C 1V C2. Mas se ambos os extremos estio em C) entdo esta

condigdo implica que @ € uma aresta de Del(Cy). W

Uma consequéncia deste lema & que, ao criar Del(C1 L C2) a partir de Del(Cy) € Del(Cy),
nunca inserimos arestas tendo ambos os extremos em Cl ouCs. Para obter Del(C) U C7)
devemos determinar que arestas devem ser eliminadas em Del(C) e Del(Cz) € criar as arestas
necess4rias tendo um extremo em cada conjunto,

Para facilitar a execugdo da etapa do algoritmo encarregada de combinar Del(Cy) e
Del(C7), a etapa de separagdo serd feita de tal modo que conv(C1) e conv(C?7) sejam disjuntos.
Uma forma de garantir que isto ocorra € ordenar os elementos de C de acordo com suas
abscissas e, em caso de empate, conforme suas ordenadas e efetuar todos os passos de
separagdo com base nesta ordenagdo. Neste caso, podemos pensar em Cp e C3 como os
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conjuntos da esquerda ¢ da direita, respectivamente e nosso problema é identificar quais arestas
do tipo E-E e D-D devem ser eliminadas e quais arestas do tipo E-D devem ser criadas.

Lee e Schachter [LS] desenvolveram um algoritmo capaz de realizar esta tarefa de
combinar os diagramas de Delaunay da esquerda e da direita em tempo linear, o que conduz a
um algoritmo O(n log n) para obter triangulagdes de Delaunay. Uma exposigio extremamente
clara do algoritmo acompanhada de uma demonstragdo precisa de sua corregio pode ser
encontrada em [GS]. Por brevidade, omitiremos aqui muitos dos detalhes, para os quais
sugeriremos que o leitor consulte [GS] que, além disso, descreve uma estrutura de dados
topolégica alternativa, a gquad-edge.

Tomemos uma reta separando conv(C1) e conv(C). Cada aresta de Del(Cy w Ca) corta
esta reta € estas interseges determinam urna ordem vertical para tais arestas. As arestas mais
baixa e mais alta s3o as tangente comuns a conv{Cj) e conv(C3), que sio parte da fronteira de
conv(C1 W C3) e, por esta razio, estdo necessariamente em Del(C) w C). O algoritmo de
Lee e Schachter parte da tangente inferior (que pode ser obtida em tempo linear como vimos no
capftulo 3) e encontra sucessivamente as demais arestas, até chegaf 3 tangente superior. A
medida que tais arestas sdo encontradas, as arestas de Del(C) e Del{C5) que n#o fazem parte de
Del(C; v C9) sdo determinadas e eliminadas do diagrama.

Suponha que tenhamos encontrado corretamente todas as arestas de Del(C1 U C»), da
tangente inferior até uma certa aresta pq (figura 4.11). A pr6xima aresta serd incidente a pg em
um dos extremos. Para determinar esta aresta, percorremos as arestas de Del(Cy) incidentes a p

e as arestas de Del(Cy) incidentes a g, nos sentidos anti-horario e hordrio, respectivamente.

Sejam pj, p2, ..., Pk 0s vértices que determinam arestas incidentes a p, no sentido anti-
hordrio. Se o circulo circunscrito ao tridngulo pgp; contiver o ponto p2, imediatamente
conclufmos que a aresta ppj ndo pertence a Del{(C; U C7). Neste caso, eliminamos tal aresta
do diagrama e repetimos o teste para o ponto p3 (isto €, determinamos se p3 estd no circulo
definido por p, ¢ € p2). Seja pe o primeiro dos vizinhos de p a passar no teste acima. Seja g4
o primeiro ponto a passar no teste andlogo aplicado aos vizinhos de q.

Entre pe € g4 escolhemos o que determina o maior dngulo com pq (ou seja, tal que o
circulo definido por p, g e o ponto escothido exclua o outro ponto). Se p, € o ponto escolhido,
a aresta peq € acrescentada a Del(Cy w C3); sendo, pqq € a aresta escolhida.
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Figura 4.11 — Determinando a préxima aresta de Del(Cy U C7).

No caso da figura 4.11, o ponto pj passa no teste e €, portanto, o candidato p, a definir a
préxima aresta da triangulagdo. O ponto g ndo passa no teste (observe que o circulo
determinado por p, g € g1 contém o préximo vizinho g2 de q); por esta razdo, a aresta gqj, que
fazia parte de Del(Cy), deve ser eliminada. O primeiro ponto g4 a passar no teste € gz. Como o
angulo £(pgdq ) € menor que Z(pp.q), a aresta pqq € acrescentada ao diagrama.

Descrevemos abaixo, de maneira mais formal, o procedimento acima. Note que o
algoritmo requer a determinacfo das diversas arestas incidentes aos extremos da aresta pg. Para
garantir que esta determinagZo seja feita em tempo constante por aresta incidente, admidremos
que Del(C) e Del(C») sejam dadas em uma estrutura do tipo winged-edge. Desta maneira, a
obteng@o da aresta imediatamente 3 esquerda ou 2 direita de uma aresta orientada uv

(representadas por esq(uv) e dir(uv)) pode ser feita em tempo constante (veja o exercicio 5).

Algoritmo 4.2 - Obtengao de Del(Ciuw C3) a partir de Del{(Cy) e Del{(C3)

(Cy e C3 sio tais que conv(C)) e conv(C») sdo disjuntos)
0. Faga Del (C1UC2) = Del{Cy) v Del(C3)

1. Determine a tangente comum inferior pqg e acrescente-a a Del (CjuC32).
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2. Enquanto pqg ndc é a tangente comum superior:
3. Determinacde do candidate em Cj:
' Pe = esq (PQ) ., PPs = esq (ppe)
Se pe estd acima de pg entdo faga:
Enquanto pg pertence ao circulo definido por p, q e pe:
Elimine a aresta ppe € faga pe = Pss PPs = esq(ppe)
Sendo, nao hd candidato em C;
4. Determinacdo do candidato em Co:
qqd = dir (qp) , qgs = dir (gaq)
Se gy estd acima de pg entdo faga:
Enquanto gg pertence ao circulo definido por p, g € dqd:
Elimine a aresta qgqq e faga qg = gs, g4s = dir{aqgqd)
Sendo, nado h& candidato em C;
5. Escolha da nova aresta
Se apenas pe € candidato
insira peq em Del{CiuC2) e faga pg = pPeq
Sendo, se apenas gq & candidato
insira pgq em Del(C1UC2) e faga pg = pgg
Sendo, se ambos sdo candidatos
insira o que determina o maior &ngulo com pg

(Sendo, se ndo ha candidatos, entdo pg € a tangente comum superior)

A figura 4.12 mostra diversas etapas da construgio de Del(Cy U C»), a partir de Del(C)
e Del(Cy). As arestas eliminadas de Del(C1) e Del(C») sdo representadas em tracejado,

enquanto as arzstas acrescentadas pelo algoritme sio mostradas em negrito

Note quc Del{C}) e Del(Cy) tém ambos um namero linear de aresias. Por outro lade, em
cada passo do cédlculo de pe € gg uma aresta € eliminada, o que demonstra que o algoritmo ¢
certamente linear nos tamanhos de C1 ¢ C2. No entanto, a prova da corregdo do algoritmo &
sutil. Nio € 6bvio que a aresta pgq ou peg escolhida pclb algoritmo seja de fato uma aresta de
Del(C} v C3), nem que as arestas eliminadas pelo algoritmo o sejam corretamente. Sugerimos

que o leitor consulte [GS] para se convencer da validade do teorema a seguir.
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O

(a) TriangulagGes de Delaunay de Cy e Cs,

(b) Triangulagio de Delaunay de C; U C;,

Figura 4.12 — Combinando as triangulagdes de C; e Cs

Teorema 4.9: O algoritmo 4.2 corretamente obtém Del(Cy U C2) em tempo linear nos

niimeros de elementos de Cy e Cy. Logo, é posstvel obter uma triangulacdo de Delaunay de n
pontos do plano em tempo O(n log n).
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Relagdo com os algoritmos para FC3D

A similaridade entre os algoritmos para a obtengio de fecho convexo no R3 ¢ os
algoritmos para obter a triangulagdo de Delaunay no plano ndo € casual. No exercicio 2,
pedimos que o leitor demonstre que o problema de obter a triangulagio de Delaunay de conv(C)
pode ser reduzido & determinagdo do fecho convexo da imagem C’ de C no paraboléide que é o
grifico da fungdo f: R25 R definida por f(x,y) =x2 +y2. As faces da triangulagio de
Delaunay de conv(C) estdo em correspondéncia biunfvoca com as faces de conv(C”) que

compdem o seu fecho convexo inferior.

4.5 Problemas resolvidos pela triangulag¢io de Delaunay

A existéncia de um algoritmo O(n log n) para determinar uma triangulagio de Delaunay
de conv(C) acarreta a existéncia de algoritmos de mesma complexidade para diversos problemas
impontantes. O primeiro deles, naturalmente, € o que permite obter o diagrama de Voronoi de
C.

Uma questdo a ser levantada neste ponto € como representar os poligonos ilimitados que
ocorrem no diagrama de Voronoi . Uma forma simples de lidar com este problema ¢ admitir
que as arestas ilimitadas conectam vértices do diagrama de Voronoi com um vértice no
“infinito”. Este vértice no infinito pode ser visualizado de maneira mais concreta através de uma
projec¢do estereografica do diagrama de Voronoi numa esfera tangente ao plano. As projegdes
das arestas ilimitadas convergem no polo da esfera. Feita esta convengdo, o diagrama de
Voronoi pode ser representado por uma estrutura tipo winged-edge. Os vértices no infinito
podem ser representados juntarnente com os demais vértices usando, por exemplo, coordenadas

homogéneas (ver, por exemplo, [GV]).

Teorema 4.10: O diagrama de Voronoi determinado por n pontos do plano pode ser obtido

em tempo O(n log n).

Prova: Pelo algoritmo 4.2, o diagrama de Delaunay de conv(C) pode ser obtido em tempo
O(n log n). Para os pontos x; de C' que nio estdo na fronteira de conv(C), o poligono de
Voronoi correspondente tem por vértices os circuncentros das faces de Del(C) que se encontram

em x;. Quando x; estd na fronteira de conv(C), o poligono de Voronoi correspondente é
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ilimitado ¢ € obtido acrescentando as arestas ilimitadas, que sdo mediatrizes das arestas
adjacentes a x; na fronteira de conv(C). O niimero total de circuncentros a determinar é O(n) e
o niimero total de arestas em Vor(C) tﬁnbém € O(n). Logo, a obtengio dos poligonos de
Voronoi (ou sua 6rga.niza9§o em uma estrutura tipo winged-edge) € feita em tempo linear, a
partir de Del(C). O tempo total para-a obtenggio de Vor(C) é, entdo, O(n log n). W

Consideremos agora os seguintes problemas:
PAR MAIS PROXIMO: Dados pontos x1, X2, ..., Xp do R2 obter o par (xi, xj) tal que a
distdncia d(x;, x;) seja minima.
TODOS OS VIZINHOS MAIS PROXIMOS: Dados pontos x], :Ez, ey Xy dO R?-obrer, para
cada x;, o' ponto xj tal que d(x;, xj) seja minima.

E claro que

* PAR MAIS PROXIMO o< TODOS OS VIZINHOS MAIS PROXIMQS,

j4 que, uma vez obtido o vizinho mais préximo de cada ponto, um passo linear determina qual
destas n. distancias € 2 menor de todas. Os dois problemas podem ser resolvidos cﬁcxememente

com auxilio da tnangulag:ao de Delaunay, gragas ao seguinte:

Teorema 4.11: Seja C = {21, %2, ..., xn}. Se Xixjé um segmentp de comprimento minimo
dentre todos os segmentos obtidos ligando x;a outros pontos de C, entdo x;x.,é

necessariamente uma aresta de Del(C).

Prova: Basta considerar o circulo de didmetro xixj. Se este citculo cortivesse algum outro
ponto xx de C em seu interior, entdo terfamos d(x;i, xj) > d(x;, x3), 0 que contradiz Xixj ser
de comprimento minimo. Logo existe um circulo passando por x; ¢ %; que ndo contém outros

pontos de C, o que mostra que xi%j € uma aresta de Del(C). ¥

Em virtude deste teorema, para buscar o elemento d¢ C mais préximo de x; basta procurar
entre seus vizinhos em Del(C). Como o niimero total de arestas ¢ linear em n, a determinagio
de todds os vizinhos mais préximos € feita em tempo O(n). Isto €, demonstramos que:

Teorema 4.12: Os problemas PAR MAIS PROXIMO ¢ TODOS OS VIZINHOS MAIS PROXIMOS
podem ser resoli:idos emtempo O(n logn). M
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Pode-se demonstrar que estes algoritmos sdo 6timos. Isto €, que Q(n log n) é uma cota
inferior para a complexidade de um algoritmo que resolva os problemas acima (sob o modelo de
drvores algébricas de decisdo). No entanto, ndo podemos usar o problema de ordenagio para
estabelecer este resultado. O leitor deve consultar [Me] ou [PS] para uma demonstragio, que se

baseia em um resultado de Ben-Or ([BO]), que por sua vez utiliza resultados de Geometria
Algébrica.

Um outro problema que admite um algoritmo O(n log n) devido ao teorema 4.11 é a
versdo euclidiana do problema de encontrar a 4rvore varredora minima de um conjunto de n
pontos do plano (ver o exercicio 3 e [PS]). Na verdade, diversos grafos importantes associados
a um conjunto de pontos do plano sdo subgrafos do diagrama de Delaunay e podermn ser obtidos
eficientemente a partir dele [T).

4.6 Outros problemas de triangulagio

O problema de determinar uma triangulagdo do fecho convexo de um conjunto de pontos
do plano pode ser visto como um caso particular do seguinte problema mais geral, de grande

interesse pratico:

TRIANGULACAQ DE UM DOMINIO: Dado wn domfnio D do Rz, delimitado por linhas
poligonais, obter uma triangulacdo desta regido (isto é, exprimir D como a unido de um

conjunto de tridngulos que formem um complexo simplicial) (figura 4.13).

O problema acima possui muitas variantes. Da forma como enunciado acima, néao se
eswbeleceu nenhuma condigdo & respeito do conjunto de vértices € arestas a serem empregados
na miangulagio. Dependendo das condigbes impostas sobre estes vértices e arestas, obtém-se

vdrios problemas especificos de triangulago.

Triangulacdo de Poligono Simples

Consideremos o caso em que D é um poligono simples (isto €, caracterizado por uma
tinica linha poligonal simples e fechada) e ndo € permitido utilizar vértices adicionais. Ou seja,

desejamos resolver o seguinte problema:
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Figura 4.13 — Triangulando uma regido do plano,

TRIANGULAGAO DE UM POLIGONO SIMPLES: Dado um polfgonos simples P, obter uma
triangulagdo do poligono que utilize apenas lados e diagonais de P,

Nio € inteiramente ébvio que exista uma triangulagfo de P satisfazendo a estas condigdes.
Mas € fécil mostrar que, se existir, ela serd determinada por n-3 diagonais de P. Abaixo,
apresentamos uma prova algoritmica de que tal triangulagdo de fato existe.

Para mostrar que € possivel decompor um poligono simples P = p1p)...p, em tridngulos,
basta mostrar que € possivel obter uma diagonal inteiramente contida em P. O tragado desta
diagonal decompde P em dois poligonos simples, cada um deles tendo menos vértices que o

poligono primitivo, aos quais o mesmo processo pode ser aplicado de forma recursiva.

Tomemos um vértice de P tal que o dngulo correspondente seja convexo. Certamente
existe um tal vértice (por exemplo, o vértice de P que possui abscissa minima), que pode ser
encontrado em tempo linear. Sem perda de generalidade, suponhamos que pj satisfaz a esta
condigdo. Consideremos a diagonal papp, determinada pelos vértices adjacentes a p1. Se esta
diagonal estiver inteiramente contida em P (o que pode ser verificado em tempo linear, bastando
para isto testar se o tridngulo p1p2py contém algum outro vértice de P), teremos decomposto P
em um tridngulo € um poligono P’ com n-1 vértices (figura 4.14). Sendo, seja V’ o conjunto
de vértices de P, distintos de p1, p2 e py, e contidos no tridngulo p1p2p,. Tomemos por p)
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uma reta paralela a pop,, e deslizemos esta reta até encontrar algum dos vértices em V”. Esta
operagdo equivale a encontrar em V o vértice pg, cuja coordenada baricéntica relativa a p1 no
tridgngulo p1popy € méxima (figura 4.15), '

pn

pi

)

Figura 4.14 - pypp, é uma diagonal vélida.

Figura 4.15 — pap, ndo é uma diagonal vélida.
Temos, entdo o seguinte:
Lema 4.3: A diagonal p\py, onde py, ¢ determinado da forma descrita acima, estd inteiramente
contida em P,

Prova: O segmento p1pg est4 contido no tridngulo pypap,. Como p; determina um angulo
convexo, existe pelo menos um trecho de p1p, adjacente a p1, que estd contido em P. Para
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mostrar que ele estd inteiramente contido em P, basta entfo mostrar que ele ndo corta nenhum
lado pjpj de P.

Se pi ¢ pj estdo em v (isto €, estdo no tridngulo p1p2pp), certamente o lado determinado
por eles ndo pode cortar p1pk, j& que p; € p; estdo ambos pelo menos tdo afastados de p;

quanto pg.

Suponhamos agora que p; € pj ndo estdio ambos em V. Se estdo ambos fora de V” {isto
€, sdo exteriores a p1p2Pn), O SEEIMENto pip;j ndo intercepta o tridngulo p1papy; note que, para
fazé-lo, teria que interceptar duas vezes a fronteira de p1p2p, € pelo menos uma destas
interse¢Ges seria ao longo de p1p2 ou p1pp, 0 que contradiz a hipdtese do poligono ser simples.
Por outro lado, se exatamente um dos extremos estd em V”, entdo pip )j Decessariamente corta
P2Pn, 0 que indica que todos os pontos de p;p; estdo pelo menos téo afastados de p1 do que
Dk Portanto, p;p;ndo pode cortar pip;. B

O algoritmo correspondente ao processo descrito acima &:

Algoritmo 4.3: Triangulagio de Poligono Simples
0. Se P for um tridngulo, pare (n&o h& o que triangular).

1., Sendo, determine um vértice de P tal que o &ngulo correspendente seja
convexo (por exemplo, tome o vértice de abscissa minima). Sem perda de
generalidade, suponha que p; seja um vértice com esta propriedade,

|

2. Se o conjunto V' .dos vértices de P que estdo contidos no triédngulo
P1P2Pn € vazio entdo

3. Faga P1 = p1pP2Pn € P2 = p2P3...Pn,
Senao, ) :
4. determine entre os vértices em V/ o vértice px cuja coordenada

baricéntrica em relagdo a pj no tridngulo p1p2Pn ¢ minima.

3. faca P} = p1p2 ...Pk € P2 = P1PkPk+l --.Pn-
6. ' Recursivamente, aplique o algoritmo a P e P3.

" Note que cada execugio do passo 2 requer tempo O(n) e gera uma das n—3 diagonais
neckssdrias para triangular P. Logo, demonstramos o seguinte:

Teorema: Todo poligono simples P admite uma triangulacdo que usa apenas lados e diagonais
de P. O algoritmo 4.3 determina uma tal triangulagdo em tempo O(n?). B
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A busca de algoritmos eficientes para triangular poligonos simples pbssui uma longa e
ilustre histéria em Geometria Computacional. Um algoritmo O(n log n) foi dado em 1978 por
Garey, Johnson, Preparata e Tarjan [GIPT]. Esta complexidade sé foi methorada em 1987,
quando Tarjan e Van Wyk [TW] exibiram um algoritmo O(n log log n) para o mesmo
préblerﬁa. Finalmente, em 1990, Chazelle_ [Cz] obteve um algoritmo O(n) para o problema.

Esta sequéncia de resultados mostra bem a utilidade de se obter cotas inferiores para
problemas. Quando o melhor algoritmo existente para um ptoblema tem complexidade maior
que a melhor cota inferior obtida para este problema, um problema em aberto fica imediatamenie
caracterizado: o objetivo € diminuir a complexidade do algoritmo ou obter uma melhor cota

inferior para o problema, de modo que a otimalidade do algoritmo possa ser demonstrada.

Triangulagdo Com Restrigdes
Examinamos agora 'um algoritmo capaz de resolver o seguinte problema:

TRIANGULACAO COM RESTRIGOES: Dado um conjunto C de pontos do plano e um
conjunto G de segmentos com extremos em C (tais que dois elementos quaisquer de G ndo se
interceptam a ndo ser em seus extremos), obter uma triangulacdv do Jecho convexo de C, cujo

conjunto de vértices seja C e que inclua todos os segmentos em G.

Em outras pa]a\}ras, desejanﬁos obter uma triangulagio de conv(C) satisfazendo a i-esu'iqﬁo
de que o grafo plariar determinado por G seja um subgrafo desta triangulag:ﬁo. E claro,
portanto, que este problema generaliza o j)roblema de triangular éohir(C) estudado nas se¢des
anteriores deste capitulo. Por outro lado, a solugio deste problema resolve automaticamente o
problema de triangular um dominio do plano introduzido no inicio desta segdo (incluindo
triangula¢do de polfgonos simples): uma vez triangulado o fecho convexo do dominio, basta
colecionar as faces da triangulagdo que estio contidas no dominio a ser triangulado.

E possivel introduzir o conceito de trian gulagio de Delaunay com restrigdes, que possui
propriedades andlogas a triangulago de Delaunay estudada nas segdes iniciais deste capitulo.
Tais triangulagbes também podem ser obtidas em tempo O(n log n), utilizando um método que
generaliza o algoritmo de Lee e Schachter (ver [Ch]). No entanto, preferimos apresentar um
outro método para obter uma riangulacao de conv(C) (com ou sem restiigdes), que também
pode ser implementado de modo 3 operar em tempo O(z log n). O método utiliza uma técnica

\
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bastante comum em Geometria Computacional, conhecida como varredura (sweeping). A
triangulagio gerada por este método, porém, nio tem as propriedades que caracterizam a
triangulago de Delaunay: ela tende a gerar tridngulos finos, o que pode ser desvantajoso para
certas aplicagdes.

Comegamos com o caso em que nio h4 restrigdes, isto &, simplesmente desejamos
triangular conv(C). A idéia bésica € tomar uma reta de diregfio fixa e varrer o plano com esta
reta, parando cada vez que ocorrer um evento relevante ao nosso processo. Neste caso,
utilizaremos uma reta vertical, e pararemos cada vez que esta reta encontrar um dos pontos de C.
A idéia bésica do algoritmo €, ao encontrar um novo ponto p;, uni-lo a todos os pontos
anteriores que sdo visiveis de p; (isto &, a todos os pontos Dpj tais que o interior de p;p; ndo
intercepta o interior de nenhum dos segmentos j4 introduzidos). O algoritmo, cujo
comportamento € ilustrado na figura 4.16, € simplesmente:

Algoritmo 4.4: Algoritmo de varredura para triangnlar conv(C)
1. Ordene os pontos de C segunde suas abscissas crescentes

2. Examine, em ordem, um ponto por vez, unindo-o a todos os pontos
anteriores que pedem ser vistos a partir dele.

Teorema 4.13: O algoritmo 4.4 obtém uma triangulagdo de conv(C) em tempo O(n log n).

Prova: Para provar a corregdo do algoritmo, empregamos indugfio no niimero de pontos jd
visitados pelo algoritmo. Para n < 3 € ébvio que o algoritmo funciona corretamente. Suponha
que, a0 chegar a0 ponto Pk41, o algoritmo tenha jd determinado uma riangulagdo vélida para Py,
= conv({p1, P2, ..., Pk}). O ponto p+) € externo a Py, Logo, entre os pontos p1, p2, ...,
Pk, aqueles que sdo visiveis de pg 4+ sdo os vértices consecutivos de Py, situados entre as
linhas de suporte a Pj, conduzidas por pg. A inclusdo destes segmentos estende a triangulagiio
de Py a uma triangulagio de Pr+) = conv({p1, p2, ..., Pr+1)).

O passo 1 do algoritmo, que consiste na etapa de ordenagio, pode ser executado em
tempo O(n log n). Para determinar o tempo necessario para a inclusio de um novo ponto, no
passo 2, € crucial observar que o ponto pp, € necessariamente visivel a partir de pg. 1. Portanto,
para determinar todos os vértices de Py, que sio visiveis de Dk+1, basta partir de pg e percorrer
a fronteira de Pg, em cada sentido, até chegar ao primeiro vértice que ndo seja mais visivel a

partir de pg+1 (veja o exercicio 6). Logo, o tempo consumido determinando todas as arestas
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que terminam em P+ 1 € proporcional ao seu nimero. Em consequéncia, o tempo total gasto no
passo 2 € proporcional ao niimero total de arestas da triangulagdo. Isto é, o passo 2 € executado
em tempo O(n), o que faz com que a complexidade total do algoritmo 4.4 seja Oz log n). W

5
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4

Figura 4.16 — Triangulagio por varredura.

Vejamos agora como estender o algoritmo 4.4 para triangulagbes com resmi¢do. A
descri¢io do algoritmo ainda € a mesma dada acima. A diferenga ocorre nos testes a serem
feitos para acrescentar os segmentos da triangulagio correspondentes a um novo ponto pk+1,
devido a presenga dos segmentos obrigat6rios. Quando o algoritmo encontra o ponto inicial de
um dos segmentos s de G, este segmento nio € introduzido imediatamente na trianguiagdo (jd
que o algoritmo 4.4 acrescenta segmentos sempre a partir de seuvértice final); no entanto, ele
deve ser considerado nos testes de visibilidade. Dizemos, entdo, que s estd em aberto,

Quando o ponto final de s ¢ atingido, af sim ele € introduzido na triangulagio.

Para a eficiéncia do algoritmo 4.4, no caso sem restrigdes, foi fundamental que os

segmentos acrescentados nos k primeiros passos determinassem uma triangulacio de Pp =
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conv({p1, P2, ..., Pk}). Isto permitiu que os segmentos a serem acrescentados no passo k+1
fossem determinados pelos vértices consecutivos da fronteira de Py, situados entre as tangentes
conduzidas por px+1, que podiam ser obtidos de modo eficiente. Agora, a unido Py, de todas as
regides determinadds pelos segmentos acrescentadds até o passo £ ndo é mais um poligono
convexo. No entanto, podemos demonstrar, por indugdo, que sua fronteira € tal que cada
trecho siteado entre dois segmentos em aberto consecutivos € uma linha poligonal convexa (veja
a figura 4.17 e o exercicio 7). Logo, para achar os pontos visiveis a partir do ponto pg+1,
determinamos entre que segmentos em aberto ele se situa e obtemos os pontos visiveis
(necessariamente consecutivos) na linha poligonal convexa correspondente. Como o iltimo
ponto acrescentado aesta poligonal € certamente visivel a partir de pz+1, podemos novamente
obter todas as arestas que terminam em pz..1 simplesmente partindo deste ltimo ponto e
marchando sobre a linha poligonal, em cada diregdo, até encontrar o primeiro ponto que ngo seja
visfvel. Se pg+1 for um ponto onde um segmento em aberto s termina, ele “verd” pontos de
duas regites. Neste caso, 0 segmento em aberto ¢ introduzido na triangulagdo, juntamente com

as arestas correspondentes a0s pontos visfveis a partir de'px+1 em cada regido.

segmentos
..... em aberto

savsvecscscnaascdivscsnna

Dh+l

P Y L L L E T R P P R T Y
Y R O

B L L L L L L L.

srnvanasaduavensnnee

mawemanes

L]

Figura 4.17 - As linhas poligonais entre segmentos em aberto sdo convexas.
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Como no caso sem restrigdes, o tempo total consumido enconrraﬁclio pontos visiveis é
proporcional ao nimero total de arestas, ou seja, O(n). Isto nio inclui, no entanto, o tempo
gasto para determinar a poligonal 2 qual um novo ponto pp.1 deve ser conectado (isto ¢, as
segmentos em aberto entre 0s quais 0 novo ponto P+ se encontra). Para que a complexidade
do algoritmo permanega O(n log n) é necessdrio que esta determinagio seja feita em tempo
logaritmico. Para tal, basta que os segmentos em aberto sejam mantidos em uma 4rvore
balanceada (veja o capitulo 1). Deste modo, a insergdo e eliminagfo de segmentos em aberto,
bem como a determinagdo dos segmentos em aberto adjacentes 3 um novo ponto a ser

considerado, podem ser executadas em tempo O(log n) por iteragdo. Portanto:

Teorema 4.14: O algoritmo 4.4 resolve o problema de triangulacdo com restrigées em tempo
Onlogn). R

A figura 4.18 mostra o resultado de se aplicar o algoritmo 4.4 a0 mesmo conjunto de
pontos da figura 4.16, mas sob a restrigio de que os segmentos assinalados em negrito devem

obrigatoriamente estar entre as arestas da triangulaggo.
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Figura 4.18 — Triangulagfo com restrigdes por varredura.
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Note que o resultado anterior fornece um método capaz de triangular um poligono simples
em tempo O(n log n). Para tal, podemos aplicar o algoritmo 4.4 ao conjunto de vértices do
poligono simples, tomando seus lados como os segmentos obrigatérios da triangulagio. Ao
final, basta determinar que porgdes da triangulagdo obtida estdo efetivamente no poligono (o que
pode ser feito em tempo linear). E, porém, possivel adaptar o algoritmo 4.4 de modo a s6 gerar
segmentos que sejam interiores ao poligono simples (veja [HHM] e exercicio 8).

4.7 Localizac@o de pontos em subdivisdes planares

Na segéio 4.1, justificamos nosso interesse em desenvolver algoritmos capazes de
determinar diagramas de Voronoi ¢ triangulages utilizando o problema de estender uma fungio
definida sobre um conjunto C. Por exemplo, conhecendo uma triangulagio de conv(C),
podemos, dado um novo ponto x, determinar o tridngulo contendo x ¢, a partir daf, calcular
f(x) baseados nos valores de f nos vértices de T'. Para que isto possa ser feito de modo
eficiente, € necessdrio que possamos, eficientemente, determinar qual das regides da

triangulagiio contém o ponto x.
De um modo geral, desejamos resolver, de modo eficiente, o seguinte problema:

LOCALIZAGCAO EM SUBDIVISAO PLANAR: Dada uma subdivisdo planar determinada por
segmentos de reta, representada por uma estrutura de adjacéncias, e um ponto x, determinar
uma face da subdivisdo que contenha x.

Antes de tudo, devemos ser mais precisos sobre o que entendemos por determinag&o
“eficiente”. Como cada aresta em uma subdivisdo planar ocorre em exatamente duas faces e
como podemos determinar se um ponto pertence a um poligono simples em tempo linear no
nimero de arestas desta face, em tempo linear no nimero de arestas podemos encontrar uma
face contendo x: basta examinar cada face e testar se x pertence a ela.

Uma raziio para ndo ficarmos satisfeitos com esta complexidade O(n) é que, na versdo
unidimensional, em que as regiGes sdo simplesmente intervalos consecutivos, a localizagdo de
um ponto pode ser feita em O(log 7). E, de fato, h4 algoritmos capazes de executar a
localizagdo de pontos em subdivisdes planares em tempo O (log n). Para tal, esses algoritmos
criam uma estrutura auxiliar de busca. Os melhores algoritmos s3o capazes de fazer localizagdo
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em tempo O(log n) com uma estrutura auxiliar que utiliza armazenagem adicional O(n) e que

pode ser construfda em tempo O(n log n) (ver o capitlo 2 de [PS]).

No caso de localizagdo de pontos em diagramas de Voronoi e triangulagdes de Delaunay,
O tempo ¢ a memdria necessdrias a esta estrutura adicional sio da mesma ordem de
complexidade que as requeridas pelo algoritmo que encontra os diagramas. Portanto, € possivel
se executar localiiagfao de pontos em tempo O(log n) sem pagar qualquer custo adicional do
ponto de vista assintético.

Exercicios

1. Mostre que se up, uq ¢ ur sdo cordas distintas e consecutivas de um circulo entfio up ou ur

tem comprimento menor que g (utilizado na prova do teorema 4.‘3);

2. Seja C = {p1, p2, ..., Pn} um conjunto de pontos do plano. Seja C* = {q1, g2, ..., ¢r} um

conjunto de pontos do espago, obtido associando a cada ponto p; = {x;, ;) o ponto q; =
2

(xi, ¥ir x5 +3D).

a) Mostre que o cfrculo definido por pj, pj € pr néio contém outros pontos de C se € somente se
nenhum ponto de C” est4 abaixo do plano definido por g;, gj € gk.

b) Mostre que as faces da triangulagio de Delaunay de conv(C) correspondem 3s faces do fecho
convexo inferior de C°. Isto &, as faces de conv(C’) que satisfazem a propriedade de que

nenhum ponto de conv(C”) estd abaixo do seu plano.

3. Seja C um conjunto finito de pontos do plano e sejam S e 7" subconjuntos disjuntos de C tais
que Su T'= C. Mostre que se pg é o menor segmento entre pontos de S e pontos de T entio
Pgq € necessariamente uma aresta do diagrama de Delaunay de C. (Este resultado pode ser
utilizado para obter um algoritmo O(n log n) que determine a 4rvore de comprimento total

minimo cujos vértices sao os pontos de C; veja o capitulo 6 de [PS]).

4, Suponha que uma subdivisdo planar esteja armazenada em urna estrutura winged-edge. Seja
a = uv uma aresta desta subdivisdo, considerada orientada de u para v. Escreva as fungdes
esq(uv) e dir(uv), que retornam as arestas imediatamente 2 esquerda e 2 direita de uv. (Lembre-
se que, na estrutura de dados, a pode estar orientada de v para u.)
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5. Mostre que o dual de uma triangulagio de um poligono simples € uma 4rvore. Conclua que
todo poligono simples tem pelo menos duas orelhas disjuntas.

6. Escreva um algoritmo que dado um polfgono convexo P ¢ um ponto exterior pg, determina

se um vértice p; € visivel a partir de pg.

7. No algoritmo de varredura para triangulagdes com restrigdes, mostre, por indugdo, que a
fronteira do polfgono obtido até o passo k é dividido em trechos convexos pelos segmentos em
aberto.

8. Modifique o algoritmo de varredura para triangulagdes com restricdo de modo a obter um
algoritmo capaz de triangular um poligono simples. Isto &, o algoritmo deve gerar apenas as
diagonais efetivamente contidas no poligono. [Sugestio: para cada faixa vertical, mantenha
informagdo sobre as regides internas ¢ externas ao poligono].
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