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1 Introdução

Um problema clássico em Teoria dos Grafos é o de encontrar redes que otimizem certas
propriedades geométricas. Este trabalho trata do problema de encontrar uma árvore ger-
adora de dilatação mínima para um grafo geométrico, problema conhecido como Minimum
Dilation Spanning Tree Problem � MDSTP. O conceito de dilatação foi introduzido por
Chew em 1986 [8], e teve sua de�nição formal para grafos arbitrários introduzida por Peleg
e Ullman [12]. Atualmente, resolvedores no estado da arte são capazes de produzir soluções
exatas para instâncias de até 20 vértices [3].

Uma motivação para o problema está na construção de uma malha de estradas que
minimize a razão entre a distância entre duas cidades na malha e sua distância euclidiana.
O problema também está presente em aplicações de várias áreas, incluindo robótica, design
de circuitos integrados, entre outros [11, 1].

O trabalho está estruturado da seguinte forma: a Seção 2 apresenta uma descrição formal
do problema. As Seções 3 e 4 apresentam problemas relacionados e o atual estado da arte
para o MDSTP. As Seções 5 e 6 apresentam as di�culdades inerentes à busca de métodos
para sua resolução exata e propostas de abordagens usando o paradigma branch and bound.

2 Descrição do problema

Um grafo G = (V,E) é um par ordenado, onde V é um conjunto não vazio de elementos
denominados vértices e E é um conjunto de pares de vértices. Um grafo simples é tal que há
no máximo uma aresta entre dois vértices, e todas as arestas são incidentes a dois vértices
distintos.

De�ne-se um caminho entre dois vértices u e v como sendo uma sequência (x1, x2, · · · , xn)
de vértices distintos tal que u = x1, v = xn e xi é adjacente a xi+1, para todo i < n. Um
caminho de menor comprimento entre u e v em G é denotado por πG(u, v). Um grafo é dito
conexo se há um caminho entre todos os seus pares de vértices. Um grafo conexo e minimal
no número de arestas é denominado uma árvore.
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Considere o grafo G′ = (V ′, E ′) tal que V ′ ⊆ V , e os extremos das arestas de E ′ pertencem
a V ′. Dizemos que G′ é um subgrafo de G. Se V ′ = V , G′ é também um subgrafo gerador
de G.

Seja P = {p1, p2, · · · , pn} um conjunto de pontos no plano no espaço euclidiano. De�ne-
se um grafo geométrico G = (V,E) como sendo o grafo simples e completo com conjunto de
vértices V = P . O peso de uma aresta uv é de�nido como sendo a distância euclidiana duv
entre os vértices u e v.

Dado um grafo geométrico G e um subgrafo G′ = (V ′, E ′), de�ne-se a dilatação entre
dois vértice u e v como

ρG′,G(u, v) =
|πG′(u, v)|
|πG(u, v)|

A dilatação de G′ é dada por

ρ(G′, G) = maxu,v∈V,u 6=v
|πG′(u, v)|
|πG(u, v)|

O problema da árvore geradora de dilatação mínima consiste em encontrar uma subárvore
geradora G′ de G que minimize ρ(G′, G) [13]. A dilatação também é conhecida como stretch
factor ou distorção de G [11]. As Figuras 1 e 2 mostram duas árvores geradoras e suas
respectives dilatações1.

3 Problemas similares

O conceito de dilatação abre uma gama de problemas variados, cuja investigação pode levar
a insights importantes para a resolução do MDSTP. A seguir, apresentamos brevemente três
problemas relacionados.

3.1 Árvore Geradora Mínima

O problema da árvore Geradora Mínima (MST em inglês) é um dos problemas clássicos
em Teoria dos Grafos e consiste em encontrar uma árvore geradora que minimize a soma
dos pesos das arestas. Apesar de ser um dos problemas mais básicos da área, ainda se
desconhece se existe um algoritmo determinístico linear para o MST. O algoritmo mais
e�ciente conhecido foi encontrado por Chazelle e tem complexidade O(mαlog(α)), onde α é
o inverso da função de Ackerman [6]. Para o problema da árvore geradora mínima euclidiana,
entretanto, é conhecida a cota inferior Ω(nlogn), obtida a partir da redução do problema do
par de pontos mais próximo, assim como um algoritmo O(nlogn) para construção da árvore
utilizando diagrama de Voronoi [14].

Naturalmente, surge a questão do quão boa é a dilatação de árvore geradora mínima.
Infelizmente, a qualidade da aproximação provida pela árvore geradora mínima se mostra

1Imagens obtidas em [9]
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muito inferior àquela produzida por outras heurísticas [9], conforme pode-se observar nas
Figuras 1 e 2.

Figura 1: Árvore geradora mínima para uma
instância de 300 pontos, dilatação 18.053

Figura 2: Solução obtida pela meta-heurística
GRASP, com dilatação 10.332

3.2 t-spanners

Um conceito relacionado com a dilatação de um grafo é o de t-spanner. Um t-spanner de G é
um subgrafo G′ de G com dilatação ρ(G′, G) ≤ t. Grande parte dos trabalhos experimentais
no problema de dilatação buscam encontrar t-spanners que minimizem o peso total das
arestas, grau dos vértices, diâmetro, número de arestas, ou número de cruzamentos, dado
um valor de t [15, 10, 4]. Vários desses problemas de minimização são NP-difíceis [5, 4].

3.3 Triangulação de Dilatação Mínima

O problema da Triangulação de Dilatação Mínima consiste em encontrar uma triangulação
planar que minimize a dilatação, dado um conjunto P de pontos no plano. A complexidade
desse problema permanece em aberto, mas acredita-se que seja NP-difícil [2]. O trabalho [3]
mostra que o MSTP e o problema da triangulação de dilatação mínima compartilham muitas
das propriedades geométricas que permitem reduzir o problema dado um limitante superior
ρh para o valor da dilatação.

4 Estado da arte

O problema de encontrar um árvore geradora de dilatação mínima é NP-difícil [7]. Dessa
forma, resolvê-lo exige a aplicação de métodos de otimização combinatória. O primeiro
algoritmo exato para o problema foi proposto por [3] e se baseia no uso de meta-heurísticas
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para obtenção soluções iniciais de alta qualidade, no uso do limitante primal produzido pela
meta-heurística para realização de um preprocessamento geométrico, e na formulação do
problema como um programa linear inteiro misto. Essa abordagem foi capaz de resolver à
otimalidade instâncias de até 20 vértices. As subseções abaixo explicam brevemente como
cada uma dessas etapas foi utilizada para compor um algoritmo exato para o MDSTP.

4.1 Meta-heurística GRASP

A produção de soluções iniciais de alta qualidade é um fator essencial na abordagem de [3],
sendo utilizada para obter limitantes primais e reduzir o modelo MILP via pré-processamento
geométrico. A meta-heurística escolhida pelos autores foi o Greedy Randomized Adaptative

Search Procedure (GRASP).
A fase de construção do método utiliza m algoritmo de Prim randomizado. Vértices

são adicionados à árvore incompleta se sua distância até a árvore se encontra no intervalo
[(1−α)dm, dm], onde α ∈ [0, 1] e dm é o custo de uma aresta que seria escolhida pelo algoritmo
Prim. A cada iteração da fase de construção, é escolhido um novo valor de α no intervalo
{0.0, 0.1, · · · , 1.0}.

A fase de busca local utiliza perturbações que podem ser computadas e�cientemente, as
quais foram nomeadas Triangle e Path. Sejam u, v, r vértices distintos de uma árvore T .
Suponha que πG(u, a) · (a, z) · πG(z, r) e πG(u, a) · (a, z) · πG(z, r) sejam, respectivamente, os
caminhos de u a r e de v a r em T . O método Triangle substituirá a aresta (a, z) pela aresta
(a, b), recalculando a dilatação dos O(n2) pares de vértices afetados. Como a vizinhança
de Triangle é de apenas duas soluções, o método Path o repetirá em triplas de vértices
consecutivos de um caminho de maior dilatação, obtendo uma vizinhança de tamanho 2k,
onde k é o comprimento do caminho.

Finalmente, é aplicada a técnica path relinking à um conjunto de soluções elite. Dadas
duas árvores geradoras, S e S ′, o método adiciona iterativamente arestas de S ′ a S, formando
ciclos. A remoção de uma aresta do ciclo gera uma nova árvore, um passo mais próxima de
S ′.

4.2 Modelo MILP

A modelagem do MDSTP foi baseada no modelo multicommodity �ow network, no qual há
um �uxo unitário entre cada par distinto de vértices. Para cada aresta ij do grafo original,
são criados os arcos (i, j) e (j, i). De�ne-se a variável xabij como sendo valor do �uxo entre
os vértices a e b que passa pelo arco (i, j). A variável assume valor 1 se o arco faz parte do
caminho entre a e b na solução ótima. A formulação utilizada pode ser vista a seguir:

min ρ (1)∑
i∈P\{a}

xabia −
∑

i∈P\{a}

xabai = −1, ∀a, b ∈ P, a < b (2)
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∑
i∈P\{j}

xabij −
∑

i∈P\{j}

xabji = 0, ∀j ∈ P \ {a, b}, ∀a, b ∈ P, a < b, (3)

∑
i∈P\{b}

xabib −
∑

i∈P\{b}

xabbi = 1, ∀a, b ∈ P, a < b, (4)

∑
(i,j)∈A

dij
dab

xabij − ρ ≤ 0, ∀a, b ∈ P, a < b, (5)

xabij + xabji − x
ij
ij ≤ 0, ∀{i, j} ∈ E, ∀a, b ∈ P, a < b, (6)∑

{i,j}∈E

xijij = |P | − 1, (7)

x ∈ B|A|·|E|. (8)

Note que a formulação possui O(n4) restrições e váriáveis. Como o tamanho do modelo
é polinomial no tamanho da entrada, diz-se que ele é compacto. Entretanto, seu tamanho
ainda é massivo e representa grande parte da di�culdade de resolução do MILP, motivo
pelo qual são utilizadas rotinas de pré-processamento para redução do número de variáveis
e restrições.

4.3 Pré-processamento geométrico

As rotinas de pré-processamento utilizam a dilatação ρh encontrada pela meta-heurística
GRASP para �xar o valor variáveis xabij como sendo 1 ou 0. Dado que o valor de uma
variável é �xada, essa informação pode ser propagada causando a �xação de outras variáveis
do modelo. Uma restrição pode ser removida da formulação quando todas as suas variáveis
são �xadas. Abaixo, são descritas as principais rotinas de redução.

Considere uma árvore geradora T , e considere o vértice u tal que πT (a, b) = πT (a, u) ∪
πT (u, b), para algum par de vértices a, b. Pela desigualdade triangular:

dau + dub
dab

≤ ρT (a, b) ≤ ρh

ou seja, o vértice u deve estar no interior da elipse de focos a e b e eixo maior de comprimento
ρh · dab. Esse teste permite a realização do que os autores chamam de bloqueio de vértices
por elipse, conforme ilustrado na Figura 32.

2Imagem obtida em [9]
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a b

uv

Figura 3: Bloqueio de vértice por elipse: o vértice v não pode fazer parte do caminho entre
a e b.

Uma extensão dessa ideia consiste em eliminar arcos (u, v) no caminho πT (a, b) tais que
dau+duv+dvb

dab
≥ ρh. Finalmente, quando uma elipse de focos a, b não possue outros vértices em

seu interior, podemos identi�car a aresta ab como pertencente à solução.

5 Di�culdades do problema

Conforme visto na seção anterior, o MDSTP é NP-difícil e requer o uso de técnicas de
otimização combinatória. Algoritmos no estado da arte modelam o problema como um
programa linear inteiro e utilizam solvers comerciais para resolvê-lo, além de fazer uso de
heurísticas para obtenção de soluções iniciais.

Esse problema apresenta ainda outra di�culdade: sua natureza minimax. O MDSTP
busca minimizar a dilatação máxima entre todos os pares de vértices. Essa propriedade
di�culta a realização de escolhas locais, visto que a adição de um vértice/aresta a uma
solução parcial pode afetar a dilatação entre O(n2) pares de vértices. O efeito global que
decorre de alterações locais da solução torna o cômputo da dilatação mais caro em relação
a outros problemas de otimização que não são minimax.

Além disso, uma vez encontrado o par de vértices de dilatação máxima, há potencialmente
inúmeras árvores cuja dilatação seja decorrente desse par de vértices, particularidade que
di�culta a poda de ramos da árvore de enumeração.

6 Abordagens propostas

Atualmente, o algoritmo no estado da arte é capaz de resolver instâncias de até 20 vértices
à otimalidade. O avanço para a resolução de instâncias maiores requer ou o re�namento do
método ou a adoção de novas abordagens. Apresentamos a seguir uma proposta de uma
nova abordagem do problema via Branch & Bound combinatório.
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As componentes de um algoritmo de Branch & Bound são: a de�nição de um espaço de
busca, a operação de rami�cação, o teste de viabilidade, o cálculo dos limitantes e a escolha
da ordem de busca. As subseções seguintes descrevem uma proposta para as componentes
mais importantes.

6.1 De�nição do espaço de busca

Seja G = (V,E), n = |V |,m = |E| um grafo geométrico completo para o qual se deseja
resolver o MDSTP. Assumimos que os vértices foram previamente rotulados com inteiros de
1 a n. A representação escolhida para uma solução parcial na árvore de Branch&Bound é
uma lista L = ((v1, v2), (v3, v4), ..., (vk, , vk+1)) de pares ordenados correspondentes a arestas
do grafo. Essa lista tem a propriedade de que o subgrafo induzido pelas arestas da lista é
uma árvore.

Uma lista L é uma representação válida sse pode ser construída utilizando o algoritmo
abaixo:

1. V0 = {1} // O conjunto de vértices na árvore induzida por L

2. C0 = {1} // O conjunto de vértices candidatos de V aos quais ligar uma aresta

3. L = ()

4. For i = 0 to n− 1

Escolha aresta (v, u), v ∈ Ci, u ∈ V \Vi
L = L+ (v, u)

Vi+1 = Vi ∪ {u}
Ci+1 = (Ci\{x ∈ Ci|x < v}) ∪ {u}

Propriedade 1: A lista L produzida a cada iteração do algoritmo acima produz uma árvore.

Propriedade 2: A representação de uma árvore é única.

Prova: Sejam L1 e L2 duas representações diferentes para uma árvore T . Seja i o menor
índice em que uma aresta ei1 = (v1, u1) ∈ L1 difere de ei2 = (v2, u2) ∈ L2.

Caso 1: v1 = v2, u1 6= u2
S.p.g., assuma u1 > u2. Então a aresta (v2, u2) /∈ L1 pois após inserção da aresta (v1, u1),

nenhuma aresta (v1, x), x ≤ u1 pode ser adicionada a L1. Logo, a árvore induzida por L1 é
diferente da induzida por L2.

Caso 2: v1 6= v2, u1 = u2
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Como u1 pode se ser adjacente a apenas um vértice da subárvore induzida por Vi−1, a
aresta (v1, u1) /∈ L2. Contradição.

Caso 3: v1 6= v2, u1 6= u2
S.p.g., assuma v1 > v2. Pela escolha de v1, nenhum vértice x < v1 pode se conectar a

vértices de fora da árvore a partir do passo i. Logo (v2, u2) /∈ L1. Contradição.

A escolha da representação acima é motivada pela propriedade 2. Deseja-se evitar a
repetição de soluções parciais, que acarretarão o recálculo de subárvores inteiras do espaço
de busca. A operação de rami�cação �ca de�nida pelo passo 4 do algoritmo.

6.2 Cálculo dos limitantes

Um limitante inferior para cada solução parcial pode ser dada pela dilatação da própria
solução. Um limitante superior, por sua vez, pode ser obtido a partir de uma solução
viável para o MDSTP. Essa solução pode ser proveniente do uso da meta-heurística GRASP
utilizada em [3]. Um novo limitante primal também pode ser obtido completando-se as
árvores geradoras das soluções parciais. A decisão de como fazê-lo deve levar em consideração
o tradeo� entre o custo de completar a árvore e a qualidade da solução obtida. Algumas
possibilidades são:

• Utilizar a heurística GRASP em cada nó da árvore de branch and bound para completar
a solução parcial. Esse método pode produzir soluções de alta qualidade, porém a um
custo computacional possivelmente alto, dependendo dos parâmetros com os quais o
GRASP é utilizado.

• Completar soluções parciais adicionando arestas que aumentem a dilatação ao mínimo.
Essa abordagem gulosa parece promissora, mas é computacionalmente cara, visto que
a adição de cada aresta pode afetar a dilatação entre O(n2) pares de vértices.

• Completar soluções parciais utilizando arestas aleatórias ou de menor custo. Essa
abordagem tem baixo custo computacional, mas produz soluções de baixa qualidade.

• Calcular, em cada nó, a árvore resultante da adição de arestas da solução inicial pro-
duzida pelo GRASP à solução parcial, removendo arestas dos ciclos formados. A
escolha das arestas a serem removidas também apresenta um tradeo� entre qualidade
da solução e tempo: podemos escolher remover as arestas que mais contribuem com o
valor da dilatação, a um custo computacional maior, ou remover arestas aleatórias, a
um baixo custo.

Apresentamos acima uma proposta para abordagem do MDSTP baseada em uma intuição
teórica. A modelagem do problema e escolha de métodos de cálculo de limitantes, ordem
de busca do branch and bound e pré-processamento, por sua vez, devem ser guiadas por
experimentos computacionais e pela comparação com os resultados previamente obtidos na
literatura.
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