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Analise Optica de Lentes Gravitacionais
por Tracado de Raios Através de Transformacao Conformal
em Geodésicos Nulos de Schwarzschild

Guilherme de Barros Avila* Helio Pedrinit

Resumo

Os efeitos opticos causados por objetos massivos na trajetéria de raios de luz sao am-
plamente estudados ha mais de 200 anos. Estes efeitos, formalmente referidos como
“Lentes Gravitacionais”, sao de extrema importancia para a cosmologia e astronomia
moderna, pois somente através dos mesmos é possivel analisar criticamente os dados e
imagens coletadas por astréonomos, ao observar os mais diversos eventos cosmoldgicos do
universo ao nosso redor. Este trabalho visa descrever a natureza fisica deste efeito por
meio de uma andlise conceitual da métrica de Schwarzschild e apresentar um modelo
computacional para sintese de imagens gréaficas que ilustrem os efeitos de deflexao de
raios de luz causados pela curvatura do “espaco-tempo” ao redor de objetos massivos.

1 Introducao

Desde o surgimento dos conceitos fisicos modernos, oriundos das teorias fisicas de Isaac
Newton, a ideia de que até mesmo raios de luz seriam afetados pela presenca de um grande
potencial gravitacional ja comecava a ser discutida pelos fisicos da época. Nos primeiros anos
do século XIX, Johann von Soldner faria a primeira publicagdo em que seria proposta uma
formulagao analitica para quantificar os efeitos e caracteristicas desta deflexao da luz [5].

Contudo, mais de 100 anos se passariam até a formulagdo atualmente aceita ser pu-
blicada. Esta surgiria com o famoso trabalho de Albert Einstein, em 1915, a respeito da
“Relatividade Geral”. Juntamente ao seu estudo da natureza fisica do espago-tempo, Eins-
tein também viria a propor as suas equagdes campo [5]. A primeira solu¢do para estas
equacoes seria descoberta em menos de um ano apds a publicagao original, com o trabalho
de Karl Schwarzschild.

Iniciaremos o estudo de lentes gravitacionais, introduzindo a “métrica de Schwarzschild”
e o resultado analitico obtido através das equagoes de movimentos oriundos da mesma.
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Hnstituto de Computagdo, Universidade Estadual de Campinas, 13083-852, Campinas, SP.
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1.1 Espago-Tempo e a Métrica de Schwarzschild

Uma métrica, vista através de uma perspectiva fisica, é um instrumento matematico que
descreve a distancia entre dois pontos em um sistema de coordenadas especifico. Uma das
métricas mais simples é a que descreve um espaco Euclidiano simples. Neste conhecido
sistema, a métrica é obtida pela aplicacao do teorema de Pitdgoras. No caso de um sistema
cartesiano (z,y, z), esta métrica é expressa como:

ds® = da?* + dy® + dz* (1)
J& para um sistema coordenadas esféricas (r, 0, ¢), a métrica passa a ser a definida como:
ds® = r2dr® + r? Sen2(0)d¢2 (2)

Utilizando esta definicao simples de distancia, as leis fundamentais da fisica podem ser
aplicadas ao espaco Euclidiano simples, obtendo, assim, as equagoes basicas de movimento
para o respectivo sistema de coordenadas.

De forma andloga, a métrica de Schwarzschild, também descreve a distancia entre dois
pontos, entretanto, para um sistema “espago-tempo” esférico (¢,7,0, ¢):

ds? = —(1— 2)di2 + (1 — Z2)dr? + 12 sen?(0)dg? (3)
T T

Contudo, quando nos referimos a um sistema “espaco-tempo”, as ideias de distancias e
pontos devem ser vistas com ressalvas. Através de uma simples analise matemaética, vemos
que a distancia (ds) estd intrinsecamente associada nao somente a ideia de espago (dr),
mas também & coordenada temporal (dt). Devido a isto, ndo podemos mais pensar em
pontos, mas sim em eventos, em que um evento é descrito pela sua posicao espacial em um
determinado tempo (¢). A distancia (ds) também ganha um novo significado dependendo
de seu sinal e magnitude.

Para valores de ds > 0, entendemos que esta distdncia mede a separacao espacial entre
dois eventos simultaneos. Quando ds < 0, passamos a considerar esta distancia como a se-
paracao temporal entre eventos vistos em uma mesma posicao espacial. Finalmente, quando
ds = 0 (null), estamos nos referindo a distancia entre eventos que podem ser conectados
através de um raio de luz [7, 8].

Como estamos interessados apenas nos efeitos gravitacionais associados a luz, apenas
iremos considerar o caso em que ds = 0. Mais especificamente, apenas utilizaremos as
equagoes de movimento que sao obtidas ao igualarmos a métrica a zero. Essas equagoes sao
também chamadas de null-geodesics.

1.2 Simetria e Caracteristicas de Curvatura Espaco-Tempo

Para entendermos como a presenca de um potencial gravitacional afeta os raios de luz que
incidem numa regiao de “espaco-tempo” curvado pela existéncia de um objeto massivo
central, devemos avaliar o que a métrica de Schwarzschild descreve e em quais situacoes o
seu uso é apropriado.
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Esta métrica, também chamada de métrica exterior de Schwarzschild, pode ser aplicada
a uma regiao externa a um corpo massivo esférico, sem carga, sem rotacao e de densidade
uniforme. Também assumimos que esta regiao externa estd em vacuo ou com densidade
substancialmente menor do que ao objeto central. Objeto este que iremos nos referir, a
partir de entdo, como “objeto de Schwarzschild”.

A métrica de Schwarzschild apresenta uma simetria fundamental na andlise do com-
portamento da luz. Esta simetria diz respeito a sua geometria esférica. Como estamos
lidando com uma métrica esférica, podemos realizar a andlise de um raio de luz incidente
completamente ignorando o angulo relativo de incidéncia. Em outras palavras, um raio de
luz incidente (V'), juntamente a uma coordenada radial (ﬁ) formam um plano e, segundo a
métrica, este raio de luz permanecerd no mesmo plano apds a sua saida da zona de atuacao
gravitacional do corpo [8]. Assim, podemos garantir a agao gravitacional em qualquer raio
de luz como apenas uma rotacao planar na direcao do objeto central.

Outra caracteristica importante da métrica ocorre quando r — oco. Neste limite, a
métrica se transforma no chamado “espago-tempo planar” [7]. Isto implica que, para objetos
suficientemente longe do corpo central, a métrica perde a sua curvatura, como pode ser
visto na Figura 1. Neste limite, podemos analisar as dindmicas de movimento assim como
previstas pela fisica de Newton.

Flat P
f’ o K

Schwarzschild

Figura 1: Espago-tempo flat (acima) e espago-tempo curvado por objeto massivo
(abaixo) [3].

O objeto de Schwarzschild central pode ser caracterizado apenas por um tunico
parametro, o chamado raio de Schwarzschild (rs), que, por sua vez, apenas é dependente
da massa total do corpo central e um termo constante:

(4)

em que G é a constante gravitacional universal e ¢ é a velocidade da luz no vacuo. Vale
notar que a métrica (Equagao 3) e, por consequéncia, também as equagoes de movimento
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sao diretamente associadas ao valor rs. Portanto, podemos inferir que a intensidade do
efeito gravitacional serd diretamente proporcional a massa do corpo central.

Também relevante para nossa analise é o fato do termo constante de r, ser extremamente
pequeno (279 ~ 1,4852- 10_27[%]). Portanto, é necessario uma enorme quantidade de massa
para que rg seja substancial, bem como o efeito de sua lente gravitacional. Por exemplo,
para um objeto de Schwarzschild com a massa do sol, rs é de aproximadamente 3km. Ja
para um objeto com a massa da terra, o valor seria de apenas 8.8mm.

1.3 Intensidade de Deflexao e Parametro de Impacto

Fundamentalmente, para reproduzirmos os efeitos de lentes gravitacionais, estamos interes-
sados em definir a intensidade da deflexao de raios de luz que incidem na regiao préxima
de um objeto de Schwarzschild. Para tal, consideramos a equacao da métrica (Equagao 3)
assumindo uma trajetéria planar (0 = 7) em uma fatia invariante de tempo (dt = 0). Apli-
cando estas condicoes as equacgoes de null-geodesics, obtemos a equacao de variagao angular
em relacao a variacao radial da trajetéria da luz [8]:

d_-1 1
dr - r2 1 1=rs/r

b2 r2

()

em que b representa o parametro de impacto da luz incidente em relagdo & massa central.
Podemos definir o parametro de impacto como sendo a menor distancia de um raio de luz ao
corpo central, ignorando o efeito da curvatura do espaco-tempo, como ilustrado na Figura 2.

Flat bending angle

impact parameter

Figura 2: Definicao do parametro de impacto para um raio de luz incidente numa regiao de
espago-tempo plano [3].

Utilizando a simetria esférica do sistema, podemos assumir que um raio de luz vindo de
uma distancia infinita (r — 00) e se aproximando da regiao de espago-tempo curvo até a
sua distancia de menor aproximagao (rg) sofrerd uma deflexdo de intensidade equivalente a
sua trajetéria de saida da regiao de espago-tempo curvo (r — —o0).
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Portanto, podemos obter a variacao angular deste raio de luz, integrando a equacao
obtida na Equagao 5 referente a sua trajetoria de aproximagao e dobrando a sua intensidade.

"o —1 1
A¢:2-/ ——e—————dr (6)
R

Ao integrar a Equagao 6 utilizando a aproximagao de pequenos angulos (¢ ~ sen(¢)),
em que estamos assumindo que o observador se encontra longe o suficiente do objeto central
(regiao assintoticamente plana), obtemos o seguinte resultado:

4GM
Ap=m+ S (7)

Este resultado difere do resultado newtoniano, sem deflexdo angular (A¢ = 7), exata-
mente em 4662]{‘[ . Portanto, esta serd a intensidade de deflexdao (Ac) sofrida pelo raio de luz
em sua trajetoria através da geometria curva do espago-tempo, este sendo exatamente o

resultado obtido por Einstein em 1915, para deflexao da luz [5].

AGM  2r,

c?b b
Antes de seguir com a construgao do modelo de sintese de imagens para lentes gravi-
tacionais, devemos também estabelecer em quais situacoes um raio de luz sofrerd deflexao
forte o suficiente, de modo que este nao saird do potencial gravitacional do objeto central,
ficando preso pela enorme influéncia gravitacional e sendo puxado para o centro da singu-
laridade. Esta distancia é chamada de “parametro de impacto critico” (b.,) e, para raios
de luz incidentes com valores b < b.,., nao é possivel que raios de luz escapem do potencial
gravitacional exercido pelo objeto central (Figura 3). Para buracos negros, esta distancia
critica define exatamente a regiao de “sombra” do objeto, onde nenhuma luz pode ser vista

saindo da regiao esférica interior a b;..

bey = 3*2/37-5 ~ 2.6 -1 (9)

Figura 3: Ilustracao do efeito de deflexao para diferentes parametros de impacto. Para
valores b < b, 0s raios de luz incidentes acabam presos pelo potencial gravitacional do
objeto de Schwarzschild [4].
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2 Modelo Computacional

Tendo estabelecido o aporte tedrico fisico do efeito gravitacional de lentes, podemos seguir
com a construcao do modelo para sintese de imagens do efeito. Temos como objetivo, nesta
etapa, a criacdo de um modelo versatil e performatico que possibilite rapida alteracao dos
parametros que regulam o efeito de lentes gravitacionais. Visamos, também, a construcao de
um modelo que possibilite a interatividade com o programa grafico, seja esta interatividade a
mudanca da posigao relativa do observador (camera) em relagao ao objeto de Schwarzschild
ou a propria posicao relativa do objeto central que gera o efeito.

Com estes requisitos em mente, propomos um modelo construido em linguagem de sha-
ders (GLSL), fazendo uso da pipeline de aceleragao gréfica (GPU). Desta forma, podemos
aproveitar a natureza paralela do problema e beneficiar-se da capacidade de processamento
em paralelo de GPUs, obtendo, entao, uma aplicacao interativa de sintese de imagens em
tempo real.

2.1 Camera Virtual e Projecao Perspectiva

Iniciamos o nosso modelo computacional introduzindo o conceito de camera perspectiva.
Especificamente, utilizaremos a definicdo de uma camera estenopeica (pinhole camera),
onde a luz incidente é focada através de uma abertura infinitesimal e projetada no plano de
captura para obtermos a imagem final. Utilizamos um modelo de camera estenopeica para
evitar a influéncia de outros efeitos (por exemplo, depth of field) que podem influenciar na
sintese da imagem final e prejudicar a analise critica do efeito central ao trabalho.

Na construgao proposta, nosso objeto camera pode ser parametrizado por apenas trés
informagoes. A primeira é o campo de visao (field of view - FOV), que define a abertura
angular de amplitude da camera, a segunda é a diregao focal da cAmera (R) e, finalmente, as
dimensodes da imagem final em pixels (W), H,). Como estamos lidando com uma projegao
perspectiva, a direcao focal de cada pixel na imagem final nao serd uniforme, mas deverd
ser obtida por uma transformacao regulada pelos parametros de caAmera mencionados ante-
riormente. Explicaremos, a seguir, os passos de transformacao para obter a diregao vetorial
de cada pixel na imagem final.

De forma simplificada, estamos interessados em obter uma transformacao (7'(z)) entre

~

uma posicao planar (P;;) (2D), em pixels, e a sua direcao vetorial (V) (3D), conforme a
Equacao 10:

— R

7 T@, § (10)

Para obter a direcéo vetorial de cada pixel, iremos assumir uma imagem projetada em
um plano perpendicular & direcao focal da camera (]:2) a uma distancia de 1 metro, iremos
também assumir que a nossa cimera se encontra na origem de nosso sistema de coordenadas.
Nosso objetivo, entao, é construir um vetor da posicdo da camera até a posicao final (7)
projetada no plano perpendicular para cada pixel (R_j})

Primeiramente, devemos obter os versores N, e N, que representam, respectivamente,
as direcoes horizontais e verticais no plano de projecao. Assumindo um versor fixo U que

define a direcdo “cima” em coordenadas globais (U = (0,1,0)), podemos obter os versores
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do plano: R o
N,=RxU (11)
Nu.= N, x Ry (12)

Sabemos que, para um pixel na posicao central da imagem final, a sua direcao vetorial
serd igual a direcao focal da camera (V' = R). Dessa forma, a posigao tridimensional de

um pixel projetado no plano pode ser definido como a diregao focal (R) somada a uma
combinacao linear de N, e Ny:

V =R+ aN, + BN, (13)

Para obter as constantes a e 3, devemos considerar a altura da imagem (Hp,,;) projetada
no plano, com base no field of view da camera e também seu aspect ratio (a,). Este ultimo
é definido como a, = H,/W), e a altura projetada ¢é definida como:

fou
o (14

Hppoj = 2tan(

Com estas definigoes, estamos prontos para definir a série de equagoes para obtengao das
constantes a e 5. Primeiramente, obtemos a posicao planar em coordenadas normalizadas
(normalized device coordinates) ao tamanho da imagem:

—> i j
Py =(=,=) (15)
Wy Hp

Em seguida, movemos a origem para a posicao central da imagem para alinharmos com

a origem de nossa definicao na Equagao 13:

P=P,—05 (16)

Multiplicamos o termo horizontal pela nossa definicao de aspect ratio, considerando

eventuais diferencas de altura e largura de nossa imagem final. Entao, adicionamos um
termo constante (%ﬁ), de modo a deslocarmos a posicao para o centro de cada pixel:
p

0.5

— . .
Pp = (ic - ar, je) + i,

(17)
Finalmente, podemos obter as constantes lineares ao multiplicar o resultado de nossa
ultima equagao pela altura projetada da imagem no plano:

(, B) = P} - Hyroy (18)

Aplicando este resultado & Equagao 13, obtemos um mapeamento entre um pixel da
imagem final e sua posi¢ao vetorial equivalente no plano de projecdo. Como passo final
para nossa modelagem de camera genérica, apenas devemos normalizar a posicao vetorial,

N

de modo a obtermos o versor direcional para cada pixel (V = %) Este ultimo sera

utilizado, ao invés de definigoes em funcao de pixels, nas proximas etapas de nosso modelo.
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2.2 Projecao de Plano Infinito e Texturizagao

Para ilustracao adequada do efeito de lentes gravitacionais, devemos aplicar o efeito a uma
imagem ou textura. Para tal, é importante nos preocuparmos com as caracteristicas reais
destas imagens, assim como a projecao da mesma de acordo com a nossa defini¢ao de posicao
e rotacao da camera.

Portanto, devemos considerar as proporcoes reais dos objetos contidos nas imagens
utilizadas. Em outras palavras, ¢ de extrema importancia realizarmos um mapeamento
correto entre o field of view da camera, utilizada na captura original da imagem e a nossa
definicdo de abertura angular definida na parametrizacao da camera virtual.

Historicamente, no contexto de computacao, o mapeamento de texturas de radiancia
vindas do plano infinito é feito através de cube-maps (ou seja, mapeamento esférico). Con-
tudo, sabemos, da formulacao apresentada, que estamos lidando com uma aproximagcao de
pequenos angulos (¢ ~ sen(¢)). Neste cendrio, um mapeamento esférico se aproximaria a
uma projegao planar [2]. Além disso, grande parte das imagens astronoémicas também sdo
capturadas utilizando cameras de pequeno field of view.

De forma inversa ao processo de obtencao da direcao vetorial por pixel (7) Desejamos,
agora, obter uma coordenada UV para uma direcao vetorial genérica. Para tal, projetamos
um vetor diregao (7) no plano ortogonal a R, a uma distancia de 1 metro:

ﬁ:?-ﬁ (19)

A partir desta projecao (57 ), podemos subtrair (ﬁ) para obter a posigao relativa ao
centro do plano de proje¢ao. Como queremos obter coordenadas horizontais e verticais no
plano de projecao, devemos decompor esta diferenca nas direcoes N, e N, entdo normalizar
esta diferenga dividindo pela altura de projegdo da textura (Equagao 14), utilizando o
field of view da textura de radiancia, obtendo, assim, a diferenga em coordenadas UV de
amostragem para um diregao vetorial genérica referente ao centro de amostragem (C'):

G=_1 (5T-FB) N.(5T-R) N (20)

H proj

Finalmente, devemos considerar eventuais diferencas de aspect ratio da textura de amos-
tragem e a nossa imagem de sintese. Para tal, multiplicamos a componente horizontal da
coordenadas UV pela razao entre o field of view da imagem final e imagem de amostragem.
Somamos, entao, esta ultima com a posicao de amostragem do centro da imagem para obter
a nossa coordenada UV de amostragem final.

— ar
UV = (Cy % —"—,C,)) + UV, 21
(Cox O+ (21)

2.3 Objeto de Schwarzschild e Rotagao Vetorial

Uma vez definidas as informacoes de diregao vetorial por pixel e o sampling de textura ba-
seado em uma direcao vetorial, agora devemos estabelecer a modelagem de como a presenca
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de um objeto de Schwazrzschild afetara a luz incidente e, por consequencia, a sua diregao
vetorial de sampling.

Definimos a posi¢ao do objeto de Schwarzschild relativo a camera (screen space) como o
vetor t . Para encontrar o parametro de impacto de um raio de luz que incide na camera,
devemos, primeiramente, obter o dngulo (o) entre os versores Vet

o = arccos(V - ) (22)
Através deste angulo, podemos, entao, obter o parametro de impacto (b):
b= sen(o)|7| (23)

Aplicando o valor b & Equacao 8, encontramos a deflexdao total (Ac) do raio de luz
incidente a camera, gerada pela influéncia da lente gravitacional do objeto de Schwarzschild.
Definimos, anteriormente, que esta deflexao pode ser descrita como uma rotacao da direcao

vetorial (V') na diregdo do centro do objeto em Ac radianos. Portanto, devemos obter o
eixo de rotacao (Nyot), que é descrito como:

Neot =V x t (24)

Foi escolhida uma modelagem baseada em quatérnios unitarios para aplicar esta trans-
formacao em V, uma vez que esta simplifica uma rotagao a duas operacoes de multiplicacao
de quatérnios [6]:

V' = Rot(Nyot, A)[V] = q-V - g7 (25)

~

Um quatérnio unitario ¢ e seu inverso (¢~!), referente & rotagdo, em um eixo (N), de
Ao angulo radianos, sao definidos como:
" A « A - A A
qg= (N, sen(—a),Ny sen(—a),Nz sen(—a),cos(—a)) (26)
2 2 2 2
¢ = (—t — a0y — = ) (27)

Finalmente, aplicamos a rotagao ao versor V estendido (Vw = 0) e obtemos a direcao
original de incidéncia da luz (Equagao 25), que serd utilizada para amostragem da textura,
caso b seja maior que o parametro de impacto critico (b.-). Caso contrario, sabemos que o
raio de luz incidente serd puxado ao centro da massa central e, portanto, menos raios de
luz incidirao no pixel da imagem final [8] (preenchido com a cor preta).

3 Analise de Resultados

Com base no modelo exposto anteriormente, um sistema para a sintese de imagens foi im-
plementado em um pipeline de renderizacao utilizando linguagem de shaders (GLSL). Para
analisarmos qualitativamente o efeito da influéncia gravitacional de um objeto de Schwarzs-
child, escolhemos uma textura de radiancia capturada pelo telescépio James Webb [1]. Esta
escolha foi feita pela alta resolucao de captura fornecida pelo telescépio, que é significati-
vamente maior do que seus predecessores, possibilitando uma melhor definigdo na imagem
final e mais detalhes na regiao préxima da lente gravitacional.
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Nos exemplos a seguir, utilizamos capturas de frequéncia semi infra-vermelho (NIRcam)
da chamada “Tarantula Nébula”. A captura utilizada possui um field of view vertical de
apenas 4.5 minutos de arco (4.5/60 graus), o que facilita a visualizagao do efeito gravitaci-
onal.

Para modelar o objeto de Schwarzschild que gera a lente gravitacional em questao,
escolhemos um buraco negro com raio de Schwarzschild 1000 vezes maior do que o raio
de Schwarzschild do sol (Rs = 1000 - Rsy, ~ 3000[km]) a uma distancia de 100 unidades
astronomicas (distancia do sol a terra). Utilizaremos um field of view da imagem final entre
0.3 e 1 minuto de arco.

Na Figura 4, podemos evidenciar um dos efeitos mais conhecidos associados a lentes
gravitacionais. Os chamados “anéis de Einstein” ocorrem quando uma lente gravitacional é
posicionada exatamente entre o objeto luminoso (estrelas, galdxias) e um observador. Neste
cenario, a luz proveniente do objeto é defletida pelo objeto de Schwarzschild, formando um
anel ao redor da massa central.

Figura 4: Imagem contendo o anel de Einstein resultante de um alinhamento perfeito entre
lente gravitacional e estrela atras da lente. Imagem de referéncia James Webb Space Teles-
cope [1].

Uma outra consequéncia do efeito gravitacional é a reflexao de objetos e raios de luz na
regido interna a lente. Esta caracteristica pode ser notada na Figura 5, em que parte da
nébula de gases é refletida internamente a lente, na direcao oposta a mesma.

Entretanto, a caracteristica mais comumente associada a lentes gravitacionais é o alon-
gamento radial de raios de luz proveniente de estrelas e galdxias posicionados atras da lente
primdria do efeito. Neste cenario, ilustrado na Figura 6, é possivel evidenciar diferentes
graus de distorcao radial de estrelas que sofrem deflexdo gravitacional. Em casos extremos,
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Figura 5: Lente gravitacional demonstrando efeito de reflexao da luz na regiao préxima a
lente. Imagem de referéncia James Webb Space Telescope [1].

a visibilidade de certas estrelas se limita a finas linhas angulares ao redor do objeto central.

Figura 6: Alongamento de estrelas ao redor do objeto, caracteristica comumente observada
no efeito de lentes gravitacionais. Imagem de referéncia James Webb Space Telescope [1].
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Como era esperado, com base nas equagoes de intensidade de deflexdo gravitacional,
a medida que os raios de luz passam cada vez mais proximos ao objeto de Schwarzschild,
mais forte é o efeito de deflexdo sofrido pelos mesmos. Contudo, embora o efeito seja mais
evidente na proximidade do centro de deflexdo, o seu efeito se estende por regiao muito
maior, sendo este efeito cada vez menos intenso, mas ainda sim suficiente para deslocar o
posicionamento relativo de objetos em relagao ao observador.

4 Conclusoes e Trabalhos Futuros

O trabalho proporcionou uma possivel solugao para modelagem computacional do efeito de
lentes gravitacionais. Através deste modelo, foi possivel recriar imagens fisicamente corretas
do efeito, possibilitando uma melhor compreensdo dos fenémenos envolvidos. A partir dos
resultados obtidos, evidenciamos diversas caracteristicas associadas a lentes gravitacionais,
como reflexao radial de raios de luz, alongamento angular de imagens internas a lente
e efeitos tUnicos como “Anéis de Einstein”. De maneira geral, os resultados obtidos se
demonstraram coerentes com a teoria de lentes gravitacionais, evidenciando que o modelo
proposto pode servir para reconstrugao de cendrios tedricos no estudo do efeito em questao.

A pesquisa desenvolvida neste trabalho possui limitagbes quanto aos cendrios que podem
ser representados utilizando o modelo proposto. Uma possivel drea de aprofundamento seria
a expansao do modelo para lidar com raios de luz que sao emitidos de uma regiao interna
a lente gravitacional, como é o caso de estrelas internas a galaxias ou grandes aglomeragoes
(clusters) de galaxias. Para tal, seria necessaria a integracao direta dos geodésicos apresen-
tados anteriormente e nao mais poderiamos fazer uso da equacgao direta de deflexao da luz
formulada por Einstein.

Outra possivel extensdo do modelo proposto seria o desenvolvimento de um visualizador
em tempo real deste efeito. Uma vez que a parametrizacao de camera e o posicionamento re-
lativo dos objetos foram feitas de forma genérica e, através do pipeline de aceleracgao gréfica,
o modelo apresenta um bom desempenho na sintese de imagens. Portanto, seria possivel
estender o modelo para incluir navegacao e orientacao interativa em tempo real, o que au-
xiliaria na compreensao de como o efeito é influenciado por alteracées no posicionamento
relativo entre observador e raios de luz incidentes.
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