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Resumo

Este trabalho determina o idomatic number do produto direto de um ciclo com qua-
tro vértices e um ciclo com n vértices. Além disso, é determinado um limitante inferior
simples para a cardinalidade do conjunto dominante independente minimo destes grafos.

1 Introducao

Seja G um grafo com conjunto de vértices V(G) e conjunto de arestas E(G). Um grafo G
é simples se nao possui lagos ou arestas multiplas. O grau de um vértice v, denotado por
d(v), é o niimero de vezes em que v é extremo de alguma aresta. No caso de grafo sem lagos,
isto corresponde ao nimero de arestas incidentes no vértice. Um grafo é k-regular, se cada
um de seus vértices possui grau k. Um grafo é dito conezo, se para toda biparticao (X,Y")
de V(G) existe pelo menos uma aresta com um extremo em X e outro em Y. A wizinhanga
aberta de um vértice v € V(G), denotada por N(v), é o conjunto de todos os vértices de G
que sao adjacentes a v. A wvizinhanga fechada de um vértice v € V(G), denotada por N|v],
é N(v)U{v}.

Um conjunto D C V(@) é dito um conjunto dominante se Vv € V(G), v € D ou v é
adjacente a um elemento de D. Um vértice v; é dominado por um vértice v; se v; € N(v;)
evj € D, sendo D C V(G) um conjunto dominante de V(G). Um conjunto D; domina um
conjunto Dj, se todo vértice de D; é adjacente a pelo menos um vértice do conjunto D;. O
nimero de dominagao de G, v(G), é definido como a cardinalidade minima de um conjunto
dominante de G, ou seja, y(G) := min {|S| : § é um conjunto dominante de G}.

O problema do conjunto dominante minimo consiste em encontrar, num dado grafo G,
um conjunto dominante de cardinalidade minima. Embora vérios problemas que se reduzem
a este problema ja viessem sendo considerados ha muito tempo, um tratamento mais formal
destes problemas s6 surgiu por volta de 1962 [1]. Com esta formalizacao, diversos problemas,
de natureza mais aplicada, foram formulados como problemas de conjuntos dominantes [2,
3, 4, 5, 6]. Estas aplicacoes levaram a definigdo de variantes do problema original. Uma
dessas variantes é o problema de determinar se um dado grafo G possui uma particao de
seus vértices em conjuntos dominantes. Esta particao é denominada particao dominante.
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Quando os vértices de um grafo G possuem uma particao dominante, define-se o domatic
number! como d(GQ) := max{| | : & é uma parti¢dio dominante}.

Outras variacoes do problema do conjunto dominante minimo, bem como o de partici-
onar V(G) em conjuntos dominantes, consideram conjuntos dominantes com propriedades
adicionais. Um conjunto dominante D é um conjunto dominante independente se D nao pos-
sui vértices adjacentes. Define-se uma particio dominante independente como uma particao
de V(G) em conjuntos dominantes independentes. Ademais, define-se o idomatic number?
de um grafo G como id(G) := max{|Z| : & é uma partigao dominante independente}.
Klavzar e Mekis [7] abordaram o problema de determinar o idomatic number para a classe
dos grafos obtidos pelo produto direto de grafos completos. Este trabalho aborda o mesmo
problema para grafos obtidos pelo produto direto de ciclos.

2 Preliminares

O produto direto® G x G de dois grafos simples Gy e G possui V(G xGe) = V(G1)xV(G2)
e dois vértices (u,v) e (z,y) sdo adjacentes em G x Gy se, e somente se, ur € E(Gy), e
VY € E(GQ)

Um grafo conexo 2-regular com n vértices, Cy,, é um grafo ciclo. Sejam C,, e C),, com
m,n > 3, V(Cp,) := {v1,v2, ... v} € V(Cy) := {v1,v9,...,v,}. Seja G := C,, x C,. Para
simplificar a notagao, o vértice (v;,vj) € V(G) serd denotado por v;;. Ademais, operagoes
envolvendo os indices dos vértices de G serao modulares. Neste texto, representamos G por
meio de uma grade (m + 2) x (n + 2) tal que:

(i) a numeracao das linhas vai de 0 a n + 1;
(ii) a numeragao das colunas vai de 0 a m + 1;
(iii) o vértice v;; estd na posigao (7,7) da grade, 1 <i<mel < j<n;
(iv) as linhas 0 e n + 1 s@o cépias das linhas n e 1, respectivamente;
(v) as colunas 0 e m + 1 sdo cépias das colunas m e 1, respectivamente.

A Figura 1 exemplifica esta representacao para o caso em que G = Cy x (5. As repetigoes
nas linhas 1 e n 4+ 1 e colunas 1 e m 4+ 1 sao usadas para evitar cruzamentos no desenho.

A seguir, sdo apresentadas algumas propriedades de produto direto de ciclos que sao tteis
neste trabalho.

Propriedade 1. Seja G := Cp, x Cp,, m,n > 3 e v;; € V(G). Entao

N (vij) = {0-1)(G-1)» V1) (G+1)2 V(i+1)(-1)> U+ 1) (+1) -
Demonstracao. O resultado segue diretamente da definicao. Note que, nao existe v,, €
N(vij), comp#{i—1,i+1} e q# {j—1,j+ 1} pois se tal vértice existisse v;v, € E(Cp,)
e vju, € E(Cy). O

IN3o foi encontrada uma traducéo satisfatéria do termo em inglés.
2Em inglés é conhecido como direct product, categorical product e tensor product.



Conjuntos dominantes e produto direto de ciclos 3

V45 V41
Q. O
Ul/5/ ’ ’ AN \vll
of O
V25,7 ’ ’ N 21
Q. O
U3/5/ ’ ’ N \U31
of O
U4§/ ’ ’ AN \’U41
of O

7N 7N 7N /X\ 7N 7N
V15 N V1,0 N V170 N U137 N U140 N U151l

O U U U U U 0

Figura 1: Grafo obtido do produto direto dentre Cy e Cj

Propriedade 2. Seja G := C), x C), m,n > 3. Entdo:
(i) vij e vpq quando p =1i ou ¢ = j sao ndo-adjacentes;
(11) o conjunto Die := {vij,1 < j < n} € um conjunto independente;
(111) o conjunto De; := {vji, 1 < j < m} € um conjunto independente;
(iv) se m =4, entao N(vij) = N(v(it2);)-

Demonstracao. Considere inicialmente que p = ¢. Suponha que v;; e v;; sejam adjacentes.
Pela defini¢ao de produto direto, v;v; € E(C,,), mas isto é uma contradi¢ao. O caso em que
g = j é anélogo. Os itens (ii) e (iii) seguem como coroldrio do item (i). Pela Propriedade 1,

N (vig) = {v(-1)(j-1) Vi-1)(+1)> V+1)(i—1)s V1) (+1) > ©

N(v(i42);) = {0(4+2)-1)(-1) V(42)~1)(+1) V(+2)+1)(i—1)» V(+2)+1)(j+1) -

Logo, N(vi+2)7) = {0(i+1)(G-1); Ua1)(+1), Ve+3)(Gi-1)> Vi+3) g+ b Uma vez que (i +3) =
(1—1) (mod 4), entdo N (v(12);) = {V(i+1)(j-1): Vi+1)(j+1)> Vi-1)(—-1)» Vi—-1)G+1) T = N (v35)-

O
Lema 3. Seja G :=Cy x C),,n > 3, e seja D um conjunto dominante independente de G.
Se vij € D, entao v(it9); € D.

Demonstracao. Sejam G e D dados como na hipdtese. Suponha que v;; € D. Por cons-
trugao, N[v(i12);] = (N[vi] \{vij}) U{v(42);}. Como D é um conjunto dominante indepen-
dente e v;; € D, para que v(;;2); seja dominado, mantendo a independéncia de D, devemos

ter U(’H—Q)j € D.
O
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Neste texto, os vértices v;; e v(i19); sao denominados vértices correspondentes. Esta
notacao ¢ inspirada no lema anterior.

Lema 4. Seja G := Cy x C),,n > 3, e seja D um conjunto dominante independente de G.
O conjunto De; domina todos os elementos de Dg;—1) € Dg(iy1), bem como o conjunto Die
domina todos os elementos de D(;_1ye € D(iy1)e-

Demonstragao. Por construgao, todo vértice de Dy(;_1) € Dy(i41) ¢ adjacente a exatamente
dois vértices da coluna i. Uma vez que o conjunto D,; contém todos os vértices da coluna
i, todos os vértices de Dg(;_1) € Dg(jy1) estao dominados. Analogamente, todo vértice de
D(i_1)e € D(i41)e ¢ adjacente a exatamente dois vértices da linha 7. Portanto, o conjunto
Do garante que todos os vértices de D;_1)e € D(jy1)e estejam dominados. O

Lema 5. Seja G := Cy x C),, n > 3, e seja D um conjunto dominante independente de G.
Entdo, |D| > 2[4,

Demonstracao. Sejam G := Cy x Cy, n > 3, vj; € V(G) e D um conjunto dominante
independente de G. Suponha que vy; € D. Pelo Lema 3, v(j19); € D. Pelo item (iv) da
Propriedade 2, N(v;j) = N(v(42);). Ademais, pela Propriedade 1, [N (v;)| = 4. Logo,
Vij € V(j42); dominam juntos seis vértices.

Quando cada par de vértices correspondentes de D domina seis vértices distintos, entao
V(&)

|D| = 2@. Se este particionamento nao é possivel, entao |D| > 2—g=. Concluimos que
V(G
|D| > 27, O

3 Resultados

Nesta secao, o problema da particao dominante independente é estudado para G := Cy x C,,
com n > 3. Inicialmente é demonstrado que G possui uma particaio dominante indepen-
dente. A seguir, é determinado o id(G).

Teorema 6. Seja G := Cy xC,, n > 3. Entao, Dy 310 : = D1eUD3e € D3 414 := D2eUDse
sao conjuntos dominantes independentes. Ademais, {D{Lg}.,D{QA}.} forma uma particao
dominante independente.

Demonstragao. Pelo item (ii) da Propriedade 2, cada D;e é um conjunto independente. Pelo
Lema 4, DoeUDye é dominado tanto por Dy, como por Dse. Além disso, pela Propriedade 1,
D14 € D3e nao possuem vértices adjacentes entre si. Como V(G) = D1e U D2g U D3q U Dy,
segue que Dy 33, ¢ um conjunto dominante independente. O caso Dyj 434 ¢ andlogo. Como
D1 336 N Dy 430 = 0, D1 3y € Dy 4}e formam uma parti¢ao dominante independente. []

A particdo dominante independente exibida acima é denominada particdo canénica.

Lema 7. Seja G := Cy xC,, n > 3. Entao, G nao possui particao dominante independente
de cardinalidade maior ou igual a quatro.
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Demonstragao. Seja G := Cy x Cp,,n > 3. Suponha que G possua uma particao dominante
independente de cardinalidade I, com [ > 4. Seja © := {Dy, Do, ..., D;} uma tal partigao.

!
Entéo, |V(G)| = 3 |Dyl.
=1

Considere n = 3k+r, com k > 1 er € {0,1,2}. Entao, |V(G)| = 12k+4r. Pelo Lema 5,
l
D] > 2[ON) — 4p 4 27407, Assim, 12k + 47 = [V(G)| = ; D] > 4kl + 2[4, 0 que 6

uma contradicao, uma vez que [ > 4. Portanto nao existe pargi(;éo dominante independente
de cardinalidade maior ou igual a quatro. U

Teorema 8. Seja G := Cy x Cyp,, com n =0 (mod 3). Entdo, existe particao dominante
independente de cardinalidade trés.

Demonstra¢do. Considere os conjuntos definidos a seguir:

n/3

Dq = iL_Jl Dq3i)
n/3

Dy := U Degi-2)
iy

Dy = 'Ul Dgzi-1)

Pelo item (iii) da Propriedade 2, De; é um conjunto independente. Da Propriedade 1,
concluimos que os vértices de D,; nao possuem vizinhos em D,j;, com j # ¢ £ 1. Além
disso, pelo Lema 3, o conjunto D; domina os conjuntos De(;_1) € Dg(;41). Portanto, cada
D; é um conjunto dominante independente. Como V(G) := Dy U D; U Dy e D; N D; =0,
concluimos que {Dy, D1, D2} é uma particdo dominante independente de G. O

Lema 9. Seja G := Cy x Cy,, com n # 0 (mod 3). Entdo, nao existe particao dominante
independente de cardinalidade trés.

Demonstracdo. Seja G como dado na hipdtese e D um conjunto dominante independente
de G. Suponha que G possua particao dominante independente de cardinalidade trés. Seja

3
© :={Dy, D2, D3} uma tal particao. Entao, |V (G)| = >_ |D;|. Considere n = 3k + r, com
i=1

k>1ere{1,2}. Entio, |V(G)| = 12k + 4r. Pelo Lema 5, |D;| > 2[BAGN] — 4 4 o74r],
Vamos agora analisar separadamente os valores possiveis de 7:
Quando r =1, |D;| > 4k + 2[%] = 4k + 2. Assim, temos que

3
12k + 4r = 12k + 4= [V(G)| = > _|Dy| > 12k + 6,
=1

0 que é uma contradicao.

Quando r = 2, |D;| > 4k + 2[%] = 4k + 4. Desta forma, temos que

3
12k 4+ 4r = 12k + 8 = [V(G)| = > _ |Dy| > 12k + 12,
=1
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0 que também é uma contradigao.

Concluimos que nao existe particao dominante independente de cardinalidade trés quando
n Z 0 (mod 3). O

Corolario 10. Seja G := Cy x Cp,n > 3. Entdo,

. [ 3, sen=0 (mod3);
1d(G) = { 2, caso contrdrio.

Demonstracdo. Seja G dado como na hipdtese. Pelo Lema 7, nao existe particao dominante
independente de cardinalidade maior ou igual a quatro. Pelo Teorema 8, existe particao
dominante independente de cardinalidade trés quando n = 0 (mod 3). Logo, id(G) = 3
neste caso. Pelo Lema 9, nao existe particao dominante independente de cardinalidade trés
quando n # 0 (mod 3). Entretanto, o Teorema 6 afirma que existe particdo dominante
independente de cardinalidade dois. Concluimos que id(G) = 2 neste caso. O

3.1 Observacoes finais

Seja G := Cy, x Cy, com m,n > 3. Este trabalho determinou id(G) para m = 4. Uma
continuidade natural deste trabalho é considerar casos em que m > 4. Ressaltamos que
algumas propriedades estruturais validas para m = 4 nao sao generalizaveis. Em particular
o limitante inferior para um conjunto dominante independente proposto no Lema 5.
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