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Conjuntos Dominantes e Produto Direto de Ciclos

A. R. Oliveira∗ C. N. Campos†
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Resumo

Este trabalho determina o idomatic number do produto direto de um ciclo com qua-
tro vértices e um ciclo com n vértices. Além disso, é determinado um limitante inferior
simples para a cardinalidade do conjunto dominante independente mı́nimo destes grafos.

1 Introdução

Seja G um grafo com conjunto de vértices V(G) e conjunto de arestas E(G). Um grafo G
é simples se não possui laços ou arestas múltiplas. O grau de um vértice v, denotado por
d(v), é o número de vezes em que v é extremo de alguma aresta. No caso de grafo sem laços,
isto corresponde ao número de arestas incidentes no vértice. Um grafo é k-regular, se cada
um de seus vértices possui grau k. Um grafo é dito conexo, se para toda bipartição (X,Y )
de V(G) existe pelo menos uma aresta com um extremo em X e outro em Y. A vizinhança
aberta de um vértice v ∈ V (G), denotada por N(v), é o conjunto de todos os vértices de G

que são adjacentes a v. A vizinhança fechada de um vértice v ∈ V (G), denotada por N [v],
é N(v) ∪ {v}.

Um conjunto D ⊆ V (G) é dito um conjunto dominante se ∀v ∈ V (G), v ∈ D ou v é
adjacente a um elemento de D. Um vértice vi é dominado por um vértice vj se vj ∈ N(vi)
e vj ∈ D, sendo D ⊆ V (G) um conjunto dominante de V (G). Um conjunto Di domina um
conjunto Dj , se todo vértice de Dj é adjacente a pelo menos um vértice do conjunto Di. O
número de dominação de G, γ(G), é definido como a cardinalidade mı́nima de um conjunto
dominante de G, ou seja, γ(G) := min {|S| : S é um conjunto dominante de G}.

O problema do conjunto dominante mı́nimo consiste em encontrar, num dado grafo G,
um conjunto dominante de cardinalidade mı́nima. Embora vários problemas que se reduzem
a este problema já viessem sendo considerados há muito tempo, um tratamento mais formal
destes problemas só surgiu por volta de 1962 [1]. Com esta formalização, diversos problemas,
de natureza mais aplicada, foram formulados como problemas de conjuntos dominantes [2,
3, 4, 5, 6]. Estas aplicações levaram à definição de variantes do problema original. Uma
dessas variantes é o problema de determinar se um dado grafo G possui uma partição de
seus vértices em conjuntos dominantes. Esta partição é denominada partição dominante.

∗Aluno do Instituto de Computação, Universidade Estadual de Campinas
†Instituto de Computação, Universidade Estadual de Campinas
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Quando os vértices de um grafo G possuem uma partição dominante, define-se o domatic
number1 como d(G) := max{|P| : P é uma partição dominante}.

Outras variações do problema do conjunto dominante mı́nimo, bem como o de partici-
onar V (G) em conjuntos dominantes, consideram conjuntos dominantes com propriedades
adicionais. Um conjunto dominante D é um conjunto dominante independente se D não pos-
sui vértices adjacentes. Define-se uma partição dominante independente como uma partição
de V(G) em conjuntos dominantes independentes. Ademais, define-se o idomatic number2

de um grafo G como id(G) := max{|P| : P é uma partição dominante independente}.
Klavzar e Mekis [7] abordaram o problema de determinar o idomatic number para a classe
dos grafos obtidos pelo produto direto de grafos completos. Este trabalho aborda o mesmo
problema para grafos obtidos pelo produto direto de ciclos.

2 Preliminares

O produto direto2 G1×G2 de dois grafos simples G1 e G2 possui V (G1×G2) = V (G1)×V (G2)
e dois vértices (u, v) e (x, y) são adjacentes em G1 × G2 se, e somente se, ux ∈ E(G1), e
vy ∈ E(G2).

Um grafo conexo 2-regular com n vértices, Cn, é um grafo ciclo. Sejam Cm e Cn, com
m,n ≥ 3, V (Cm) := {v1, v2, ..., vm} e V (Cn) := {v1, v2, ..., vn}. Seja G := Cm × Cn. Para
simplificar a notação, o vértice (vi, vj) ∈ V (G) será denotado por vij . Ademais, operações
envolvendo os ı́ndices dos vértices de G serão modulares. Neste texto, representamos G por
meio de uma grade (m + 2) × (n + 2) tal que:

(i) a numeração das linhas vai de 0 a n + 1;

(ii) a numeração das colunas vai de 0 a m + 1;

(iii) o vértice vij está na posição (i, j) da grade, 1 ≤ i ≤ m e 1 ≤ j ≤ n;

(iv) as linhas 0 e n + 1 são cópias das linhas n e 1, respectivamente;

(v) as colunas 0 e m + 1 são cópias das colunas m e 1, respectivamente.

A Figura 1 exemplifica esta representação para o caso em que G = C4 × C5. As repetições
nas linhas 1 e n + 1 e colunas 1 e m + 1 são usadas para evitar cruzamentos no desenho.
A seguir, são apresentadas algumas propriedades de produto direto de ciclos que são úteis

neste trabalho.

Propriedade 1. Seja G := Cm × Cn, m,n ≥ 3 e vij ∈ V (G). Então

N(vij) = {v(i−1)(j−1), v(i−1)(j+1), v(i+1)(j−1), v(i+1)(j+1)}.

Demonstração. O resultado segue diretamente da definição. Note que, não existe vpq ∈
N(vij), com p 6= {i− 1, i + 1} e q 6= {j − 1, j + 1} pois se tal vértice existisse vivp ∈ E(Cm)
e vjvq ∈ E(Cn).

1Não foi encontrada uma tradução satisfatória do termo em inglês.
2Em inglês é conhecido como direct product, categorical product e tensor product.
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Figura 1: Grafo obtido do produto direto dentre C4 e C5

Propriedade 2. Seja G := Cm × Cn, m, n ≥ 3. Então:

(i) vij e vpq quando p = i ou q = j são não-adjacentes;

(ii) o conjunto Di• := {vij , 1 ≤ j ≤ n} é um conjunto independente;

(iii) o conjunto D•i := {vji, 1 ≤ j ≤ m} é um conjunto independente;

(iv) se m = 4, então N(vij) = N(v(i+2)j).

Demonstração. Considere inicialmente que p = i. Suponha que vij e viq sejam adjacentes.
Pela definição de produto direto, vivi ∈ E(Cm), mas isto é uma contradição. O caso em que
q = j é análogo. Os itens (ii) e (iii) seguem como corolário do item (i). Pela Propriedade 1,

N(vij) = {v(i−1)(j−1), v(i−1)(j+1), v(i+1)(j−1), v(i+1)(j+1)}, e

N(v(i+2)j) = {v((i+2)−1)(j−1), v((i+2)−1)(j+1), v((i+2)+1)(j−1) , v((i+2)+1)(j+1)}.

Logo, N(v(i+2)j) = {v(i+1)(j−1), v(i+1)(j+1), v(i+3)(j−1), v(i+3)(j+1)}. Uma vez que (i + 3) ≡
(i−1) (mod 4), então N(v(i+2)j) = {v(i+1)(j−1), v(i+1)(j+1), v(i−1)(j−1), v(i−1)(j+1)} = N(vij).

Lema 3. Seja G := C4 × Cn, n ≥ 3, e seja D um conjunto dominante independente de G.
Se vij ∈ D, então v(i+2)j ∈ D.

Demonstração. Sejam G e D dados como na hipótese. Suponha que vij ∈ D. Por cons-
trução, N [v(i+2)j ] = (N [vij ]\{vij})∪{v(i+2)j}. Como D é um conjunto dominante indepen-
dente e vij ∈ D, para que v(i+2)j seja dominado, mantendo a independência de D, devemos
ter v(i+2)j ∈ D.
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Neste texto, os vértices vij e v(i+2)j são denominados vértices correspondentes. Esta
notação é inspirada no lema anterior.

Lema 4. Seja G := C4 × Cn, n ≥ 3, e seja D um conjunto dominante independente de G.
O conjunto D•i domina todos os elementos de D•(i−1) e D•(i+1), bem como o conjunto Di•

domina todos os elementos de D(i−1)• e D(i+1)•.

Demonstração. Por construção, todo vértice de D•(i−1) e D•(i+1) é adjacente a exatamente
dois vértices da coluna i. Uma vez que o conjunto D•i contém todos os vértices da coluna
i, todos os vértices de D•(i−1) e D•(i+1) estão dominados. Analogamente, todo vértice de
D(i−1)• e D(i+1)• é adjacente a exatamente dois vértices da linha i. Portanto, o conjunto
Di• garante que todos os vértices de D(i−1)• e D(i+1)• estejam dominados.

Lema 5. Seja G := C4 × Cn, n ≥ 3, e seja D um conjunto dominante independente de G.
Então, |D| ≥ 2⌈ |V (G)|

6 ⌉.

Demonstração. Sejam G := C4 × Cn, n ≥ 3, vij ∈ V (G) e D um conjunto dominante
independente de G. Suponha que vij ∈ D. Pelo Lema 3, v(i+2)j ∈ D. Pelo item (iv) da
Propriedade 2, N(vij) = N(v(i+2)j). Ademais, pela Propriedade 1, |N(vij)| = 4. Logo,
vij e v(i+2)j dominam juntos seis vértices.

Quando cada par de vértices correspondentes de D domina seis vértices distintos, então
|D| = 2 |V (G)|

6 . Se este particionamento não é posśıvel, então |D| > 2 |V (G)|
6 . Conclúımos que

|D| ≥ 2⌈ |V (G)|
6 ⌉.

3 Resultados

Nesta seção, o problema da partição dominante independente é estudado para G := C4×Cn,
com n ≥ 3. Inicialmente é demonstrado que G possui uma partição dominante indepen-
dente. A seguir, é determinado o id(G).

Teorema 6. Seja G := C4×Cn, n ≥ 3. Então, D{1,3}• := D1•∪D3• e D{2,4}• := D2•∪D4•

são conjuntos dominantes independentes. Ademais, {D{1,3}•,D{2,4}•} forma uma partição
dominante independente.

Demonstração. Pelo item (ii) da Propriedade 2, cada Di• é um conjunto independente. Pelo
Lema 4, D2•∪D4• é dominado tanto por D1• como por D3•. Além disso, pela Propriedade 1,
D1• e D3• não possuem vértices adjacentes entre si. Como V (G) = D1• ∪D2• ∪D3• ∪D4•,
segue que D{1,3}• é um conjunto dominante independente. O caso D{2,4}• é análogo. Como
D{1,3}• ∩ D{2,4}• = ∅, D{1,3}• e D{2,4}• formam uma partição dominante independente.

A partição dominante independente exibida acima é denominada partição canônica.

Lema 7. Seja G := C4×Cn, n ≥ 3. Então, G não possui partição dominante independente
de cardinalidade maior ou igual a quatro.
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Demonstração. Seja G := C4 ×Cn, n ≥ 3. Suponha que G possua uma partição dominante
independente de cardinalidade l, com l ≥ 4. Seja D := {D1,D2, ...,Dl} uma tal partição.

Então, |V (G)| =
l

∑

i=1
|Di|.

Considere n = 3k+r, com k ≥ 1 e r ∈ {0, 1, 2}. Então, |V (G)| = 12k+4r. Pelo Lema 5,

|Di| ≥ 2⌈ |V (G)|
6 ⌉ = 4k + 2⌈4r

6 ⌉. Assim, 12k + 4r = |V (G)| =
l

∑

i=1
|Di| ≥ 4kl + 2l⌈4r

6 ⌉, o que é

uma contradição, uma vez que l ≥ 4. Portanto não existe partição dominante independente
de cardinalidade maior ou igual a quatro.

Teorema 8. Seja G := C4 × Cn, com n ≡ 0 (mod 3). Então, existe partição dominante
independente de cardinalidade três.

Demonstração. Considere os conjuntos definidos a seguir:

D0 :=
n/3
⋃

i=1
D•(3i)

D1 :=
n/3
⋃

i=1
D•(3i−2)

D2 :=
n/3
⋃

i=1
D•(3i−1)

Pelo item (iii) da Propriedade 2, D•i é um conjunto independente. Da Propriedade 1,
conclúımos que os vértices de D•i não possuem vizinhos em D•j , com j 6= i ± 1. Além
disso, pelo Lema 3, o conjunto D•i domina os conjuntos D•(i−1) e D•(i+1). Portanto, cada
Di é um conjunto dominante independente. Como V (G) := D0 ∪ D1 ∪ D2 e Di ∩ Dj = ∅,
conclúımos que {D0,D1,D2} é uma partição dominante independente de G.

Lema 9. Seja G := C4 × Cn, com n 6≡ 0 (mod 3). Então, não existe partição dominante
independente de cardinalidade três.

Demonstração. Seja G como dado na hipótese e D um conjunto dominante independente
de G. Suponha que G possua partição dominante independente de cardinalidade três. Seja

D := {D1,D2,D3} uma tal partição. Então, |V (G)| =
3

∑

i=1
|Di|. Considere n = 3k + r, com

k ≥ 1 e r ∈ {1, 2}. Então, |V (G)| = 12k + 4r. Pelo Lema 5, |Di| ≥ 2⌈ |V (G)|
6 ⌉ = 4k + 2⌈4r

6 ⌉.
Vamos agora analisar separadamente os valores posśıveis de r :

Quando r = 1, |Di| ≥ 4k + 2⌈4
6⌉ = 4k + 2. Assim, temos que

12k + 4r = 12k + 4 = |V (G)| =
3

∑

i=1

|Di| ≥ 12k + 6,

o que é uma contradição.

Quando r = 2, |Di| ≥ 4k + 2⌈8
6⌉ = 4k + 4. Desta forma, temos que

12k + 4r = 12k + 8 = |V (G)| =

3
∑

i=1

|Di| ≥ 12k + 12,
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o que também é uma contradição.

Conclúımos que não existe partição dominante independente de cardinalidade três quando
n 6≡ 0 (mod 3).

Corolário 10. Seja G := C4 × Cn, n ≥ 3. Então,

id(G) =

{

3, se n ≡ 0 (mod 3);
2, caso contrário.

Demonstração. Seja G dado como na hipótese. Pelo Lema 7, não existe partição dominante
independente de cardinalidade maior ou igual a quatro. Pelo Teorema 8, existe partição
dominante independente de cardinalidade três quando n ≡ 0 (mod 3). Logo, id(G) = 3
neste caso. Pelo Lema 9, não existe partição dominante independente de cardinalidade três
quando n 6≡ 0 (mod 3). Entretanto, o Teorema 6 afirma que existe partição dominante
independente de cardinalidade dois. Conclúımos que id(G) = 2 neste caso.

3.1 Observações finais

Seja G := Cm × Cn, com m,n ≥ 3. Este trabalho determinou id(G) para m = 4. Uma
continuidade natural deste trabalho é considerar casos em que m > 4. Ressaltamos que
algumas propriedades estruturais válidas para m = 4 não são generalizáveis. Em particular
o limitante inferior para um conjunto dominante independente proposto no Lema 5.
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