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Construcao incremental de arvores PQR

Joao Paulo Pereira Zanetti* Joao Meidanis'

Resumo

As drvores PQ foram introduzidas por Booth e Lueker em 1976 [2]. Uma &rvore PQ
é uma estrutura de dados que representa permutacoes de um conjunto de elementos em
que certos subconjuntos ocorrem consecutivamente. AplicacGes incluem reconhecimento
de grafos de intervalos, de grafos planares, e problemas envolvendo moléculas de DNA.

Apesar de sua grande popularidade em trabalhos tedricos, as arvores PQ sao de
dificil implementacao. Neste trabalho, damos continuidade ao desenvolvimento de uma
estrutura mais geral, a drvore PQR, introduzida por Meidanis, Porto e Telles [7], que
tem boas possibilidades de se tornar uma alternativa mais facil de implementar, além
de dar mais informagoes sobre o problema.

Aqui detalhamos um algoritmo incremental (online) para a construgdo de drvores
PQR [9], e provamos a corretude de cada operagao.

1 Introducao

Uma estrutura de dados chamada arvore PQR é apresentada aqui como uma ferramenta
para a solucao de problemas relacionados a encontrar permutagoes validas de um conjunto
U. Estas permutacoes validas sao as em que os elementos de certos subconjuntos de U ocor-
rem consecutivamente (um exemplo serd dado no préximo pardgrafo). Estes subconjuntos
podem ser chamados de restrigoes e uma arvore PQR representa de maneira compacta
todas estas restricoes dadas, mais todas as que derivam delas, de uma forma que ficara mais
clara mais adiante, na Secao 2. Aplicagoes para este algoritmo geralmente envolvem testar
a propriedade dos uns consecutivos em matrizes, por exemplo: reconhecer grafos de interva-
los [4] e grafos planares [2], problemas envolvendo moléculas de DNA [8] e arqueologia [6].
Um exemplo é o de um sistema de recuperacao de informacao [5]. Um banco de da-
dos contém um conjunto U de registros em disco. O sistema responde consultas sobre
informacoes contidas nestes registros. Uma consulta consiste em um subconjunto C' C U
de registros necessarios para respondé-la. Este sistema visa ordenar seus registros em disco
de forma que, para cada consulta C, todos os seus registros estejam armazenados consecu-
tivamente, o que permite que cada consulta seja respondida com apenas um movimento da
cabeca de leitura no disco. Esta estratégia diminui o tempo para a resposta as consultas.
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Para ilustrar este exemplo, suponha U = {A, B,C}. Se as tnicas consultas sao {A},
{B} e {C}, todas as seis permutacoes possiveis de U sao validas. Se a consulta {A, B} for
incluida, A e B tém que ser consecutivos. Portanto, passam a ser quatro as permutagoes
vélidas: ABC, BAC, CAB e CBA. Incluindo também a consulta {B, C'}, somente ABC e
CBA sao validas. Entretanto, se o sistema precisar responder também & consulta {A, C'},
o0s registros nao poderao ser ordenados satisfatoriamente, pois nao ha permutagao valida.

O problema pode ser descrito como segue: dados um conjunto U, de n elementos, e
uma colegdo C = {C1,Cy,...,Cy,} de m subconjuntos de U, o algoritmo deve decidir se
existe uma permutacao dos elementos de U em que os elementos de cada C' € C aparecam
consecutivamente. Idealmente, o algoritmo determinaria também todas as permutagoes que
satisfacam estes critérios.

Existem duas maneiras de construir uma arvore PQR. Uma delas, dita offline, recebe
todas as restricoes de uma vez e retorna a arvore final, sem arvores intermediarias. O outro
estilo, dito online e aqui chamado de incremental, parte de uma arvore universal e vai
adicionando restrigoes a ela, de forma que sempre temos uma solucao parcial, relativa as
restricoes ja adicionadas. Doravante, trabalharemos apenas com a abordagem incremental.

Num algoritmo incremental, a cada novo subconjunto C' cujos elementos devem apare-
cer consecutivamente, o nimero de permutagoes validas é reduzido. Por isso, a operacao
correspondente na arvore PQR é dado o nome de reducao em relagao ao conjunto C'. Um
algoritmo eficiente para computar a reducao de uma arvore PQR é apresentado aqui. Sua
complexidade de tempo é praticamente linear (depende da funcao inversa de Ackermann,
que cresce muito lentamente [3, Cap. 21]) em relagdo ao tamanho da entrada — tamanho
de U, nimero de restricoes e a soma de seus tamanhos.

Uma solugao geral seria a do Algoritmo 1.

Algoritmo 1: Redugao incremental

1 II < {m|m é uma permutagao de U}

2 para cada C € C faga

3 IT <— II N {w|todos os elementos de C' sdo consecutivos em 7}
4 retorne II

Este algoritmo ¢é de facil implementacao se cada conjunto for apenas uma lista de seus
elementos. Entretanto, nesta implementacao inocente, o laco interno seria extremamente
ineficiente, pois, a cada restricao, todas as permutacoes vélidas até entdo que nao a sa-
tisfacam devem ser desconsideradas. Este trabalho detalha mecanismos que permitem exe-
cutar este lago eficientemente.

A chave para o sucesso do algoritmo é o uso de uma estrutura de dados que permita
representar toda a classe II em um espago reduzido, mas que ainda mantenha informacao
necessaria para o processamento. A drvore PQR visa cumprir este papel. Ela é uma
generalizacao da arvore PQ de Booth e Lueker, porém, enquanto para entradas para as
quais nao existe permutacao valida nao existe uma arvore PQ, existe uma arvore PQR
para qualquer entrada, indicando a incompatibilidade. Além disso, as arvores PQR podem
ser de implementacao mais facil que as arvores PQ, pois baseiam-se em cinco regras de
transformacgao ao invés das mais de uma dezena de padroes de substituicao para arvores
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Figura 1: Exemplo de arvore PQR sobre U = abcdefghijklmnop e com restrigoes C =
{abcdef, be, cd, de, ce, ghijklmmn, no, op, hijkl,lm}.

PQ [2).

2 Definicoes

Uma arvore PQR sobre um conjunto U é uma arvore enraizada cujas folhas sao os ele-
mentos de U, sem repeticao, e com trés tipos de nds internos: P, Q e R, sujeitos as seguintes
restrigoes:

e Cada né P tem no minimo dois filhos.
e Cada né Q tem no minimo trés filhos.

e Cada né R tem no minimo trés filhos.

Duas arvores PQR sao equivalentes se e somente se uma pode ser transformada na
outra através de zero ou mais das seguintes operagoes de equivaléncia:

e Permutacoes arbitrarias dos filhos de um né P.
e Reversao dos filhos de um né Q.

e Permutacoes arbitrarias dos filhos de um né R.

Em geral representamos drvores PQR indicando o tipo do né pelo seu formato: né P
por um circulo, né QQ por um retangulo e né R por um circulo com a letra R. Um exemplo
de arvore PQR pode ser visto na Figura 1.

Uma arvore PQ é uma arvore PQR sem nés R e representa todas as permutagoes
validas para um conjunto U e uma colecao C de subconjuntos de U.

Dizemos que dois conjuntos A e B sao ortogonais, denotado por A 1L B, quando
ACB,BCA ouAUB=40.



4 Zanetti e Meidanis

A fronteira de uma arvore PQR é a permutacao de U obtida lendo as folhas da arvore
da esquerda para a direita.

A subarvore pertinente em relagdo a um conjunto C' é a subarvore de altura minima
cuja fronteira contém todos os elementos de C.

A uniao nao-disjunta de dois conjuntos A e B, denotada por AW B, é igual a AU B,
dado que AN B # (). A diferenga nao-contida de dois conjuntos A e B, denotada por
A § B, éigual a A\ B, dado que B Z A. Estas operagoes, assim como a interse¢ao de
conjuntos, sao sempre aplicadas da esquerda para a direita, a nao ser que a prioridade seja
alterada com o uso de parénteses.

O conjunto de folhas descendentes de um né v é denotado ©.

O fecho C de C é a menor colecido completa que contém C e é fechada para as operacdes
de uniao nao-disjunta, interseccao e diferenca nao-contida.

Analogamente, podemos definir o fecho de uma arvore PQR T, denotado por T. Para
isso, antes precisamos definir trés colecoes relativas a um né v de T

e Trivial(v), que contém o conjunto vazio, o conjunto ¥ e todos os conjuntos {x} tais
que x € 7.

e Consec(v), que contém todos os conjuntos da forma J,.g? tais que S é um conjunto
de filhos consecutivos de v.

e Pot(v), que contém todos os conjuntos da forma J,.q? tais que S é um conjunto
arbitrario de filhos de v.

Com estas defini¢oes, definimos o fecho ¥ de um né v como na Equagao (1) e, entdo,
definimos o fecho T de uma arvore PQR T como na Equagao (2).

Trivial (v) se v é do tipo P,
v = ¢ Trivial(v) U Consec(v) se v é do tipo Q, (1)
Trivial(v) U Pot(v) se v é do tipo R.
T=|Jv (2)
veT

E importante notar que T é o que era chamado de Compl(T) no artigo de Meidanis,
Porto e Telles [7], apesar de ser definido de forma diferente.

Um né v' em T” é equivalente a um né v” em T” quando tém o mesmo tipo e hd uma
correspondéncia biunivoca entre os filhos de v’ e v" que mantém ordem e as folhas descen-
dentes, ou seja, para todo i entre 1 e k, temos f'; = fi”, onde f! e f!’ sdo, respectivamente,
os i-ésimos filhos de v' e v” e k é o nimero de filhos de v’ (e de v").

E f4cil verificar a seguinte importante propriedade dos fechos de nés equivalentes:

Teorema 1. Se v’ € equivalente a v, entdo v/ = v".
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3 Algoritmo incremental

O algoritmo apresentado por Telles e Meidanis [9], partes do qual sao reproduzidas a seguir,
nos Algoritmos 2 a 10, descreve em alto nivel as operagdes necessarias para a construgao de
uma arvore PQR. O Algoritmo 2 é um algoritmo incremental, que comega com uma arvore
universal e adiciona a esta os conjuntos de C um a um, através do Algoritmo 3.

Um né é negro quando © C C, cinza quando ¢ / C' e branco nos outros casos,
isto é, quando ® N C = (0 ou C C 9. Estas cores sao representadas pelos ntimeros 0, 1
e 2, correspondentes as cores branca, cinza e negra, respectivamente. Os conjuntos de
filhos negros, cinzas e brancos de um dado né v sao chamados de B(v), G(v) e W(v),
respectivamente.

Lembramos que um dos resultados da teoria desenvolvida por Telles e Meidanis é que
os nés de uma arvore PQR correspondem a conjuntos ortogonais a colecao inicial.

Portanto, temos que os nds negros sao nds que ja sado compativeis com a nova restricao
e os nés brancos sao nés que nao sao afetados por ela. Assim, chegamos ao objetivo do
algoritmo, que é reparar os nés cinzas, seja eliminando-os, seja modificando-os de forma a
tornéa-los brancos. Isto é feito usando as operacoes que serdao descritas nas proximas secoes.

Algoritmo 2: Redugao de arvores PQR

1 Inicializar T" como uma arvore universal
2 para cada C € C faga
3 Adicionar C' a T (Algoritmo 3)

Algoritmo 3: Algoritmo para adicionar um conjunto C' a uma drvore T

Colorir as folhas correspondentes a C

Colorir a arvore e encontrar a raiz da subarvore pertinente
Reestruturar a arvore, reparando nés cinzas (Algoritmo 4)
Ajustar a raiz

Descolorir a arvore

OU i W N =

Algoritmo 4: Algoritmo para reestruturar a arvore, reparando nés cinzas. (Passo 3
do Algoritmo 3)

1 enquanto existe um filho cinza v da raiz r faga
2 preparar _raiz(r)

3 preparar_filho(r, v)

4 se r € do tipo P entao

5 mover filhos para fora da raiz

6 senao

7 se v € do tipo ) entao

8 reverter condicionalmente né cinza

9 fundir com a raiz
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Algoritmo 5: preparar raiz(r)

1 ser ¢ do tipo P entao
2 unir filhos negros

Algoritmo 6: preparar filho(r, v)

1 se v € do tipo P entao
2 transformar né P em né Q

Nesta secao, serao detalhadas as seguintes operacoes:
1. Transformar né P em né Q

2. Unir filhos negros

3. Reverter condicionalmente né cinza

4. Fundir com a raiz

5. Mover para fora da raiz

Para a descricao dessas operagoes, assume-se que um no seja capaz de realizar as se-
guintes operagoes basicas:

e Criar né
e Destruir né

e remover _filho(p, f), que consiste de remover de todas as listas de filhos do né p um
no filho f e retorna-lo

e inserir filho no fim(p, f), que insere um né f no fim da lista de filhos do né p

e inserir filho apés(p, f, i), que insere um né f depois do né filho i nas listas de
filhos do né p (desnecessaria nos nés tipos P e R, pois a ordem dos filhos s6 é relevante
em nés do tipo Q)

e Reverter ordem dos filhos (também s6 necessaria em nds tipo Q)
e Obter tipo (P, Q ou R)

e Alterar tipo

e Obter cor

e Alterar cor
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As outras operagoes necessarias podem ser definidas a partir destas operagoes bésicas.

Assim, por exemplo, mover um né significa remové-lo de seu né pai e inseri-lo (no fim
ou em uma posicao especifica) entre os filhos de um outro né. Quando nao especificado o
filho apés o qual o né serd inserido, este é inserido no fim dos filhos do novo né pai.

Algoritmo 7: inserir filho no_fim(p, f)

1 inserir f no fim da lista de filhos de p
2 se p ¢ do tipo P entao
3 fpai < p
se p € do tipo @) ou R entao
se r nao tem filhos entao
make_set (f)
p.representante < f
senao
q < p.representante
10 union(q,f)

© 0 N O ok

Destruir um né, por sua vez, é uma operacao que requer mais cuidados, pois os nds,
mesmo que removidos da arvore, ainda sao necessirios para manter a estrutura de union-
find usada para descobrir o pai de um né. Além disso, sé se pode destruir um né que nao
tenha filhos e que nao seja filho de ninguém. Entao, a operacao de destruicao de um né v
tem que incluir a remocao de v de seu né pai. J4 os filhos de v tem que ser movidos antes
da destruicao do né, ja que eles tém destinos especificos. Mais detalhes sobre a remocao de
nos sao discutidos na Secao 3.7.

Na implementacao destas estruturas, é preciso fazer com que admitam um nimero
variavel de filhos. Além disso, os filhos de um né dos tipos Q ou R sdo armazenados em
uma lista simétrica [1], uma estrutura de dados similar a uma lista duplamente ligada que
permite tanto a reversao de uma lista quanto a fusao de duas listas em tempo constante.

Como a arvore é colorida de baixo para cima (das folhas em diregao a raiz), cada né pre-
cisa conhecer seu pai. Como manter apontadores para o pai em todos os nds pode ser muito
dispendioso, faz-se necesséario para a eficiéncia do algoritmo armazenar esta informagao em
uma estrutura de union-find [3], onde sé um né representante entre os filhos tem um aponta-
dor valido para seu pai e todos os seus nds irmaos estao ligados a este representante através
de uma arvore.

Em diversas das operacoes a seguir, € preciso percorrer todos os filhos cinzas, ou todos
os filhos negros, de um né. Para realizar estes percursos eficientemente, é preciso manter em
cada nd, além da lista de todos os seus filhos, também a lista dos filhos cinzas e a lista dos
filhos negros. Obviamente, ao mudar a cor de um nd, estas listas tém que ser atualizadas
em seu pai.

3.1 Complexidade e corretude

A andlise de complexidade se concentra no nimero de movimentagoes de nés, pois, conforme
o Teorema 5 no trabalho de Telles e Meidanis [9], o nimero total de operagoes é dominado
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pelo niimero de movimentagoes. Nesta analise sao utilizados os conjuntos de filhos negros,
cinzas e brancos de um né v, chamados de B(v), G(v) e W (v), respectivamente, conforme
definido no inicio da Secao 3.

Cada operagao do algoritmo deve realizar um nimero de movimentagoes de nés linear
em relagdo ao nimero de nds negros e cinzas, mas constante em relagao ao nimero do nds
brancos.

Ja a corretude dos algoritmos é provada seguindo a técnica apresentada na Secao 5.1
do trabalho de Telles e Meidanis [9]. Esta técnica consiste de provar que, se T" e T” sdo as
arvores antes e depois cada passo do algoritmo e C' é o conjunto sendo adicionado, entao

T'u{C}=T"U{C}.

Para isso, basta escrever 7 em funcio de conjuntos em T U {C}, para cada né u de T’
que nao tem equivalente em 7", e ¥ em fun¢do de conjuntos em 7" U {C}, para cada né v
de T” que nao tem equivalente em 7", sempre usando apenas as operacoes de intersecao,
unido nao-disjunta e diferenca nao contida.

Note que, como T” e T” sao arvores PQR sobre um mesmo conjunto, para todo né v de
uma dessas arvores, todos os conjuntos em Trivial(v), exceto possivelmente v, pertencem ao
fecho da outra arvore. Assim, podemos nos limitar a escrever © para v do tipo P, Consec(v)
para v do tipo Q e Pot(v) para v do tipo R em fungao de nds da outra arvore e de C.

Em todas as operacoes tratadas a seguir, observe que todos os nds nao representados
nas figuras, bem como todos os nds representados por losangos nas figuras tém equivalente
na outra arvore e portanto nao precisam ser tratados. Para os outros nds, usaremos a
convencao de usar, por exemplo, v/ ou v” para indicar as versoes de um né v em 7" e T”,
respectivamente.

Vamos agora as operagoes.

3.2 Transformar né P em n6 Q

Nés P de cor cinza vao se transformar em nés Q antes de desaparecer ou se tornar brancos, e
portanto a ordem de seus filhos torna-se importante. Esta transformacao, porém, é iluséria,
isto é, parece transformar o né de P em Q, mas, na pratica, cria-se um novo né Q enquanto
o no P é apenas movido. A transformacao de P em Q ¢ ilustrada na Figura 2 e executa-se
segundo o Algoritmo 8.
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b1 by 91 gy w1 Wy
(a) T"

(b) T//

Figura 2: Operacao “transformar né P em né Q”.

Algoritmo 8: Transformar né P em né Q

© 000 N O A W=

[ S S S e o
N OO A W N = O

criar no cinza g do tipo Q filho de r apds v
se v tem 2 ou mais filhos negros entao
criar no negro b do tipo P filho de g
para cada filho negro n de v faga
mover n para b
senao
para cada filho negro n de v faga
mover n para ¢
para cada filho cinza c de v faga
mover ¢ para g
se v tem 2 ou mais filhos entao
mover v para g
pintar v de branco
senao
se v tem um filho w entao
mover w para g
destruir v

7

Nas linhas de 2 a 8, sdo movidos os filhos negros de v. Os filhos cinzas sao movidos no
laco da linha 9.

A partir da linha 11, sabe-se que todos os filhos de v, se houver, sdo brancos, pois os filhos
de outras cores ja foram movidos. Assim, os nds brancos nao sdo movidos individualmente.
Na verdade, seu pai é movido e com ele vao todos os filhos, em uma tinica operacgao.

Para a complexidade, observe que, durante esta operacao, sdo movidos | B(v)|+|G(v)|+1
nos.

N

Noés em T” sem equivalentes em T”: v’. Note que 7’ é equivalente a r”, visto que v/ = §”,



10 Zanetti e Meidanis

e isto também garante que o' € T”.
Nés em T” sem equivalentes em T7: b7, v" e ¢".
Para os dois primeiros, temos

B'=@NC)RGR-.. 7,

e
"=0"8C) R R ... R G,

Agora vamos tratar ¢”. Conjuntos S consecutivos de seus filhos sdo de uma das seguintes
formas:

L {v", g1, 9y,v"}

2. {b",qy,....gj}, paraj=0...y.

3. {9/, -»g,,v"}, parai=1...y + 1.

4. {g/,....g}}, paral1 <i<j<y.

s N Al
No primeiro caso, temos UIE gt=9"=17.
No segundo caso, escrevemos:

Ue=@'nC)wiiv...wgi8day... .84,
zes

No terceiro caso, escrevemos:
Ui=@80)8a1%... 84 waw.. wg,.
z€S

E no quarto caso:

Ui=l@0'nC)wgiw.. . wgn[(®'§C)wgw...wgj.
€S

Assim, Consec(g”) CT'U{C}.

3.3 Unir filhos negros

Esta operagao agrupa todos os filhos negros da raiz sob um tunico né do tipo P, como
ilustrado na Figura 3. A operacao é executada conforme o Algoritmo 9.

Algoritmo 9: Unir filhos negros

1 se r tem 2 ou mais filhos negros entao
2 criar no negro b do tipo P filho de r
3 para cada filho negro n de r faga
4 mover n para b
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by be o1 gy w1 w,
(a) T'

Figura 3: Operagao “unir filhos negros”.

Neste algoritmo, sdo movidos somente os filhos negros de r. Logo, sdo movidos |B(r)]
noés.

Nés em T" sem equivalentes em T"”: r’. Porém, r’ é do tipo P e #/ = #".

Nés em T” sem equivalentes em T”: r”" e b”. Para o né r” temos #” = /. Para b”, temos

V= NC)RG R ... R G,

3.4 Reverter condicionalmente né cinza
Para entender a necessidade desta operagao, comecamos com um lema.

Lema 1. Seja v um no de cor cinza. FEntao existem sempre filhos distintos, f, e fp, de v
tais que f, tem folha descendente branca e fy tem folha descendente negra. Ou seja, fo € C

e frNnC # 0.

Demonstragao. Como v é cinza, nao tem todos os filhos negros nem todos os filhos brancos.
Entao v tem um filho branco e um filho negro ou tem pelo menos um filho cinza.

Se v tem um filho branco f, e um filho negro fp, temos que fo € C e fy N C # 0,
concluindo a prova.

Se v tem pelo menos um filho cinza f., este filho tem folhas descendentes negras e
brancas. Tome um outro filho qualquer f, de v. Se f, for branco, tome f, = f. e f, = f..
Se f, for negro ou cinza, tome f, = f. e fp = fa. O

Em seguida, observamos que se v; é um filho cinza da raiz r da subdrvore pertinente,
entao r deve ter algum outro filho vg que néo é branco, caso contrario v; seria a raiz em vez
de 7.

O objetivo desta operacao é garantir que existam filhos f, e f; do né cinza v;, satis-
fazendo as condigoes do Lema 1 que estejam ordenados de forma que f, (que tem uma
folha descendente negra) esteja mais proximo deste irmao vy de v; do que f,. A motivagao
para tal operacao é permitir que a operacgao seguinte, fundir com a raiz, mantenha os filhos
escuros juntos, se isto for possivel.

Um problema que temos com o Lema 1 é que encontrar f, e f, pode levar tempo nao
constante. Porém, é possivel realizar uma operagao de tempo constante que tenha um efeito
nao equivalente, mas suficiente para nossos propositos.
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| T | r

Vi+1 Vi+1

bil Tt bil ft

(a) T’ (b) T”

Figura 4: Operagao “reverter condicionalmente né cinza”.

Como esta operacao deve ser realizada em tempo constante, a implementamos como
segue. Um né cinza v;, do tipo Q, é revertido quando as cores de seus filhos extremos
f1 e fi ndo estao alinhadas com as cores dos vizinhos de v;. Se v; s6 tem um vizinho, v;
é revertido se seu filho mais proximo do vizinho existente é mais claro que o outro filho
extremo de v;. Uma das situacoes em que isso ocorre ¢ ilustrada na Figura 4 e todas as
condigbes para a reversao podem ser vistas no Algoritmo 10, lembrando que as cores tém
as seguintes representagoes numéricas: O=branco, 1=cinza e 2=negro.

Algoritmo 10: Reverter condicionalmente né cinza

1 se v;_1 ndo existe e fi.cor > f;.cor entao

2 reverta v

3 senao se v;4+1 nao existe e fi.cor < fi.cor entao

4 reverta v

5 senao se (v;_i.cor — viyy.cor)(fi.cor — fi.cor) < 0 entao
6 reverta v

Se f1 e f; tém cores diferentes e v;—1 e v;41 também nao tém a mesma cor, o algoritmo
sempre alinha v; de forma que o né f, mais escuro entre fi e f; fique junto do né vy mais
escuro entre v;_1 € vi41.

Quando f; e f; tém a mesma cor, v; nao é revertido. Isto justifica-se, pois é sempre
possivel determinar f, e f, convenientes. Se f; e f; sd@o brancos, existe um f;, cinza ou
negro, com 1 < b < t e f, seria o n6 extremo mais distante de vy. Se fi e f; sdo cinzas, o
mais proximo de um né nao branco é f, e o outro, f,. Se f1 e f; sdo negros, existe f, nao
negro, com 1 < a < t e fp seria o né extremo mais préximo do irmao nao branco vg.

O né v; também nao é revertido se v;—1 e v;41 tém a mesma cor. Se v;—1 € Vi1 SA0
ambos negros ou cinzas, qualquer um deles pode ser escolhido como v, e, portanto, qualquer
orientacao de v; é satisfatéria. Se v;—1 e v;41 s@o brancos, a arvore ja estd comprometida e
nao serd possivel manter juntos todos os nés escuros, entao nao adianta reverter. Este é o
unico caso em que a arvore apds a execucao do Algoritmo 10 ndo necessariamente satisfaz
(a—0b)(i—d)>0.

Portanto, depois desta operacao, com certeza existem nés f,, fp € v4 como descritos tais
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Vi r
V1 ---Vi—1 Vi4+1--+ Vs

fl"’ ft vl...vi,lfl... ftvi+1...'l}s

(a) T' (b) T”

Figura 5: Operagao “fundir com a raiz”.

que (a —b)(i —d) > 0 a ndo ser que v;_1 e vj+1 sejam brancos. Estes nés serdo usados na
préxima operacao, fundir com a raiz.

Nenhum né é movido e um nimero constante de operacoes é realizado neste algoritmo,
todas em tempo constante; portanto, a complexidade assintética do algoritmo é constante.
Consideraremos entao que esta operagao corresponde a uma movimentagao de né.

Como a tnica transformacao feita nesta operacao é uma transformacao de equivaléncia,
temos

T =77

e portanto

T'u{C}=T"U{C}.

3.5 Fundir com a raiz

Antes desta operagao, os nés r e v; sao do tipo R ou Q.

Algoritmo 11: Fundir com a raiz

1 inserir filhos de v; em r apds v;

2 ser € do tipo Q e v; € do tipo R entao
3 alterar tipo de r para R

4 destruir v;

Aqui, sdo movidos todos os filhos de v;, mas como as listas simétricas podem ser fundidas
em O(1), a operagao é realizada em tempo constante. Consideraremos portanto que esta
operagao corresponde a uma movimentagao de né.

Nés em 7" sem equivalentes em T": 7/ e v].

Se v} é tipo Q, temos que Consec(v}) C 7", pois 7" é do tipo Q ou R. Se v/ é do tipo R,
entao necessariamente r” sera do tipo R e, portanto, Pot(v}) C r”. Quanto ao né 7/, temos
sempre 1’ C r” pois basta tomar subconjuntos de 7 que contém todos os f, ou nenhum
dos ﬁ

Noés em T" sem equivalentes em T7: r”.
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Aqui precisamos definir mais dois conjuntos pertencentes a 7" que serao uteis:

Ve = U O,

r<k<y

Foy= U /&

r<k<y

Estes conjuntos estao em 7" pois r e v; sao nés Q ou R.

Primeiramente, demonstramos que Consec(r” ) C T'"UC. Para tanto, vamos usar o
seguinte fato, facilmente verificavel:

Consec(r’) U Consec(v}) U {0;—1 U fiy U {1 U fi} = Consec(r").

Portanto, basta provar que {0;_1 U fi, 941U ft} C T’ U C para provar que Consec(r") C

U JC. Além disso, 041 U ft pode ser escrito em fungao de ;1 U fl e de outros conjuntos
em 1", como segue:
Viv1 U fr = Vg & (0im1 U f1) & Fiu iy

Com isso, precisamos apenas de 0;_1 U f'l e este conjunto ainda pode ser escrito como
V-1 U f1 = (Fiip) U Vigi—1) N Vji—1, & Fla,g-

Vamos agora a parte principal da prova. Se v;—1 e v;+1 ndo sao ambos brancos, a
operacao de reverter condicionalmente né cinza orientou o né v; de forma que temos nés f,
e fp, filhos de v;, e vg4, irmao de v;, com f, nao negro, f; e v4 nao brancos e fp mais préximo
de vq que f, (veja a Figura 4).

Entao, ha dois casos. Lembrando que as operagoes sao sempre executadas da esquerda
para a direita, se a < b (que implica em i < d), temos:

Fiog U Vg, = C N Vg & Flip—1 ® Vigr,a) © Flog- (3)
E se b < a (que implica em d < i), temos:
Fligp UVai—y = CN Vg & Flpy1,g W Vigiry W Fluy)- (4)

Se v;_1 e vi41 s@o brancos, mas fi e f; tém cores iguais, as férmulas (3) e (4) continuam
validas, com escolhas aproriadas de f, e f;, conforme descrito na secao anterior. Portanto,
s6 precisamos nos preocupar com o caso em que v;_1 e v;+1 Sao brancos e fi e f; tém cores
diferentes. Se f1 é o mais claro dos dois, ou seja, fi nao é negro, temos:

b1 Ufi=Vis1g 8C R Fioyg W fi.

Se f1 tem a cor negra, entdo f; nao é negro e, portanto, podemos obter ;1 U f; de forma
similar:

b1 U fr = Vi 8 C R Flu o) W fe.
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Para o caso em que r” é do tipo R, precisamos também demonstrar que Pot(r”) C

T’ U C. Isso ocorre quando v} ou r’ é do tipo R. J4 sabemos que Consec(r”) CT"UC.
Se v} é do tipo R, temos

fiuffeTuC

Consec(r")U{fiUfi} CT'UC

Consec(r")U{fiU f;} CT'UC

Pot(r"yCT'UC

Jéa se v’ é do tipo R, temos

@1U@S€?UC

Consec(r") U {1 Uds} CT' UC

Consec(r") U {t1 Uds CT'UC

Pot(r") CT'UC

3.6 Mover para fora da raiz

Esta operacao move os filhos negros e cinzas de r, do tipo P, para seu filho v, do tipo Q ou
R.

Algoritmo 12: Mover para fora da raiz

1 se fi.cor < fi.cor entao

2 reverter v
3 se r tem um filho negro b entao
4 mover b para o inicio de v

5 para cada filho cinza c de r diferente de v faga
6 mover ¢ para o inicio de v

7 se r tem apenas um filho entao

8 se v € a raiz da drvore entao

9 r torna-se a raiz da arvore

10 senao

11 U 4 r.pai

12 mover v para u
13 pintar v de branco
14 destruir r

O primeiro comando condicional busca permitir que os nés escuros fiquem juntos. O
segundo comando condicional testa por apenas um filho negro porque o né r ja passou pela
operagao “unir filhos negros”. Assim, nas linhas 3 a 6, todos os filhos nao-brancos de r sdo
movidos para v. Note que, na linha 7, se r tem apenas um filho, este tinico filho é o né v e,
portanto, r deve ser removido.
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b ¢ gy w1 w,

fo o i

U

v 'U/
DY /\ /\
fl ft fl . ft
g gy b g gy b
(b) T" se 2> 0 () T"sez=0

Figura 6: Operacao “mover para fora da raiz”. A situacao anterior a operacao ¢ ilustrada
em (a), enquanto (b) e (c) sdo as duas possibilidades para a situagao posterior.
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Nesta operagao, sao movidos no maximo |G(r)| + 1 nés.
Nés em T” sem equivalentes em T”: ' e v’. Porém, note que v/ Cv” e
. 7 sez >0,

" se z=0,

ou seja, ' € T" em qualquer caso.

Nés em T” sem equivalentes em T": r” e v”. Entretanto, 7" existe apenas quando z > 0
e, neste caso, temos 7/ = #/. Em relac¢ao ao né v”, os conjuntos em Consec(v”)\ Consec(v')
sao os de forma g; U...U gy Ubu f1 u...U ft, com 1 <i <y+ 1. Estes conjuntos podem
ser escritos como

GiU.. . UgyUbUAU..Ufi=0"WC)8G18...8Gi1Wdi... 03,

3.7 Remocgao virtual de nés

Os nos de arvore PQR podem ser removidos durante a execugao do algoritmo. Porém, eles
ainda sao necessarios na estrutura de union-find utilizada para encontrar o pai de um né.
Esses nés sao removidos da arvore e marcados como tal, mas sao mantidos na union-find.

Portanto, a estrutura de union-find pode conter nao apenas nés atuais da arvore, mas
também outros nés criados durante a execucao do algoritmo. Isto poderia fazer com que
a complexidade de tempo do algoritmo fosse maior que a esperada. Entretanto, de acordo
com os Teoremas 4 e 8 do artigo de Telles e Meidanis [9], o nimero de nés criados é menor
que o nimero de nés movidos, e, como este é linear em relacao a entrada, a estrutura de
union-find tem O(r) nés, o que nos dd uma complexidade de O(«(r)) para a busca.

Apesar da possibilidade de movimentagao de néds, o uso da estrutura de union-find é
possivel, pois, em todas as movimentagoes temos que filhos de nés P tornam-se filhos de
noés Q ou R, ou filhos de nés QQ tornam-se filhos de nés R, isto é, os ndés movem-se para
pais de mesmo tipo ou seguindo a progressao P — Q — R. Ademais, uma vez que dois
nos sao irmaos e filhos de um né do tipo Q ou R, eles ndo deixam de ser irmaos. Como
consequéncia, um né que nao estava na estrutura union-find pode ser inserido nela; porém,
uma vez que estd na estrutura union-find, nunca é preciso sair dela.

4 Conclusoes

Este trabalho consolida o conhecimento sobre o algoritmo incremental encontrado em tra-
balhos anteriores de Telles e Meidanis. Atencao especial foi dada em relacdo a: especificacao
mais cuidadosa das operacoes, provas de corretude e maiores detalhes sobre o uso de es-
trutura union-find, incluindo argumentos de por que ela funciona, sem necessitar pagar o
preco da retirada de elementos.

Os proximos temas a serem estudados sdao: uma prova de que a complexidade do al-
goritmo apresentado neste relatério é o limitante inferior para o problema e um algoritmo
offline de complexidade de tempo linear.
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