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A Classe de Grafos PI

Sheila Morais de Almeida* Célia Picinin de Mellof Anamaria Gomide *

Resumo

Neste trabalho mostramos que a representagao de um grafo PI, grafo intersecao de
triangulos entre duas retas paralelas, que nao é grafo de intervalo contém um triangulo
obtusangulo. Além disso, classificamos os grafos da familia de Gallai que sdo PI.

Abstract

In this work we show that a triangle representation of a PI graph that is not interval
graph must contains a obtuse triangle. We also classify the graphs of the Gallai family
that are PI graphs.

1 Introducao

Seja F uma familia de conjuntos. Pode-se associar a F um grafo, (G, da seguinte forma:
cada conjunto de F corresponde a um vértice de GG e existe uma aresta ligando dois vértices
em G se, e somente se, os conjuntos correspondentes a estes vértices se intersectam. O grafo
G é chamado grafo intersecdo da familia F. Como todo grafo simples é grafo intersecao de
alguma familia de conjuntos [7], véarias classes conhecidas de grafos foram definidas consi-
derando familias com estruturas especiais. Se F for, por exemplo, uma familia de intervalos
linearmente ordenados da reta real, o grafo intersecao de F é um grafo de intervalo. Consi-
dere duas retas paralelas 1 e ro. Se F for uma familia de segmentos de reta com extremos
em r1 e 19, o grafo intersegdo dos elementos de F é o grafo permuta¢ao. Em [5], Corneil e
Kamula, generalizam a classe dos grafos permutacao, permitindo que a familia F contenha
triangulos com um lado em r; e um vértice em 9. O grafo intersecao de F é chamado grafo
PI (Point-Interval). Note que PI é, também, uma generalizacao dos grafos de intervalo.

Sabe-se que os grafos de intervalo sao reconhecidos por algoritmos lineares [2]. Além
disso, uma superclasse dos PI, os grafos trapezdide, que sao grafos intersecao de trapézios
entre duas retas paralelas, também possuem algoritmos polinomiais para o seu reconheci-
mento [4]. Entretanto, reconhecer um grafo PI é um problema aberto [3].

Outra superclasse dos grafos PI é a classe dos grafos de co-comparabilidade, grafos cujo
complemento é de comparabilidade. Os grafos de comparabilidade sao aqueles que admitem
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uma orientagao transitiva em suas arestas. Esta classe foi caracterizada por Gallai [6]
através de uma familia de grafos proibidos, a familia de Gallai.

Na secao 2, encontram-se conceitos necessarios para as demais secoes. Na secao 3,
identifica-se uma subclasse dos PI obtida restringindo os triangulos da familia F a tridngulos
nao obtusangulos. Na secao 4, classificam-se os grafos da familia de Gallai em relacao a
pertinéncia as classes de co-comparabilidade e PI.

Em [1], encontram-se os conceitos bésicos da teoria dos grafos nao definidos neste tra-
balho.

2 Preliminares

Inicialmente descreveremos as relagoes e os conceitos necessarios para o desenvolvimento
das segOes posteriores.

Sejam r1 e r9 duas retas paralelas. Chamaremos de representacao PI, toda a repre-
sentagao onde os vértices de um grafo G sao triangulos com um lado em r1; e um vértice em
ro ou segmentos de reta com extremos em 71 € T3.

Uma caracteristica da classe PI é a sua hereditariedade. Se G é PI, entao G tem uma
representacao PI, R. A representacao R’ de um subgrafo induzido G’ construida a partir
de R, retirando-se os elementos (segmentos de reta ou triangulos) de R que correspondem a
vértices que nao pertencem a G’ é, claramente, uma representacao PI de G’ e, sendo assim,
G’ é PI. Portanto, vale o seguinte lema:

Lema 2.1 Sejam G um grafo PI e G' uwm subgrafo induzido por qualquer subconjunto de
vértices de G. O grafo G' é PL

Apresentaremos a seguir relagoes dos grafos PI com algumas classes de grafos conhecidas
e amplamente estudadas. Para tanto, duas classes precisam ser definidas: os grafos sem
tripla asteroidal e os grafos fracamente cordais.

Trés vértices distintos e dois a dois nao adjacentes em um grafo formam uma tripla
asteroidal quando para quaisquer dois deles existe um caminho que os liga e nao passa pela
vizinhanca do terceiro. Um grafo que nao admite tripla asteroidal é chamado grafo sem
tripla asteroidal (STA).

Um grafo é fracamente cordal quando nao contém C,,, n > 4, como subgrafo induzido.

Em [4] e [5] encontramos as relagoes de continéncia entre algumas subclasses e super-
classes dos grafos PI. O conjunto dos grafos de cada classe é representado pelo seu nome.

Intervalo C PI C Trapezéide C Co-comparabilidade (1)
Trapezéide C Fracamente cordal (2)
Trapezéide C STA (3)

O teorema 2.2 exibe uma caracterizacao dos grafos de intervalo através de uma familia
de subgrafos proibidos [7].
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Figura 1: Grafos proibidos para a classe Intervalo

Teorema 2.2 Um grafo € de intervalo se, e somente se, ndo contém nenhum dos grafos
da figura 1 como subgrafo induzido.

Em [6] Gallai apresentou a seguinte caracterizagdo, por subgrafos proibidos, para os
grafos de comparabilidade:

Teorema 2.3 Um grafo é de comparabilidade se, e somente se, ndo contém um subgrafo

nduzido isomorfo a qualquer dos grafos da figura 2 ou a um dos complementos dos grafos
da figura 3.

2n+1

2n+1
Con+1, n>1 Hin, n>1

Jdn, n>2

Figura 2: Grafos proibidos para comparabilidade.

Ao conjunto dos grafos apresentados na figura 2 e dos complementos dos grafos da
figura 3 chamamos familia de Gallai.



4 de Almeida, de Mello e Gomide

a a
b a
° 2
n d e
Uy 01 2 1 n e
Cn,n>5 Dn,n>1 En,n>0 Fn,n>0
a
a a e
b d a c
e g g C f g
A1 A2 A3 A4
a a a
c d c d h c d b c d
f f f f
€ g € g € g € g
A5 A6 A7 A8
3 3
c d b c d
e i o]
€ A9 g A10

Figura 3: Complementos dos grafos proibidos para comparabilidade

3 PI-Especial

Uma restricdo que pode ser imposta aos grafos PI é de que nenhum dos triangulos da
representacao PI seja obtusangulo.

Sejam duas retas paralelas r1 e ro. O grafo intersecao de uma familia de triangulos nao
obtusangulos (TNOs) que possuem um vértice em ro e um lado em r; serd chamado grafo
Pl-especial.

Teorema 3.1 Um grafo G é Pl-especial se, e somente se, G € grafo de intervalo.

Prova Sejam G um grafo Pl-especial e R uma representacao de G através da intersecao
de TNOs entre duas retas paralelas 1 e r5. Seja T’ = PED um tridngulo de R com vértice
P em 19 e vértices £ e D em r1. Seja p a funcao projecao ortogonal sobre a reta ;. Note
que a unido das imagens p(PE) e p(PD) é o intervalo [E, D] da reta 7. Dessa forma, p
associa a cada TNO de R um intervalo ED de tal forma que existe intersecao entre dois
intervalos se, e somente se, existe intersecao entre seus respectivos TNOs. Isso ocorre porque
a projecao dos lados de um TNO sobre r; estd contida no intervalo [E, D]. Portanto, se T,
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e T, sao triangulos que se intersectam em R, os lados de T}, e T, que estao sobre a reta rq
se intersectam em pelo menos um ponto. Assim, os lados dos triangulos que estao sobre rq
formam uma representacao de GG por intervalos. Logo, G é grafo de intervalo.

Sejam G um grafo de intervalo e R uma representacao de G através da intersecao de
intervalos de uma reta 1. Construa uma reta ro paralela a r1. Para cada intervalo I de
r1, sejam F e D seus extremos esquerdo e direito, respectivamente. Marque em 75 um
ponto P de tal forma que p(PE) C ED. Ligue os dois extremos E e D ao ponto P. Essa
construcao, se repetida para todos os intervalos de R, gera uma familia de TNOs. Como
a projegao de cada ponto P sobre 11 é um ponto no intervalo [E, D], as adjacéncias de G
foram preservadas. Logo, G' é um grafo Pl-especial.;g

Uma conseqiiéncia do teorema 3.1 é que a representacao PI de um grafo que nao é de
intervalo contém um triangulo obtusangulo. Note que o segmento de reta que representa o
vértice b do ciclo Cy4 na figura 4 s6 pode ser substituido por um triangulo obtusangulo.

Teorema 3.2 Se G é PI e nao € grafo de intervalo, entao G contém Cyq como subgrafo
induzido.

Prova Seja G um grafo PI que nao é de intervalo. Pelo teorema 2.2, G contém algum grafo
da figura 1 como subgrafo induzido. Mostraremos que dentre os grafos da figura 1, apenas
C, é PL

De fato, pelas relagdes de continéncia (1) e (2) temos que a familia C,,, n > 4 nao é PI,
pois nao é fracamente cordal. Pelas relagoes (1) e (3), todos os outros grafos da figura 1 nao
sao PI, pois nao sao grafos STA (em cada grafo, a tripla asteroidal consiste dos vértices a,
b e c¢). Finalmente, a figura 4 apresenta uma representacao PI para o grafo Cy.

\\

Cq

Figura 4: Uma representacao PI do grafo Cj.

O

4 Familia de Gallai N PI

Nesta secao, identificamos os grafos da familia de Gallai que sao de co-comparabilidade
e, dentre estes, os que sao PI. O teorema 4.1 descreve os grafos pertencentes a familia de
Gallai que sao de co-comparabilidade.

Teorema 4.1 Dentre os grafos da familia de Gallai, os grafos H, e I,, n > 1, e Jy,,
n > 2, apresentados na figura 2 e aqueles cujo complemento estd na figura 5 sao de co-
comparabilidade.
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Figura 5: Grafos cujo complemento é de co-comparabilidade e pertence a familia de Gallai.

Prova Primeiro, consideramos os grafos da figura 2.
o (9,11, n >2: Os ciclos Cyyy1, n > 2, nao sao grafos de co-comparabilidade. pois

nao sao perfeitos e, como sabemos, todo grafo de co-comparabilidade é perfeito [7].

e H,el, n>2: Essas duas familias pertencem & classe dos grafos de intervalo. Nas
figuras 6 e 7 estdo representagoes através da intersecao de intervalos para os grafos dessas
familias, logo sao grafos de intervalo. Portanto, pela relacdo de continéncia (1), H, e I,
n > 2, sao grafos de co-comparabilidade.

I]

2n .. 4 2
20+l _2n0-1 ... ___ 3

Figura 6: Representagao da familia H,, através da intersecao de intervalos.
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Figura 7: Representagao da familia I,, através da intersecao de intervalos.

e J,,n>3: Os grafos da familia J,, n > 3, sdo grafos PI (figura 8). Novamente, pela
relagao de continéncia (1), os grafos J,,, n > 3, sao grafos de co-comparabilidade.

2n 3 - = BALE ; %)

Figura 8: Representagao PI da familia .J,.

Portanto, da figura 2, apenas a classe Cs, 11, n > 2, é proibida para co-comparabilidade.
Para decidir se os grafos cujo complemento aparece na figura 3, sao de co-comparabilidade,
basta verificar se os grafos dessa figura sao de comparabilidade. Vejamos cada caso:

e (), n > 6: Pelo teorema 2.3, os ciclos Co,11, n > 2, sao proibidos para compara-
bilidade. Seja Cy,, n > 3, um ciclo com vértices {1,...,2n} tal que i é adjacente a i + 1,
1 <i < 2n. A orientacdo de Coy,, tal que 27, 1 <i<n,éfontee2i+1,1<i<n-—15¢
sumidouro, é uma orientagao transitiva.

Portanto, Ca, 41, n > 2 sdo proibidos para co-comparabilidade e Cs,, n > 3, é uma
familia de grafos de co-comparabilidade.

e D,,n>1: Como H,, n>1nao éde comparabilidade e os grafos Ds,,, n > 1, contém
H,, n > 1 como subgrafo induzido (basta retirar o vértice a do grafo D,, da figura 3), pelo
teorema 2.3, Ds,, n > 1, nao sao grafos de comparabilidade. Quanto ao grafo Do é facil
verificar que nao é possivel exibir uma orientacao transitiva para suas arestas.

Agora, e no restante desse documento, uma aresta orientada de um vértice qualquer
x para um vértice y serd indicada pelo par ordenado [z,y]. Um grafo Dg,41, n > 1 com
os vértices rotulados como na figura 3, admite a seguinte orientagao transitiva: [a,b], [i, D]
(1<i<2n+1),[1,d, [2n+ 1,d] e o caminho 1,2,...,2n,2n + 1, orientado de forma que
todos os vértices impares sejam fontes e os vértices pares sejam sumidouros.

Assim, a familia Ds,, n > 1, é proibida para co-comparabilidade e os grafos Do, 1,
n > 1, sao grafos de co-comparabilidade.
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e F, n>1: Osgrafos Fopy1, n > 1, contém I,,41, n > 1, como subgrafo induzido
(basta retirar o vértice a do grafo FE, da figura 3) e, portanto, pelo teorema 2.3, nao
sao grafos de comparabilidade. Quanto ao grafo Fy, é facil verificar que nao existe uma
orientacao transitiva para suas arestas. Para os grafos Fo,, n > 1, se rotularmos os vértices
como na figura 3, uma orientagao transitiva pode ser feita orientando o caminho 1,2,...,2n
de forma que todos os vértices pares sejam fontes, os impares sumidouros e as demais
arestas orientadas da seguinte forma: [d, 1], [2n, €], [4,b], [a,b], [d,b], [c,b], [c, €], [c,a], [e, 1],
1 << 2n.

Portanto, Es,, n > 1 é uma familia de grafos de co-comparabilidade e Ea,,1, n > 0,
sao grafos proibidos para co-comparabilidade.

e [,, n>1: Os grafos Fb,, n > 2, possuem J,11, n > 2 como subgrafo induzido,
por isso e pelo teorema 2.3, nao sao grafos de comparabilidade. Quanto ao grafo Iy é
facil verificar que nao existe uma orientacdo transitiva para suas arestas. Uma possivel
orientagao transitiva para a familia Fy, 11, n > 0, (com os vértices de Fy, 1 rotulados como
na figura 3) é: [a,b], [d,b], [a,c], [e,q], [i,0], [i,c], 1 < i< 2n+1,[l,d], 2n+ 1,¢] e as
arestas do caminho 1,2,...,2n,(2n+ 1), orientadas de forma que os vértices impares sejam
fontes e os pares sejam sumidouros.

Portanto, Fo,41, n > 0, é uma familia de grafos de co-comparabilidade e Fy,, n > 1,
sao grafos proibidos para co-comparabilidade.

e A;;1<i<10,i#8: A figura 9 mostra uma orientacao transitiva para cada um
desses grafos. Portanto sao grafos de comparabilidade e seus complementos sao grafos de
co-comparabilidade.

[ ]
[ ) [}
A1 A2 A3 As A5
[ ] 9 > .
)
As A7 Ao Ao
Figura 9: OrientacOes transitivas para os grafos Ay, ..., A7, Ag e Aqp.

o Ag: O grafo Ag é isomorfo ao grafo F,. Logo, pelo teorema 2.3, Ag ndo é grafo de
comparabilidade e Ag nao é grafo de co-comparabilidade. 0
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Dentre os grafos da familia de Gallai que sao de co-comparabilidade, podemos encontrar
alguns grafos (ou algumas familias de grafos) que sao PI. O teorema 4.2 demonstra que Coy,,
n > 3, sao os unicos grafos de co-comparabilidade pertencentes a familia de Gallai que sao
PI.

Teorema 4.2 Todo grafo G que € de co-comparabilidade e pertence a familia de Gallai é
PI, exceto Co,, n > 3.

Prova Da demonstragao do teorema 4.1, temos que J,, n > 2, é PI (figura 8), H, e I,,
n > 1 sao grafos de intervalo (figuras 6 e 7), portanto, sao PI.

Vamos analisar os grafos cujo complemento aparece na figura 5.

E conhecido que Ca,, n > 3, nio é trapezéide [5]. Pela relaciao de continéncia (1), Cay,
n > 3, nao é PI.

As figuras 10, 11 e 12 apresentam, representacoes Pl das familias Doy, 11, Fop € Fopa,
(respectivamente). Portanto os complementos de Doy, 11, Eoy, € Fa,q1, com n > 1 em todos
os casos, sao grafos PI.

qd 20 2n+1 2n264523¢d

"’

'~
~——

-’
-’
-

Figura 10: Uma representacao PI da familia Doy, 1.

Figura 12: Uma representacao PI da familia Fb, 1.
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A figura 13 apresenta uma representacao PI para os grafos A_l, o ,A_7,A_9 e A—lo-
d a _fc
A1
7
a cdb

Figura 13: Uma representacao PI para o complemento dos grafos A;..A7, Ag e Aqg.

Desta forma, concluimos que todos os grafos de co-comparabilidade que pertencem a
familia de Gallai sao PI, exceto os grafos Ca,, n > 3.
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