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Potencias de ciclo e a
Conjetura da Coloracao Total

Christiane Neme Campos* Célia Picinin de Mellof

Resumo

O ndmero cromatico total, x, (G), é o menor nimero de cores necessarias para colorir
as arestas e os vértices de um grafo de maneira que nao haja elementos adjacentes ou
incidentes com a mesma cor. A conjetura da coloracdo total (TCC) estabelece que
todo grafo simples G possui x,(G) < A 4 2. Neste trabalho verificamos a TCC para
as poténcias de ciclo C¥, n par e 2 < k < |n/2], mostrando que existe, e pode ser
construida em tempo polinomial, uma (A + 2)-coloracao total para estes grafos.

1 Introducao

Seja G := (V(G), E(G)) um grafo simples com conjunto de vértices V(G) e conjunto de
arestas F/(G). O grau de um vértice v, d(v), é o ntmero de arestas incidentes neste vértice
e A(G) (ou simplesmente A quando estiver claro no contexto) denota o grau méaximo de G,
isto é, A := max,cy(g){d(v)}. Um elemento de G é um vértice ou uma aresta de G.

Seja S C V(G)U E(G). Uma coloragao total parcial de G é um mapeamento ¢ : S — C,
tal que para todo z,y € S, onde z e y sao dois elementos adjacentes ou incidentes, tem-
se que ¢(x) # ¢(y). Quando um mapeamento nao satisfaz esta condigao, dizemos que hd
conflito. Se S =V (G)UE(G) dizemos que ¢ é uma coloragao total. Note que, se S =V (G),
temos uma coloracao de vértices de G e, se S = E(G), temos uma coloragao de arestas de
G. Se S for um subconjunto préprio de V(G) (E(G)), dizemos que é uma coloracao de
vértices (arestas) parcial.

Dado o mapeamento ¢ acima, o conjunto C é denominado conjunto de cores. Ademais,
se |C| = k, ¢ é denominada k-coloragdo total (parcial). Seja ¢ € C. O conjunto {z €
V(G) UE(G) : ¢(x) = ¢} é denominado uma classe de coloragao de G. Assim, ¢ possui k
classes de coloragdo. Dizemos também que ¢ usa k cores. A cor ¢ ocorre em um elemento
xz de G quando, ou ¢(z) = ¢, ou existe um elemento incidente em, ou adjacente a x que
possui a cor c.

O nidmero cromdtico total de G, x,(G), é o menor inteiro k para o qual G admite uma
k-coloragio total. E ficil mostrar que x,.(G) > A(G) + 1. Sanchez-Arroyo [7, 8] provou
que decidir se x,(G) = A(G) 4+ 1 para um dado grafo G é um problema NP-completo.

*campos@ic.unicamp.br
feelia@ic.unicamp.br
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McDiarmid e Sdnchez-Arroyo [6] provaram que mesmo o problema de determinar o nimero
cromatico total de um grafo bipartido k-regular é NP-dificil para cada k fixo > 3.

Behzad [1] e Vizing [9, 10] estabeleceram, em trabalhos independentes, a conjectura da
coloragio total (TCC), que diz que para qualquer grafo simples G, x,.(G) < A(G) + 2. Se
X, (G) = A(G) + 1, G é dito tipo 1 e se x,.(G) = A(G) + 2, é dito tipo 2.

Um grafo é uma poténcia de ciclo, CE, se V := {vg,...,v, 1} e

E:=E'UE*U-.-UEF
onde
E" = {(vj,(j4i) modn) 1 0 < j <m— 1}
Uma aresta e é dita uma aresta de alcance i se e € E*. Desta forma o alcance méaximo de

uma aresta no C¥ é k. Uma aresta e € E(CF) ¢ dita uma aresta par (impar) se e € E* tal
que i é par (fmpar). A Figura 1 exibe o C3,.

Figura 1: As arestas de E' sio as arestas pontilhadas, de E? as arestas tracejadas e as
arestas de E3 sdo as cheias. Neste exemplo, as arestas pares sio as arestas de E?. As
arestas impares sdo as arestas de E' U E3.

O grafo C* pode também ser definido recursivamente. Defina C° como um grafo 0-
regular com n vértices. Entao:

V(Ch) =V (Cr)
E(CK) := E(CEYY U EF

Neste texto, mostramos que a TCC é verdadeira para os grafos CF com 2 < k < [n/2], n
par. O grafo C¥ com k > |k/2] é, a menos de arestas multiplas, isomorfo ao K, e x7(K,) é
conhecido [2]. O ntimero cromético total do C2 foi determinado em [3] e nimero croméatico
total do C,, é conhecido [11].

Na Secao 2, estabelecemos algumas definicoes, notacoes e resultados preliminares. Na
Secao 3, construimos uma coloracao total para um subgrafo do C,’f, denominado Gp. A
Secao 4 estende a coloragao total do Gp a uma coloragao total do C'Tf através da coloracao
das arestas de E(G) \ E(Gy).

2 Definicoes e resultados preliminares

Seja (vg,...,v,—1) uma ordem ciclica para os vértices de G. Um caminho de u a v é uma
sequéncia alternada de vértices e arestas, ambos distintos dois a dois, que comecga em um
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vértice u e termina em um vértice v. O comprimento de um caminho é dado pelo seu ntimero
de arestas. Tradicionalmente, a distancia entre dois vértices u e v de G é o comprimento de
um menor caminho, em G, entre estes vértices. Sejam u,v € V(CF). Definimos a distincia
entre u e v no CK, d(u,v), como a distancia (tradicional) entre u e v no C,,.

Denotamos por Gp (G;) o subgrafo maximal do C* gerado pelas arestas pares (impares).
No Lema 2.1 demonstramos que G, é bipartido quando n é par.

LEmA 2.1
Seja G := C¥, com n par. Entao G, é um grafo bipartido.

Demonstracao: Seja A := {v; € V(G)) : 7 é par}. Seja B := {v; € V(G,) : i é impar}. Os
conjuntos A e B particionam o conjunto de vértices de G;. Seja e uma aresta (impar) de
G,. Entdo e € E' com [ {mpar e e = (v;,v;) onde j = (i + {)(mod n). Como n é par e [
impar tem-se que ¢ e j tém paridades distintas. Esta conclusao implica que se v; € A, entao
vj € B e vice versa. Portanto G, é bipartido. a

Dado v; € V(CF), o conjunto P(v;) := {(im1,0i41)5 - (Viz k2] Vit k/2)) } € denomi-
nado conjunto de arestas equivalentes ao vértice v;. Note que P(v;) é composto apenas
de arestas pares e o alcance destas arestas varia de 2 até 2|k/2|. A Figura 2 mostra um
exemplo de P(v;).

Figura 2: O vértice marcado é v; e P(v;) é composto pelas arestas em destaque.

Um conjunto de elementos S de G é dito independente se nao existe um par de elementos,
em S, que sejam incidentes ou adjacentes em G. Note que cada classe de coloracao é um
conjunto independente. O Lema 2.2 demonstra que P(v;)U{v;} é um conjunto independente
e que P(v),...,P(v,—1) particiona E(Gp). O Lema 2.3 estabelece condicoes para que,
dados dois vértices distintos, seus conjuntos de arestas equivalentes sejam independentes.

LEMA 2.2
Seja v; € V(CF) e seja P(v;) o seu conjunto de arestas equivalentes. Entdo,

1. P(v;) U{v;} é um conjunto independente de elementos,
2. P(v;)NP(vj) =0 parai#j, e
3. UrZi P(v;) = U2 B2,

Demonstragao: Por definigado, nenhuma aresta de P(v;) incide em v; e nao existem duas
arestas que possuam o mesmo extremo em P(v;). Portanto, P(v;) U {v;} é um conjunto
independente.



Poténcias de ciclo e a TCC 4

Suponhamos que exista uma aresta e € P(v;)NP(v;) parat # j. A aresta e é equivalente
a v;, logo e = (vj—;,vi4) para algum 1 <[ < [k/2]. A aresta e também é equivalente a v,
portanto e = (vVj_pm, Vj4m) para algum 1 <m < |k/2].

Como i # j, d(vi,v;—1) = d(vi,vi41) € d(vj,vj—m) = d(vj,vj4+m) temos que j = (i +n/2)
(mod n), isto é, i e j sdo diametralmente opostos no C} induzido. Assim, se contarmos os
vértices que existem entre ¢+ — [ e ¢ + [ e os vértices entre j — m e 57 + m e adicionarmos
os extremos de e, este valor tem que ser n. Ou seja, (20 — 1) + (2m — 1) + 2 = n, isto é,
m —+ 1 =mn/2. No entanto,

m+1< [k/2] +|k/2] <k
que é uma contradicdo, pois para o grafo C¥ considerado, k < |n/2]. Conclui-se, portanto
que P(v;) N P(v;) = 0.

. ~ k2] 12i - -
Para concluir a demonstracéo, vamos mostrar que UZL / 1J E? = U?:é P(v;). Por definicao,

e € P(v;) & e= (v;_1,vi41) = (vj,vj12) & e € EZ,

onde j:=i—lel<I<|k/2]. O

LEmA 2.3
Considere o C¥. Sejam v; e v; dois vértices tais que 0 < ¢ < j < n. Entao,

j—i>2|k/2] e n—j+i>2|k/2],
se e somente se o conjunto {v;,v;} U P(v;) U P(v;) é um conjunto independente.

Demonstracao: Sejam

V(P(vi) = {0i k2] -+ Vic1, Vit 1y > Vig|k/2]} €
V(P(vj)) = {vj_ (k2] Vjm15V5415 - -+ Vjik [k/2] }

os conjuntos maximais de vértices que sao extremos de alguma aresta de P(v;) e P(vj),
respectivamente. Entao,

j—i>20k/2] & j—|k/2] >i+|k/2], e
n—j+i>20k/2] & n+i—|k/2] >+ |k/2]

0

{vi,v;} U P(v;) U P(vj) é um conjunto independente.

O valor n foi acrescido porque estamos trabalhando com operagoes modulares e ¢ < j < n.
O

O conjunto I(vi,j) = {(vi,vit1), (Vim1,vit2),- -+, (Viz|j/2), Vig[j/2])} com j impar, é
denominado conjunto de arestas (impares) equivalentes e a aresta (v;,v;11) denominada
ancora de I(vj, 7). Note que I(v;,j) é composto apenas por arestas impares, que possuem
alcance 1,3,...,7, com 1 < j < 2[k/2] — 1 e a ancora é sempre a aresta de alcance 1.
Note também que todos os vértices de v;_ /2| & v;1j/2] a0 extremos de alguma aresta no
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Figura 3: O conjunto em destaque é um exemplo de conjunto de arestas (impares) equiva-
lentes. A aresta de E' (pontilhada) é a ancora.

conjunto. Definimos V (I(v;,7)) como o conjunto de vértices de G, tal que v € V(I (v;,]))
se e somente se v é extremo de alguma aresta de I(v;, 7). A Figura 3 mostra um exemplo de

um conjunto de arestas equivalentes. O Lema, 2.4, a seguir, estabelece algumas propriedades
de I (UZ', _] )

LEMA 2.4

Seja I(v;,7) um conjunto de arestas equivalentes do C*

v, com 0 <14 < n. Entao,

1. I(v;,j) é um conjunto independente,
2. Seja I(v;,m), com 0 <i <[ < n. Entao
l—i > [j/2] 4+ |[m/2], e
n—I0l+i > [m/2]+ [j/2],
se e somente se I(v;,j) U I(v;,m) é um conjunto independente.

3. UpZg L(vi,2[k/2] — 1) = UL p2imL,

Demonstracao: Por definicdo, ndo existem duas arestas de I(v;,j) que possuam 0 mesmo
extremo. Portanto, este conjunto é independente.
Por definicao,
V(I(vi,5)) == {vi_japs-->Virrj2}s @
V(I(vi,m)) == {vi_|my2)>--+»Vit[m/2] }-
O conjunto I(v;,j) U I(v;,m) é independente se e somente se V(I(v;,5)) NV (I(vy,m)) = 0.
Entao,

[—i>[j/2]+|m/2] & i+[j/2] <i—|m/2], e
n—1+i>[m/2]+j/2] 2 L+ [m/2] <n+i— /2],

I(vj, 7) U I(v;,m) é um conjunto independente.

O valor n foi acrescido porque estamos trabalhando com operacdes modulares e 1 < [ < n.
Vamos agora mostrar que:

(k21 n—1
U B = I(vi,2[k/2] - 1).
=1 2:=0

e € B & e = (v),0j42m-1)) € € = (Vi_(m_1), Vitm) < € € I(v;,2[k/2] — 1),
ondei=j+m—1,4,5 €[0,n—1]em e[l [k/2]]. O
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3 Coloracao total do G,

O grafo Gy é o subgrafo gerado pelas arestas pares do C¥. Nesta se¢do construimos uma
coloracao total para o Gy utilizando k+ 1+ r cores, onde 7 = n mod (k+ 1). Denominamos
r de residuo.

Vamos particionar V(C¥) em « conjuntos, B',..., B, de k + 1 vértices, denominados
blocos alfa, onde B" := {v(i_l)(k_ﬂ), . ,v(i_l)(k+1)+k}, e um bloco de r vértices, R, denomi-
nado bloco residual e composto pelos vértices {v,_,,...,v,_1}. Note que, como k < [n/2],

temos que o > 1.

Denotamos, por u?, o i-ésimo vértice de BJ ondei € [1,k+1] e j € [1,a]. Note que
este vértice corresponde ao vértice v(;_1yx41)4i—1. Denotamos o i-ésimo vértice de R por
w;. Este vértice corresponde ao vértice vy 1)4i1-

uy u3 ug Ui uj
‘01)0 e U1 e Us e U3 e Uy ° u%
U5
Bl
R B?
e V11 01)10‘ "Ugo Vg @ Ur e Vg ®
. c 2
Wy wy u? uj u3 U3

Figura 4: O conjunto V(Cf,) dividido em blocos.

Vamos agora definir 7, , uma coloragao total do subgrafo Gp. As cores atribuidas aos
vértices dos blocos alfa (residual) serdo denominadas cores alfa (residuais).

e, (uf) =1, 1<i<k+1;1<j<a (cores alfa) (1)
g, (W) ==k + 141, 1 < < r (cores residuais) (2)
T, (€) i=mg (vi), Ve€Pvy)e0<i<n—1 (3)

A Figura 5 exibe o grafo G, obtido a partir do Cf,, munido de T,

LEmA 3.1
A coloragao w6 uma coloragao total para Gp.

Demonstracio: Como V(C¥) é particionado em blocos alfa e residual, entdao em (1) e (2)
cada vértice do CF recebe uma cor. Por construcio de Mg
bloco recebem cores distintas entre si. Ademais, o conjunto de vértices que recebe a cor 1,
i < k+1, é composto pelos i-ésimos vértices dos blocos alfa. Uma vez d(u], u{“) =k+1,
Jj < « e o alcance maximo de uma aresta no C,’f é k, podemos concluir que este conjunto é
independente. O conjunto de vértices que recebe a cor k+1+1, i <7, é {w;}, trivialmente
independente. Concluimos que (1) e (2) fornecem uma coloracao de vértices para o Gp.

os vértices de um mesmo
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Figura 5: O grafo Gy, obtido a partir do Cf,, munido de T, -

Seja v; um vértice de Gp. O conjunto P(v;) recebe, em (3), a mesma cor de v; e, pelo
Lema 2.2, o conjunto {v;} U P(v;) é um conjunto independente. Ademais, cada aresta de
G recebe uma cor.

Por construgao, o conjunto de arestas que recebe a cor alfa i é

Este conjunto, pelo Lema 2.3, é um conjunto independente de arestas. O conjunto de arestas
que recebe a cor residual 7 é o conjunto P(w;), também um conjunto independente. Logo
nao hd arestas adjacentes com a mesma cor e o resultado segue.

O

A coloragao m, ¢ uma coloragao total de Gp, que é um subgrafo do C¥. Portanto, T,
é uma coloracio (total) parcial para o C¥, onde os vértices e arestas pares estio coloridos
e resta colorir as arestas impares.

4 Coloracao de arestas do Gy

Na secao anterior obtivemos uma coloracao total para o GGp. Nesta secdo mostramos que
é possivel colorir as arestas de G| usando no maximo k + 1 — r cores novas. Dividimos
esta secdo em duas partes. Inicialmente, trabalhamos com o caso em que r = 0, isto é
n = 0 mod (k + 1). Posteriormente, trabalhamos com os casos em que 0 < r < k.

41 n=0mod (k+1)

Nesta subsecdo construfmos uma (A 4 2)-coloragio total para o C¥ quando n é multiplo de
k + 1, isto é, quando r = 0. Isto é feito mostrando que existe uma coloragao de arestas do
G, que usa k + 1 cores.
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Para demostrar o principal lema desta secdo, Lema 4.3, precisamos de dois resultados
cldssicos de coloracao de arestas. O indice cromdtico de um grafo G, x'(G), é o menor
inteiro k£ para o qual G admite uma k-coloragao de arestas.

LEMA 4.1 (V1zING)
Seja G um grafo simples. Entao, x'(G) < A+ 1. O

LEMA 4.2 (KONIG)
Seja G um grafo simples bipartido. Entao, x'(G) = A. O

LEMA 4.3
Seja G := C¥ com n = 0 mod (k + 1). Entao, x'(G;) < k + 1.

Demonstracao: Um simples argumento de contagem leva-nos a concluir que se k for par
A(G,) = k, caso contrario A(G,) = k + 1. Assim, se k for par o resultado segue do
Lema 4.1. Se k for impar, como n = 0 mod (k + 1), entdo n é par. Pelo Lema 2.1, G, é
bipartido. Portanto, pelo Lema 4.2, concluimos que x'(G;) = k + 1. O

O resultado a seguir é um corolario imediato do lema anterior.

TEOREMA 4.4
Seja G := C* com n par e n = 0 mod (k + 1). Entdo, x7(G) < A + 2.

Demonstragao: Na secao 3, é definida 7, , uma coloragao total para o Gp que usa k+ 1+
cores. No caso de n maultiplo de k£ + 1, » = 0, portanto, G, foi colorido com k + 1 cores.
Pelo Lema 4.3, podemos colorir as arestas do grafo G; com k + 1 cores. Por defini¢ao,
V(CF) =V(Gy) e E(CK) = E(Gp) U E(G,). Portanto, obtivemos uma coloragio total para
G com 2k 4+ 2 = A + 2 cores. |

42 n=rmod(k+1), 0<r<k

Nesta subsecdo, utilizamos as cores do G para colorir algumas arestas de GG;. Denotamos
esta coloracdo de m. Considerando o C’,’f munido de 7, U 7, mostramos que o subgrafo
gerado pelas arestas que ainda nao foram coloridas é (k + 1 — r)-aresta colorédvel.

Definimos 7 := 7, U, Um,. Seja 7, uma atribuigio de cores & arestas do C¥ definida
como segue:

m(e)=k+1+i seee I {I(u_, ;. 2[k/2] - 1)}, 1<i<r

LEMA 4.5
A atribuigao de cores definida por ., Um, é uma coloragao total parcial do ck.
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Demonstragao: O Lema 3.1 mostra que 7, ¢é uma coloragio total de Gy e portanto uma
coloracao total parcial do CT’f. Em 7, apenas cores residuais sao utilizadas. Logo, para
mostrar que 7, U, € uma coloragao total parcial do C* devemos mostrar que 7, é uma
coloracao de arestas parcial do C,’f e que nao ha conflitos entre 7, e 7, .

Seja k + 1 + ¢ uma cor residual. Concluimos que 7, é uma coloracao de arestas parcial
do C’ﬁ pois, pelos itens 1 e 2 do Lema 2.4,

a—1
U], 21k/2] = 1)}
j=1

é um conjunto independente.

Resta mostrar que nao ha conflitos entre 7, e . Para isso, vamos mostrar que nio
existem arestas adjacentes entre {w;} U P(w;) e I(uy_,,;,2[k/2] — 1) e entre {w;} U P(w;)
el (ug:} 1i»2[k/2] — 1), que sdo, respectivamente, o primeiro e tltimo conjuntos coloridos,
na ordem ciclica, em .

Em 7 , a cor residual k + 1 + i é atribuida aos elementos do conjunto {w;} U P(w;).
Assim, incide uma aresta com esta cor nos |k/2] vértices consecutivos, na ordem ciclica,
ao vértice w; e nos |k/2] vértices consecutivos, na ordem ciclica inversa, ao vértice w;. Por
definigao de 7, e do conjunto I(uj,_, . ;,2[k/2] —1), incide uma aresta colorida com a cor i

nos [k/2] — 1 vértices consecutivos, na ordem ciclica, ao vértice Uy iq € mos [k/2] =1

vértices consecutivos, na ordem ciclica inversa, ao vértice ufﬁfr it

Entre w; e uj_, ,;, na ordem ciclica, existem (r —i) + (k —r +14 — 1) = k — 1 vértices.
Na ordem ciclica, os primeiros |k/2] vértices possuem uma aresta incidente que recebeu a
cor 4 em 7, e os ultimos [k/2] — 1 vértices possuem uma aresta incidente que recebeu a
cor ¢ em 7,. Uma vez que

|k/2] + [k/2] —1=Fk —1,

concluimos que entre {w; }UP(w;) e I(uj_,;,2[k/2]—1) nao h4 arestas adjacentes coloridas
com a cor k+1474.

Entre ugjﬂ.ﬂ e w;, na ordem ciclica, existem (r —i)+ (k+1)+ (1 — 1) = k+r vértices.
A primeira parcela é o ntimero de vértices de B! apés ug_,1i41, a segunda parcela é o
numero de vértices em B® e a iltima, o nimero de vértices que existem no bloco residual
antes de w;. Como k + r > k — 1, pelo mesmo argumento anterior, podemos concluir que
nio hi arestas adjacentes entre {w;} U P(w;) e I(u?"' . 2[k/2] — 1) coloridas com a cor

U g
k+1+q. O

Considere o C}f munido de 7, . Os vértices u}

; e us estao ambos coloridos com a cor
alfa 7. O numero de vértices entre uf e u%, na ordem ciclica, nos quais nao incide uma

aresta com a cor ¢ é denominado m. O lema a seguir determina o valor de m.

LEMA 4.6

Considere o C* munido de 7,, . O niimero de vértices entre u® e u
n Gp 7

quais nao incide uma aresta com a cor alfa i é:

1

i, na ordem ciclica, nos

r se k par,

r+1 sek impar.
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Demonstragao: Por construcao, apds «*, na ordem ciclica, existem &+ 1 —14 vértices em B?.
Simetricamente existem i — 1 vértices em B', antes de ul1 Ademais, entre B* e B! existe o
bloco R, que possui r vértices. Portanto, entre u® e u} existem (k+1—4)+r+(i—1) = k+r
vértices.

O vértice ug' recebe a cor alfa s em 7., . Também em 7, esta cor é atribuida as arestas do
conjunto P(uf'). Assim, nos |k/2] vértices consecutivos, na ordem ciclica, a u* incide uma
aresta colorida com a cor i. Analogamente, concluimos que nos |k/2] vértices consecutivos,
na ordem ciclica inversa, a u}, incide uma aresta colorida com a cor ¢. Consequentemente, o
numero de vértices entre u;* e ull, na ordem ciclica, nos quais nao incide uma aresta colorida

comacoriék+r—2k/2]. O

Considere agora a cor residual £+ 1 +4. Em 7, sdo coloridos (o — 1) conjuntos de
arestas equivalentes com esta cor. A ancora do tltimo conjunto (na ordem ciclica) colorido
4 a—1 a—1 : . . 4
com esta cor é a aresta (uy_._ ;,up” ). Em 7, ;o conjunto {w;}UP(w;) tanllbem recebe
a cor k+14i. O lema a seguir mostra que o ntmero de vértices entre uj_, 4 € wi, na
ordem ciclica, em que nao ocorre a cor k+1+14 ér + 1.

LEMA 4.7
Considere o C¥ munido de T, Um. O numero de vértices entre uzj_i_i
ciclica, nos quais nao incide uma aresta com a cork +1+1 ém' :=r + 1.

e w;, na ordem

Demonstragao: Por construgao, na ordem ciclica, existem k +1— (k —r+1i) =r —i+ 1
vértices em B! apés ugj 4; € existem ¢ — 1 vértices antes de w; em R. Ademais, entre
B! e R existe o bloco B®, que possui k + 1 vértices. Portanto, entre ugj_i_i e w; existem
(r—i+1)+(k+1)+(i—1)=k+r+1 vértices.

A aresta (uzj +i7“g:1} +ir1) € ancora do 1ltimo conjunto de arestas equivalentes que
recebe a cor k+ 1+ 7 em 7,. O alcance maximo das arestas deste conjunto é 2[k/2] — 1.
Portanto, nos [k/2] vértices consecutivos, na ordem ciclica, ao vértice uzj L incide uma
aresta colorida com a cor k+1+i. O vértice w; recebe cor k+1+4 em 7, . Também em 7
esta cor é atribuida as arestas do conjunto P(wj;). Assim, nos |k/2] vértices consecutivos,
na ordem ciclica inversa, a w; incide uma aresta colorida com k + 1+ :. Consequentemente,
o nimero de vértices entre u?:ﬁ i € w;, na ordem ciclica, nos quais nao incide uma aresta
colorida comacor k+1+iék+r+1—[k/2] - [k/2] =r+ L O

Sejam 7, e 7, atribuicdes de cores & arestas do C¥ definidas como segue:

m(e)i=k+14+i seeecI(vgy|my2,2m' /2] —1); paral<i<r
onde s; :=(a—=2)(k+1)+k—r+i—1+[k/2]

my(e) =1  see € [(vy, |m/o,2lm/2] —1); paral<i<k+1
onde s; == (a—1)(k+1)+i—1+ |k/2]

A Figura 6 exibe o subgrafo G; do C}, munido de 7.
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Figura 6: Subgrafo G; do grafo C{, munido de 7.

LEMA 4.8
A atribuigao de cores definida por m, U, onde m := 7, Um, U,, é uma coloragao total
parcial do C¥.

Demonstracio: Claramente 7, Ur, é uma coloracio total parcial das arestas do C¥. Ademais,
ja sabemos que m, U, ¢é uma coloracao total parcial para o CT’f. Portanto, precisamos
mostrar que 7, U 7, nao gera conflitos com 7, Um,.

O vértice v(g_1)(k+1)1i—1 corresponde ao vértice uf'. O vértice uj* é o ultimo vértice,
na ordem ciclica, que recebe a cor alfa i em 7, . Além disso, em 7 as arestas de P(uf")
também recebem a cor ¢. Logo, a cor i ocorre em |k/2] vértices consecutivos a uf', na ordem
ciclica. Portanto, v,s, € o ultimo vértice, na ordem ciclica, em que ocorre a cor 4, apos .

Analogamente, considerando a cor residual k+ 1 +i e o conjunto I(uf} 10 2[k/2] = 1),
colorido em 7, concluimos que vg,, agora para a cor residual & + 1 + ¢, é o ultimo vértice,
na ordem ciclica, em que ocorre esta cor, apés ug;} i

O parametro m (m') determina o nimero de vértices em que nao ocorre a cor alfa i
(vesidual k+1+1) entre uf e u} (entre uf~! 4; € w;). O alcance maximo de uma aresta {mpar
entre estes vértices é 2|m/2| — 1 (2[m'/2] — 1). Ademais, a aresta (vg, 4 (m/2]> Vs;+|m/2]+1)
((Vs;4[m! /25 Vsi+|m! /2] +1)) € & ancora que representa o conjunto de arestas equivalentes que
pode ser colorido com a cor alfa ¢ (residual k + 1 + i) nestes m (m')vértices. Concluimos
que 7, Um, nao gera conflitos com 7., U, e portanto w, Um ¢ uma coloragao total parcial

do CT’f. O

Considere C¥ munido de Tg, Um. Denominamos grafo residual, G, o subgrafo gerado
pelas arestas do C* que ainda ndo receberam nenhuma cor. Vamos mostrar que G, pode
ser aresta-colorido com k£ + 1 — r cores, quando n é par.

LEMA 4.9
Sejam G := Ck, 2 < k < |n/2], n par, e G, o subgrafo induzido pelas arestas de G que nao
receberam nenhuma cor em w,, U . Entao, Ag, <k+1-—r.

Demonstracao: Vamos considerar inicialmente o caso em que k é par e r = 1. Como k é
par, Ag, = k. Como G, é subgrafo de G}, Ag, < k =k +1—r e o resultado segue para
este caso. Assim, podemos supor a partir de agora que, se r = 1, entao k é impar.
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Em 7, todos os vértices e arestas pares do CF recebem uma cor. Entdo, 2|k/2] arestas
de cada vértice receberam uma cor. Seja H o subgrafo gerado pelas arestas coloridas em .
Entao, G, = G\ H. Seja dy o grau minimo em H, isto é, dy := miny,cy(s){d(v)}. Entao,

Ag, =2k —2|k/2| — 6 = 2[k/2] — 6p.

Assim, para determinar A, precisamos calcular 6. Por sua vez, para determinar 0
precisamos estimar d(v) em H para todo v € V(H).

Sejam H;, Hy e H3 os subgrafos gerado pelas arestas que recebem uma cor em m,, m,
e m,, respectivamente. Claramente, V(H) = V(H,) UV (H2) UV (H3) e E(H) = E(H;) U
E(Hy) U E(H3). Ademais, E(H;) NE(H;) =0, parai # j e i,j € {1,2,3}.

Considere H;. Seja k 4+ 1 4+ ¢ uma cor residual. Em 7, esta cor é atribuida a o —
1 conjuntos de arestas equivalentes. Ademais, a ancora do j-ésimo conjunto é a aresta
(Uh_yio Uy pyiiq)- SEj H] o subgrafo gerado pelas arestas de |J;._ I(uifrw [k/2] —1).
Ou seja, H: f, é o subgrafo gerado pelos r conjuntos de arestas equivalentes cujos extremos
das ancoras pertencem a B7. Note que

a—1
= |J v

7i=1

eque E(H)NE(H{) =0 parai+#jeijec[la—1]

Cada conjunto de arestas equivalentes é composto por um conjunto de arestas inde-
pendentes e o conjunto dos vértices que sao extremos destas arestas possuem indices con-
secutivos. As ancoras dos conjuntos que formam H] sdo arestas consecutivas na ordem
ciclica e o alcance destes conjuntos é o mesmo. Sendo assim, por contagem, obtém-se que
a distribuicdo dos graus em H{ é

1l—r—1|[r]lr-1—1

O primeiro bloco significa que o grau dos primeiros r — 1 vértices variam de 1 a r — 1.
O segundo bloco significa que hd uma sequéncia de vértices de grau r. O terceiro bloco
representa r — 1 vértices consecutivos cujos graus variam de r — 1 a 1.

Vamos agora determinar a cardinalidade de V(H]) NV (H] 1< j <a—2 Como
E(H,) é particionado em E(H})... E(H*™') entio, conhecendo a distribui¢io de graus de
cada Hj i ¢ a cardinalidade da interseccio entre Hy I e HY 1 obtemos a distribuicao de graus
de H; somando os graus dos vértices (iguais) na interseccio.

Por deﬁm(;ao para qualquer cor residual & + 1+ i e bloco B/, 1 < j < a — 1, a aresta
(uk _r +z=“k i +1) é ancora do conjunto de arestas equivalentes que recebe esta cor em
m,. Estes vértices correspondem a v(j_1)(k41)4h—rti—1 € V(j—1)(k+1)+k—rti- ASSIm, para a
tiltima cor residual, k+ 1+, a dncora corresponde & aresta (vV(j_1)(k+1)+k—1, V(j—1)(k+1)-+k)-
Considerando o alcance deste conjunto, concluimos que o ultimo vértice em que incide uma,
aresta com esta cor possui indice

(G—D(k+1)+E+[k/2] - 1. (4)
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Simetricamente, se considerarmos o bloco B/t 0 < j < —2 e a primeira cor residual,
k +2, a ancora deste conjunto é a aresta (vj(r41)4k—r»Vj(k+1)+k—r+1). Portanto, o primeiro
vértice no qual incide uma aresta com esta cor possui indice

jk+1)+k—r—([k/2] - 1) =4k+ 1)+ |k/2] —r+ 1. (5)

7

Assim, a cardinalidade da interseccio entre os grafos H: f e H {H é
G-Dk+D)+k+[E/2] -1 -(Gk+1D)+ |k/2] —r+1)+1=r+[k/2] — |k/2] - 2.

A expressao acima resulta em r—2 se k for par e r—1 se k for impar. A Figura 7 esquematiza
a distribuicao de graus em H? U H/ ™.

k par - Intersecgao
T =r—1|[ v |[r-1l[r—2 1]
%\1—)7"—2“\1“—1“ r [ [r—1—1]
k impar - Intersecgao ;
Tt v Jr=1—1]

T—=r—1)[ 7 J[r=1—1]

. .~ ] +1 T . . .~ ;. ~
Figura 7: Unido de H{ e H{ o 0s graus dos vértices iguais na regiao em que ha intersecgao
sao somados. Isto resulta em um bloco com vértices de grau r — 1 no caso de k par e um
bloco com vértices de grau r quando k£ impar.

Estendendo este resultado para todos os Hf e H{H temos, por contagem, que a dis-
tribuicao de graus em H; resulta no esquema exibido na Figura 8.

k par

1—r—1f [ 7 J[r=1][ 7 Jeee [ 7 J[r=1][7 J[r-1-—1]
k impar

1—r—1] | r [ [r=1—1]

Figura 8: Distribui¢ao de graus de H;.

Vamos denotar M E; o menor indice, na ordem ciclica, de um vértice de H;. Simetri-
camente, denotamos M A; o maior indice, na ordem ciclica, de um vértice de H;. Estes
parametros sao importantes para o cilculo da uniao entre Hy, Hs e Hs.

A expressao (5) representa o indice do primeiro vértice, na ordem ciclica, em que incide
a cor k + 2, primeira cor residual, cuja ancora estd no bloco B’*!. Fazendo j = 0 nesta
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expressao, obtemos M E). Analogamente, a expressdo (4) representa o indice do tltimo
vértice, na ordem ciclica, em que incide a cor k£ + 1 4 r, ultima cor residual, cuja ancora
estd no bloco B’. Fazendo j = a — 1 nesta expressao, obtemos M A;. Assim,

ME, = |k/2| —r+1=n+|k/2] —r+1e
MA) = (a-2)(k+1)+k+ [k/2] - 1.

Vamos agora analisar Hy. Em ,, cada cor residual k¥ +1 414, 1 < ¢ < r, colore um
conjunto de arestas equivalentes, cujo alcance é 2|m'/2] — 1. Ademais, as dncoras destes
conjuntos sao arestas consecutivas na ordem ciclica. Assim, por contagem, temos que Ho
é composto por 2r — 1 vértices se r for par, e 2r vértices se r for impar. Novamente por
contagem, concluimos que a distribuicao de graus é a esquematizada na Figura 9.

T par ‘ 1—r H’I“—].—)].‘

rimpar | 1—r || r—1 |

Figura 9: Distribuicao de graus de Ho.

Vamos agora calcular M Ey e M As. Considere o conjunto de arestas equivalentes que
recebe a cor residual k 4+ 1 + 7. A ancora deste conjunto é a aresta:

(v(a—2)(k+1)+k—r+i—1+ [k/2]+|m/ /2]> V(a—2)(k+1)+k—r+i—1+[k/2]+|m' /2] +1)-

O valor de M E; é obtido subtraindo-se |m'/2] — 1 do primeiro extremo da aresta acima,
considerando-se a primeira cor residual, 7 = 1. O valor de M A, é obtido somando-se
|m’/2] — 1 ao segundo extremo da aresta acima, considerando-se a tltima cor residual,
1 = r. Desta forma, concluimos que

ME; =(a—-2)(k+1)+k—r+[k/2]+1e
MAy = (a=2)(k+1)+k+ [k/2] +2|m /2] — 1.

Consideremos o grafo Hz. Em ,, cada cor alfa é atribuida a um conjunto de arestas
equivalentes, cujo alcance é 2|m/2] — 1. Pelo Lema 4.6, m =r se k pare m =r+ 1 se k
impar. Lembrando que o caso » = 1 e k par ja foi considerado, concluimos, por contagem,
que Hj é composto por k + 2|m/2| vértices. Utilizando o mesmo raciocinio dos casos
anteriores, obtemos a distribuicao de graus de Hj, esquematizada na Figura 10.

Finalmente, vamos calcular M F5 e M As. O cilculo é feito exatamente como no caso de
Hs, considerando que neste caso estamos tratando de cores alfa. Desta forma, concluimos
que

ME;=(a—1)(k+1)+ |k/2] +1e
MA; =(a—1)(k+1)+k+ [k/2] +2[m/2].
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k impar, r impar

1 —r J[r+1 |[ r—1 |

Outros casos

([ 1—r=1[ r [ r=1—1]

Figura 10: Distribuicao de graus de Hs.

Uma vez definida a distribuicao de graus dos grafos H;, Hy e H3, precisamos definir
a distribuicao de graus de H. Para isso, é feita uma andlise andloga aquela feita para a
construcao de H;. Neste caso, calculamos a interseccao dos grafos Hy e Ho, Hy e Hs e Hs
e Hi, que, considerando a interseccao entre H; e Hj, é dada por MA; — ME; + 1. Estas
intersecgoes sao as Unicas possiveis, por construcao de m,, m, e m,. Para cada uma destas
interseccoes, calculamos a soma dos graus dos vértices iguais na interseccao para obter a
distribuicao de graus de H.

CAsO 1 Interseccao de Hy e H»

|HiNHy = MA —ME;+1
= (a=2)k+1)+k+[k/)2] -1 —-((a=2)(k+1)+k—r+[k/2]+1)+1
= r—1

Assim, a Figura 11 esquematiza a distribui¢ao de graus em H; N Ho.

ilntersecgéo i
w1
e
0 [

Figura 11: Distribuicao de graus de H; N Ho.

CAsO 2 Interseccao de Hy e Hj

|H2ﬂH3| = MAys — MFE35+1
= (a=2)(k+1)+k+[k/2] +2|m'/2] =1 - ((a=1)(k+1)+ |k/2] +1) +1
= [k/2] — |k/2] +2|m'/2] — 2
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A expressao acima varia de acordo com a paridade de k e com a paridade de r (m' = r +1).
Assim temos os seguintes casos:

r—2 se k par, r par;

r—1 se k par, r impar;
|H2 N H3| = P ’ pat;

r—1 se k impar, r par;

r se k impar, r impar.

As Figuras de 12(a) a 12(d) esquematizam a distribuigao de graus em H; N Hy em cada
um dos casos acima.

Intersecgao Intersecgag
Hl 1—r|lr—1r-2—1 Hy L—r [[r][r—1—1
l—r=2lr-1[ r |H; T—r—0[ 7 |,
[ 1—r =] r—=1 |pr-0[ r | A—r [P J[ r L]
(a) k par, r par (b) k par, r impar
Intersecgao, Intersec¢ao
HQ\I—H" Hr—1—>1\ H2\1—>1° Hr—)l\
1—r—1] r |H, [1—r || r+1 |p,
\1—>r\ r r (11— | r+1 | r+1 |
(¢) k {mpar, r par (d) k fmpar, r {mpar

Figura 12: Cada caso da interseccao de Hy e Hs.

CAsO 3 Interseccao de Hs e Hy

|HsNHy| = MAs— ME; +1
= (a—-D(Ek+1)+k+ [k/2] +2[m/2] — (n+ [k/2] —r+1) +1
= 2[m/2| -1
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Novamente, analisando a paridade de k e de r temos que
r—1 se k par, r par;
-2 k i :
Hy 1 H| = r se ?ar, r impar;
—1 se k impar, r par;
r se k impar, r impar.
As Figuras de 13(a) a 13(c) esquematizam a distribuigao de graus em Hs N Hj.
Intersecgao
H rlilr—1—1
l—r—1[ r g
1 T
(a) k qualquer, r par
Interseccao Interseccao
Hy v Jir=1[r-2—1 Hy r+1[r—1 |
‘1—)1“—2”7‘—1”1“ H, ‘1—>TH T
rHr—lH r—1 Hr—lHr 7“"‘1“ 1 Hr

(b) k par, r impar

(¢) k impar, r impar

Figura 13: Cada caso da interseccdo de H3 e H;.

Como dissemos anteriormente, o grafo H = H; U Hy U Hs.
esquematizam os graus dos grafos Hy, Hy e Hy. As Figuras 11, de 12(a) & 12(d) e de 13(a)
Da andlise destas figuras podemos concluir que
oy > 1 — 1 se k for par, e dy > r se k for impar.

a 13(c) esquematizam as interseccoes.

As Figuras 8, 9 e 10

d

O resultado que buscamos é um corolario de lema anterior e estd explicitado a seguir.

TEOREMA 4.10

O grafo C, n = r mod (k + 1), com n par e r # 0, possui uma (A + 2)-coloragio total.

Demonstragio: O grafo C é (2k)-regular. Da defini¢io de G, e do Lema 4.8, m, Um é uma
coloracao total do subgrafo C’ﬁ \ G, com k + 1+ r cores. Pelo Lema 4.9, Ag, <k+1—r.
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Ademais, G, é bipartido, pois é subgrafo de G| que é bipartido quando n é par. Logo, pelo
Lema 4.2, G, é (k +1 — r)-aresta colordvel. Assim, podemos contruir uma coloracao total

para o C¥ com (k+1—7)+ (k+1+7r) =2k +2= A + 2 cores. O
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