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Potên
ias de 
i
lo e aConjetura da Colora�
~ao TotalChristiane Neme Campos� C�elia Pi
inin de MelloyResumoO n�umero 
rom�ati
o total, �T (G), �e o menor n�umero de 
ores ne
ess�arias para 
oloriras arestas e os v�erti
es de um grafo de maneira que n~ao haja elementos adja
entes ouin
identes 
om a mesma 
or. A 
onjetura da 
olora�
~ao total (TCC) estabele
e quetodo grafo simples G possui �T (G) � � + 2. Neste trabalho veri�
amos a TCC paraas potên
ias de 
i
lo Ckn, n par e 2 < k < bn=2
, mostrando que existe, e pode ser
onstru��da em tempo polinomial, uma (� + 2)-
olora�
~ao total para estes grafos.1 Introdu�
~aoSeja G := (V (G); E(G)) um grafo simples 
om 
onjunto de v�erti
es V (G) e 
onjunto dearestas E(G). O grau de um v�erti
e v, d(v), �e o n�umero de arestas in
identes neste v�erti
ee �(G) (ou simplesmente � quando estiver 
laro no 
ontexto) denota o grau m�aximo de G,isto �e, � := maxv2V (G)fd(v)g. Um elemento de G �e um v�erti
e ou uma aresta de G.Seja S � V (G)[E(G). Uma 
olora�
~ao total par
ial de G �e um mapeamento � : S ! C,tal que para todo x; y 2 S, onde x e y s~ao dois elementos adja
entes ou in
identes, tem-se que �(x) 6= �(y). Quando um mapeamento n~ao satisfaz esta 
ondi�
~ao, dizemos que h�a
on
ito. Se S = V (G)[E(G) dizemos que � �e uma 
olora�
~ao total. Note que, se S = V (G),temos uma 
olora�
~ao de v�erti
es de G e, se S = E(G), temos uma 
olora�
~ao de arestas deG. Se S for um sub
onjunto pr�oprio de V (G) (E(G)), dizemos que �e uma 
olora�
~ao dev�erti
es (arestas) par
ial.Dado o mapeamento � a
ima, o 
onjunto C �e denominado 
onjunto de 
ores. Ademais,se jCj = k, � �e denominada k-
olora�
~ao total (par
ial). Seja 
 2 C. O 
onjunto fx 2V (G) [ E(G) : �(x) = 
g �e denominado uma 
lasse de 
olora�
~ao de G. Assim, � possui k
lasses de 
olora�
~ao. Dizemos tamb�em que � usa k 
ores. A 
or 
 o
orre em um elementox de G quando, ou �(x) = 
, ou existe um elemento in
idente em, ou adja
ente a x quepossui a 
or 
.O n�umero 
rom�ati
o total de G, �T (G), �e o menor inteiro k para o qual G admite umak-
olora�
~ao total. �E f�a
il mostrar que �T (G) � �(G) + 1. S�an
hez-Arroyo [7, 8℄ provouque de
idir se �T (G) = �(G) + 1 para um dado grafo G �e um problema NP-
ompleto.�
ampos�i
.uni
amp.bry
elia�i
.uni
amp.br 1
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Diarmid e S�an
hez-Arroyo [6℄ provaram que mesmo o problema de determinar o n�umero
rom�ati
o total de um grafo bipartido k-regular �e NP-dif��
il para 
ada k �xo � 3.Behzad [1℄ e Vizing [9, 10℄ estabele
eram, em trabalhos independentes, a 
onje
tura da
olora�
~ao total (TCC), que diz que para qualquer grafo simples G, �T (G) � �(G) + 2. Se�T (G) = �(G) + 1, G �e dito tipo 1 e se �T (G) = �(G) + 2, �e dito tipo 2.Um grafo �e uma potên
ia de 
i
lo, Ckn, se V := fv0; : : : ; vn�1g eE := E1 [E2 [ � � � [Ekonde Ei := f(vj ; v(j+i) mod n) : 0 � j � n� 1g:Uma aresta e �e dita uma aresta de al
an
e i se e 2 Ei. Desta forma o al
an
e m�aximo deuma aresta no Ckn �e k. Uma aresta e 2 E(Ckn) �e dita uma aresta par (��mpar) se e 2 Ei talque i �e par (��mpar). A Figura 1 exibe o C312.
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asosH1H2H3Figura 1: As arestas de E1 s~ao as arestas pontilhadas, de E2 as arestas tra
ejadas e asarestas de E3 s~ao as 
heias. Neste exemplo, as arestas pares s~ao as arestas de E2. Asarestas ��mpares s~ao as arestas de E1 [E3.O grafo Ckn pode tamb�em ser de�nido re
ursivamente. De�na C0n 
omo um grafo 0-regular 
om n v�erti
es. Ent~ao: V (Ckn) := V (Ck�1n )E(Ckn) := E(Ck�1n ) [EkNeste texto, mostramos que a TCC �e verdadeira para os grafos Ckn 
om 2 < k < bn=2
, npar. O grafo Ckn 
om k � bk=2
 �e, a menos de arestas m�ultiplas, isomorfo ao Kn e �T (Kn) �e
onhe
ido [2℄. O n�umero 
rom�ati
o total do C2n foi determinado em [3℄ e n�umero 
rom�ati
ototal do Cn �e 
onhe
ido [11℄.Na Se�
~ao 2, estabele
emos algumas de�ni�
~oes, nota�
~oes e resultados preliminares. NaSe�
~ao 3, 
onstru��mos uma 
olora�
~ao total para um subgrafo do Ckn, denominado Gp. ASe�
~ao 4 estende a 
olora�
~ao total do Gp �a uma 
olora�
~ao total do Ckn atrav�es da 
olora�
~aodas arestas de E(G) n E(Gp).2 De�ni�
~oes e resultados preliminaresSeja (v0; : : : ; vn�1) uma ordem 
��
li
a para os v�erti
es de G. Um 
aminho de u a v �e umaseq�uên
ia alternada de v�erti
es e arestas, ambos distintos dois a dois, que 
ome�
a em um
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ias de 
i
lo e a TCC 3v�erti
e u e termina em um v�erti
e v. O 
omprimento de um 
aminho �e dado pelo seu n�umerode arestas. Tradi
ionalmente, a distân
ia entre dois v�erti
es u e v de G �e o 
omprimento deum menor 
aminho, em G, entre estes v�erti
es. Sejam u; v 2 V (Ckn). De�nimos a distân
iaentre u e v no Ckn, d(u; v), 
omo a distân
ia (tradi
ional) entre u e v no Cn.Denotamos por Gp (Gi) o subgrafo maximal do Ckn gerado pelas arestas pares (��mpares).No Lema 2.1 demonstramos que Gi �e bipartido quando n �e par.Lema 2.1Seja G := Ckn, 
om n par. Ent~ao Gi �e um grafo bipartido.Demonstra�
~ao: Seja A := fvi 2 V (Gi) : i �e parg. Seja B := fvi 2 V (Gi) : i �e ��mparg. Os
onjuntos A e B parti
ionam o 
onjunto de v�erti
es de Gi. Seja e uma aresta (��mpar) deGi. Ent~ao e 2 El 
om l ��mpar e e = (vi; vj) onde j = (i + l)(mod n). Como n �e par e l��mpar tem-se que i e j têm paridades distintas. Esta 
on
lus~ao impli
a que se vi 2 A, ent~aovj 2 B e vi
e versa. Portanto Gi �e bipartido. 2Dado vi 2 V (Ckn), o 
onjunto P (vi) := f(vi�1; vi+1); : : : ; (vi�bk=2
; vi+bk=2
)g �e denomi-nado 
onjunto de arestas equivalentes ao v�erti
e vi. Note que P (vi) �e 
omposto apenasde arestas pares e o al
an
e destas arestas varia de 2 at�e 2bk=2
. A Figura 2 mostra umexemplo de P (vi).
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asosH1H2H3Figura 2: O v�erti
e mar
ado �e vi e P (vi) �e 
omposto pelas arestas em destaque.Um 
onjunto de elementos S de G �e dito independente se n~ao existe um par de elementos,em S, que sejam in
identes ou adja
entes em G. Note que 
ada 
lasse de 
olora�
~ao �e um
onjunto independente. O Lema 2.2 demonstra que P (vi)[fvig �e um 
onjunto independentee que P (v0); : : : ; P (vn�1) parti
iona E(Gp). O Lema 2.3 estabele
e 
ondi�
~oes para que,dados dois v�erti
es distintos, seus 
onjuntos de arestas equivalentes sejam independentes.Lema 2.2Seja vi 2 V (Ckn) e seja P (vi) o seu 
onjunto de arestas equivalentes. Ent~ao,1. P (vi) [ fvig �e um 
onjunto independente de elementos,2. P (vi) \ P (vj) = ; para i 6= j, e3. Sn�1i:=0 P (vi) = Sbk=2
i:=1 E2i:Demonstra�
~ao: Por de�ni�
~ao, nenhuma aresta de P (vi) in
ide em vi e n~ao existem duasarestas que possuam o mesmo extremo em P (vi). Portanto, P (vi) [ fvig �e um 
onjuntoindependente.



Potên
ias de 
i
lo e a TCC 4Suponhamos que exista uma aresta e 2 P (vi)\P (vj) para i 6= j. A aresta e �e equivalentea vi, logo e = (vi�l; vi+l) para algum 1 � l � bk=2
. A aresta e tamb�em �e equivalente a vj ,portanto e = (vj�m; vj+m) para algum 1 � m � bk=2
.Como i 6= j, d(vi; vi�l) = d(vi; vi+l) e d(vj ; vj�m) = d(vj ; vj+m) temos que j = (i+ n=2)(mod n), isto �e, i e j s~ao diametralmente opostos no C1n induzido. Assim, se 
ontarmos osv�erti
es que existem entre i � l e i + l e os v�erti
es entre j � m e j +m e adi
ionarmosos extremos de e, este valor tem que ser n. Ou seja, (2l � 1) + (2m � 1) + 2 = n, isto �e,m+ l = n=2. No entanto, m+ l � bk=2
 + bk=2
 � kque �e uma 
ontradi�
~ao, pois para o grafo Ckn 
onsiderado, k < bn=2
. Con
lui-se, portantoque P (vi) \ P (vj) = ;.Para 
on
luir a demonstra�
~ao, vamos mostrar queSbk=2
i:=1 E2i = Sn�1i:=0 P (vi). Por de�ni�
~ao,e 2 P (vi), e = (vi�l; vi+l) = (vj ; vj+2l), e 2 E2l;onde j := i� l e 1 � l � bk=2
. 2Lema 2.3Considere o Ckn. Sejam vi e vj dois v�erti
es tais que 0 � i < j < n. Ent~ao,j � i > 2bk=2
 e n� j + i > 2bk=2
;se e somente se o 
onjunto fvi; vjg [ P (vi) [ P (vj) �e um 
onjunto independente.Demonstra�
~ao: SejamV (P (vi)) := fvi�bk=2
; : : : ; vi�1; vi+1; : : : ; vi+bk=2
g eV (P (vj)) := fvj�bk=2
; : : : ; vj�1; vj+1; : : : ; vj+bk=2
gos 
onjuntos maximais de v�erti
es que s~ao extremos de alguma aresta de P (vi) e P (vj),respe
tivamente. Ent~ao,j � i > 2bk=2
 , j � bk=2
 > i+ bk=2
; en� j + i > 2bk=2
 , n+ i� bk=2
 > j + bk=2
mfvi; vjg [ P (vi) [ P (vj) �e um 
onjunto independente.O valor n foi a
res
ido porque estamos trabalhando 
om opera�
~oes modulares e i < j < n.2 O 
onjunto I(vi; j) := f(vi; vi+1); (vi�1; vi+2); : : : ; (vi�bj=2
; vi+dj=2e)g 
om j ��mpar, �edenominado 
onjunto de arestas (��mpares) equivalentes e a aresta (vi; vi+1) denominadaân
ora de I(vi; j). Note que I(vi; j) �e 
omposto apenas por arestas ��mpares, que possuemal
an
e 1; 3; : : : ; j, 
om 1 � j � 2dk=2e � 1 e a ân
ora �e sempre a aresta de al
an
e 1.Note tamb�em que todos os v�erti
es de vi�bj=2
 a vi+dj=2e s~ao extremos de alguma aresta no
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asosH1H2H3Figura 3: O 
onjunto em destaque �e um exemplo de 
onjunto de arestas (��mpares) equiva-lentes. A aresta de E1 (pontilhada) �e a ân
ora.
onjunto. De�nimos V (I(vi; j)) 
omo o 
onjunto de v�erti
es de G, tal que v 2 V (I(vi; j))se e somente se v �e extremo de alguma aresta de I(vi; j). A Figura 3 mostra um exemplo deum 
onjunto de arestas equivalentes. O Lema 2.4, a seguir, estabele
e algumas propriedadesde I(vi; j).Lema 2.4Seja I(vi; j) um 
onjunto de arestas equivalentes do Ckn, 
om 0 � i < n. Ent~ao,1. I(vi; j) �e um 
onjunto independente,2. Seja I(vl;m), 
om 0 � i < l < n. Ent~aol � i > dj=2e + bm=2
; en� l + i > dm=2e + bj=2
;se e somente se I(vi; j) [ I(vl;m) �e um 
onjunto independente.3. Sn�1i:=0 I(vi; 2dk=2e � 1) = Sdk=2ei:=1 E2i�1.Demonstra�
~ao: Por de�ni�
~ao, n~ao existem duas arestas de I(vi; j) que possuam o mesmoextremo. Portanto, este 
onjunto �e independente.Por de�ni�
~ao, V (I(vi; j)) := fvi�bj=2
; : : : ; vi+dj=2eg; eV (I(vl;m)) := fvl�bm=2
; : : : ; vl+dm=2eg:O 
onjunto I(vi; j) [ I(vl;m) �e independente se e somente se V (I(vi; j)) \ V (I(vl;m)) = ;.Ent~ao, l � i > dj=2e + bm=2
 , i+ dj=2e < l � bm=2
; en� l + i > dm=2e + bj=2
 , l + dm=2e < n+ i� bj=2
;mI(vi; j) [ I(vl;m) �e um 
onjunto independente:O valor n foi a
res
ido porque estamos trabalhando 
om opera�
~oes modulares e i < l < n.Vamos agora mostrar que:dk=2e[i:=1 E2i�1 = n�1[i:=0 I(vi; 2dk=2e � 1):e 2 E2m�1 , e = (vj ; vj+(2m�1)), e = (vi�(m�1); vi+m), e 2 I(vi; 2dk=2e � 1);onde i = j +m� 1, i; j 2 [0; n� 1℄ e m 2 [1; dk=2e℄. 2



Potên
ias de 
i
lo e a TCC 63 Colora�
~ao total do GpO grafo Gp �e o subgrafo gerado pelas arestas pares do Ckn. Nesta se�
~ao 
onstru��mos uma
olora�
~ao total para o Gp utilizando k+1+ r 
ores, onde r � n mod (k+1). Denominamosr de res��duo.Vamos parti
ionar V (Ckn) em � 
onjuntos, B1; : : : ; B�, de k + 1 v�erti
es, denominadosblo
os alfa, onde Bi := fv(i�1)(k+1); : : : ; v(i�1)(k+1)+kg, e um blo
o de r v�erti
es, R, denomi-nado blo
o residual e 
omposto pelos v�erti
es fvn�r; : : : ; vn�1g. Note que, 
omo k < bn=2
,temos que � > 1.Denotamos, por uji , o i-�esimo v�erti
e de Bj, onde i 2 [1; k + 1℄ e j 2 [1; �℄. Note queeste v�erti
e 
orresponde ao v�erti
e v(j�1)(k+1)+i�1. Denotamos o i-�esimo v�erti
e de R porwi. Este v�erti
e 
orresponde ao v�erti
e v�(k+1)+i�1.
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�
~aok ��mpar, r ��mparOutros 
asosH1H2H3 Figura 4: O 
onjunto V (C412) dividido em blo
os.Vamos agora de�nir �Gp , uma 
olora�
~ao total do subgrafo Gp. As 
ores atribu��das aosv�erti
es dos blo
os alfa (residual) ser~ao denominadas 
ores alfa (residuais).�Gp (uji ) := i; 1 � i � k + 1; 1 � j � � (
ores alfa) (1)�Gp (wi) := k + 1 + i; 1 � i � r (
ores residuais) (2)�Gp (e) := �Gp (vi); 8e 2 P (vi) e 0 � i � n� 1 (3)A Figura 5 exibe o grafo Gp, obtido a partir do C412, munido de �Gp .Lema 3.1A 
olora�
~ao �Gp �e uma 
olora�
~ao total para Gp.Demonstra�
~ao: Como V (Ckn) �e parti
ionado em blo
os alfa e residual, ent~ao em (1) e (2)
ada v�erti
e do Ckn re
ebe uma 
or. Por 
onstru�
~ao de �Gp , os v�erti
es de um mesmoblo
o re
ebem 
ores distintas entre si. Ademais, o 
onjunto de v�erti
es que re
ebe a 
or i,i � k + 1, �e 
omposto pelos i-�esimos v�erti
es dos blo
os alfa. Uma vez d(uji ; uj+1i ) = k + 1,j < � e o al
an
e m�aximo de uma aresta no Ckn �e k, podemos 
on
luir que este 
onjunto �eindependente. O 
onjunto de v�erti
es que re
ebe a 
or k+1+ i, i � r, �e fwig, trivialmenteindependente. Con
lu��mos que (1) e (2) forne
em uma 
olora�
~ao de v�erti
es para o Gp.
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asosH1H2H3Figura 5: O grafo Gp, obtido a partir do C412, munido de �Gp .Seja vi um v�erti
e de Gp. O 
onjunto P (vi) re
ebe, em (3), a mesma 
or de vi e, peloLema 2.2, o 
onjunto fvig [ P (vi) �e um 
onjunto independente. Ademais, 
ada aresta deGp re
ebe uma 
or.Por 
onstru�
~ao, o 
onjunto de arestas que re
ebe a 
or alfa i �e�[j:=1P (uji ):Este 
onjunto, pelo Lema 2.3, �e um 
onjunto independente de arestas. O 
onjunto de arestasque re
ebe a 
or residual i �e o 
onjunto P (wi), tamb�em um 
onjunto independente. Logon~ao h�a arestas adja
entes 
om a mesma 
or e o resultado segue. 2A 
olora�
~ao �Gp �e uma 
olora�
~ao total de Gp, que �e um subgrafo do Ckn. Portanto, �Gp�e uma 
olora�
~ao (total) par
ial para o Ckn, onde os v�erti
es e arestas pares est~ao 
oloridose resta 
olorir as arestas ��mpares.4 Colora�
~ao de arestas do GINa se�
~ao anterior obtivemos uma 
olora�
~ao total para o Gp. Nesta se�
~ao mostramos que�e poss��vel 
olorir as arestas de Gi usando no m�aximo k + 1 � r 
ores novas. Dividimosesta se�
~ao em duas partes. Ini
ialmente, trabalhamos 
om o 
aso em que r = 0, isto �en � 0 mod (k + 1). Posteriormente, trabalhamos 
om os 
asos em que 0 < r � k.4.1 n � 0 mod (k+ 1)Nesta subse�
~ao 
onstru��mos uma (�+2)-
olora�
~ao total para o Ckn quando n �e m�ultiplo dek + 1, isto �e, quando r = 0. Isto �e feito mostrando que existe uma 
olora�
~ao de arestas doGi que usa k + 1 
ores.



Potên
ias de 
i
lo e a TCC 8Para demostrar o prin
ipal lema desta se�
~ao, Lema 4.3, pre
isamos de dois resultados
l�assi
os de 
olora�
~ao de arestas. O ��ndi
e 
rom�ati
o de um grafo G, �0(G), �e o menorinteiro k para o qual G admite uma k-
olora�
~ao de arestas.Lema 4.1 (Vizing)Seja G um grafo simples. Ent~ao, �0(G) � �+ 1. 2Lema 4.2 (K�onig)Seja G um grafo simples bipartido. Ent~ao, �0(G) = �. 2Lema 4.3Seja G := Ckn 
om n � 0 mod (k + 1). Ent~ao, �0(Gi) � k + 1.Demonstra�
~ao: Um simples argumento de 
ontagem leva-nos a 
on
luir que se k for par�(Gi) = k, 
aso 
ontr�ario �(Gi) = k + 1. Assim, se k for par o resultado segue doLema 4.1. Se k for ��mpar, 
omo n � 0 mod (k + 1), ent~ao n �e par. Pelo Lema 2.1, Gi �ebipartido. Portanto, pelo Lema 4.2, 
on
lu��mos que �0(Gi) = k + 1. 2O resultado a seguir �e um 
orol�ario imediato do lema anterior.Teorema 4.4Seja G := Ckn 
om n par e n � 0 mod (k + 1). Ent~ao, �T (G) � �+ 2.Demonstra�
~ao: Na se�
~ao 3, �e de�nida �Gp , uma 
olora�
~ao total para o Gp que usa k+1+ r
ores. No 
aso de n m�ultiplo de k + 1, r = 0, portanto, Gp foi 
olorido 
om k + 1 
ores.Pelo Lema 4.3, podemos 
olorir as arestas do grafo Gi 
om k + 1 
ores. Por de�ni�
~ao,V (Ckn) = V (Gp) e E(Ckn) = E(Gp) [E(Gi). Portanto, obtivemos uma 
olora�
~ao total paraG 
om 2k + 2 = �+ 2 
ores. 24.2 n � r mod (k + 1); 0 < r � kNesta subse�
~ao, utilizamos as 
ores do Gp para 
olorir algumas arestas de Gi. Denotamosesta 
olora�
~ao de �. Considerando o Ckn munido de �Gp [ �, mostramos que o subgrafogerado pelas arestas que ainda n~ao foram 
oloridas �e (k + 1� r)-aresta 
olor�avel.De�nimos � := �1 [ �2 [ �3 . Seja �1 uma atribui�
~ao de 
ores �a arestas do Ckn de�nida
omo segue:�1(e) = k + 1 + i se e 2 S��1j=1 fI(ujk�r+i; 2dk=2e � 1)g; 1 � i � rLema 4.5A atribui�
~ao de 
ores de�nida por �Gp [ �1 �e uma 
olora�
~ao total par
ial do Ckn.



Potên
ias de 
i
lo e a TCC 9Demonstra�
~ao: O Lema 3.1 mostra que �Gp �e uma 
olora�
~ao total de Gp e portanto uma
olora�
~ao total par
ial do Ckn. Em �, apenas 
ores residuais s~ao utilizadas. Logo, paramostrar que �Gp [ �1 �e uma 
olora�
~ao total par
ial do Ckn devemos mostrar que �1 �e uma
olora�
~ao de arestas par
ial do Ckn e que n~ao h�a 
on
itos entre �1 e �Gp .Seja k + 1 + i uma 
or residual. Con
lu��mos que �1 �e uma 
olora�
~ao de arestas par
ialdo Ckn pois, pelos itens 1 e 2 do Lema 2.4,��1[j=1fI(ujk�r+i; 2dk=2e � 1)g�e um 
onjunto independente.Resta mostrar que n~ao h�a 
on
itos entre �Gp e �1 . Para isso, vamos mostrar que n~aoexistem arestas adja
entes entre fwig [P (wi) e I(u1k�r+i; 2dk=2e � 1) e entre fwig [ P (wi)e I(u��1k�r+i; 2dk=2e � 1), que s~ao, respe
tivamente, o primeiro e �ultimo 
onjuntos 
oloridos,na ordem 
��
li
a, em �1 .Em �Gp , a 
or residual k + 1 + i �e atribu��da aos elementos do 
onjunto fwig [ P (wi).Assim, in
ide uma aresta 
om esta 
or nos bk=2
 v�erti
es 
onse
utivos, na ordem 
��
li
a,ao v�erti
e wi e nos bk=2
 v�erti
es 
onse
utivos, na ordem 
��
li
a inversa, ao v�erti
e wi. Porde�ni�
~ao de �1 e do 
onjunto I(ujk�r+i; 2dk=2e � 1), in
ide uma aresta 
olorida 
om a 
or inos dk=2e � 1 v�erti
es 
onse
utivos, na ordem 
��
li
a, ao v�erti
e ujk�r+i+1 e nos dk=2e � 1v�erti
es 
onse
utivos, na ordem 
��
li
a inversa, ao v�erti
e ujk�r+i.Entre wi e u1k�r+i, na ordem 
��
li
a, existem (r � i) + (k � r + i � 1) = k � 1 v�erti
es.Na ordem 
��
li
a, os primeiros bk=2
 v�erti
es possuem uma aresta in
idente que re
ebeu a
or i em �Gp e os �ultimos dk=2e � 1 v�erti
es possuem uma aresta in
idente que re
ebeu a
or i em �1 . Uma vez que bk=2
 + dk=2e � 1 = k � 1;
on
lu��mos que entre fwig[P (wi) e I(u1k�r+i; 2dk=2e�1) n~ao h�a arestas adja
entes 
oloridas
om a 
or k + 1 + i.Entre u��1k�r+i+1 e wi, na ordem 
��
li
a, existem (r� i)+(k+1)+(i�1) = k+r v�erti
es.A primeira par
ela �e o n�umero de v�erti
es de B��1 ap�os uk�r+i+1, a segunda par
ela �e on�umero de v�erti
es em B� e a �ultima, o n�umero de v�erti
es que existem no blo
o residualantes de wi. Como k + r > k � 1, pelo mesmo argumento anterior, podemos 
on
luir quen~ao h�a arestas adja
entes entre fwig [ P (wi) e I(u��1k�r+i; 2dk=2e � 1) 
oloridas 
om a 
ork + 1 + i. 2Considere o Ckn munido de �Gp . Os v�erti
es u1i e u�i est~ao ambos 
oloridos 
om a 
oralfa i. O n�umero de v�erti
es entre u�i e u1i , na ordem 
��
li
a, nos quais n~ao in
ide umaaresta 
om a 
or i �e denominado m. O lema a seguir determina o valor de m.Lema 4.6Considere o Ckn munido de �Gp . O n�umero de v�erti
es entre u�i e u1i , na ordem 
��
li
a, nosquais n~ao in
ide uma aresta 
om a 
or alfa i �e:m = (r se k par;r + 1 se k ��mpar:



Potên
ias de 
i
lo e a TCC 10Demonstra�
~ao: Por 
onstru�
~ao, ap�os u�i , na ordem 
��
li
a, existem k+1� i v�erti
es em B�.Simetri
amente existem i� 1 v�erti
es em B1, antes de u1i . Ademais, entre B� e B1 existe oblo
o R, que possui r v�erti
es. Portanto, entre u�i e u1i existem (k+1�i)+r+(i�1) = k+rv�erti
es.O v�erti
e u�i re
ebe a 
or alfa i em �Gp . Tamb�em em �Gp esta 
or �e atribu��da �as arestas do
onjunto P (u�i ). Assim, nos bk=2
 v�erti
es 
onse
utivos, na ordem 
��
li
a, a u�i in
ide umaaresta 
olorida 
om a 
or i. Analogamente, 
on
lu��mos que nos bk=2
 v�erti
es 
onse
utivos,na ordem 
��
li
a inversa, a u1i , in
ide uma aresta 
olorida 
om a 
or i. Consequentemente, on�umero de v�erti
es entre u�i e u1i , na ordem 
��
li
a, nos quais n~ao in
ide uma aresta 
olorida
om a 
or i �e k + r � 2bk=2
. 2Considere agora a 
or residual k + 1 + i. Em �1 , s~ao 
oloridos (� � 1) 
onjuntos dearestas equivalentes 
om esta 
or. A ân
ora do �ultimo 
onjunto (na ordem 
��
li
a) 
olorido
om esta 
or �e a aresta (u��1k�r+i; u��1k�r+i+1). Em �Gp , o 
onjunto fwig[P (wi) tamb�em re
ebea 
or k + 1 + i. O lema a seguir mostra que o n�umero de v�erti
es entre u��1k�r+i e wi, naordem 
��
li
a, em que n~ao o
orre a 
or k + 1 + i �e r + 1.Lema 4.7Considere o Ckn munido de �Gp [ �1 . O n�umero de v�erti
es entre u��1k�r+i e wi, na ordem
��
li
a, nos quais n~ao in
ide uma aresta 
om a 
or k + 1 + i �e m0 := r + 1.Demonstra�
~ao: Por 
onstru�
~ao, na ordem 
��
li
a, existem k + 1 � (k � r + i) = r � i + 1v�erti
es em B��1 ap�os u��1k�r+i e existem i � 1 v�erti
es antes de wi em R. Ademais, entreB��1 e R existe o blo
o B�, que possui k+1 v�erti
es. Portanto, entre u��1k�r+i e wi existem(r � i+ 1) + (k + 1) + (i� 1) = k + r + 1 v�erti
es.A aresta (u��1k�r+i; u��1k�r+i+1) �e ân
ora do �ultimo 
onjunto de arestas equivalentes quere
ebe a 
or k + 1 + r em �1 . O al
an
e m�aximo das arestas deste 
onjunto �e 2dk=2e � 1.Portanto, nos dk=2e v�erti
es 
onse
utivos, na ordem 
��
li
a, ao v�erti
e u��1k�r+i, in
ide umaaresta 
olorida 
om a 
or k+1+i. O v�erti
e wi re
ebe 
or k+1+i em �Gp . Tamb�em em �Gpesta 
or �e atribu��da �as arestas do 
onjunto P (wi). Assim, nos bk=2
 v�erti
es 
onse
utivos,na ordem 
��
li
a inversa, a wi in
ide uma aresta 
olorida 
om k+1+ i. Consequentemente,o n�umero de v�erti
es entre u��1k�r+i e wi, na ordem 
��
li
a, nos quais n~ao in
ide uma aresta
olorida 
om a 
or k + 1 + i �e k + r + 1� dk=2e � bk=2
 = r + 1: 2Sejam �2 e �3 atribui�
~oes de 
ores �a arestas do Ckn de�nidas 
omo segue:�2(e) := k + 1 + i se e 2 I(vsi+bm0=2
; 2bm0=2
 � 1); para 1 � i � ronde si := (�� 2)(k + 1) + k � r + i� 1 + dk=2e�3(e) := i se e 2 I(vsi+bm=2
; 2bm=2
 � 1); para 1 � i � k + 1onde si := (�� 1)(k + 1) + i� 1 + bk=2
A Figura 6 exibe o subgrafo Gi do C412 munido de �.
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asosH1H2H3 Figura 6: Subgrafo Gi do grafo C412 munido de �.Lema 4.8A atribui�
~ao de 
ores de�nida por �Gp [ �, onde � := �1 [ �2 [ �3 , �e uma 
olora�
~ao totalpar
ial do Ckn.Demonstra�
~ao: Claramente �2[�3 �e uma 
olora�
~ao total par
ial das arestas do Ckn. Ademais,j�a sabemos que �Gp [ �1 �e uma 
olora�
~ao total par
ial para o Ckn. Portanto, pre
isamosmostrar que �2 [ �3 n~ao gera 
on
itos 
om �Gp [ �1 .O v�erti
e v(��1)(k+1)+i�1 
orresponde ao v�erti
e u�i . O v�erti
e u�i �e o �ultimo v�erti
e,na ordem 
��
li
a, que re
ebe a 
or alfa i em �Gp . Al�em disso, em �Gp as arestas de P (u�i )tamb�em re
ebem a 
or i. Logo, a 
or i o
orre em bk=2
 v�erti
es 
onse
utivos a u�i , na ordem
��
li
a. Portanto, vsi �e o �ultimo v�erti
e, na ordem 
��
li
a, em que o
orre a 
or i, ap�os u�i .Analogamente, 
onsiderando a 
or residual k+1+ i e o 
onjunto I(u��1k�r+i; 2dk=2e � 1),
olorido em �1 , 
on
lu��mos que vsi , agora para a 
or residual k + 1 + i, �e o �ultimo v�erti
e,na ordem 
��
li
a, em que o
orre esta 
or, ap�os u��1k�r+i.O parâmetro m (m0) determina o n�umero de v�erti
es em que n~ao o
orre a 
or alfa i(residual k+1+i) entre u�i e u1i (entre u��1k�r+i e wi). O al
an
e m�aximo de uma aresta ��mparentre estes v�erti
es �e 2bm=2
 � 1 (2bm0=2
 � 1). Ademais, a aresta (vsi+bm=2
; vsi+bm=2
+1)((vsi+bm0=2
; vsi+bm0=2
+1)) �e a ân
ora que representa o 
onjunto de arestas equivalentes quepode ser 
olorido 
om a 
or alfa i (residual k + 1 + i) nestes m (m0)v�erti
es. Con
lu��mosque �2 [�3 n~ao gera 
on
itos 
om �Gp [�1 e portanto �Gp [� �e uma 
olora�
~ao total par
ialdo Ckn. 2Considere Ckn munido de �Gp [ �. Denominamos grafo residual, Gr, o subgrafo geradopelas arestas do Ckn que ainda n~ao re
eberam nenhuma 
or. Vamos mostrar que Gr podeser aresta-
olorido 
om k + 1� r 
ores, quando n �e par.Lema 4.9Sejam G := Ckn, 2 < k < bn=2
, n par, e Gr o subgrafo induzido pelas arestas de G que n~aore
eberam nenhuma 
or em �Gp [ �. Ent~ao, �Gr � k + 1� r.Demonstra�
~ao: Vamos 
onsiderar ini
ialmente o 
aso em que k �e par e r = 1. Como k �epar, �Gi = k. Como Gr �e subgrafo de Gi, �Gr � k = k + 1 � r e o resultado segue paraeste 
aso. Assim, podemos supor a partir de agora que, se r = 1, ent~ao k �e ��mpar.
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i
lo e a TCC 12Em �Gp todos os v�erti
es e arestas pares do Ckn re
ebem uma 
or. Ent~ao, 2bk=2
 arestasde 
ada v�erti
e re
eberam uma 
or. Seja H o subgrafo gerado pelas arestas 
oloridas em �.Ent~ao, Gr = Gi nH. Seja ÆH o grau m��nimo em H, isto �e, ÆH := min8v2V (H)fd(v)g. Ent~ao,�Gr = 2k � 2bk=2
 � ÆH = 2dk=2e � ÆH :Assim, para determinar �Gr pre
isamos 
al
ular ÆH . Por sua vez, para determinar ÆHpre
isamos estimar d(v) em H para todo v 2 V (H).Sejam H1, H2 e H3 os subgrafos gerado pelas arestas que re
ebem uma 
or em �1 , �2e �3 , respe
tivamente. Claramente, V (H) = V (H1) [ V (H2) [ V (H3) e E(H) = E(H1) [E(H2) [E(H3). Ademais, E(Hi) \E(Hj) = ;, para i 6= j e i; j 2 f1; 2; 3g.Considere H1. Seja k + 1 + i uma 
or residual. Em �1 esta 
or �e atribu��da a � �1 
onjuntos de arestas equivalentes. Ademais, a ân
ora do j-�esimo 
onjunto �e a aresta(ujk�r+i; ujk�r+i+1). Seja Hj1 o subgrafo gerado pelas arestas de Sri:=1 I(ujk�r+i; 2dk=2e � 1).Ou seja, Hj1 , �e o subgrafo gerado pelos r 
onjuntos de arestas equivalentes 
ujos extremosdas ân
oras perten
em a Bj. Note queV (H1) = ��1[j:=1V (Hj1)e que E(Hi1) \E(Hj1) = ; para i 6= j e i; j 2 [1; � � 1℄.Cada 
onjunto de arestas equivalentes �e 
omposto por um 
onjunto de arestas inde-pendentes e o 
onjunto dos v�erti
es que s~ao extremos destas arestas possuem ��ndi
es 
on-se
utivos. As ân
oras dos 
onjuntos que formam Hj1 s~ao arestas 
onse
utivas na ordem
��
li
a e o al
an
e destes 
onjuntos �e o mesmo. Sendo assim, por 
ontagem, obt�em-se quea distribui�
~ao dos graus em Hj1 �e:1 �! r � 1 r r � 1 �! 1O primeiro blo
o signi�
a que o grau dos primeiros r � 1 v�erti
es variam de 1 a r � 1.O segundo blo
o signi�
a que h�a uma seq�uên
ia de v�erti
es de grau r. O ter
eiro blo
orepresenta r � 1 v�erti
es 
onse
utivos 
ujos graus variam de r � 1 a 1.Vamos agora determinar a 
ardinalidade de V (Hj1) \ V (Hj+11 ), 1 � j � � � 2. ComoE(H1) �e parti
ionado em E(H11 ) : : : E(H��11 ) ent~ao, 
onhe
endo a distribui�
~ao de graus de
ada Hi1 e a 
ardinalidade da interse
�
~ao entre Hj1 e Hj+11 obtemos a distribui�
~ao de grausde H1 somando os graus dos v�erti
es (iguais) na interse
�
~ao.Por de�ni�
~ao, para qualquer 
or residual k + 1 + i e blo
o Bj, 1 � j � � � 1, a aresta(ujk�r+i; ujk�r+i+1) �e ân
ora do 
onjunto de arestas equivalentes que re
ebe esta 
or em�1 . Estes v�erti
es 
orrespondem a v(j�1)(k+1)+k�r+i�1 e v(j�1)(k+1)+k�r+i. Assim, para a�ultima 
or residual, k+1+r, a ân
ora 
orresponde �a aresta (v(j�1)(k+1)+k�1; v(j�1)(k+1)+k).Considerando o al
an
e deste 
onjunto, 
on
lu��mos que o �ultimo v�erti
e em que in
ide umaaresta 
om esta 
or possui ��ndi
e(j � 1)(k + 1) + k + dk=2e � 1: (4)
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amente, se 
onsiderarmos o blo
o Bj+1, 0 � j � ��2 e a primeira 
or residual,k+2, a ân
ora deste 
onjunto �e a aresta (vj(k+1)+k�r; vj(k+1)+k�r+1). Portanto, o primeirov�erti
e no qual in
ide uma aresta 
om esta 
or possui ��ndi
ej(k + 1) + k � r � (dk=2e � 1) = j(k + 1) + bk=2
 � r + 1: (5)Assim, a 
ardinalidade da interse
�
~ao entre os grafos Hj1 e Hj+11 �e(j � 1)(k + 1) + k + dk=2e � 1� (j(k + 1) + bk=2
 � r + 1) + 1 = r + dk=2e � bk=2
 � 2:A express~ao a
ima resulta em r�2 se k for par e r�1 se k for��mpar. A Figura 7 esquematizaa distribui�
~ao de graus em Hj1 [Hj+11 .
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e, na ordem 
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li
a, de um v�erti
e de Hi. Simetri-
amente, denotamos MAi o maior ��ndi
e, na ordem 
��
li
a, de um v�erti
e de Hi. Estesparâmetros s~ao importantes para o 
�al
ulo da uni~ao entre H1, H2 e H3.A express~ao (5) representa o ��ndi
e do primeiro v�erti
e, na ordem 
��
li
a, em que in
idea 
or k + 2, primeira 
or residual, 
uja ân
ora est�a no blo
o Bj+1. Fazendo j = 0 nesta
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lo e a TCC 14express~ao, obtemos ME1. Analogamente, a express~ao (4) representa o ��ndi
e do �ultimov�erti
e, na ordem 
��
li
a, em que in
ide a 
or k + 1 + r, �ultima 
or residual, 
uja ân
oraest�a no blo
o Bj. Fazendo j = �� 1 nesta express~ao, obtemos MA1. Assim,ME1 = bk=2
 � r + 1 � n+ bk=2
 � r + 1 eMA1 = (�� 2)(k + 1) + k + dk=2e � 1:Vamos agora analisar H2. Em �2 , 
ada 
or residual k + 1 + i, 1 � i � r, 
olore um
onjunto de arestas equivalentes, 
ujo al
an
e �e 2bm0=2
 � 1. Ademais, as ân
oras destes
onjuntos s~ao arestas 
onse
utivas na ordem 
��
li
a. Assim, por 
ontagem, temos que H2�e 
omposto por 2r � 1 v�erti
es se r for par, e 2r v�erti
es se r for ��mpar. Novamente por
ontagem, 
on
lu��mos que a distribui�
~ao de graus �e a esquematizada na Figura 9.
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�
~aok ��mpar, r ��mparOutros 
asosH1H2H3Figura 9: Distribui�
~ao de graus de H2.Vamos agora 
al
ular ME2 e MA2. Considere o 
onjunto de arestas equivalentes quere
ebe a 
or residual k + 1 + i. A ân
ora deste 
onjunto �e a aresta:(v(��2)(k+1)+k�r+i�1+dk=2e+bm0=2
; v(��2)(k+1)+k�r+i�1+dk=2e+bm0=2
+1):O valor de ME2 �e obtido subtraindo-se bm0=2
 � 1 do primeiro extremo da aresta a
ima,
onsiderando-se a primeira 
or residual, i = 1. O valor de MA2 �e obtido somando-sebm0=2
 � 1 ao segundo extremo da aresta a
ima, 
onsiderando-se a �ultima 
or residual,i = r. Desta forma, 
on
lu��mos queME2 = (�� 2)(k + 1) + k � r + dk=2e + 1 eMA2 = (�� 2)(k + 1) + k + dk=2e + 2bm0=2
 � 1:Consideremos o grafo H3. Em �3 , 
ada 
or alfa �e atribu��da a um 
onjunto de arestasequivalentes, 
ujo al
an
e �e 2bm=2
 � 1. Pelo Lema 4.6, m = r se k par e m = r + 1 se k��mpar. Lembrando que o 
aso r = 1 e k par j�a foi 
onsiderado, 
on
lu��mos, por 
ontagem,que H3 �e 
omposto por k + 2bm=2
 v�erti
es. Utilizando o mesmo ra
io
��nio dos 
asosanteriores, obtemos a distribui�
~ao de graus de H3, esquematizada na Figura 10.Finalmente, vamos 
al
ular ME3 e MA3. O 
�al
ulo �e feito exatamente 
omo no 
aso deH2, 
onsiderando que neste 
aso estamos tratando de 
ores alfa. Desta forma, 
on
lu��mosque ME3 = (�� 1)(k + 1) + bk=2
 + 1 eMA3 = (�� 1)(k + 1) + k + bk=2
 + 2bm=2
:
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r � 2 �! 1k park ��mparr parr ��mparInterse
�
~aok ��mpar, r ��mparOutros 
asosH1H2H3Figura 10: Distribui�
~ao de graus de H3.Uma vez de�nida a distribui�
~ao de graus dos grafos H1, H2 e H3, pre
isamos de�nira distribui�
~ao de graus de H. Para isso, �e feita uma an�alise an�aloga �aquela feita para a
onstru�
~ao de H1. Neste 
aso, 
al
ulamos a interse
�
~ao dos grafos H1 e H2, H2 e H3 e H3e H1, que, 
onsiderando a interse
�
~ao entre Hi e Hj , �e dada por MAi �MEj + 1. Estasinterse
�
~oes s~ao as �uni
as poss��veis, por 
onstru�
~ao de �1 , �2 e �3 . Para 
ada uma destasinterse
�
~oes, 
al
ulamos a soma dos graus dos v�erti
es iguais na interse
�
~ao para obter adistribui�
~ao de graus de H.Caso 1 Interse
�
~ao de H1 e H2jH1 \H2j = MA1 �ME2 + 1= (�� 2)(k + 1) + k + dk=2e � 1� ((�� 2)(k + 1) + k � r + dk=2e + 1) + 1= r � 1Assim, a Figura 11 esquematiza a distribui�
~ao de graus em H1 \H2.
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asosH1 H2H3Figura 11: Distribui�
~ao de graus de H1 \H2.Caso 2 Interse
�
~ao de H2 e H3jH2 \H3j = MA2 �ME3 + 1= (�� 2)(k + 1) + k + dk=2e + 2bm0=2
 � 1� ((�� 1)(k + 1) + bk=2
 + 1) + 1= dk=2e � bk=2
 + 2bm0=2
 � 2
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ias de 
i
lo e a TCC 16A express~ao a
ima varia de a
ordo 
om a paridade de k e 
om a paridade de r (m0 = r+1).Assim temos os seguintes 
asos:jH2 \H3j = 8>>>><>>>>:r � 2 se k par, r par;r � 1 se k par, r ��mpar;r � 1 se k ��mpar, r par;r se k ��mpar, r ��mpar.As Figuras de 12(a) �a 12(d) esquematizam a distribui�
~ao de graus em H1 \H2 em 
adaum dos 
asos a
ima.
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asosH1H2 H3(d) k ��mpar, r ��mparFigura 12: Cada 
aso da interse
�
~ao de H2 e H3.Caso 3 Interse
�
~ao de H3 e H1jH3 \H1j = MA3 �ME1 + 1= (�� 1)(k + 1) + k + bk=2
 + 2bm=2
 � (n+ bk=2
 � r + 1) + 1= 2bm=2
 � 1



Potên
ias de 
i
lo e a TCC 17Novamente, analisando a paridade de k e de r temos quejH3 \H1j = 8>>>><>>>>:r � 1 se k par, r par;r � 2 se k par, r ��mpar;r � 1 se k ��mpar, r par;r se k ��mpar, r ��mpar.As Figuras de 13(a) a 13(
) esquematizam a distribui�
~ao de graus em H3 \H1.
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(
) k ��mpar, r ��mparFigura 13: Cada 
aso da interse
�
~ao de H3 e H1.Como dissemos anteriormente, o grafo H = H1 [ H2 [ H3. As Figuras 8, 9 e 10esquematizam os graus dos grafos H1, H2 e H3. As Figuras 11, de 12(a) �a 12(d) e de 13(a)�a 13(
) esquematizam as interse
�
~oes. Da an�alise destas �guras podemos 
on
luir queÆH � r � 1 se k for par, e ÆH � r se k for ��mpar. 2O resultado que bus
amos �e um 
orol�ario de lema anterior e est�a expli
itado a seguir.Teorema 4.10O grafo Ckn, n � r mod (k + 1), 
om n par e r 6= 0, possui uma (�+ 2)-
olora�
~ao total.Demonstra�
~ao: O grafo Ckn �e (2k)-regular. Da de�ni�
~ao de Gr e do Lema 4.8, �Gp [� �e uma
olora�
~ao total do subgrafo Ckn nGr 
om k + 1 + r 
ores. Pelo Lema 4.9, �Gr � k + 1� r.
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i
lo e a TCC 18Ademais, Gr �e bipartido, pois �e subgrafo de Gi que �e bipartido quando n �e par. Logo, peloLema 4.2, Gr �e (k + 1� r)-aresta 
olor�avel. Assim, podemos 
ontruir uma 
olora�
~ao totalpara o Ckn 
om (k + 1� r) + (k + 1 + r) = 2k + 2 = �+ 2 
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