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lideanoGuilherme Albuquerque Pintoguialbu�d

.uni
amp.brResumoEste artigo dis
ute o problema de indu�
~ao 2.17 do livro \Introdu
tion to Algorithms:A Creative Approa
h", de Udi Manber: Considere n � 3 retas, em posi�
~ao geral, noplano Eu
lideano. Prove que estas retas formam, pelo menos, n � 2 triângulos. Eleapresenta uma pesquisa bibliogr�a�
a que revela uma hist�oria bem interessante sobre aresolu�
~ao deste problema. A 
ontribui�
~ao prin
ipal do artigo s~ao três 
ontra-exemplospara a abordagem mais 
omum, que ajudam a expli
ar a di�
uldade em se obter umaprova indutiva simples. Tamb�em �e apresentada uma vers~ao simpli�
ada de uma re
entedemonstra�
~ao por argumentos de 
ontagem. Este relat�orio est�a sendo submetido parauma revista t�e
ni
a espe
ializada.1 Introdu�
~aoProblemas geom�etri
os apare
em muito frequentemente 
omo exer
��
ios em textos intro-dut�orios sobre indu�
~ao matem�ati
a. Geralmente, o objetivo prin
ipal �e exer
itar a demons-tra�
~ao por indu�
~ao em si, e n~ao testar a intui�
~ao geom�etri
a sobre o problema em quest~ao.H�a um livro, por�em, bastante tradi
ional em 
ursos de an�alise assint�oti
a de algoritmos 
om-puta
ionais, que traz, sem nenhuma indi
a�
~ao sobre a sua di�
uldade relativa, um exer
��
ioque pare
e n~ao possuir uma demonstra�
~ao indutiva simples e que, 
onsequentemente, tematormentado gera�
~oes de alunos, ano ap�os ano. O exer
��
io 2.17 do livro do Manber [Man89℄pede: Considere n � 3 retas, em posi�
~ao geral, no plano Eu
lideano. Prove que estas re-tas formam, pelo menos, n � 2 triângulos. Este problema de aparên
ia ino
ente tem umahist�oria bem interessante. Em 1889, Roberts [Rob89℄ enun
iou a senten�
a 
omo teoremamas apresentou uma prova indutiva in
orreta. Oitenta e três anos depois, essen
ialmentea mesma senten�
a apare
eu ainda 
omo uma 
onje
tura numa monogra�a de Gr�unbaum[Gr�u72℄. Segundo Felsner [FK99℄, a primeira solu�
~ao veio somente em 1979 em [Sha79℄,onde Shannon prova, por meio de dualidade geom�etri
a, a senten�
a an�aloga para dimens~oesarbitr�arias: Todo arranjo de n hiperplanos em E d 
ont�em, pelo menos, n�d fa
es simpli
iaisde dimens~ao d.Este artigo apresenta, na Se�
~ao 2, três 
ontra-exemplos, e uma pequena dis
uss~ao, sobrea abordagem indutiva mais 
omum, poupando trabalho assim a quem se dispuser a fazer oexer
��
io. Na Se�
~ao 3, ele apresenta uma interessante vers~ao simpli�
ada da demonstra�
~aodada em [FK99℄. Naquele artigo, Felsner estuda o 
aso geral de arranjos de pseudoretas noplano Eu
lideano. Essa demonstra�
~ao, entretanto, assim 
omo a de [Sha79℄, n~ao �e indutiva.Aos alunos, portanto, um aviso: 
ontinuem tentando fazer o exer
��
io de maneira indutiva.1



2 G. A. Pinto2 Contra-exemplosUm arranjo S de n retas no plano Eu
lideano est�a em posi�
~ao geral, se n~ao h�a duas retasparalelas, nem três retas que se inter
eptam num mesmo ponto. Daqui para frente, to-dos os arranjos de que trata o artigo est~ao, por hip�otese, em posi�
~ao geral. O arranjo Sinduz uma parti�
~ao do plano Eu
lideano em fa
es, arestas e v�erti
es1. As fa
es e arestaspodem ser limitadas ou ilimitadas2. O exer
��
io 2.17 em [Man89℄ pede que se demonstre,indutivamente, que pelo menos n� 2 das fa
es limitadas s~ao triângulos.A abordagem indutiva mais 
omum|e, em essên
ia, a que foi tentada em [Rob89℄|fun
iona assim. Todo arranjo de 3 retas forma 1 triângulo. Tomando isso 
omo base daindu�
~ao, e assumindo por hip�otese que todo arranjo de n� 1 retas forma pelo menos n� 3triângulos, o passo seria: tome um arranjo qualquer S de n retas, retire uma reta ` qualquerobtendo o arranjo S 0, aplique a hip�otese de indu�
~ao em S 0 e mostre que a re
olo
a�
~ao dareta ` \
ria" um novo triângulo. A reta ` 
ria um novo triângulo se ela forma um triângulo,
ortando uma fa
e de S 0 que n~ao �e um triângulo. Quando ` 
orta um triângulo, ela forma,ne
essariamente, outro triângulo e um quadril�atero, de maneira que o n�umero de triângulosn~ao se altera.Essa abordagem �e, quase sempre, a primeira na qual algu�em insiste porque pare
e mesmoque n~ao existe um arranjo onde uma reta n~ao 
ria triângulos ao ser re
olo
ada. A Figura 1,entretanto, mostra um 
ontra-exemplo, 
om 6 retas, para esse passo de indu�
~ao.Na Figura 1, a reta ` n~ao 
ria triângulos ao ser re
olo
ada no arranjo, mas todas as outrasretas 
riam. As duas pr�oximas se�
~oes apresentam abordagens onde, no passo de indu�
~ao,tenta-se retirar, n~ao uma reta qualquer, mas uma que satisfa�
a uma dada propriedade quegarante que ela 
ria triângulos ao ser re
olo
ada.2.1 Retas externasSe uma aresta e, adja
ente a uma fa
e ilimitada, �e tamb�em adja
ente a um triângulo t, ent~ao,a reta suporte de e 
ria t ao ser re
olo
ada. Denota-se uma reta 
om esta propriedade dereta externa. Na Figura 1, as retas 1, 2 e 3 s~ao externas, e as outras n~ao. Se todo arranjo
ontivesse ao menos uma reta externa, bastaria tomar a reta `, do passo de indu�
~ao, 
omosendo uma das retas externas. A Figura 2 mostra um 
ontra-exemplo onde n~ao h�a retasexternas.2.2 BorboletasUm v�erti
e de um arranjo S pode ser adja
ente a dois triângulos. Neste 
aso, os triângulosformam uma borboleta, e as duas retas que se inter
eptam no v�erti
e 
omum aos doistriângulos s~ao as retas suporte da borboleta. Na Figura 1 h�a uma borboleta 
om suportenas retas 1 e 2, e outra 
om suporte em 4 e 5.1Para n~ao restar d�uvida, uma fa
e �e um 
onjunto de pontos 
onexo, que n~ao inter
epta nenhuma das retasde S, e maximal. Uma aresta �e um 
onjunto de pontos 
onexo, 
ontido em uma reta e que n~ao inter
eptanenhuma outra reta, e maximal. Um v�erti
e �e um 
onjunto de pontos 
onexo, 
ontido em mais de uma reta,e maximal.2Uma fa
e �e limitada se existe uma bola aberta de raio �nito que a 
ont�em. O mesmo vale para arestas.
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Figura 1: Um 
ontra-exemplo para a abordagem mais 
omum
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ontra-exemplo para retas externas
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54 Figura 3: Um 
ontra-exemplo para borboletasComo o arranjo S est�a em posi�
~ao geral, uma aresta n~ao pode ser adja
ente a doistriângulos. Essa propriedade pode ser usada para mostrar fa
ilmente que ambas as retassuporte de uma borboleta 
riam triângulos ao serem re
olo
adas. Se todo arranjo 
ontivesseao menos uma borboleta, bastaria tomar a reta `, do passo de indu�
~ao, 
omo sendo umadas retas suporte de uma das borboletas. A Figura 3 mostra um 
ontra-exemplo onde n~aoh�a borboletas.2.3 Dis
uss~ao�E interessante notar que os três 
ontra-exemplos apresentados a
ima s~ao mutuamente ex-
ludentes, no sentido de que nenhum serve 
omo 
ontra-exemplo para as outras duas pro-priedades. Isso pode ser visto, embora apenas intuitivamente, 
omo um indi
ativo de quetalvez n~ao exista uma tal propriedade que possa fazer fun
ionar essa abordagem de retirare re
olo
ar uma reta `. Por outro lado, o autor desse artigo des
onhe
e um arranjo emque nenhuma reta 
ria triângulos ao ser re
olo
ada, o que, se existir, derrubar�a de vez essaabordagem.Para apre
iar melhor a solu�
~ao da pr�oxima se�
~ao, se o leitor nun
a tentou resolver esseexer
��
io, ele deve tentar antes de prosseguir.3 Uma solu�
~ao 
om argumentos de 
ontagemA solu�
~ao que se segue �e essen
ialmente a apresentada em [FK99℄. Apenas a interpreta�
~aosobre poliedros de�nidos por desigualdades, a subsequente demonstra�
~ao do Lema 2 e aapresenta�
~ao, foram dadas pelo autor desse artigo, por serem mais simples.Dado um arranjo S de n retas, seja � o n�umero de triângulos, E o n�umero de arestaslimitadas e F o n�umero de fa
es limitadas em S. A id�eia �e 
ontar o n�umero de arestas
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Figura 4: Rotulando as arestas limitadas de Slimitadas de duas maneiras diferentes, em fun�
~ao de n e em fun�
~ao de F e �. Como Sest�a em posi�
~ao geral, toda reta �e inter
eptada por todas as outras n� 1 retas, em v�erti
esdistintos. Assim, toda reta �e parti
ionada em n � 1 v�erti
es, 2 arestas ilimitadas e n � 2arestas limitadas. Portanto, em fun�
~ao de n, vale E = n(n� 2). Um exer
��
io simples deindu�
~ao mostra que F = (n � 1)(n � 2)=2. A pr�oxima se�
~ao mostra que, em fun�
~ao de Fe �, vale E � 2F +�. Portanto, n(n� 2) � (n � 1)(n � 2) + �, e 
hega-se ao resultadodesejado, � � n� 2.3.1 Contando em fun�
~ao de F e �A id�eia �e atribuir r�otulos � ou 	 a 
ada lado de 
ada aresta limitada de S. Para isso,
onsidere uma aresta limitada e qualquer de S. Seja f uma das duas fa
es (limitada oun~ao) in
identes a e. Seja k o n�umero de arestas in
identes a f . Seja d1 a reta suporte de e,e d2; d3; : : : ; dk as retas suporte das arestas in
identes a f , em sentido hor�ario, a partir dee. Veja a Figura 4(a). Note que e �e de�nida pelas interse�
~oes das retas d2 e dk 
om d1.Agora interpreta-se as retas d1; d2; : : : ; dk 
omo desigualdades (
om o sinal de desi-gualdade orientado de forma que os pontos perten
entes a f satisfazem as desigualdades).Assim, f �e o poliedro de�nido pelo 
onjunto de desigualdades fd1; d2; : : : ; dkg. O r�otulo dee, do lado de f , �e � se o poliedro de�nido pelo 
onjunto fd2; d3; : : : ; dkg �e ilimitado. Ouseja, quando retira-se a desigualdade d1, o poliedro torna-se ilimitado. O r�otulo �e 	 
aso
ontr�ario. Na Figura 4(a) o r�otulo de e do lado de f ser�a �.Lema 1 Toda aresta limitada de S tem um r�otulo � de um lado e um r�otulo 	 do outro.Prova O poliedro de�nido por fd2; d3; : : : ; dkg �e ilimitado se e somente se a interse�
~ao ded2 e dk satisfaz a desigualdade d1. Como d2 e dk se inter
eptam em exatamente um doslados de d1, o lema segue. ut



6 G. A. PintoA Figura 4(b) mostra a rotula�
~ao 
ompleta do arranjo da Figura 4(a). Pelo Lema 1,pode-se 
ontar o n�umero de arestas limitadas 
omo:E =Xf (n�umero de� na fa
e f)�E f�a
il ver que todos os três r�otulos dentro de um triângulo s~ao �. O pulo do gato �e dadopelo pr�oximo lema que mostra que o n�umero m�aximo de r�otulos � dentro de qualquer fa
elimitada, que n~ao �e um triângulo, �e 2. Portanto:E =Xf (n�umero de� na fa
e f) � 2F +�onde 
onta-se, no m�aximo, dois r�otulos � por fa
e. O termo � 
onta o ter
eiro r�otulo �que sobra dentro de 
ada triângulo.Lema 2 Uma fa
e limitada in
idente a k arestas, k � 4, possui no m�aximo dois r�otulos �.Prova Basta mostrar que quaisquer dois r�otulos � dentro da mesma fa
e têm que seradja
entes. O lema segue da��. Se o r�otulo de uma aresta e do lado da fa
e f �e �, ent~ao, opoliedro de�nido por fd1; d2; dkg �e limitado (�e um poli�edro triangular), e 
ont�em a fa
e f .Portanto quando retira-se a desigualdade di, para 3 � i � k�1, do 
onjunto fd1; d2; : : : ; dkg,o poliedro que resulta �e limitado. Assim, os r�otulos das arestas 
orrespondentes �as desi-gualdades d3; d4; : : : ; dk�1, do lado de f , têm que ser todos 	. utAgrade
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