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Resumo

Este artigo discute o problema de indugéo 2.17 do livro “Introduction to Algorithms:
A Creative Approach”, de Udi Manber: Considere n > 3 retas, em posi¢cdo geral, no
plano Euclideano. Prove que estas retas formam, pelo menos, n — 2 triangulos. Ele
apresenta uma pesquisa bibliografica que revela uma histéria bem interessante sobre a
resolucdo deste problema. A contribui¢do principal do artigo sdo trés contra-exemplos
para a abordagem mais comum, que ajudam a explicar a dificuldade em se obter uma
prova indutiva simples. Também é apresentada uma versao simplificada de uma recente
demonstracao por argumentos de contagem. Este relatério esta sendo submetido para
uma revista técnica especializada.

1 Introducao

Problemas geométricos aparecem muito frequentemente como exercicios em textos intro-
dutdrios sobre inducao matemadtica. Geralmente, o objetivo principal é exercitar a demons-
tragao por indugao em si, e nao testar a intuicao geométrica sobre o problema em questao.
H& um livro, porém, bastante tradicional em cursos de andlise assintética de algoritmos com-
putacionais, que traz, sem nenhuma indicacao sobre a sua dificuldade relativa, um exercicio
que parece nao possuir uma demonstracido indutiva simples e que, consequentemente, tem
atormentado geracoes de alunos, ano apds ano. O exercicio 2.17 do livro do Manber [Man89]
pede: Considere n > 3 retas, em posi¢ao geral, no plano Euclideano. Prove que estas re-
tas formam, pelo menos, n — 2 triangulos. Este problema de aparéncia inocente tem uma
histéria bem interessante. Em 1889, Roberts [Rob89] enunciou a sentenca como teorema
mas apresentou uma prova indutiva incorreta. Oitenta e trés anos depois, essencialmente
a mesma, sentenga apareceu ainda como uma conjectura numa monografia de Grinbaum
[Gri72]. Segundo Felsner [FK99], a primeira solu¢do veio somente em 1979 em [ShaT79],
onde Shannon prova, por meio de dualidade geométrica, a sentenca andloga para dimensoes
arbitrarias: Todo arranjo de n hiperplanos em E® contém, pelo menos, n—d faces simpliciais
de dimensao d.

Este artigo apresenta, na Secdo 2, trés contra-exemplos, e uma pequena discussao, sobre
a abordagem indutiva mais comum, poupando trabalho assim a quem se dispuser a fazer o
exercicio. Na Secao 3, ele apresenta uma interessante versao simplificada da demonstracao
dada em [FK99]. Naquele artigo, Felsner estuda o caso geral de arranjos de pseudoretas no
plano Euclideano. Essa demonstragao, entretanto, assim como a de [Sha79], nao é indutiva.
Aos alunos, portanto, um aviso: continuem tentando fazer o exercicio de maneira indutiva.
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2 Contra-exemplos

Um arranjo S de n retas no plano Euclideano estd em posicao geral, se ndao ha duas retas
paralelas, nem trés retas que se interceptam num mesmo ponto. Daqui para frente, to-
dos os arranjos de que trata o artigo estao, por hipdtese, em posicao geral. O arranjo S
induz uma particdo do plano Euclideano em faces, arestas e vértices'. As faces e arestas
podem ser limitadas ou ilimitadas®. O exercicio 2.17 em [Man89] pede que se demonstre,
indutivamente, que pelo menos n — 2 das faces limitadas sao tridngulos.

A abordagem indutiva mais comum—e, em esséncia, a que foi tentada em [Rob89]—
funciona assim. Todo arranjo de 3 retas forma 1 tridngulo. Tomando isso como base da
inducao, e assumindo por hipétese que todo arranjo de n — 1 retas forma pelo menos n — 3
triangulos, o passo seria: tome um arranjo qualquer § de n retas, retire uma reta ¢ qualquer
obtendo o arranjo &', aplique a hipétese de indugdo em S’ e mostre que a recolocagao da
reta £ “cria” um novo tridngulo. A reta £ cria um novo tridngulo se ela forma um tridngulo,
cortando uma face de S’ que nao é um triangulo. Quando £ corta um tridngulo, ela forma,
necessariamente, outro tridngulo e um quadrilatero, de maneira que o nimero de tridngulos
nao se altera.

Essa abordagem é, quase sempre, a primeira na qual alguém insiste porque parece mesmo
que nao existe um arranjo onde uma reta nago cria tridangulos ao ser recolocada. A Figura 1,
entretanto, mostra um contra-exemplo, com 6 retas, para esse passo de inducao.

Na Figura 1, a reta £ nao cria tridngulos ao ser recolocada no arranjo, mas todas as outras
retas criam. As duas préximas secdes apresentam abordagens onde, no passo de indugdo,
tenta-se retirar, nao uma reta qualquer, mas uma que satisfaca uma dada propriedade que
garante que ela cria tridngulos ao ser recolocada.

2.1 Retas externas

Se uma aresta e, adjacente a uma face ilimitada, é também adjacente a um tridngulo ¢, entao,
a reta suporte de e cria ¢ ao ser recolocada. Denota-se uma reta com esta propriedade de
reta externa. Na Figura 1, as retas 1, 2 e 3 sao externas, e as outras nao. Se todo arranjo
contivesse ao menos uma reta externa, bastaria tomar a reta ¢, do passo de inducao, como
sendo uma das retas externas. A Figura 2 mostra um contra-exemplo onde nao hé retas
externas.

2.2 Borboletas

Um vértice de um arranjo S pode ser adjacente a dois tridngulos. Neste caso, os tridngulos
formam uma borboleta, e as duas retas que se interceptam no vértice comum aos dois
triangulos sao as retas suporte da borboleta. Na Figura 1 ha uma borboleta com suporte
nas retas 1 e 2, e outra com suporte em 4 e 5.

'Para nio restar divida, uma face é um conjunto de pontos conexo, que nio intercepta nenhuma das retas
de §, e maximal. Uma aresta é um conjunto de pontos conexo, contido em uma reta e que nao intercepta
nenhuma outra reta, e maximal. Um vértice é um conjunto de pontos conexo, contido em mais de uma reta,
e maximal.

2Uma face é limitada se existe uma bola aberta de raio finito que a contém. O mesmo vale para arestas.
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Figura 1: Um contra-exemplo para a abordagem mais comum

Figura 2: Um contra-exemplo para retas externas
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Figura 3: Um contra-exemplo para borboletas

Como o arranjo S estd em posicao geral, uma aresta nao pode ser adjacente a dois
triangulos. Essa propriedade pode ser usada para mostrar facilmente que ambas as retas
suporte de uma borboleta criam tridngulos ao serem recolocadas. Se todo arranjo contivesse
ao menos uma borboleta, bastaria tomar a reta ¢, do passo de inducao, como sendo uma
das retas suporte de uma das borboletas. A Figura 3 mostra um contra-exemplo onde nio
hé borboletas.

2.3 Discussao

E interessante notar que os trés contra-exemplos apresentados acima sdo mutuamente ex-
cludentes, no sentido de que nenhum serve como contra-exemplo para as outras duas pro-
priedades. Isso pode ser visto, embora apenas intuitivamente, como um indicativo de que
talvez nao exista uma tal propriedade que possa fazer funcionar essa abordagem de retirar
e recolocar uma reta ¢. Por outro lado, o autor desse artigo desconhece um arranjo em
que nenhuma reta cria tridngulos ao ser recolocada, o que, se existir, derrubara de vez essa
abordagem.

Para apreciar melhor a solucao da proxima secdo, se o leitor nunca tentou resolver esse
exercicio, ele deve tentar antes de prosseguir.

3 Uma solugao com argumentos de contagem

A solucao que se segue é essencialmente a apresentada em [FK99]. Apenas a interpretacao
sobre poliedros definidos por desigualdades, a subsequente demonstragao do Lema 2 e a
apresentacao, foram dadas pelo autor desse artigo, por serem mais simples.

Dado um arranjo § de n retas, seja A o nimero de triangulos, £ o nimero de arestas
limitadas e F' o nimero de faces limitadas em S. A idéia é contar o nimero de arestas
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(a) (b)

Figura 4: Rotulando as arestas limitadas de S

limitadas de duas maneiras diferentes, em funcio de n e em fungdo de F' e A. Como S
estd em posigao geral, toda reta é interceptada por todas as outras n — 1 retas, em vértices
distintos. Assim, toda reta é particionada em n — 1 vértices, 2 arestas ilimitadas e n — 2
arestas limitadas. Portanto, em fungao de n, vale F = n(n — 2). Um exercicio simples de
inducdo mostra que F' = (n — 1)(n — 2)/2. A préxima se¢do mostra que, em funcio de F
e A, vale E < 2F + A. Portanto, n(n —2) < (n — 1)(n — 2) + A, e chega-se ao resultado
desejado, A > n — 2.

3.1 Contando em funcao de F' e A

A idéia é atribuir rétulos @ ou © a cada lado de cada aresta limitada de S. Para isso,
considere uma aresta limitada e qualquer de §. Seja f uma das duas faces (limitada ou
nao) incidentes a e. Seja k o nimero de arestas incidentes a f. Seja dy a reta suporte de e,
e dy,ds,...,d; as retas suporte das arestas incidentes a f, em sentido horario, a partir de
e. Veja a Figura 4(a). Note que e é definida pelas intersecoes das retas dy e dj com d;.

Agora interpreta-se as retas di,ds,...,d; como desigualdades (com o sinal de desi-
gualdade orientado de forma que os pontos pertencentes a f satisfazem as desigualdades).
Assim, f é o poliedro definido pelo conjunto de desigualdades {d1,ds,...,d;}. O rétulo de
e, do lado de f, é & se o poliedro definido pelo conjunto {dg,ds,...,d;} é ilimitado. Ou
seja, quando retira-se a desigualdade dy, o poliedro torna-se ilimitado. O rétulo é & caso
contrario. Na Figura 4(a) o rétulo de e do lado de f serd &.

Lema 1 Toda aresta limitada de S tem um rétulo @ de um lado e um rétulo © do outro.

Prova O poliedro definido por {dy,ds,...,d;} é ilimitado se e somente se a intersecio de
ds e dj satisfaz a desigualdade d;. Como ds e dj se interceptam em exatamente um dos
lados de d;, o lema segue. O
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A Figura 4(b) mostra a rotulacio completa do arranjo da Figura 4(a). Pelo Lema 1,
pode-se contar o nimero de arestas limitadas como:

E= Z(nl’lmero de @ na face f)
f

E f4cil ver que todos os trés rotulos dentro de um tridngulo sao @. O pulo do gato é dado
pelo préximo lema que mostra que o nimero maximo de rétulos @& dentro de qualquer face
limitada, que nao é um triangulo, é 2. Portanto:

E = Z(nl’lmero de ® na face f) <2F + A
f

onde conta-se, no maximo, dois rétulos @ por face. O termo A conta o terceiro rétulo @
que sobra dentro de cada tridngulo.

Lema 2 Uma face limitada incidente a k arestas, k > 4, possui no mdzimo dois rétulos &.

Prova Basta mostrar que quaisquer dois rétulos @ dentro da mesma face tém que ser
adjacentes. O lema segue dai. Se o rétulo de uma aresta e do lado da face f é @, entao, o
poliedro definido por {d;,ds,d;} é limitado (é um poliédro triangular), e contém a face f.
Portanto quando retira-se a desigualdade d;, para 3 < ¢ < k—1, do conjunto {d;,ds, . .., dy},
o poliedro que resulta é limitado. Assim, os rétulos das arestas correspondentes as desi-
gualdades ds3,dy, . ..,dr_1, do lado de f, tém que ser todos ©. O
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