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Sumaério

O problema da classificacao consiste em decidir se um grafo GG pertence a Classe 1
ou a Classe 2. Uma condicao suficiente para (G pertencer a Classe 2 é (G ser overfull
(0), ou seja, o nimero de arestas de G excede o produto do grau maximo de G (A(G))
por |n/2]. Se G possuir um subgrafo overfull H com A(G) = A(H), dizemos que GG
é subgrafo-overfull (SO). Se, ainda, H for um subgrafo gerado pela vizinhanca de um
vértice de GG, dizemos que G é wvizinhanga-overfull (NO). Se G é O ou NO, G é SO.

Provamos para uma certa subclasse dos cografos que SO é equivalente a O ou a NO.

1 Introducao

Dada uma coloracdo C' das arestas de um grafo &, dizemos que C' é vdlida se cada duas ares-
tas incidentes no mesmo vértice nao possuem a mesma cor. Chamamos de indice cromdtico
de G, X'(G), o menor niimero de cores necessario para que uma coloracio de arestas de G
seja valida.

Vizing [11] mostrou que o indice cromético de um grafo é o seu maior grau (A(G)) ou
o seu maior grau acrescido de um (A(G) + 1). Dizemos que G € Classe 1 se \'(G) =
A(G) e que G € Classe 2 caso contrario. Esse problema é conhecido como o problema da
classificacdo. I sabido que este problema é NP-Completo [8].

Uma condicao suficiente para G ser Classe 2 é G ser overfull (0), ou seja,

[A(G)] > A(G) * [[V(G)]/2],

onde V(') é o conjunto de vértices de G, A(G) o conjunto de arestas de G e A(G) é o maior
grau dentre os vértices de GG. Se G possuir um subgrafo overfull H com A(H) = A(G),
dizemos que G é subgrafo-overfull (SO). Se, ainda, H for um subgrafo gerado pela vizinhanca
de um vértice, dizemos que G é vizinhancga-overfull (NO). I facil ver que se G é O, entdo
é 50 e pertence a Classe 2 e, se G é NO, também é SO e Classe 2. A Figura 1 mostra
exemplos de grafos com alguma(s) destas propriedades.

*Pesquisa desenvolvida com suporte financeiro do CNPq sob projeto 137284/96-9.
' Pesquisa desenvolvida com suporte financeiro parcial do CNPq.
{Pesquisa desenvolvida com suporte financeiro parcial do CNPq e FAPESP.
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W

Figura 1: G1 é O, SOe NO; G5 é SO, NO e nao O; Gz é O, SO e ndo NO; G4 é€ SO, nao O
e nao NO.

A equivaléncia entre NO e SO é valida nos grafos split e nos grafos indiferenca [4] e O
e S0 sao equivalentes nos multipartidos completos [7], uma subclasse dos cografos.

Neste texto mostraremos que para uma certa subclasse dos cografos, SO é equivalente
a Ooua NO.

Dizemos que um grafo simples G' é um cografo se e somente se nao possui Py (grafo
caminho com 4 vértices) como subgrafo induzido. Por isso, um cografo também é conhecido
como grafo sem Py. Também podem ser definidos, recursivamente, como ([1]):

1. O grafo trivial é um cografo;
1. Se G, ...,Gy sdo cografos, entdo G = G U...U G também é cografo.
iii. Se GG é cografo, entdo GG também é cografo.

Os cografos possuem uma tnica representacdo através de arvore: cotree ([2]). Esta
representagao é a chave para o reconhecimento linear da classe ([2]) e para a solucao po-
linomial de alguns problemas classicos como isomorfismo, nimero cromatico, deteccdo de
cliques, Hamiltonicidade, entre outros ([1]).

As folhas de uma cotree representam os vértices do cografo correspondente. Cada nodo
interno representa uma operagao U (unidao seguida de complemento); estes nodos internos
sdo rotulados com 0 ou 1, de tal forma que esses rétulos se alternem por todo caminho que
comeca da raiz. Todo nodo terd dois ou mais filhos. Dois vértices = e y de um cografo sdo
adjacentes se 0 “ancestral” mais préximo a z e a y na cotree, no sentido da raiz para as
folhas, possui rétulo 1. A Figura 2 mostra um cografo e sua respectiva cotree.

Os cografos considerados neste texto sdo conexos. Portanto, toda cotree aqui descrita
terd raiz com rétulo 1.

Na Secao, 2 mostramos resultados que tracam caracteristicas de grafos que sao O. Na
Secdo 3, localizamos os cografos como uma classe que pertence ao conjunto de grafos cer-
cados pela conjectura de Hilton e Chetwind. Na Secdo 4, apresentamos uma nomenclatura
geral para os cografos. Na Se¢do 5, reescrevemos para uma certa subclasse dos cografos

a condicao de “overfulidade” usando a nomenclatura estabelecida e mostramos que nessa
classe, grafos SO sao O ou NO.
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Figura 2: Exemplo de um cografo e sua respectiva cotree.

2 Caracteristicas de Grafos Overfull
Nesta secdo algumas caracteristicas de grafos overfull serdo relembradas.

Lema 1 Um grafo G € overfull se e somente se |V(G)| € impar e

S (AG) — gra(v) < AG) - 2.
veV(G)

Prova: Seja |A(G)| = m. Por definicdo, G é overfull se e somente se |V(G)| = n é impar e

m > A=Y

2

m > A(G)(n; Dy

2m > A(G)(n—1)+2

—2m < —-A(G)n+ A(G) -2
A(G)n—2m < A(G)-2
YOAG) - D gra(v) < A(G) -2
vev(G) vev(G)
> (AG)=gra(v) < A(G)-2
veV(G)

a

Definimos por vizinhanga aberta de um vértice v em um grafo G, Ng(v), ao conjunto
de vértices que sdo adjacentes a v. A vizinhanca fechada de v no grafo G, Ng[v], é igual a
Ng(v)U {v}.

Chamamos de grau de um vértice v em G, grg(v), a cardinalidade de Ng(v), ou seja,
grg(v) = |Ng(v)|. Chamaremos v de A-vértice de G se grg(v) = A(G). O valor de gri(v)
é igual ao nimero de vértices em Ng(v) que sdo A-vértices.

O Corolario 1 nos ajuda a verificar se um dado vértice de um grafo G pertence ao
conjunto de vértices que gera um subgrafo overfull.

Corolario 1 Seja GG um grafo overfull. Entao para todo vértice v € V(G), gri(v) > 2.
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Prova: Do Lema 1 temos que para todo v € V(&)
Y. (A(G)—gra(w) < A(G)-2
wENg(v)u{v}

Y. (A(G) = gra(w)) + A(G) = gra(v) < A(G) -2
wENG(v)

gra(v) > 24 D (A(G) - gra(w))

A partir desta desigualdade, temos
gra(v) >

0 > 2—grg(v)
gra(v) 2

a

Se S C V(G), chamamos de corte de arestas, [, 5], ao conjunto de arestas que une §
aos demais vértices de G (V(G)\S5). Usando o Lema 1, temos o seguinte resultado para a
cardinalidade do corte de arestas de um subgrafo overfull H de G' com A(H) = A(G).

Coroldrio 2 Seja S um subconjunto dos vértices de G tal que A(G[S]) = A(G). Se G[5]
¢ overfull, entdo |[5,5]| < A(G) — 2.

Prova:

15,511 = D _(gra(v) - graps)(v))

vES

15,511 = D (gra(v) + A(G) = A(G) — gres)(v))
vES

19,51 = Y (A(G) = grars(v)) = D _(A(G) = gra(v).
vES vES

Por hipétese, G[S] é overfull. Entao, pelo Lema 1, tem-se que
[5.8]] < A(GIS) — 2= Y _(A(G) — gra(v))

vES
[5,8]] < A(G)-2

O
Outra preocupacao envolvendo um grafo G que é S0, é acerca do nimero de subgrafos

overfull com grau maximo igual a A(G') que GG pode conter. Sabe-se que se este grafo tem
grau maximo igual ou superior a |V (G)|/2, nao contera mais de um subgrafo overfull.

Teorema 1 ([9]) Seja G um grafo com A(G) > |V(G)|/2. Se G possui um subgrafo over-
full H com A(H) = A(G), entdo H € unico.
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3 A Conjectura de Hilton\Chetwind e os Cografos

Conjectura 1 (Hilton e Chetwind [6]) Um grafo G com A(G) > |V(3G)| pertence a
Classe 2 se e somente se G € SO.

Esta conjectura foi evidenciada por varios autores, que trabalharam em casos especificos.
M. Plantholt provou a veracidade da Conjectura 1 para grafos que possuem A(G)=n -1
([10]). A. G. Chetwynd e A. J. W. Hilton melhoraram este resultado, provando que a
conjectura é verdadeira para grafos com A(G) > n — 3 ([9]). Além destes resultados,
D. G. Hoffman e C. A. Rodger ([7]), demonstraram que os multipartidos completos, um
subconjunto da familia dos cografos, também satisfazem a conjectura.

Foi provado em [7] que um grafo multipartido & completo satisfaz A(G) > |[V(G)]/3. O
teorema 2 estende esse resultado para a classe dos cografos.

Vamos chamar de a(7) ao conjunto de vértices pertencentes ao ramo ¢ da cotree de G.
Desta forma, uma cotree com r ramos definird uma particio (a-particdo) de V(G') com r
elementos, a(1),- -, a(r). Considere |a(?)| = a(7).

Teorema 2 Se GG € um cografo, entao A(G) > n/2.

Prova: Se GG é um cografo, entdo admite uma cotree com r ramos. Teremos que V(G) =
a(l)u...a(r).

Sem perda de generalidade, podemos supor 1 < a(1) <...<a(r).

Vamos construir um grafo G’ da seguinte forma:

L. V(G") =V(G), e
2. A(G") = A(G)\ {(u,w) | u,w € a(i), para algum i, 1 <7 < r}.

Dessa forma temos que:

A(G) 2 A(G). (1)

Em G’, os vértices que estdo em (1) tem grau A(G’) = n —a(1).

AE) 2 g
—a(1) >° 5
xa(l) <* n
a(l ) a(l) <’ a(l)+a(2)+ ...+ a(r)
a(l) <' a2)+a(3)+...+a(r)
Como a(1) é o menor, entdao a(l) < a(2)+ ...+ a(r). Portanto
A(G!) > g (2)

De (1) e (2) temos que A(G) >

w|3
O
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Corolario 3 Se G € um cografo, entao G possui no mdzimo um subgrafo H com A(H) =

A(G) que € overfull.

O Teorema 2 nos diz que todos os grafos pertencentes aos cografos estdo dentro da
Conjectura 1. Isto nos induz a procurar colorir com A cores, todos os cografos que ndo sao

SO.

4 Nomenclatura

Seja G um cografo e sua a-particdo. Uma forma alternativa para formar a(¢) é procurar o ¢-
ésimo filho da raiz e, a partir deste nodo, verificar seu conjunto de folhas, sejam estas folhas
“filhos”, “netos”, “bisnetos”, etc. Denotaremos por f(7) o nimero de filhos daquele i-ésimo
nodo. Se f(i) # 0, estenderemos nossa notacao; denotaremos por [3(i,7) o conjunto de
folhas do j-ésimo sub-ramo do i-ésimo nodo com |3(¢, 7)| = b(4, j). Observe que f(7) < a(?).

A Figura 2 exemplifica as definigdes acima: a(1) = {¢,d,e, f, 9}, @(2) = {a,b}, e como
f(1) e f(2) > 2, temos 5(1,1) = {c,d}, 5(1,2) = {e, f}, B(1,3) = {g}, B(2,1) = {a} e
5(2,2) = {b).

Note que os conjuntos definidos como [(¢,7) também formam uma particdo para o
conjunto de vértices de (. Neste caso, chamaremos esta decomposi¢ao de V(G) de -
particao.

Como estaremos trabalhando com G e, possivelmente, outro grafo H, usaremos “indices”
pra diferenciar uma fungao ou conjunto de determinado grafo, por exemplo, ag(i) é o i-
ésimo elemento da a-particdo de G, fy(i) é o nimero de filhos do i-ésimo elemento da
a-particdo de H. Quando os indices forem omitidos, estaremos fazendo referéncia ao grafo
G.

Com esta notacdo, podemos escrever

7 r f(4)
V(G)| = Ea(i) = Ezb(i,j) - n.

5 Cografo de cotree completa de nivel 3 - CCC3

Uma cotree de nivel k é uma cotree com altura k. A raiz estd no nivel 0. Uma cotree
completa de nivel k é uma cotree de nivel k com todas as folhas no nivel k.

Um grafo trivial é um cografo de cotree de nivel 0. Um grafo completo ndo trivial é um
cografo de cotree de nivel 1. Um grafo multipartido completo nao trivial (algum conjunto
independente é nao trivial) é um cografo de cotree de nivel 2.

Seja G um cografo com cotree completa de nivel 3. Estamos estudando o comportamento
de G’ em relacdo a coloracdo de arestas.

Para (G temos sempre f(i) > 2, para 1 < i <7, e b(¢,7) > 2, paral < 7 < f(i). A
Figura 3 mostra uma cotree completa de nivel 3 genérica usando a nomenclatura acima.

O conjunto de arestas de G pode ser visto como o conjunto de arestas do grafo multi-
partido completo (I(a(l)f..’a(?o)) nos vértices da a-particio unido ao conjunto de arestas das
cliques (Kﬁ(m‘)) definidas pelos elementos da 3-particdo.
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nivel 0

nivel 1

nivel 2

nivel 3

a(1) B(r.f(r)

Figura 3: Arvore completa de nivel 3.

Observe que os vértices de um mesmo elemento da (-particio possuem o mesmo grau.
Dessa forma,

gr(1,7) = 0(1,7) = 1+ n — a(i),

onde ¢r(7,7) é o grau dos vértices que pertencem ao j-ésimo elemento da §-partigao que é
o filho do i-ésimo elemento da a-particdo. Observe que b(7,j)— 1 é o grau destes vértices
quando restrito a clique (que tem tamanho b(¢,7)) e que n — a(7) é o grau no multipartido
completo.

A cardinalidade de A(G) é dada por:

7

ZZbZJgTZJ ;ZZ()Z] (b(¢,j)—14n —a(i)) =m.

=1 j5=1 =1 7=1
Vejamos o grau maximo de G,
A(G) = maz; ;gr(t,7) = maz; ;(b(¢,7)— 14+ n — a(7)).

Como 1 e n sdo constantes, podemos nos preocupar em maximizar b(¢,7) — a(¢), ou sim-
plesmente, dado que a(¢) > b(¢,7), minimizar a(¢) — b(4,j) para saber quais elementos da
a-particdo possuem os vérticed de grau maximo em G.

Seja p(i,7) = a(t) — b(7, j). Consideremos uma ordenacao dos elementos da [-particao,
onde para cada elemento da a-particdo (a(7) para 1 < i < r) p(i,1) < p(i,2) < --- <
)

Seja p(i) = miny<;<si1p(7,7)}. Consideremos uma ordenagdo tal que p(1) < p(2) <

- < p(r). Esta, origina uma ordenagao nos elementos da a-parti¢ao. Dessa forma,

p(1) = ming ;p(i, ),
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o que faz
A(G)y=n—-1-p(1).
Veja a Figura 4.
Reescrevendo, temos

A(G) = 5303 b j)(n =1 = p(i, ) = m.

=1 7=1

Agora que temos uma notagao para o numero de arestas (m), para o nimero de vértices
(n) e para o grau maximo (A(G)) para ¢ cografo de cotree completa de nivel 3, podemos
estudar de forma genérica quando este grafo é overfull.

p(L1)=4 p(1,2)=5  p(13)=5
ININ/NS77\D

N
)

IR
OSNN
N

=
%
a

R OARIKAAAS

O\
NS
R
S

AN
p 'J ¥
77

X
-~
A
XX
VQV’V/‘

\
3

Gt e S SN
L e RN
a4 AA

"

Figura 4: Cografo com as partigoes ordenadas por p(, j)e p(i). O elemento 3(1,1), indicado
na figura, contém os vértices de grau A.

5.1 CCC3 Overfull

Seja m = |A(G)|. Usando a nomenclatura dada, temos que

m. = 52213(27])(”_ 1 —p(i,j))

L
e 5EZ:[(TL—1)b(i,j)—b(i,j)p(i,j)]
1 1(0) 1 PAQ
mo= 53 3 n =i g) = 5 33 bl (i)

1 1 f(@)
m = §(n_1)n_§ZZb(i,j)p(i,j)

=1 7=1
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Verifiquemos a condicdo para G ser overfull. O valor de n deve ser impar e

m > SAG) (- 1)

;n—ln——ZZbZJ > %(n—l—p(l))(n—l)

;n—ln——;;bZJ > %(n—l)n—l—%(n—l)(—l—p(l))
igbu,ﬁp(i,j) < -1 p0)

Lema 2 Seja G um cografo com cotree completa de nivel 3 e n impar. Um grafo G €
overfull se e somente se

S5 b(i)pling) < (n = 1)1+ p(1).

=1 7=1

\
“«'»’40'{

v V ' ‘ NAN

Figura 5: Cografo de cotree completa de nivel 3 e overfull com a(1) =5, a(2) =4, b(1,1) = 3,
b(1,2) = 2,b(2,1) = 2 e b(2,2) = 2.

A Figura 5 mostra o exemplo que um cografo que satisfaz o Lema 2.

5.2 CCC3 Subgrafo-Overfull

Nesta secdo estaremos preocupados em encontrar cografos com cotrees completas de nivel
3 que sejam SO.

O Corolario 3 (Secao 3) nos diz que se encontrarmos em algum cografo G um subgrafo
overfull H com A(H) = A(G), entdo H é o subgrafo overfull de . Em [7] foi provado
que todo cografo SO de cotree completa de nivel 2 é, na verdade, O. Este resultado ndo se
estende para cografos de cotree completa de nivel 3. A Figura 6 mostra o exemplo de um
cografo com 35 vértices distribuidos em a(1) = 30 com b(1,1) =28 e b(1,2)=2e a(2)=5
com b(2,1) = 2 e b(2,2) = 3. Este cografo nao é overfull e possui um subgrafo préprio H
gerado por 5(1,1)U B(2,1)U B(2,2) que é overfull. Logo, é SO. Observe que a cotree de H
nao é uma “subcotree” da cotree de G (Figura 7).
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D,
el

Figura 6: Cografo SO de cotree completa de nivel 3.

1 2 28

Figura 7: Cotree de GG e cotree de H = G\ 3(1,2), respectivamente.

Lema 3 Sejam G um cografo de cotree completa de nivel 3 ¢ H um subgrafo induzido
proprio de G com A(H ) = A(G). Entao H € cografo de cotree de nivel 3.

Prova: Seja H um subgrafo induzido de G' com A(H) = A(G), logo H é um cografo.
Como H é préprio |V(G)\V(H)| > 1. Este conjunto V(G)\V(H) estda contido em
um tnico a(¢), 1 < i < r, tal que a(i) contém A-vértices de G, pois caso contrério,
A(H) < A(G). Sem perda de generalidade, seja i = 1.
Por hipétese, G é um cografo de cotree completa de nivel 3, entdo r > 2 e portanto H
contém vértices no nivel 3. a

Lema 4 Sejam G um cografo com cotree completa de nivel 3 ¢ H subgrafo proprio induzido
de G tal que A(G) = A(H). Entao todos os A-vértices de H pertencem a um unico elemento
da a-parti¢io de G, a(i), e todo v € V(H)\a(i) satisfaz

gra(v) < AG) = (IV(G)] = [V(H)]).

Prova: Sabemos que se v € 85(1, j), entdao grg(v) = n—1—pg(i,j),onde pa(i, j) = ag(i)—
b (7, j) é o numero de “primos” de v. Portanto, se grg(v) = A(G), grp(v) = A(H) = A(G)
e estamos retirando z vértices (|V(H )| = |V(G)|—2) para construir H, entdo esses z vértices
devem ser retirados de pg(1,j) dentre os vértices que sao “primos” de v.
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Dessa forma os nicos vértices que tem grau A(G) também em H sao aqueles para os
quais pr(7,7) = pa(i,j) — ([V(G)] — |V(H)|). Nestas condicbes o decréscimo em pg(7, j)
deve ser igual ao decréscimo em n.

Para que pg(i,7) decresga o mesmo nimero de vértices que n, todos os vértices retirados
devem ser primos de ». Dessa forma, todos os vértices que preservarem o grau maximo estao
no mesmo elemento da a-parti¢ao de G.

Se ap(i) é o elemento da a-particao de H que contém os A(H )-vértices e w € a(i),

entao gry(w) < A(G) — (|V(G)| = |[V(H))). O

Lema 5 Sejam G um cografo de cotree completa de nivel 3 e H um subgrafo induzido
overfull de G com A(H) = A(G). Entao todos os A-vértices de H estdo em wm unico
elemento da a-partigao de G e nenhum vértice v deste elemento da particio com gra(v) < A
pertence a H.

Prova: Pelo Lema 4, todos os A-vértices de H estdo em um tnico elemento da a-particao
de G.

Sem perda de generalidade, vamos supor que estes vértices estao em ag(i). Seja
v € ag(1), com grg(v) < A(G). Entao, gri(v) = 0. Sendo H overfull, pelo Corolario
Lvg V(H). ]

Teorema 3 Seja G um cografo SO com cotree completa de nivel 3. Entdo, G € O ou G €

NO.

Prova: Seja G um cografo SO de cotree completa de nivel 3 que ndao é O. Entao, G contém
um subgrafo préprio overfull H com A(G) = A(H ). Pela Lema 3, H é um cografo de cotree
de nivel 3.

Do Lema 5, todos os A-vértices de H pertencem a um tnico elemento da a-particdo
de GG e nenhum vértice v deste elemento da particao com grg(v) < A pertence a H. Seja
D(H) o conjunto dos A-vértices de H. Logo, |D(H)| = kbg(1,1), com k > 1.

Ainda, do Lema 4 temos que todo vértice v € V(H )\ag(1l) tem gry(v) < A(G) — z,
onde z = |V(G)| — |V(H)|. Sendo H um subgrafo préprio de G, z é um inteiro positivo.

Como H é overfull, entao |[V(H),V(H)]| < A(G) — 2 (Coroldrio 2).

Uma vez que |[V(H),V(H)]| > «(|V(H)|—|D(H)|), nosso calculo segue em A(G)—2 >
S(IV(H)| = DUH)). (Lembrando que A(G) = [V(G) — 1 - pa(1) = |V(H)| — 1 - |D(H)| T
ba(1,1).)

A(G)=2 > a(|V(H)[-|D(H)|)
A(G) > 2(AG)—ba(1,1)+1)+
A(G) > @A(G) = a(bo(1, 1) - 1)

(z - DA(G) < a(bg(1,1)— 1) 2
AG) < x(bg(t;lzz)l)—Q
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Como, por hipdtese, a cotree de GG é completa, z > 1. Observe, ainda, que 1 < (xl’fl) < 2.

Temos que
A(G) < 2bg(1,1) — 4.
Tome w € V(H)\D(H); gra(w) = kbg(1,1) + ¢, onde ¢ é o nimero de vértices em sua
vizinhan¢a que ndo estdo em D(H). Do Lema 4, tem-se que gry(w) < A(G) — z. Logo,
gra(w) < A(G) e

kba(1,1)+ ¢ < 2bg(1,1)—4
kba(1,1) — 2b6(1,1) < —(q+4)
ba(L,1)(k=2) < —(q+4)

Com a desigualdade acima, obrigatoriamente teremos
k< 2.

Logo &k = 1 e H serd gerado pela vizinhanca de um A-vértice.
Portanto, G SO com subgrafo H préprio é NO. a

6 Conclusao

Para os grafos multipartidos completos, uma subclasse dos cografos, sabifamos que O equi-
vale a SO ([7]). Esta afirmac¢ao nao é sempre verdadeira para os cografos. Mesmo para os
que possuem cotree completa de nivel 3, temos exemplos de grafos que sdo SO e ndo sio O
(veja Figura 6). O Teorema 3 afirma que estes cografos tem de ser NO.

Figura 8: G[V(G)\B(1,4)] é overfull.

A Figura 8 mostra que o Teorema 3 ndo pode ser estendido para cografos que possuem
cotree de nivel 3 que nao sdo completas. O exemplo exibe um cografo de cotree de nivel 3
que é SO e possui subgrafo H = G[V(G)\B(1,4)] overfull com fr(1) = 3. Logo G nao é
NO.

Um algoritmo para testar se um grafo é SO, necessita de encontrar um corte minimo em
um grafo especial ([5]). Para os cografos com cotree completa de nivel 3, com uma simples
contagem obteremos essa informacao.
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Nosso objetivo, agora, é verificar se a subclasse dos cografos com cotree completa de

nivel 3 é mais uma evidéncia para a conjectura de Hilton e Chetwind.
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