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Uma Subclasse Subgrafo-Overfull dos CografosMarcelo M. Barbosa�mmb@dcc.unicamp.br C�elia P. de Melloycelia@dcc.unicamp.br Jo~ao Meidaniszmeidanis@dcc.unicamp.brInstituto de Computa�c~aoUniversidade Estadual de Campinas13081-970, Campinas - SPSum�arioO problema da classi�ca�c~ao consiste em decidir se um grafo G pertence �a Classe 1ou �a Classe 2. Uma condi�c~ao su�ciente para G pertencer �a Classe 2 �e G ser overfull(O), ou seja, o n�umero de arestas de G excede o produto do grau m�aximo de G (�(G))por bn=2c. Se G possuir um subgrafo overfull H com �(G) = �(H), dizemos que G�e subgrafo-overfull (SO). Se, ainda, H for um subgrafo gerado pela vizinhan�ca de umv�ertice de G, dizemos que G �e vizinhan�ca-overfull (NO). Se G �e O ou NO, G �e SO.Provamos para uma certa subclasse dos cografos que SO �e equivalente a O ou a NO.1 Introdu�c~aoDada uma colora�c~ao C das arestas de um grafo G, dizemos que C �e v�alida se cada duas ares-tas incidentes no mesmo v�ertice n~ao possuem a mesma cor. Chamamos de ��ndice crom�aticode G, �0(G), o menor n�umero de cores necess�ario para que uma colora�c~ao de arestas de Gseja v�alida.Vizing [11] mostrou que o ��ndice crom�atico de um grafo �e o seu maior grau (�(G)) ouo seu maior grau acrescido de um (�(G) + 1). Dizemos que G 2 Classe 1 se �0(G) =�(G) e que G 2 Classe 2 caso contr�ario. Esse problema �e conhecido como o problema daclassi�ca�c~ao. �E sabido que este problema �e NP-Completo [8].Uma condi�c~ao su�ciente para G ser Classe 2 �e G ser overfull (O), ou seja,jA(G)j > �(G) � bjV (G)j=2c;onde V (G) �e o conjunto de v�ertices de G, A(G) o conjunto de arestas de G e �(G) �e o maiorgrau dentre os v�ertices de G. Se G possuir um subgrafo overfull H com �(H) = �(G),dizemos que G �e subgrafo-overfull (SO). Se, ainda, H for um subgrafo gerado pela vizinhan�cade um v�ertice, dizemos que G �e vizinhan�ca-overfull (NO). �E f�acil ver que se G �e O, ent~ao�e SO e pertence �a Classe 2 e, se G �e NO, tamb�em �e SO e Classe 2. A Figura 1 mostraexemplos de grafos com alguma(s) destas propriedades.�Pesquisa desenvolvida com suporte �nanceiro do CNPq sob projeto 137284/96-9.yPesquisa desenvolvida com suporte �nanceiro parcial do CNPq.zPesquisa desenvolvida com suporte �nanceiro parcial do CNPq e FAPESP.1
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G1 G2 G3 G4Figura 1: G1 �e O, SO e NO; G2 �e SO, NO e n~ao O; G3 �e O, SO e n~ao NO; G4 �e SO, n~ao Oe n~ao NO.A equivalência entre NO e SO �e v�alida nos grafos split e nos grafos indiferen�ca [4] e Oe SO s~ao equivalentes nos multipartidos completos [7], uma subclasse dos cografos.Neste texto mostraremos que para uma certa subclasse dos cografos, SO �e equivalentea O ou a NO.Dizemos que um grafo simples G �e um cografo se e somente se n~ao possui P4 (grafocaminho com 4 v�ertices) como subgrafo induzido. Por isso, um cografo tamb�em �e conhecidocomo grafo sem P4. Tamb�em podem ser de�nidos, recursivamente, como ([1]):i. O grafo trivial �e um cografo;ii. Se G1; : : : ; Gk s~ao cografos, ent~ao G = G1 [ : : :[ Gk tamb�em �e cografo.iii. Se G �e cografo, ent~ao �G tamb�em �e cografo.Os cografos possuem uma �unica representa�c~ao atrav�es de �arvore: cotree ([2]). Estarepresenta�c~ao �e a chave para o reconhecimento linear da classe ([2]) e para a solu�c~ao po-linomial de alguns problemas cl�assicos como isomor�smo, n�umero crom�atico, detec�c~ao decliques, Hamiltonicidade, entre outros ([1]).As folhas de uma cotree representam os v�ertices do cografo correspondente. Cada nodointerno representa uma opera�c~ao �[ (uni~ao seguida de complemento); estes nodos internoss~ao rotulados com 0 ou 1, de tal forma que esses r�otulos se alternem por todo caminho quecome�ca da raiz. Todo nodo ter�a dois ou mais �lhos. Dois v�ertices x e y de um cografo s~aoadjacentes se o \ancestral" mais pr�oximo a x e a y na cotree, no sentido da raiz para asfolhas, possui r�otulo 1. A Figura 2 mostra um cografo e sua respectiva cotree.Os cografos considerados neste texto s~ao conexos. Portanto, toda cotree aqui descritater�a raiz com r�otulo 1.Na Se�c~ao, 2 mostramos resultados que tra�cam caracter��sticas de grafos que s~ao O. NaSe�c~ao 3, localizamos os cografos como uma classe que pertence ao conjunto de grafos cer-cados pela conjectura de Hilton e Chetwind. Na Se�c~ao 4, apresentamos uma nomenclaturageral para os cografos. Na Se�c~ao 5, reescrevemos para uma certa subclasse dos cografosa condi�c~ao de \overfulidade" usando a nomenclatura estabelecida e mostramos que nessaclasse, grafos SO s~ao O ou NO.
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Figura 2: Exemplo de um cografo e sua respectiva cotree.2 Caracter��sticas de Grafos OverfullNesta se�c~ao algumas caracter��sticas de grafos overfull ser~ao relembradas.Lema 1 Um grafo G �e overfull se e somente se jV (G)j �e impar eXv2V (G)(�(G)� grG(v)) � �(G)� 2:Prova: Seja jA(G)j = m. Por de�ni�c~ao, G �e overfull se e somente se jV (G)j = n �e ��mpar em > �(G)(n� 1)2m � �(G)(n� 1)2 + 12m � �(G)(n� 1) + 2�2m � ��(G)n+ �(G)� 2�(G)n� 2m � �(G)� 2Xv2V (G)�(G)� Xv2V (G) grG(v) � �(G)� 2Xv2V (G)(�(G)� grG(v)) � �(G)� 2 2De�nimos por vizinhan�ca aberta de um v�ertice v em um grafo G, NG(v), ao conjuntode v�ertices que s~ao adjacentes a v. A vizinhan�ca fechada de v no grafo G, NG[v], �e igual aNG(v) [ fvg.Chamamos de grau de um v�ertice v em G, grG(v), a cardinalidade de NG(v), ou seja,grG(v) = jNG(v)j. Chamaremos v de �-v�ertice de G se grG(v) = �(G). O valor de gr�G(v)�e igual ao n�umero de v�ertices em NG(v) que s~ao �-v�ertices.O Corol�ario 1 nos ajuda a veri�car se um dado v�ertice de um grafo G pertence aoconjunto de v�ertices que gera um subgrafo overfull.Corol�ario 1 Seja G um grafo overfull. Ent~ao para todo v�ertice v 2 V (G), gr�G(v) � 2:



4 Marcelo Marcos Barbosa, Celia Picinin de Mello e Jo~ao MeidanisProva: Do Lema 1 temos que para todo v 2 V (G)Xw2NG(v)[fvg(�(G)� grG(w)) � �(G)� 2Xw2NG(v)(�(G)� grG(w)) + �(G)� grG(v) � �(G)� 2grG(v) � 2 + Xw2NG(v)(�(G)� grG(w))A partir desta desigualdade, temosgrG(v) � 2 + grG(v)� gr�G(v)0 � 2� gr�G(v)gr�G(v) � 2: 2Se S � V (G), chamamos de corte de arestas, [S; �S], ao conjunto de arestas que une Saos demais v�ertices de G (V (G)nS). Usando o Lema 1, temos o seguinte resultado para acardinalidade do corte de arestas de um subgrafo overfull H de G com �(H) = �(G).Corol�ario 2 Seja S um subconjunto dos v�ertices de G tal que �(G[S]) = �(G). Se G[S]�e overfull, ent~ao j[S; �S]j � �(G)� 2.Prova: j[S; �S]j = Xv2S(grG(v)� grG[S](v))j[S; �S]j = Xv2S(grG(v) + �(G)��(G)� grG[S](v))j[S; �S]j = Xv2S(�(G)� grG[S](v))�Xv2S(�(G)� grG(v)):Por hip�otese, G[S] �e overfull. Ent~ao, pelo Lema 1, tem-se quej[S; �S]j � �(G[S])� 2�Xv2S(�(G)� grG(v))j[S; �S]j � �(G)� 2 2Outra preocupa�c~ao envolvendo um grafo G que �e SO, �e acerca do n�umero de subgrafosoverfull com grau m�aximo igual a �(G) que G pode conter. Sabe-se que se este grafo temgrau m�aximo igual ou superior a jV (G)j=2, n~ao conter�a mais de um subgrafo overfull.Teorema 1 ([9]) Seja G um grafo com �(G) � jV (G)j=2. Se G possui um subgrafo over-full H com �(H) = �(G), ent~ao H �e �unico.



Uma Subclasse Subgrafo-Overfull dos Cografos 53 A Conjectura de HiltonnChetwind e os CografosConjectura 1 (Hilton e Chetwind [6]) Um grafo G com �(G) > jV (G)j3 pertence �aClasse 2 se e somente se G �e SO.Esta conjectura foi evidenciada por v�arios autores, que trabalharam em casos espec���cos.M. Plantholt provou a veracidade da Conjectura 1 para grafos que possuem �(G) = n � 1([10]). A. G. Chetwynd e A. J. W. Hilton melhoraram este resultado, provando que aconjectura �e verdadeira para grafos com �(G) � n � 3 ([9]). Al�em destes resultados,D. G. Ho�man e C. A. Rodger ([7]), demonstraram que os multipartidos completos, umsubconjunto da fam��lia dos cografos, tamb�em satisfazem a conjectura.Foi provado em [7] que um grafo multipartido G completo satisfaz �(G) > jV (G)j=3. Oteorema 2 estende esse resultado para a classe dos cografos.Vamos chamar de �(i) ao conjunto de v�ertices pertencentes ao ramo i da cotree de G.Desta forma, uma cotree com r ramos de�nir�a uma parti�c~ao (�-parti�c~ao) de V (G) com relementos, �(1); � � � ; �(r). Considere j�(i)j = a(i).Teorema 2 Se G �e um cografo, ent~ao �(G) � n=2.Prova: Se G �e um cografo, ent~ao admite uma cotree com r ramos. Teremos que V (G) =�(1)[ : : :�(r).Sem perda de generalidade, podemos supor 1 � a(1) � : : : � a(r).Vamos construir um grafo G0 da seguinte forma:1. V (G0) = V (G), e2. A(G0) = A(G) n f(u; w) j u; w 2 �(i), para algum i, 1 � i � rg.Dessa forma temos que: �(G) � �(G0): (1)Em G0, os v�ertices que est~ao em �(1) tem grau �(G0) = n � a(1).�(G0) �? n2n � a(1) �? n22 � a(1) �? na(1) + a(1) �? a(1) + a(2) + : : :+ a(r)a(1) �? a(2) + a(3) + : : :+ a(r)Como a(1) �e o menor, ent~ao a(1) � a(2) + : : :+ a(r). Portanto�(G0) � n2 : (2)De (1) e (2) temos que �(G) � n2 . 2



6 Marcelo Marcos Barbosa, Celia Picinin de Mello e Jo~ao MeidanisCorol�ario 3 Se G �e um cografo, ent~ao G possui no m�aximo um subgrafo H com �(H) =�(G) que �e overfull.O Teorema 2 nos diz que todos os grafos pertencentes aos cografos est~ao dentro daConjectura 1. Isto nos induz a procurar colorir com � cores, todos os cografos que n~ao s~aoSO.4 NomenclaturaSeja G um cografo e sua �-parti�c~ao. Uma forma alternativa para formar �(i) �e procurar o i-�esimo �lho da raiz e, a partir deste nodo, veri�car seu conjunto de folhas, sejam estas folhas\�lhos", \netos", \bisnetos", etc. Denotaremos por f(i) o n�umero de �lhos daquele i-�esimonodo. Se f(i) 6= 0, estenderemos nossa nota�c~ao; denotaremos por �(i; j) o conjunto defolhas do j-�esimo sub-ramo do i-�esimo nodo com j�(i; j)j= b(i; j). Observe que f(i) � a(i).A Figura 2 exempli�ca as de�ni�c~oes acima: �(1) = fc; d; e; f; gg, �(2) = fa; bg, e comof(1) e f(2) � 2, temos �(1; 1) = fc; dg, �(1; 2) = fe; fg, �(1; 3) = fgg, �(2; 1) = fag e�(2; 2) = fbg.Note que os conjuntos de�nidos como �(i; j) tamb�em formam uma parti�c~ao para oconjunto de v�ertices de G. Neste caso, chamaremos esta decomposi�c~ao de V (G) de �-parti�c~ao.Como estaremos trabalhando comG e, possivelmente, outro grafoH , usaremos \��ndices"pra diferenciar uma fun�c~ao ou conjunto de determinado grafo, por exemplo, �G(i) �e o i-�esimo elemento da �-parti�c~ao de G, fH(i) �e o n�umero de �lhos do i-�esimo elemento da�-parti�c~ao de H . Quando os ��ndices forem omitidos, estaremos fazendo referência ao grafoG. Com esta nota�c~ao, podemos escreverjV (G)j = rXi=1 a(i) = rXi=1 f(i)Xj=1 b(i; j) = n:5 Cografo de cotree completa de n��vel 3 - CCC3Uma cotree de n��vel k �e uma cotree com altura k. A raiz est�a no n��vel 0. Uma cotreecompleta de n��vel k �e uma cotree de n��vel k com todas as folhas no n��vel k.Um grafo trivial �e um cografo de cotree de n��vel 0. Um grafo completo n~ao trivial �e umcografo de cotree de n��vel 1. Um grafo multipartido completo n~ao trivial (algum conjuntoindependente �e n~ao trivial) �e um cografo de cotree de n��vel 2.Seja G um cografo com cotree completa de n��vel 3. Estamos estudando o comportamentode G em rela�c~ao a colora�c~ao de arestas.Para G temos sempre f(i) � 2, para 1 � i � r, e b(i; j) � 2, para 1 � j � f(i). AFigura 3 mostra uma cotree completa de n��vel 3 gen�erica usando a nomenclatura acima.O conjunto de arestas de G pode ser visto como o conjunto de arestas do grafo multi-partido completo (K�(1);���;�(r)) nos v�ertices da �-parti�c~ao unido ao conjunto de arestas dascliques (K�(i;j)) de�nidas pelos elementos da �-parti�c~ao.
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α(1) β(r,f(r))Figura 3: �Arvore completa de n��vel 3.Observe que os v�ertices de um mesmo elemento da �-parti�c~ao possuem o mesmo grau.Dessa forma, gr(i; j) = b(i; j)� 1 + n � a(i);onde gr(i; j) �e o grau dos v�ertices que pertencem ao j-�esimo elemento da �-parti�c~ao que �eo �lho do i-�esimo elemento da �-parti�c~ao. Observe que b(i; j)� 1 �e o grau destes v�erticesquando restrito �a clique (que tem tamanho b(i; j)) e que n � a(i) �e o grau no multipartidocompleto.A cardinalidade de A(G) �e dada por:jA(G)j = 12 rXi=1 f(i)Xj=1 b(i; j)gr(i; j) = 12 rXi=1 f(i)Xj=1 b(i; j)(b(i; j)� 1 + n � a(i)) = m:Vejamos o grau m�aximo de G,�(G) = maxi;jgr(i; j) = maxi;j(b(i; j)� 1 + n� a(i)):Como 1 e n s~ao constantes, podemos nos preocupar em maximizar b(i; j)� a(i), ou sim-plesmente, dado que a(i) � b(i; j), minimizar a(i) � b(i; j) para saber quais elementos da�-parti�c~ao possuem os v�erticed de grau m�aximo em G.Seja p(i; j) = a(i)� b(i; j). Consideremos uma ordena�c~ao dos elementos da �-parti�c~ao,onde para cada elemento da �-parti�c~ao (�(i) para 1 � i � r) p(i; 1) � p(i; 2) � � � � �p(i; f(i)).Seja p(i) = min1�j�f(i)fp(i; j)g. Consideremos uma ordena�c~ao tal que p(1) � p(2) �� � � � p(r). Esta, origina uma ordena�c~ao nos elementos da �-parti�c~ao. Dessa forma,p(1) = mini;jp(i; j);



8 Marcelo Marcos Barbosa, Celia Picinin de Mello e Jo~ao Meidaniso que faz �(G) = n� 1� p(1):Veja a Figura 4.Reescrevendo, temosjA(G)j = 12 rXi=1 f(i)Xj=1 b(i; j)(n� 1� p(i; j)) = m:Agora que temos uma nota�c~ao para o n�umero de arestas (m), para o n�umero de v�ertices(n) e para o grau m�aximo (�(G)) para G cografo de cotree completa de n��vel 3, podemosestudar de forma gen�erica quando este grafo �e overfull.
p(1,1) = 4 p(1,2) = 5 p(1,3) = 5

p(2,1) = 5 p(2,2) = 6 p(2,3) = 7

p(2) = 5

p(1) = 4

Figura 4: Cografo com as parti�c~oes ordenadas por p(i; j) e p(i). O elemento �(1; 1), indicadona �gura, cont�em os v�ertices de grau �.5.1 CCC3 OverfullSeja m = jA(G)j. Usando a nomenclatura dada, temos quem = 12 rXi=1 f(i)Xj=1 b(i; j)(n� 1� p(i; j))m = 12 rXi=1 f(i)Xj=1[(n� 1)b(i; j)� b(i; j)p(i; j)]m = 12 rXi=1 f(i)Xj=1(n� 1)b(i; j)� 12 rXi=1 f(i)Xj=1 b(i; j)p(i; j)m = 12(n � 1)n� 12 rXi=1 f(i)Xj=1 b(i; j)p(i; j)



Uma Subclasse Subgrafo-Overfull dos Cografos 9Veri�quemos a condi�c~ao para G ser overfull. O valor de n deve ser ��mpar em > 12�(G)(n� 1)12(n� 1)n� 12 rXi=1 f(i)Xj=1 b(i; j)p(i; j) > 12(n� 1� p(1))(n� 1)12(n� 1)n� 12 rXi=1 f(i)Xj=1 b(i; j)p(i; j) > 12(n� 1)n+ 12(n� 1)(�1� p(1))rXi=1 f(i)Xj=1 b(i; j)p(i; j) < (n� 1)(1 + p(1))Lema 2 Seja G um cografo com cotree completa de n��vel 3 e n ��mpar. Um grafo G �eoverfull se e somente se rXi=1 f(i)Xj=1 b(i; j)p(i; j)< (n� 1)(1 + p(1)):
Figura 5: Cografo de cotree completa de n��vel 3 e overfull com a(1) = 5, a(2) = 4, b(1; 1) = 3,b(1; 2) = 2, b(2; 1) = 2 e b(2; 2) = 2.A Figura 5 mostra o exemplo que um cografo que satisfaz o Lema 2.5.2 CCC3 Subgrafo-OverfullNesta se�c~ao estaremos preocupados em encontrar cografos com cotrees completas de n��vel3 que sejam SO.O Corol�ario 3 (Se�c~ao 3) nos diz que se encontrarmos em algum cografo G um subgrafooverfull H com �(H) = �(G), ent~ao H �e o subgrafo overfull de G. Em [7] foi provadoque todo cografo SO de cotree completa de n��vel 2 �e, na verdade, O. Este resultado n~ao seestende para cografos de cotree completa de n��vel 3. A Figura 6 mostra o exemplo de umcografo com 35 v�ertices distribu��dos em a(1) = 30 com b(1; 1) = 28 e b(1; 2) = 2 e a(2) = 5com b(2; 1) = 2 e b(2; 2) = 3. Este cografo n~ao �e overfull e possui um subgrafo pr�oprio Hgerado por �(1; 1)[ �(2; 1)[ �(2; 2) que �e overfull. Logo, �e SO. Observe que a cotree de Hn~ao �e uma \subcotree" da cotree de G (Figura 7).
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1

. . .
28Figura 6: Cografo SO de cotree completa de n��vel 3.

. . .
1 2 28

. . .
1 2 28Figura 7: Cotree de G e cotree de H = Gn�(1; 2), respectivamente.Lema 3 Sejam G um cografo de cotree completa de n��vel 3 e H um subgrafo induzidopr�oprio de G com �(H) = �(G). Ent~ao H �e cografo de cotree de n��vel 3.Prova: Seja H um subgrafo induzido de G com �(H) = �(G), logo H �e um cografo.Como H �e pr�oprio jV (G)nV (H)j � 1. Este conjunto V (G)nV (H) est�a contido emum �unico �(i), 1 � i � r, tal que �(i) cont�em �-v�ertices de G, pois caso contr�ario,�(H) < �(G). Sem perda de generalidade, seja i = 1.Por hip�otese, G �e um cografo de cotree completa de n��vel 3, ent~ao r � 2 e portanto Hcont�em v�ertices no n��vel 3. 2Lema 4 Sejam G um cografo com cotree completa de n��vel 3 e H subgrafo pr�oprio induzidode G tal que �(G) = �(H). Ent~ao todos os �-v�ertices de H pertencem a um �unico elementoda �-parti�c~ao de G, �(i), e todo v 2 V (H)n�(i) satisfazgrH(v) � �(G)� (jV (G)j � jV (H)j):Prova: Sabemos que se v 2 �G(i; j), ent~ao grG(v) = n�1�pG(i; j), onde pG(i; j) = aG(i)�bG(i; j) �e o n�umero de \primos" de v. Portanto, se grG(v) = �(G), grH(v) = �(H) = �(G)e estamos retirando x v�ertices (jV (H)j = jV (G)j�x) para construirH , ent~ao esses x v�erticesdevem ser retirados de pG(i; j) dentre os v�ertices que s~ao \primos" de v.



Uma Subclasse Subgrafo-Overfull dos Cografos 11Dessa forma os �unicos v�ertices que tem grau �(G) tamb�em em H s~ao aqueles para osquais pH(i; j) = pG(i; j)� (jV (G)j � jV (H)j). Nestas condi�c~oes o decr�escimo em pG(i; j)deve ser igual ao decr�escimo em n.Para que pG(i; j) decres�ca o mesmo n�umero de v�ertices que n, todos os v�ertices retiradosdevem ser primos de v. Dessa forma, todos os v�ertices que preservarem o grau m�aximo est~aono mesmo elemento da �-parti�c~ao de G.Se �H(i) �e o elemento da �-parti�c~ao de H que cont�em os �(H)-v�ertices e w 2 �(i),ent~ao grH(w) � �(G)� (jV (G)j � jV (H)j). 2Lema 5 Sejam G um cografo de cotree completa de n��vel 3 e H um subgrafo induzidooverfull de G com �(H) = �(G). Ent~ao todos os �-v�ertices de H est~ao em um �unicoelemento da �-parti�c~ao de G e nenhum v�ertice v deste elemento da parti�c~ao com grG(v) < �pertence a H.Prova: Pelo Lema 4, todos os �-v�ertices de H est~ao em um �unico elemento da �-parti�c~aode G.Sem perda de generalidade, vamos supor que estes v�ertices est~ao em �G(i). Sejav 2 �G(i), com grG(v) < �(G). Ent~ao, gr�G(v) = 0. Sendo H overfull, pelo Corol�ario1, v 62 V (H). 2Teorema 3 Seja G um cografo SO com cotree completa de n��vel 3. Ent~ao, G �e O ou G �eNO.Prova: Seja G um cografo SO de cotree completa de n��vel 3 que n~ao �e O. Ent~ao, G cont�emum subgrafo pr�oprio overfull H com �(G) = �(H). Pela Lema 3, H �e um cografo de cotreede n��vel 3.Do Lema 5, todos os �-v�ertices de H pertencem a um �unico elemento da �-parti�c~aode G e nenhum v�ertice v deste elemento da parti�c~ao com grG(v) < � pertence a H . SejaD(H) o conjunto dos �-v�ertices de H . Logo, jD(H)j = kbG(1; 1), com k � 1.Ainda, do Lema 4 temos que todo v�ertice v 2 V (H)n�G(1) tem grH(v) � �(G) � x,onde x = jV (G)j � jV (H)j. Sendo H um subgrafo pr�oprio de G, x �e um inteiro positivo.Como H �e overfull, ent~ao j[V (H); V (H)]j � �(G)� 2 (Corol�ario 2).Uma vez que j[V (H); V (H)]j � x(jV (H)j� jD(H)j), nosso c�alculo segue em �(G)�2 �x(jV (H)j �D(H)). (Lembrando que �(G) = jV (G)j � 1� pG(1) = jV (H)j� 1� jD(H)j+bG(1; 1).) �(G)� 2 � x(jV (H)j � jD(H)j)�(G) � x(�(G)� bG(1; 1)+ 1) + 2�(G) � x�(G)� x(bG(1; 1)� 1) + 2(x� 1)�(G) � x(bG(1; 1)� 1)� 2�(G) � x(bG(1; 1)� 1)� 2(x� 1)



12 Marcelo Marcos Barbosa, Celia Picinin de Mello e Jo~ao MeidanisComo, por hip�otese, a cotree de G �e completa, x > 1. Observe, ainda, que 1 < x(x�1) � 2.Temos que �(G) � 2bG(1; 1)� 4:Tome w 2 V (H)nD(H); grH(w) = kbG(1; 1)+ q, onde q �e o n�umero de v�ertices em suavizinhan�ca que n~ao est~ao em D(H). Do Lema 4, tem-se que grH(w) � �(G)� x. Logo,grH(w) < �(G) e kbG(1; 1)+ q < 2bG(1; 1)� 4kbG(1; 1)� 2bG(1; 1) < �(q + 4)bG(1; 1)(k� 2) < �(q + 4)Com a desigualdade acima, obrigatoriamente teremosk < 2:Logo k = 1 e H ser�a gerado pela vizinhan�ca de um �-v�ertice.Portanto, G SO com subgrafo H pr�oprio �e NO. 26 Conclus~aoPara os grafos multipartidos completos, uma subclasse dos cografos, sab��amos que O equi-vale a SO ([7]). Esta a�rma�c~ao n~ao �e sempre verdadeira para os cografos. Mesmo para osque possuem cotree completa de n��vel 3, temos exemplos de grafos que s~ao SO e n~ao s~ao O(veja Figura 6). O Teorema 3 a�rma que estes cografos tem de ser NO.
b(1,3) = 3

b(2,1) = 7 b(2,2) = 7

b(1,1) = 3 b(1,2) = 3 b(1,4) = 1Figura 8: G[V (G)n�(1; 4)] �e overfull.A Figura 8 mostra que o Teorema 3 n~ao pode ser estendido para cografos que possuemcotree de n��vel 3 que n~ao s~ao completas. O exemplo exibe um cografo de cotree de n��vel 3que �e SO e possui subgrafo H = G[V (G)n�(1; 4)] overfull com fH(1) = 3. Logo G n~ao �eNO.Um algoritmo para testar se um grafo �e SO, necessita de encontrar um corte m��nimo emum grafo especial ([5]). Para os cografos com cotree completa de n��vel 3, com uma simplescontagem obteremos essa informa�c~ao.
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