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Bases para Splines Polinomiais N~ao-Homogêneos Ck na EsferaAnamaria Gomide e Jorge Stol��Abstract: We investigate the use of non-homogeneous spherical polynomials for the ap-proximation of functions de�ned on the sphere S2. A spherical polynomial is the restrictionto S2 of a polynomial in the three coordinates x; y; z of R3. Let Pd be the space of sphericalpolynomials with degree � d. We show that Pd is the direct sum of Hd and Hd�1, whereHd denotes the space of homogeneous degree-d polynomials in x; y; z.We also generalize this result to splines de�ned on a geodesic triangulation T of thesphere. Let Pdk [T ] denote the space of all functions f from S2 to R such that (1) therestriction of f to each triangle of T belongs to Pd; and (2) the function f has order-kcontinuity across the edges of T . Analogously, let Hdk [T ] denote the subspace of Pdk [T ]consisting of those functions that are Hd within each triangle of T . We show that Pdk [T ] =Hdk[T ] � Hd�1k [T ]. Combined with results of Alfeld, Neamtu and Schumaker on bases ofHdk[T ] this decomposition provides on e�ective characterization of the bases of Pdk [T ].There has been considerable interest recently in the use of the homogeneous sphericalsplines Hdk[T ] as approximations for functions de�ned on S2. We argue that the non-homogeneous splines Pdk [T ] would be a more natural choice for that purpose.Keywords: Spherical splines, homogeneous splines, spline basis, approximation on thesphere.
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2 Anamaria Gomide e Jorge Stol�Sum�ario: Investigamos o uso de polinômios esf�ericos n~ao homogêneos para a aproxima�c~aode fun�c~oes de�nidas na esfera S2. Um polinômio esf�erico �e a restri�c~ao a S2 de um polinômionas três coordenadas x; y; z de R3. Seja Pd o espa�co de polinômios esf�ericos com grau � d.Mostramos que Pd �e a soma direta de Hd e Hd�1, onde Hd denota o espa�co de polinômioshomogêneos de grau d em x; y; z.Estendemos tamb�em esse resultado aos splines de�nidos numa triangula�c~ao geod�esica Tsobre a esfera. Seja Pdk [T ] o espa�co de todas as fun�c~oes f de S2 em R tais que (1) a restri�c~aode f a cada triângulo de T pertence a Pd; e (2) a fun�c~ao f tem continuidade de ordem katrav�es das arestas de T . Analogamente, seja Hdk[T ] o sub-espa�co de Pdk [T ] que consiste dasfun�c~oes que s~ao Hd em cada triângulo de T . N�os mostramos que Pdk [T ] = Hdk [T ]�Hd�1k [T ].Combinada com os resultados de Alfeld, Neamtu and Schumaker sobre as bases de Hdk [T ],esta decomposi�c~ao proporciona uma caracteriza�c~ao efetiva das bases de Pdk [T ].Recentemente tem havido bastante interesse no uso dos splines homogêneos esf�ericosHdk[T ] como aproximadores para fun�c~oes de�nidas em S2. Argumentamos que os splinesn~ao homogêneos Pdk [T ] seriam uma escolha mais natural para esse �m.Palavras Chaves: Splines esf�ericos, splines homogêneos, base de splines, aproxima�c~ao naesfera.



Splines Polinomiais na Esfera 31 Introdu�c~aoEm muitas aplica�c~oes necessitamos modelar ou aproximar fun�c~oes reais de�nidas sobre aesfera S2. Podemos citar como exemplo geof��sica, metereologia, computa�c~ao gr�a�ca etc.Em tais aplica�c~oes �e comum representar uma fun�c~ao na esfera em termos de coordenadasesf�ericas (�; �), longitude e latitude respectivamente. Estas fun�c~oes podem ser polinômiosem �; �, ou harmônicos esf�ericos at�e certa ordem.Nestas representa�c~oes alguns problemas s~ao detectados: descontinuidade nos polos, asgeod�esicas s~ao representadas por curvas complexas, a correspondência entre o dom��nio (�; �)e a esfera �e n~ao uniforme. Estes problemas di�cultam a constru�c~ao de malhas irregulares eadaptativas. Por estas raz~oes tem havido recentemente interesse na modelagem de fun�c~oesesf�ericas \in situ", isto �e, vistas como fun�c~oes das coordenadas cartesianas espaciais (x; y; z),restritas �a esfera.Alfeld, Neamtu e Schumaker [1, 2, 3] propuseram o uso de uma classe particular defun�c~oes, os splines esf�ericos homogêneos Hdk [T ], como espa�co de aproxima�c~ao de fun�c~oesde�nidas em S2. Neste trabalho n�os de�nimos uma classe alternativa, os splines polinomiaisesf�ericos Pdk [T ]. N�os mostramos que Pdk [T ] = Hdk[T ] � Hd�1k [T ] e obtemos tamb�em umacaracteriza�c~ao das bases de Pdk [T ]. Acreditamos que o espa�co Pdk [T ] �e uma escolha maisnatural para aproximar fun�c~oes de�nidas na esfera S2, j�a que Prk [T ] � Pdk [T ] quando r � d.2 Espa�cos de polinômios no RnSeja Pd;n o espa�co dos polinômios em Rn de grau � d. Se um polinômio p pertence a Pd;nent~ao p �e da forma p(x) = X0�i1+i2+:::+in�d ci1i2:::inxi11 xi22 : : :xinnpara todo x = (x1; x2; : : : ; xn) 2 Rn, onde ci1i2:::in s~ao coe�cientes reais. (Todos os ��ndicesneste trabalho s~ao inteiros positivos ou nulos). O conjunto Pd;n �e um espa�co vetorial edimPd;n =  d+ nn !Diz-se que uma fun�c~ao f de Rn para R �e homogênea de grau m se f(ax) = amf(x),para todo a 2 R e x 2 Rn. Seja Hd;n o sub-espa�co de Pd;n que consiste dos polinômios deRn para R que s~ao homogêneos de grau d. Todo polinômio deste conjunto tem a formah(x) = Xi1+i2+:::+in=d ci1i2:::inxi11 xi22 : : :xinnonde ci1i2:::in s~ao coe�cientes reais. Podemos concluir ent~ao quedimHd;n =  d+ n � 1n� 1 !�E f�acil ver que, se d 6= d0, os espa�cos Hd;n e Hd0 ;n s~ao linearmente independentes, isto �e,Hd;n \Hd0;n = f0g.



4 Anamaria Gomide e Jorge Stol�3 Espa�cos de polinômios em S2Se f �e uma fun�c~ao de�nida no Rn, e X � Rn, denotamos por f=X a restri�c~ao de f aoconjunto X . Por extens~ao, de�nimos a restri�c~ao de um espa�co de fun�c~oes F ao conjunto Xcomo sendo F=X = f f=X : f 2 F gVamos tamb�em utilizar a seguinte nota�c~ao: se f=X = g=X , escrevemos f � g (mod X);ou apenas f � g, quando X estiver impl��cito no contexto. �E f�acil ver que `�' �e uma rela�c~aode equivalência.Estamos interessados no espa�co Pd;n=Sn�1 que s~ao as fun�c~oes polinomiais deRn restritas�a esfera unit�aria Sn�1 = f x 2 Rn : jxj = 1 g. Este espa�co �e formado, portanto, porpolinômios de grau � d m�odulo Sn�1. Os elementos pertencentes a este conjunto s~ao daforma: p(x) = X0�i1+i2+:::+in�d ci1i2:::inxi11 xi22 : : :xinnonde x = (x1; x2; : : : ; xn) 2 Sn�1 e ci1i2:::in 2 R.Observe que polinômios que s~ao distintos no Rn podem ser idênticos quando restritos�a esfera Sn�1. Portanto, Pd;n=Sn�1 tem dimens~ao menor que Pd;n. O teorema abaixo �efundamental para a caracteriza�c~ao desse espa�co:Teorema 1 Todo polinômio de Pd;n, n � 1, �e equivalente a um �unico polinômio deHd�1;n�Hd;n (mod Sn�1).Demonstra�c~ao:Existência:Seja p 2 Pd;n. Ent~aop(x) = X0�i1+i2+:::+in�d ci1i2:::inxi11 xi22 : : :xinnVamos mostrar que os termos de p com grau � d� 2 podem ser transformadosem termos de grau d e d � 1. Seja ci1i2:::inxi11 xi22 : : : xinn um termo de p tal quei1+ i2+ : : :+ in = k � d� 2. Como x 2 Sn�1 temos que x21+ x22+ : : :+ xnn = 1.Ent~ao, ci1i2:::inxi11 xi22 : : : xinn = ci1i2:::inxi11 xi22 : : : xinn (x21 + x22 + : : : x2n)Desta maneira, um termo de grau k � d�2 pode ser substitu��do por n termos degrau k+2 � d, mantendo a equivalência do polinômio m�odulo Sn�1. Repetindoeste processo enquanto houver termos de grau � d � 2 obtemos um polinômiocom termos de grau d e d� 1.Portanto, existe um q 2 Hd�1;n �Hd;n tal que p � q (mod Sn�1).



Splines Polinomiais na Esfera 5Unicidade:Suponhamos que existem q1; q2 2 Hd�1;n�Hd;n com q1 � p e q2 � p. Como� �e transitiva, devemos ter q1 � q2, isto �e(q1 � q2)=Sn�1 = 0Como Sn�1 �e uma variedade alg�ebrica [5, 4], a equa�c~ao m��nima de Sn�1 deveser um fator de q1 � q2, isto �e,q1 � q2 = R(x21 + x22 + : : :+ x2n � 1)onde R �e algum polinômio em Rn de grau n� 2. Como os graus dos termos dopolinômio x21 + x22 + : : :+ x2n � 1 diferem de 2 e, por outro lado,q1 � q2 2 Hd�1;n �Hd;nconclu��mos que R = 0. 2Corol�ario 1 Se p; q 2 Hd�1;n � Hd;n e p � q (mod Sn�1) , ent~ao p = q.Portanto, podemos concluir queHd�1;n=Sn�1 \ Hd;n=Sn�1 = f0ge, por conseguinte,Pd;n=Sn�1 = (Hd�1;n �Hd;n)=Sn�1 = Hd�1;n=Sn�1 �Hd;n=Sn�1Logo, dim((Hd�1;n � Hd;n)=Sn�1) = dim(Hd�1;n � Hd;n) =  d+ n� 1n !4 Fun�c~oes polinomiais por partes em S2Vamos agora estender o teorema 1 a fun�c~oes polinomiais por partes de�nidas sobre a esferaS2. Seja T uma decomposi�c~ao de R3 em triedros T1; T2; : : : ; Tn, com interior n~ao vazio ecom v�ertices na origem. Observe que o conjunto Ti \ S2, para 1 � i � n, �e um triânguloesf�erico. Portanto, T determina sobre S2 uma triangula�c~ao, que denotaremos por T=S2.Para tal triangula�c~ao T , de�nimos os seguintes espa�cos de fun�c~oes de R3 para R:Pd[T ] = f p : (8i) p=Ti 2 Pd;3=Ti gHd[T ] = f h : (8i) h=Ti 2 Hd;3=Ti gPelo teorema 1, conclu��mos imediatamente quePd[T ]=S2 = Hd�1 [T ]=S2+Hd[T ]=S2



6 Anamaria Gomide e Jorge Stol�Mais ainda, podemos mostrar o seguinte:Teorema 2 Se p; q 2 Hd�1[T ] +Hd [T ], ent~ao p � q (mod S2) sse p = q.Demonstra�c~ao:Sejam p, q 2 Hd�1[T ] +Hd[T ]. Para todo i 2 f1 : : :ng, sejam pi; qi 2 Hd�1;3 +Hd;3 tais que p=Ti = pi=Ti e q=Ti = qi=Ti. Ent~ao, como p � q, temos tamb�emque pi=(S2 \ Ti) = qi=(S2 \ Ti)e, portanto, (pi � qi)=(S2 \ Ti) = 0Como Ti \ S2 �e um subconjunto de S2 com dimens~ao 2, e S2 �e uma variedadeirredut��vel de R3, conclu��mos que (pi � qi)=S2 = 0. Pelo corol�ario 1,pi � qi = 0Como esta igualdade vale para todo triedro Ti, conclu��mos que p = q. 2Deste teorema seguem:Corol�ario 2 Hd�1[T ]=S2 \Hd[T ]=S2 = f0g=S2Corol�ario 3 Pd[T ]=S2 = Hd�1 [T ]=S2� Hd[T ]=S25 Restri�c~oes de continuidadeFinalmente, vamos estender estes resultados a fun�c~oes polinomiais por partes, sujeitas arestri�c~oes de continuidade nas fronteiras entre as partes.Para uma decomposi�c~ao T de R3 em triedros n~ao degenerados, como na se�c~ao 4, de�-nimos os espa�cos: Pdk [T ] = f p : p 2 Pd[T ] ^ p=S2 2 Ck(S2) gHdk [T ] = f h : h 2 Hd[T ] ^ h=S2 2 Ck(S2) gonde Ck(S2) �e o espa�co de fun�c~oes de classe Ck (cont��nuas e diferenci�aveis k vezes) naesfera.



Splines Polinomiais na Esfera 7Vamos considerar primeiro o espa�co Pd1 [T ]=S2. O teorema a seguir fornece uma carac-teriza�c~ao deste espa�co.Teorema 3 Pd1 [T ]=S2 = Hd�11 [T ]=S2� Hd1[T ]=S2Ou seja, a imposi�c~ao de continuidade C1(S2) sobre Pd1 [T ] equivale a imposi�c~oes indepen-dentes de continuidade C1(S2) sobre os sub-espa�cos Hd�11 [T ] e Hd1[T ].Demonstra�c~ao:(�): Trivial.(�): Sejam p 2 Pd1 [T ]=S2, Ti e Tj triedros adjacentes de T , pi e pj fun�c~oes dePd;3 tais que p=Ti = pi=Ti e p=Tj = pj=Tj. Pelo corol�ario 3,p = hd + hd�1com hd 2 Hd[T ]=S2 e hd�1 2 Hd�1[T ]=S2. (Note que \d" �e ��ndice e n~ao expo-ente.) Uma vez que p=Ti = pi=Ti, pi pode ser escrito comopi = hdi + hd�1ionde hdi =Ti 2 Hd;3=Ti e hd�1i =Ti 2 Hd�1;3=Ti. Analogamente,pj = hdj + hd�1jonde hd�1j =Tj 2 Hd�1;3=Tj e hdj=Tj 2 Hd;3=Tj .Seja w o arco comum aos triângulos esf�ericos Ti\S2 e Tj\S2, e seja c o c��rculoque cont�em o arco w. Uma vez que p 2 C0(S2), temos p=w = pi=w = pj=w, eportanto (pi � pj)=w = 0. Como w �e um subconjunto de c de dimens~ao 1, e c �euma variedade irredut��vel, conclu��mos que (pi � pj)=c = 0.Podemos, sem perda de generalidade, supor que c �e o c��rculo x2 + y2 = 1contido no plano � de equa�c~ao z = 0. Uma vez que (pi � pj)=� 2 Pd;2 e(pi � pj)=c = 0, podemos, pelo corol�ario 2, concluir que(hdi � hdj )=c = 0(hd�1i � hd�1j )=c = 0Portanto, hdi =c = hdj=chd�1i =c = hd�1j =cComo p 2 C1(S2), ent~ao @p@z=w = @pi@z =w = @pj@z =w



8 Anamaria Gomide e Jorge Stol�Portanto, @(pi � pj)@z =w = 0Pela irredutibilidade de c, conclu��mos que@(pi � pj)@z =c = 0Uma vez que @(pi � pj)@z =� 2 Pd�1;2podemos usar o corol�ario 2 para concluir que@(hdi � hdj )@z =c = 0@(hd�1i � hd�1j )@z =c = 0Logo, @hdi@z =c = @hdj@z =c@hd�1i@z =c = @hd�1j@z =cOu seja, hd 2 Hd1[T ] e hd�1 2 Hd�11 [T ] 2Podemos generalizar este resultado para fun�c~oes polinomiais por partes com continui-dade k > 1, observando que a derivada parcial de ordem r de uma fun�c~ao de Pdk [T ] (ouHdk[T ]), �e uma fun�c~ao de Pd�rk�r [T ] (ou Hd�rk�r [T ]). Conclu��mos portantoTeorema 4 Pdk [T ]=S2 = Hd�1k [T ]=S2 �Hdk [T ]=S26 Conclus~aoOs resultados acima mostram que Pdk [T ]=S2, o espa�co de fun�c~oes polinomiais por partesrestritas �a esfera com continuidade de ordem k, �e a soma direta dos espa�cosHdk[T ] e Hd�1k [T ],restritos a S2.Alfeld, Neamtu e Schumaker [1, 2, 3] conseguiram uma caracteriza�c~ao das bases deHdk[T ], em termos dos polinômios de Bernstein-B�ezier. Combinando este resultado com oteorema 4, �e possivel obter uma caracteriza�c~ao efetiva das bases de Pdk [T ]=S2.Acreditamos que o espa�co Pdk [T ]=S2 �e melhor do que Hdk [T ]=S2 para �ns de aproxima�c~aode fun�c~oes sobre a esfera. Em particular, Pdk [T ] inclui as fun�c~oes que s~ao constantes sobreS2, para todo d; enquanto Hdk [T ] s�o contem tais fun�c~oes quando d �e par.
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