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Uma Abordagem de Programa�c~ao Inteira para o Problema daTriangula�c~ao de Custo M��nimo�Aminadab Pereira Nunes Cid Carvalho de SouzayInstituto de Computa�c~aoUniversidade Estadual de Campinas | UNICAMPCaixa Postal 6176 { CEP: 13081-970 { Campinas, SP { Brasile-mail: [aminadab,cid]@dcc.unicamp.brSum�arioDado um conjunto �nito de pontos no plano, uma triangula�c~ao planar �e de�nidacomo um conjunto maximal de segmentos de reta conectando estes pontos, tal quedois destes segmentos n~ao se interceptam, exceto nos extremos. Chamamos de trian-gula�c~ao de custo m��nimo a triangula�c~ao planar cuja soma total dos comprimentos deseus segmentos de reta �e m��nimo dentre todas as triangula�c~oes planares do conjuntode pontos em quest~ao. N~ao se conhece algoritmo polinomial que resolva o problema dedeterminar a triangula�c~ao de custo m��nimo de um conjunto de pontos no caso geral,contudo, tamb�em n~ao est�a provado tratar-se de um problema NP-dif��cil. Neste artigoestamos interessados na resolu�c~ao exata deste problema. Nossa abordagem �e baseadaem t�ecnicas de programa�c~ao inteira, em particular avaliamos duas formula�c~oes distintaspara o problema. A primeira formula�c~ao �e baseada em uma equivalência entre o pro-blema da triangula�c~ao de custo m��nimo e uma vers~ao restrita do problema do conjuntoindependente em um grafo. Al�em das desigualdades obtidas atrav�es da observa�c~ao destaequivalência, mostramos como fortalecer a formula�c~ao atrav�es de certas propriedadesgeom�etricas do problema. Avaliamos ainda uma outra formula�c~ao baseada principal-mente no trabalho apresentado por Loera et. al em [dLHSS96]. Finalmente, reportamosnossos experimentos computacionais.Palavras-chaves: Programa�c~ao Inteira, Combinat�oria Poli�edrica, Geometria Compu-tacional e Triangula�c~ao de Custo M��nimo.1 Introdu�c~aoSeja P um conjunto �nito de n � 3 pontos no plano, tal que P n~ao esteja contido emnenhuma reta. Uma triangula�c~ao planar de P �e um conjunto maximal de segmentos de�Este trabalho recebeu apoio �nanceiro da Coordena�c~ao de Aperfei�coamento de Pessoal de N��vel Superior| CAPES, e �e atualmente �nanciado pela Funda�c~ao de Amparo �a Pesquisa do Estado de S~ao Paulo |FAPESP (Proc. No. 95/8929-9).yEste autor �e bolsista do Conselho Nacional de Desenvolvimento Cient���co e Tecnol�ogico | CNPq (Proc.No. 300833/94-3). 1



reta com extremos em P , que n~ao se interceptam, exceto possivelmente nos extremos. Porsimplicidade, no restante deste texto diremos que dois segmentos no plano se interceptamapenas quando esta interse�c~ao se der um ponto que n~ao seja extremidade dos segmentosconsiderados. Uma triangula�c~ao de custo m��nimo (TCM) do conjunto P , �e de�nida comosendo uma triangula�c~ao planar cuja soma dos comprimentos de seus segmentos de reta �em��nimo dentre todas as triangula�c~oes planares de P . Na �gura 1 vemos duas triangula�c~oesplanares distintas do mesmo conjunto de pontos, sendo que a triangula�c~ao da esquerda �euma TCM. A TCM encontra aplica�c~oes em an�alise num�erica [Llo77, PS85, LL87]. Al�emdisso, Wang e Aggarwal [WA86] tamb�em a utilizam em um algoritmo para reconstru�c~ao desuperf��cies a partir de seus contornos.
Figura 1: Dois exemplos de triangula�c~oes planares.O problema de determinar a TCM (PTCM) de um conjunto de pontos pertence aclasse de problemas cuja complexidade permanece desconhecida. Apesar de n~ao se conheceralgoritmos polinomiais que o resolva n~ao se conseguiu provar tratar-se de um problemaNP-dif��cil. Tradicionalmente, este problema tem sido tratado de forma heur��stica [LL87,DRA94, HP94]. O objetivo destes m�etodos heur��sticos �e produzir triangula�c~oes planares quese aproximem da TCM. Em geral, as triangula�c~oes planares utilizadas como este intuito s~aoas triangula�c~oes gulosa e de Delaunay. Contudo, existem trabalhos recentes que apresentamformas de se computar um subconjunto da TCM a partir do qual pode ser poss��vel computara TCM em tempo polinomial [BKMS96, DM96].Neste artigo apresentamos uma abordagem de programa�c~ao inteira (PI) para resolu�c~aoexata do PTCM. Neste sentido avaliamos duas formula�c~oes de PI distintas para o pro-blema. A primeira formula�c~ao apresentada, a qual chamamos de formula�c~ao baseada emsegmentos, visa identi�car os segmentos de uma TCM utilizando-se de uma equivalênciaentre o PTCM e uma vers~ao restrita do problema do conjunto independente em um grafo.Al�em das desigualdades obtidas atrav�es da observa�c~ao desta equivalência, mostramos que�e poss��vel fortalecer esta formula�c~ao atrav�es da inser�c~ao de novas desigualdades v�alidasque expressam certas propriedades geom�etricas do problema. Mostramos ainda que, otimi-2



zar sobre o politopo de�nido pela formula�c~ao em quest~ao �e equivalente a otimizar sobre opolitopo mon�otono.Como pode ser visto na �gura 1, a condi�c~ao de maximalidade imp~oe que todas regi~oeslimitadas em uma triangula�c~ao planar sejam triângulos (da�� o nome triangula�c~ao planar).Assim, o PTCM tamb�em pode ser visto como o problema de determinar quais triângulos s~aoformados em uma TCM (os triângulos fornecem implicitamente os segmentos utilizados).De fato, a segunda formula�c~ao apresentada tenta identi�car os triângulos de uma TCM,ao inv�es dos segmentos, e por isso a chamamos de formula�c~ao baseada em triângulos. Esta�ultima formula�c~ao �e fundamentada principalmente no trabalho apresentado por Loera et.al em [dLHSS96].Finalmente, tamb�em apresentamos neste artigo uma avalia�c~ao computacional das for-mula�c~oes propostas, em especial, no caso da formula�c~ao baseada em segmentos estes resul-tados foram obtidos atrav�es de uma implementa�c~ao de um algoritmo branch-and-cut.O restante deste texto est�a dividido da seguinte forma. Na se�c~ao 2 apresentamos umacoletânea dos principais resultados relativos ao PTCM. Nas se�c~oes 3 e 4 discutimos, res-pectivamente, as formula�c~oes de PI baseadas em segmentos e em triângulos. Na se�c~ao 5apresentamos uma descri�c~ao sucinta dos algoritmos utilizados na resolu�c~ao do problemautilizando as formula�c~oes propostas. Na se�c~ao 6 apresentamos alguns resultados prelimi-nares obtidos utilizando estes algoritmos. Na se�c~ao 7 s~ao apresentadas as conclus~oes destetrabalho.2 Abordagens AnterioresO PTCM �e um problema que h�a muito desa�a os pesquisadores de geometria computacio-nal. No sentido de mostrar que trata-se de um problema NP-dif��cil, existem dois resultadosprincipais. Seja S(P ) o conjunto de todos os segmentos de reta com extremos em P . Em[Llo77] Lloyd mostra que o problema de determinar se existe uma triangula�c~ao planar queutilize somente um certo subconjunto de segmentos S0 � S(P ) �e NP-completo. Recente-mente, em [HP94], Heath e Pemmaraju apresentam o resultado mais pr�oximo �a prova deque o PTCM �e NP-dif��cil. Dados um subconjunto S0 � S(P ), tal que S 0 cont�em pelo menosuma triangula�c~ao de P , e um n�umero racional positivo k, os autores mostram que deter-minar se existe uma triangula�c~ao planar em S 0 cujo custo n~ao exceda �a k �e um problemaNP-dif��cil.Os m�etodos heur��sticos existentes visam construir triangula�c~oes planares que se aproxi-mem da TCM. As mais tradicionais aproxima�c~oes s~ao as triangula�c~oes gulosa e de Delau-nay. A triangula�c~ao gulosa �e constru��da de forma iterativa, onde a cada passo se adiciona�a triangula�c~ao o menor segmento que n~ao intercepta nenhum dos segmentos previamenteadicionados. De forma ingênua a triangula�c~ao gulosa pode ser constru��da em tempo O(n3),entretanto, atrav�es de abordagens mais so�sticadas pode ser obtida em tempo O(n2 log n)[PS85]. A triangula�c~ao de Delaunay consiste no dual do diagrama de Voronoi, e pode sercomputada em O(n logn) [PS85]. Nenhuma das duas triangula�c~oes conduzem obrigatoria-mente a TCM. De fato, em [MZ79] Manacher e Zobrist mostram que as triangula�c~oes gulosae de Delaunay podem ser, respectivamente, pelo menos 
(n1=3) e 
(n) maior que a TCM.3



Posteriormente, em [Lev87], Levcopoulos mostrou que a triangula�c~ao gulosa pode ser pelomenos 
(pn) maior que a TCM. Desta forma, tanto a triangula�c~ao gulosa quanto a deDelaunay podem fornecer aproxima�c~oes arbitrariamente ruins.O algoritmo que oferece a melhor garantia de qualidade para o PTCM, conhecido at�eo momento, �e capaz de produzir uma triangula�c~ao que �e no m�aximo um fator de O(logn)maior que a TCM, e cujo tempo de computa�c~ao �e O(n2 logn) [HP94]. Ou seja, n~ao existealgoritmo e�ciente capaz de produzir uma triangula�c~ao cujo custo seja limitado por um fatorconstante do custo da TCM. Entretanto, apesar das aproxima�c~oes acima n~ao ofereceremboas garantias de qualidade, algumas destas, a exemplo da triangula�c~ao gulosa, produzembons resultados na pr�atica.O primeiro resultado importante quanto a resolu�c~ao exata do PTCM foi apresentadoem [Gil79]. Neste trabalho Gilbert mostra que �e poss��vel, atrav�es de uma abordagem deprograma�c~ao dinâmica, computar a TCM de um pol��gono simples em O(n3). Este resultadofoi depois estendido [HP94] para possibilitar a computa�c~ao da TCM de um objeto maisgen�erico chamado c�elula, onde uma c�elula de um conjunto de pontos P consiste em umconjunto de segmentos que formam uma �arvore geradora do grafo GP (P; S(P )) acrescidodos segmentos que limitam a envolt�oria convexa de P . Assim, o PTCM pode ser reduzido aoproblema de encontrar uma c�elula que esteja em alguma TCM, pois o problema resultantepode ser resolvido em tempo polinomial.A possibilidade de computar a TCM de uma c�elula em tempo polinomial motivou tra-balhos no sentido de determinar conjuntos de segmentos S 0 � S(P ) que est~ao em algumaTCM [BKMS96, DM96, Yan95]. Note que se o grafo bGP (P; S 0) for conexo teremos umac�elula, e o problema resultante pode ser resolvido em O(n3). Mesmo que bGP n~ao seja conexoo problema poder�a ser resolvido em O(nk+2) [CGT95], onde k �e o n�umero de componentesconexos de bGP . Novamente, ainda n~ao existe um m�etodo capaz de produzir um conjuntoS 0 tal que k seja limitado por uma constante.Em artigo recente [dLHSS96] Loera, Hosten, Santos e Sturmfels tamb�em prop~oem umaformula�c~ao de PI que pode modelar o PTCM. Esse trabalho n~ao trata especi�camente detriangula�c~oes planares, e sim de uma generaliza�c~ao deste conceito onde os pontos pertencema IRd com d � 2. De fato, a formula�c~ao apresentada na se�c~ao 4 �e uma vers~ao, um poucomodi�cada, da apresentada por esses autores.3 A Abordagem de PI Baseada em SegmentosComo mencionado, o PTCM consiste em determinar um subconjunto maximal Ts(P ) �S(P ), onde a soma total dos comprimentos dos segmentos em Ts(P ) seja m��nima e tal quequaisquer dois de seus segmentos n~ao se interceptem. Assim, podemos ver Ts(P ) comoum conjunto independente maximal de elementos de S(P ). De fato, o PTCM pode sermodelado como uma vers~ao restrita do problema do conjunto independente em um grafo.3.1 O PTCM e o Problema do Conjunto IndependenteDizemos que GisP (V;E) �e o grafo das interse�c~oes de segmentos de P se: para cada segmentoij 2 S(P ) existe um v�ertice vij 2 V que o representa, e para cada dois segmentos ij4



e k` que se interceptam existe uma aresta (vij ; vk`) 2 E. Atribuindo-se a cada v�erticevij 2 V um custo igual ao comprimento do segmento ij , veri�camos que o problema dedeterminar a TCM de um conjunto P de pontos �e equivalente ao problema de determinarum conjunto independente maximal de custo m��nimo no grafo das interse�c~oes de segmentosde P . �E conhecido que este �ultimo problema �e NP-dif��cil [HP94].Com base no que foi descrito acima, o PTCM pode ser formulado da seguinte forma: acada segmento ij 2 S(P ), cujo custo, ou comprimento, ser�a representado por cij , associa-se uma vari�avel xij 2 f0; 1g. Seja x o vetor das vari�aveis xij . O valor de xij ser�a 1 se esomente se o segmento ij pertence a triangula�c~ao planar representada por x. Sendo assim,uma formula�c~ao do PTCM �e dada por:min Xij2S(P ) cijxijSujeito a x 2 XCIs (I)Xij2S(P )xij = 3(n� 1)� h (II) (1)onde XCIs representa a fam��lia de todos vetores de incidência dos conjuntos independentesde GisP , e h o n�umero de pontos de P sobre a fronteira de sua envolt�oria convexa. A restri�c~ao(I) diz que x deve representar um conjunto independente de GisP . A restri�c~ao (II) faz uso deuma outra propriedade das triangula�c~oes planares. Esta propriedade determina o n�umeroexato de segmentos em qualquer triangula�c~ao planar de um conjunto de pontos. Isto �eutilizado para garantir a condi�c~ao de maximalidade inicialmente imposta.�E f�acil veri�car que a formula�c~ao (1) �e v�alida para o PTCM. Entretanto, resta esclarecercomo a restri�c~ao (I) pode ser representada atrav�es de um conjunto de desigualdades lineares.Isto pode ser feito utilizando-se as duas desigualdades abaixo:xij + xk` � 1 8(vij ; vk`) 2 E (III),xij 2 f0; 1g 8 ij 2 S(P ) (IV).As desigualdades da classe (III), conhecidas como desigualdades de aresta, dizem que doisv�ertices vizinhos em GisP n~ao podem estar simultaneamente em um conjunto independente.As restri�c~oes da classe (IV) determinam o conjunto de valores que as vari�aveis podemassumir, no caso 0 ou 1. Estas duas classes de restri�c~oes s~ao su�cientes para garantir quex 2 XCIs .Visando fortalecer a formula�c~ao podemos ainda utilizar outras desigualdades v�alidaspara o problema do conjunto independente. De fato, em nossos experimentos computaci-onais utilizamos dois outros tipos de desigualdades v�alidas para o politopo dos conjuntosindependentes. Trata-se das desigualdades de clique e de odd hole. Uma desigualdade declique diz que, dado uma clique no grafo GisP , no m�aximo um v�ertice desta clique podeestar em um conjunto independente. Uma desigualdade de odd hole diz que, dado um ci-clo C, sem cordas, de tamanho ��mpar em GisP , no m�aximo bjCj=2c v�ertices de C podemestar simultaneamente em um conjunto independente. As desigualdades de clique de�nemfacetas no politopo dos conjuntos independentes, dado pela envolt�oria convexa dos vetores5



pertecentes a XCIs . J�a as desigualdades de odd hole n~ao de�nem facetas no mesmo politopono caso geral1 [Pad73, NT74].Uma outra forma de fortalecer a formula�c~ao (1) consiste em explorar melhor a quest~aoda maximalidade. Al�em da restri�c~ao (II), pode se impor que x represente um conjuntoindependente maximal atrav�es da desigualdade abaixo:xij + Xvk`2N(vij)xk` � 1; 8 vij 2 V (V);onde N(vij) representa o conjunto de v�ertices vizinhos a vij em GisP . Esta desigualdade dizque se um v�ertice n~ao pertence a um conjunto independente maximal, ent~ao pelo menosum de seus vizinhos deve pertencer. Claramente, esta desigualdade �e v�alida. Al�em disso,diferentemente da igualdade (II), como a desigualdade (V) tem uma atua�c~ao local (atuasomente em um subgrafo de GisP ) ela ser�a denominada de desigualdade da maximalidadelocal. Como veremos na se�c~ao 6, esta classe de desigualdades se mostra de grande valiacomputacional. Na �gura 2 vemos duas solu�c~oes fracion�arias �otimas, para o mesmo conjuntode pontos, obtidas utilizando a formula�c~ao (1). A solu�c~ao (a), ao contr�ario da (b), n~ao utilizaas desigualdades de maximalidade local. Nesta �gura os segmentos cheios representam queas vari�aveis que os correspondem na formula�c~ao assumiram o valor 1, enquanto os segmentostracejados representam vari�aveis que assumiram valores fracion�arios (entre 0 e 1). Vemosatrav�es da solu�c~ao (a) que uma solu�c~ao fracion�aria da formula�c~ao (1) possui �areas comgrande concentra�c~ao de segmentos cujos as vari�aveis correnpondentes est~ao no suporte dasolu�c~ao (xij > 0), e outras onde esta concentra�c~ao �e muito baixa. A solu�c~ao (b) mostraque a inser�c~ao das desigualdes de maximalidade local diminui esta diferen�ca impondo umn�umero m��nimo deste tipo de segmentos nas �areas de baixa concentra�c~ao.O Politopo Mon�otonoDevido �a igualdade (II) e as desigualdades (V), o politopo de�nido pela formula�c~ao apre-sentada n~ao �e de dimens~ao cheia. Este fato di�culta a comprova�c~ao te�orica da for�ca dasdesigualdades obtidas. Entretanto, modi�cando-se adequadamente a fun�c~ao objetivo etransformando-se a igualdade (II) e as desigualdades (V) em desigualdades do tipo `�'vemos que otimizar sobre o politopo original �e equivalente a otimizar sobre o politopomon�otono. Para isto, as seguintes altera�c~oes devem ser efetuadas. A nova fun�c~ao objetivo�e de�nida da seguinte forma:max Xij 2S(P )(d� cij)xij ; onde d = maxfcij : ij 2 S(P )g+ 1:A igualdade (II) �e substitu��da pela desigualdade:Xij2S(P ) xij � 3(n� 1)� h (VI):1Em [Pad73] Padberg apresenta um procedimento de lifting capaz de produzir desigualdades que de�nemfacetas, no politopo dos conjuntos independentes, a partir de uma desigualdade de odd hole.6



(a)
(b)Figura 2: Duas solu�c~oes fracion�arias �otimas para o PTCM.7



E �nalmente, visto que uma solu�c~ao �otima para o PTCM sempre satisfaz (VI) na igualdade,podemos substituir as desigualdades da classe (V) pela classe de desigualdades abaixo:Xvk` 62N(vij)[fvijgxk` � 3(n� 1)� h� 1; 8 vij 2 V (VII):Pode-se provar, de forma an�aloga a prova realizada para o politopo do problema do cai-xeiro viajante em [GP85], que uma solu�c~ao �otima encontrada utilizando o politopo originalpossui o mesmo custo de uma solu�c~ao �otima obtida utilizando o politopo mon�otono. Ob-serve ainda que, o novo conjunto de restri�c~oes n~ao representa mais apenas as triangula�c~oesplanares de P , e sim todos os conjuntos T 0s � Ts(P ), para qualquer triangula�c~ao planarTs(P ) de P . Desta forma, todo resultado v�alido para o politopo dos conjuntos indepen-dentes �e v�alido tamb�em para o politopo mon�otono, p.ex., a desigualdade de clique tamb�emde�ne faceta no politopo mon�otono.Com rela�c~ao a nova desigualdade de maximalidade local (VII), apesar do bom desempe-nho computacional, mencionado anteriormente, ela n~ao de�ne faceta no caso geral. Para veristo, considere a �gura 3. Nesta �gura, a desigualdade de maximalidade local com rela�c~aoao segmento 24 �e:x12 + x14 + x15 + x16 + x23 + x25 + x26 + x34 + x45 + x56 � 8:Contudo, a desigualdade abaixo tamb�em �e v�alida, e domina a desigualdade anterior.x12 + x14 + x15 + x16 + x23 + x25 + x26 + x34 + x45 + x56 + x36 � 8:Portanto, a primeira desigualdade n~ao de�ne faceta no politopo mon�otono.
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5Figura 3: Exemplo no qual a desigualdade de maximalidade local n~ao de�ne faceta.3.2 Explorando o Car�ater Geom�etrico do ProblemaAt�e o momento, com exce�c~ao da igualdade (II), todas as desigualdades apresentadas s~aodesigualdades v�alidas para o problema do conjunto independente maximal em um grafo. Aquest~ao �e se ainda �e poss��vel fortalecer a formula�c~ao apresentada utilizando outras propri-edades geom�etricas do problema. Abaixo vemos que sim.8



Como mencionado, a cardinalidade de uma triangula�c~ao planar Ts(P ) �e 3(n�1)�h. Istosigni�ca que qualquer conjunto S0 � S(P ), tal que jS 0j > 3(n�1)�h, n~ao pode representaruma �gura planar. Como isto �e v�alido para qualquer conjunto P 0 de pontos no plano, comjP 0j � 3 e tal que os pontos do conjunto n~ao sejam todos colineares, esta propriedade nosleva a uma nova desigualdade linear, a qual chamaremos de desigualdade de planaridade.Seja P 0 � P um conjunto de pontos no plano tal como descrito acima. Toda triangula�c~aoplanar de P satisfaz a desigualdade abaixo:Xij2S(P 0)xij � 3(jP 0j � 1)� h0 (VIII);onde h0 �e o n�umero de pontos de P 0 na fronteira de sua envolt�oria convexa. Esta desigualdadediz qual o n�umero m�aximo de segmentos em S(P 0) que podem pertencer a uma triangula�c~aoplanar. Observe que, no caso jP 0j = 3 esta desigualdade nunca �e violada, pois neste casojS(P 0)j = 3(n�1)�h0 = 3. Assim, s�o precisamos considerar as desigualdades de planaridadereferentes a conjuntos de pontos P 0 � P com jP 0j � 4. Na �gura 4 vemos outra solu�c~aofracion�aria �otima para o mesmo conjunto de pontos utilizado na �gura 2. Esta solu�c~aofoi obtida utilizando a mesma formula�c~ao que gerou a solu�c~ao (b) da �gura 2 acrescida dadesigualdade de planaridade para o conjunto P 0 indicado na �gura 4 por c��rculos brancos.
Figura 4: Uma solu�c~ao fracion�aria �otima com a desigualdade de planaridade.Assim como a desigualdade de maximalidade local, a desigualdade de planaridade tam-b�em n~ao de�ne faceta no caso geral. Na �gura 5, a desigualdade de planaridade referenteaos pontos 1, 2, 3 e 4 �e: 9



x12 + x13 + x14 + x23 + x24 + x34 � 5:Se considerarmos agora o segmento ij , vemos que a desigualdade abaixo n~ao s�o �e v�alidacomo domina a desigualdade anterior.x12 + x13 + x14 + x23 + x24 + x34 + 3xij � 5:Logo, a desigualdade de planaridade n~ao de�ne faceta no caso geral.
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i j

34Figura 5: Exemplo no qual a desigualdade de planaridade n~ao de�ne faceta.Outras Desigualdades V�alidasSeja q um ponto interior da envolt�oria convexa de P , tal que q 62 P e q \ ij = ;, 8 ij 2S(P ). Seja S 0 � S(P ) o conjunto de segmentos que de�nem a menor regi~ao do planolimitada por segmentos de S(P ) contendo q. Uma outra desigualdade v�alida para o PTCM�e a seguinte: Xij2S0 xij � 3 (IX):Esta desigualdade diz que em uma triangula�c~ao planar o ponto q est�a no interior de um�unico triângulo vazio com v�ertices em P . Entende-se por triângulos vazios com v�ertices emP qualquer triângulo formado por segmentos de S(P ) que n~ao contenha pontos de P emseu interior. Embora, a validade desta desigualdade n~ao seja t~ao intuitiva quanto a dasanteriores, ela pode ser provada por contradi�c~ao.O problema desta desigualdade, assim como de outras desigualdades v�alidas que expres-sam certas propriedades geom�etricas das triangula�c~oes planares, �e que, diferentemente dadesigualdade de planaridade, elas n~ao apresentam um bom desempenho computacional.4 A Abordagem de PI Baseada em TriângulosO PTCM tamb�em pode ser visto como o problema de determinar quais triângulos vaziosest~ao em uma TCM. De fato, as triangula�c~oes planares, e por conseguinte a TCM, podemser de�nidas alternativamente como se segue. Dados dois triângulos com extremos no plano,10



diremos que estes se interceptam caso a regi~ao formada pelo conjunto de pontos na interse�c~aodos dois triângulos tenha dimens~ao igual �a 2. Uma triangula�c~ao planar do conjunto P �eum conjunto maximal de triângulos vazios, com extremos em P , que n~ao se interceptam.Uma TCM de P , pode ent~ao ser rede�nida como, uma triangula�c~ao planar de P cuja somados comprimentos dos segmentos de reta de�nidos pelos lados de seus triângulos vazios �em��nimo dentre todas as triangula�c~oes planares de P .Seja 4(P ) o conjunto de todos os triângulos vazios com extremos em P . Em vistado que foi dito acima, podemos considerar o PTCM como o problema de determinar umsubconjunto maximal T4(P ) � 4(P ), onde a soma total dos comprimentos dos segmentosde reta induzidos pelos triângulos em T4(P ) seja m��nima e tal que quaisquer dois triângulosem T4(P ) n~ao se interceptem. Note que, existe uma grande semelhan�ca na forma como oproblema foi de�nido sobre segmentos e sobre triângulos, pois em ambas as abordagens oproblema consiste em determinar um conjunto independente maximal de elementos de umoutro conjunto. De fato, tamb�em a vers~ao sobre triângulos pode ser modelada como umavers~ao restrita do problema do conjunto independente em um grafo.Dizemos que GitP (W;F ) �e o grafo das interse�c~oes de triângulos de P se: para cadatriângulo 4k`m 2 4(P ) existe um v�ertice vk`m 2 W que o representa, e para cada doistriângulos 4k`m e 4nop que se interceptam existe uma aresta (vk`m; vnop) 2 F . Assim,determinar uma triangula�c~ao planar de um conjunto P de pontos torna-se equivalente �adeterminar um conjunto independente maximal no grafo das interse�c~oes de triângulos de P .Resta, para que possamos representar o PTCM atrav�es de PI, de�nir como atribuircusto aos triângulos vazios de 4(P ) em termos de seus segmentos (lados). A cada triângulo4k`m, cujo os lados s~ao os segmentos k` , km e `m , atribu��mos um custo ck`m = �k`ck`+�kmckm + �`mc`m, onde cij �e o comprimento do segmento ij e �ij = 1 se o segmento ijlimita a fronteira da envolt�oria convexa de P , e 1=2 caso contr�ario. Note que, dada umatriangula�c~ao planar, os segmentos desta triangula�c~ao que limitam a envolt�oria convexade P aparecem como lado de um �unico triângulo vazio, enquanto o restante dos segmentosaparecem como lado de dois triângulos. Assim, o custo de uma triangula�c~ao medido atrav�esda soma dos custos de seus triângulos �e igual a soma dos comprimentos de segmentosinduzidos por estes triângulos.Podemos ent~ao formular o PTCM atrav�es de PI da seguinte forma: a cada triângulo4k`m 2 4(P ), cujo custo �e representado por ck`m, associa-se uma vari�avel xk`m 2 f0; 1g.Seja x o vetor das vari�aveis xk`m. �E poss��vel garantir que o valor de xij ser�a 1 se e somentese ij pertence a triangula�c~ao planar representada por x atrav�es da seguinte formula�c~ao:min X4k`m24(P ) ck`mxk`mSujeito a x 2 XCIt (X)X4k`m24(P )xk`m = 2(n� 1)� h (XI) (2)onde XCIt representa a fam��lia de todos vetores de incidência dos conjuntos independentes deGitP , e h o n�umero de pontos de P sobre a fronteira de sua envolt�oria convexa. A restri�c~ao(X) diz dois triângulos de uma mesma triangula�c~ao planar n~ao devem se interceptar. A11



restri�c~ao (XI), a qual �e obtida diretamente da restri�c~ao (II) da se�c~ao 3 e da f�ormula deEuler, determina o n�umero exato de triângulos em qualquer triangula�c~ao planar de umconjunto de pontos. Esta restri�c~ao �e utilizada para garantir a condi�c~ao de maximalidadedo n�umero de triângulos.Note que esta formula�c~ao �e idêntica a formula�c~ao (1), i.e., em ambas as formula�c~oes ovetor solu�c~ao �e o vetor de incidência de um conjunto independente maximal em um certografo. Assim, todos os resultados existentes para o problema do conjunto independenteem um grafo utilizados na abordagem baseada em segmentos, a exemplo das desigualdadesde aresta, clique e odd hole, e mesmo a desigualdade de maximalidade local, podem serutilizados nesta abordagem. Al�em disso, observe que, tamb�em �e poss��vel obter um politopomon�otono a partir do politopo de�nido pela formula�c~ao (2) da mesma forma como foifeito com o politopo de�nido pela formula�c~ao (1). Finalmente, note que a desigualdade deplanaridade, apresentada na se�c~ao 3, tamb�em pode ser reescrita em termos de triângulos.Assim, os principais resultados (desigualdades) v�alidos para a formula�c~ao baseada emsegmentos tamb�em s~ao v�alidos para a formula�c~ao baseada em triângulos. Contudo, en-quanto o n�umero de vari�aveis e restri�c~oes utilizadas na formula�c~ao (1) s~ao limitados, res-pectivamente, por O(n2) e O(n4), estes mesmos n�umeros na formula�c~ao (2) s~ao limitadospor O(n3) e O(n6). Ainda assim, trabalhar com triângulos nos possibilita expressar outraspropriedades geom�etricas das triangula�c~ao planares em termos de desigualdades lineares,as quais n~ao se sabe como expressar desta forma em termos de segmentos.4.1 Explorando o Car�ater Geom�etrico do ProblemaDada uma triangula�c~ao planar de P , todo segmento nesta triangula�c~ao que n~ao limitaa fronteira da envolt�oria convexa de P �e lado de exatamente dois triângulos. Cada umdestes triângulos est�a localizado em um dos semi-planos de�nidos pela reta que cont�em osegmento (conforme pode ser observado na �gura 1). Al�em disso, se um certo segmenton~ao est�a nesta triangula�c~ao, obviamente, nenhum dos triângulos que o possuem como ladodever�a ser formado. Ou seja, se L+k` e L�k` s~ao os semi-planos de�nidos pela reta que cont�emo segmento k` , o n�umero de triângulos em L+k` que possuem k` como lado �e igual aon�umero de triângulos em L�k` que tamb�em possuem k` como lado. Esta propriedade dastriangula�c~oes planares pode ser expressa na forma de uma equa�c~ao linear da seguinte forma:X4k`m � L+k` xk`m � X4k`n � L�k` xk`n = 0; 8 k` 2 S(P ) nCH(P ) (XII);onde CH(P ) � S(P ) �e o conjunto de segmentos que est~ao na fronteira da envolt�oria convexade P .Esta igualdade foi apresentada originalmente por Loera et. al [dLHSS96] para umageneraliza�c~ao das triangula�c~oes planares, onde os pontos pertencem a IRd com d � 2, e asregi~oes limitadas formadas (triângulos quando d = 2) n~ao s~ao necessariamente vazias. Nessetrabalho, os autores mostraram que esta classe de igualdades acrescida de certas igualdadesn~ao homogêneas s~ao su�cientes para garantir a validade da formula�c~ao. De fato, a seguinteformula�c~ao tamb�em �e v�alida para o PTCM:12



min X4k`m24(P ) ck`mxk`mSujeito a X4k`m � L+k` xk`m � X4k`n � L�k` xk`n = 0; 8 k` 2 S(P ) nCH(P ) (XII)X4k`m24(P )xk`m = 2(n� 1)� h (XI)xk`m 2 f0; 1g 84k`m 2 4(P ) (XII) (3)A validade desta formula�c~ao n~ao �e t~ao intuitiva quanto a da formula�c~ao (2). A �m dedemonstr�a-la faremos uso do seguinte resultado:Lema 1 Seja x0 uma solu�c~ao inteira vi�avel para a formula�c~ao (3). A uni~ao de todos ostriângulos 4k`m, com xk`m = 1, cobre toda a envolt�oria convexa de P .Prova: Obviamente, pela igualdade (XI), pelo menos parte da envolt�oria convexa de Pdeve ser coberta pelos triângulos mencionados. Contudo, por contradi�c~ao, suponha queexistam regi~oes dentro da envolt�oria convexa de P que n~ao est~ao sendo cobertas por estestriângulos. Claramente, estas regi~oes s~ao separadas das regi~oes cobertas por polilinhas(abertas ou fechadas). Assim, existe pelo menos um triângulo 4k`m, com xk`m = 1, talque pelo menos um de seus lados �e um dos segmentos da polilinha que separa a regi~ao queele ajuda a cobrir de uma regi~ao n~ao coberta (veja �gura 6). Sem perda de generalidade,suponha que k` seja este segmento e que 4k`m � L+k`. Como k` est�a na fronteira entreuma regi~ao coberta e uma n~ao coberta, n~ao existe nenhum triângulo 4k`n � L�k`, comxk`n = 1, e assim a desigualdade (XII) referente ao segmento k` n~ao est�a sendo satisfeita.Entretanto, isto contraria a hip�otese de que x0 satisfaz todas as restri�c~oes da formula�c~ao(3). 2De posse deste resultado, podemos �nalmente provar a validade da formula�c~ao (3):Teorema 1 A formula�c~ao (3) �e v�alida para o PTCM, i.e., um vetor solu�c~ao x0, cujo oselementos s~ao inteiros, satisfaz todas as restri�c~oes da formula�c~ao (3) se e somente se �e umvetor de incidência de uma triangula�c~ao planar.Prova: ()) Seja T 04 o conjunto de triângulos do qual x0 �e o vetor de incidência, i.e.,T 04 = f4k`m 2 4(P ) : xk`m = 1g. Seja I(4k`m), onde4k`m 2 T 04, o conjunto de triângulos4nop 2 T 04, que interceptam 4k`m. Como, pela restri�c~ao (XI), jT 04j = 2(n� 1)� h, provarque T 04 �e uma triangula�c~ao planar de P �e equivalente a mostrar que n~ao existe um triângulo4k`m 2 T 04, tal que I(4k`m) 6= ;. Suponha, por contradi�c~ao, que existe tal triângulo. SejaR o conjunto de regi~oes limitadas formadas no interior do triângulo 4k`m pelos lados dostriângulos em I(4k`m) [ f4k`mg (ver �gura 7). Seja R uma destas regi~oes. Existe pelomenos um segmento s que limita R, o qual est�a contido em um segmento de S(P ) que, pelaigualdade (XII), �e lado de dois triângulos em I(4k`m). Seja 4nop um destes triângulos esuponha que R e 4nop est~ao contidos no mesmo semi-plano de�nido pela reta que cont�em13
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região não cobertaFigura 6: Exemplo de um triângulo cujo um dos lados �e um dos segmentos de uma polilinhaque separa uma regi~ao coberta de uma regi~ao n~ao coberta.s. Observe que, R � 4nop, pois caso contr�ario a regi~ao R seria interceptada por um doslados do triângulo 4nop contrariando a de�ni�c~ao de R. Assim, conclu��mos que todas asregi~oes de R s~ao cobertas por pelo menos um triângulo em I(4k`m).
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com extremos em k, l e mFigura 7: Exemplo de regi~oes limitadas formadas no interior do triângulo 4k`m pelos ladosdos triângulos em I(4k`m) [ f4k`mg.Com base neste resultado e no fato que SR2RR = 4k`m, se removermos 4k`m de T 04(xk`m = 0) a regi~ao antes coberta por4k`m continuar�a coberta pelos triângulos em I(4k`m).Mais que isto, visto que os triângulos em T 04, pelo lema 1, cobrem toda a envolt�oria convexade P , temos que os triângulos em T 04 nf4k`mg tamb�em cobrir~ao toda a envolt�oria convexade P . De fato, se removermos iterativamente todos os triângulos 4k`m, com I(4k`m) 6= ;,de T 04 restar�a um conjunto T 004 de triângulos que cobrem toda a envolt�oria convexa de P , eque dois a dois n~ao se interceptam. Obviamente, T 004 �e uma triangula�c~ao planar. Entretanto,se T 04 6= T 004, como T 004 �e uma triangula�c~ao planar, ter��amos que jT 04j > 2(n � 1) � h, e x0n~ao satisfaria a restri�c~ao (XI), contrariando a hip�otese de que x0 �e uma solu�c~ao vi�avel para14



a formula�c~ao (3). Concluindo, n~ao �e poss��vel remover nenhum dos triângulos da solu�c~aooriginal T 04, i.e., para todo 4k`m 2 T 04 temos que I(4k`m) = ;.(() Trivial. 2Assim temos que, a formula�c~ao (3) �e v�alida para o PTCM, e em contraposi�c~ao com aformula�c~ao (2), possui apenas O(n2) restri�c~oes. Al�em disso, o politopo de�nido por estaformula�c~ao �e igual a envolt�oria convexa das solu�c~oes inteiras para o caso onde todos ospontos de P est~ao sobre a fronteira de sua envolt�oria convexa [dLHSS96]. Ou seja, nestecaso, a solu�c~ao da relaxa�c~ao linear desta formula�c~ao �e sempre inteira e o problema podeser resolvido em tempo polinominal. Esta �e a formula�c~ao baseada em triângulos que ser�aavaliada na se�c~ao 6. Como veremos, para todas as instâncias testadas at�e o momento arelaxa�c~ao linear desta formula�c~ao sempre forneceu uma solu�c~ao inteira.5 Algoritmos UtilizadosPara resolver o PTCM empregando as formula�c~oes propostas utilizamos uma abordagemem dois n��veis. Inicialmente, utilizamos algumas rotinas de pr�e-processamento, com a �na-lidade de reduzir o n�umero de vari�aveis do problema, i.e., reduzir o tamanho do programalinear correspondente. Ent~ao utilizamos algoritmos baseados em relaxa�c~oes lineares dasformula�c~oes propostas, para determinar o vetor de incidência de uma TCM do conjunto depontos em quest~ao. No caso da formula�c~ao (3), como mencionado, para todas as instânciastestadas at�e o momento, bastou resolver uma relaxa�c~ao linear para obter tal vetor. O casoda formula�c~ao (1) �e diferente. Via de regra, uma relaxa�c~ao linear desta formula�c~ao, mesmoutilizando as desigualdades de maximalidade local, fornece uma solu�c~ao fracion�aria. Pararesolver o problema utilizando esta formula�c~ao implementamos um algoritmo branch-and-cut. Abaixo discutimos sucintamente estes algoritmos.Rotinas de Pr�e-processamentoAo todo utilizamos três rotinas de pr�e-processamento distintas. A primeira delas, utilizaum resultado publicado em [BKMS96] para computar um conjunto de segmentos que est�aem qualquer triangula�c~ao de custo m��nimo. O conjunto destes segmentos �e chamado pelosautores de 1.17682-esqueleto, e o algoritmo implementado �e capaz de comput�a-lo em tempoO(n2). Esta rotina nos permite eliminar do problema todos os segmentos que interceptamum dos segmentos deste conjunto, no caso da abordagem baseada em segmentos, ou todosos triângulos que possuem um lado que intercepta um dos segmentos deste conjunto, nocaso da abordagem baseada em triângulos.As duas outras rotinas de pr�e-processamento restantes utilizam-se de relaxa�c~oes linearespreliminares para tentar reduzir o tamanho do programa linear �nal, e s~ao utilizadas apenaspara a formula�c~ao baseada em segmentos. Dada um solu�c~ao aproximada para um problemade PI com vari�aveis que assumem apenas os valores 0 ou 1 (no nosso caso a triangula�c~aogulosa), e uma relaxa�c~ao linear para este mesmo problema, �e poss��vel, dependendo dos custosreduzidos das vari�aveis e da diferen�ca entre os valores da solu�c~ao aproximada e da solu�c~ao da15



relaxa�c~ao linear, determinar que algumas destas vari�aveis n~ao podem assumir o valor 1 nasolu�c~ao �otima [JRT94]. Este resultado �e utilizado pela segunda rotina de pr�e-processamentocom o objetivo de eliminar tais vari�aveis do problema. Finalmente, utilizamos um resultadopublicado em [NT75], segundo o qual as vari�aveis que assumem valores bin�arios (0 ou 1)na solu�c~ao �otima da relaxa�c~ao linear de uma formula�c~ao para o problema do conjuntoindependente que utiliza somente desigualdades de arestas, tamb�em assumem os mesmosvalores em alguma solu�c~ao �otima do problema. Visto que uma triangula�c~ao planar �e umconjunto independente de segmentos, aplicamos este resultado a �m de eliminar qualquervari�avel que assuma o valor 0 nesta relaxa�c~ao.O Branch-and-Cut para a Abordagem Baseada em SegmentosUm algoritmo branch-and-cut consiste basicamente de um algoritmo branch-and-bound, ondea cada n�o da �arvore de enumera�c~ao executa-se um algoritmo cutting-plane. Considere umaitera�c~ao onde o n�o i da �arvore de enumera�c~ao est�a sendo analisado. Seja xi a solu�c~ao �otimaobtida com a relaxa�c~ao linear. Se xi cont�em elementos fracion�arios, utiliza-se de uma rotinade separa�c~ao para encontrar uma nova desigualdade v�alida a qual xi n~ao satisfa�ca. Se arotina obt�em sucesso a nova desigualdade �e adicionada a relaxa�c~ao linear (cutting-plane),e reinicia-se o processo. Este ciclo �e quebrado quando o bound da relaxa�c~ao linear �e piorque o bound fornecido por uma solu�c~ao inteira j�a conhecida, ou xi n~ao possui elementosfracion�arios, ou se a rotina de separa�c~ao n~ao conseguir encontrar uma nova desigualdadev�alida violada por xi. Neste �ultimo caso, uma vari�avel fracion�aria �e escolhida e faz-se umbranching sobre ela. A solu�c~ao �nal �e a melhor solu�c~ao inteira obtida no processo2.Neste tipo de algoritmo, as rotinas mais intrinsecamente ligadas ao problema que est�ase atacando s~ao as rotinas de separa�c~ao. Nossa implementa�c~ao, em especial, �e capaz deseparar três tipos de desigualdades (cortes): as desigualdades de clique, odd hole, e deplanaridade. As rotinas de separa�c~ao para as desigualdades de clique e de odd hole, s~aoas mesmas descritas por Nemhauser e Sigismondi em [NS92], para o problema do conjuntoindependente. A rotina utilizada para separar desigualdades de planaridade �e apresentadaa seguirSeparando desigualdades de planaridade. Seja x0 uma solu�c~ao fracion�aria vi�avel parauma formula�c~ao (1). Uma rotina de separa�c~ao de desigualdades de planaridade deve tentaridenti�car conjuntos de pontos P 0 � P , tal que Pij2S(P 0) xij > 3(jP 0j � 1) � h0, onde h0representa o n�umero de pontos em P 0 sobre a fronteira de sua envolt�oria convexa. SejaT 0s � S(P ) o conjunto de segmentos tal que as vari�aveis que os representam, na formula�c~ao,assumem valores fracion�arios em x0, i.e., T 0s = f ij 2 S(P ) : 0 < xij < 1g. Observe que,se um certo conjunto de pontos P 0 � P n~ao satisfaz a desigualdade de planaridade ent~ao,obrigatoriamente, o conjunto de segmentos S(P 0)\T 0s n~ao �e vazio, e existe interse�c~ao entreseus segmentos. Assim, a id�eia da nossa heur��stica �e identi�car conjuntos maximais depontos P 0 � P , com jP 0j � 4, tal que para todo ponto em P 0 exista um segmento emS(P 0) \ T 0s, do qual ele �e um dos extremos, que intercepta pelo menos um outro segmento2Uma descri�c~ao detalhada do framework, e dos detalhes de implementa�c~ao, de um algoritmo branch-and-cut podem ser encontrados em [JRT94]. 16



em S(P 0) \ T 0s. Para cada um destes conjuntos P 0, a heur��stica veri�ca se a desigualdadede planaridade referente a ele est�a sendo violada. Em caso a�rmativo, esta desigualdade�e gerada, i.e, ela �e acrescentada �a formula�c~ao de PI corrente. Caso contr�ario, remove-seiterativamente pontos de P 0 at�e que jP 0j = 3, ou at�e que um dos subconjuntos gerados noprocesso n~ao satisfa�ca a desigualdade de planaridade. Neste �ultimo caso, a desigualdadeviolada �e gerada.O algoritmo utilizado �e apresentado de forma mais detalhada na �gura 8, onde �(P 0) =3(jP 0j�1)�h0 e h0 �e o n�umero de pontos em P 0 sobre a fronteira de sua envolt�oria convexa.Os passos 1 e 2 do algoritmo utilizam o grafo das interse�c~oes de segmentos de P , GisP ,para identi�car conjuntos de segmentos de T 0s onde todo segmento intercepta pelo menosum outro segmento do mesmo conjunto. No algoritmo estes conjuntos de segmentos s~aorepresentados pelos v�ertices dos componentes conexos em C. Ent~ao, no passo 3, para cadaum destes conjuntos de segmentos Q, tenta-se determinar se um subconjunto de seus pontosextremos viola a desigualdade de planaridade. Neste sentido, a primeira tarefa realizada �eidenti�car o conjunto P de pontos extremos de Q, o que �e feito no passo 3(a). Em seguida,no passo 3(b), testa-se se a desigualdade de planaridade referente P est�a satisfeita. Emcaso a�rmativo, escolhe-se um ponto q 2 P , faz-se P := P nfqg, e repete-se o passo 3(b)para o novo conjunto de pontos P . Este processo p�ara se o conjunto de pontos correnteP n~ao satisfaz a desigualdade de planaridade, ou se jP j = 3. No primeiro caso, jP j � 4,e assim o passo 3(c) gera a desigualdade de planaridade correspondente a P . Observeque, a remo�c~ao de pontos de P , no passo 3(b), �e feita de forma gulosa, onde procura-seproduzir com a remo�c~ao de um ponto q 2 P o subconjunto de pontos P nfqg mais pr�oximo�a viola�c~ao de uma desigualdade de planaridade. A complexidade de tempo deste algoritmo�e dominada pelo passo 3(b)i, e �e igual a O(jT 0sjn2 lg n) = O(jS(P 0)jn2 lgn) = O(n4 lgn), seutilizarmos o algoritmo Graham-scan [CLR90], para computar �(P ), no passo 3(b). Aindaassim, na pr�atica, este algoritmo apresenta um bom desempenho computacional. Isto sedeve ao fato que, em geral, jT 0sj � jS(P 0)j, i.e., o n�umero de vari�aveis que assumem valoresfracion�arios em uma relaxa�c~ao linear da formula�c~ao (1) �e pequeno quando comparado aototal de vari�aveis desta mesma formula�c~ao.6 Resultados ComputacionaisApresentamos nesta se�c~ao alguns resultados preliminares quanto �a resolu�c~ao exata doPTCM utilizando as formula�c~oes propostas, tal como descrito na se�c~ao anterior. Todasas instâncias utilizadas foram geradas determinando-se aleatoriamente (utilizando a rotinarandom do C) a posi�c~ao de cada ponto dentro de uma grade de tamanho pr�e-estipulado.Os tempos de computa�c~ao s~ao apresentados em segundos, e foram obtidos em uma SUNSPARC 1000, utilizando o CPLEX 3.0 na resolu�c~ao das relaxa�c~oes lineares.Desempenho Computacional da Abordagem Baseada em SegmentosEm todos os testes computacionais realizados com a formula�c~ao baseada em segmentos,utilizamos as desigualdades de aresta para garantir que a formula�c~ao inicial fornecida aobranch-and-cut satisfa�ca a restri�c~ao (I) da formula�c~ao (1). Ou seja, estas formula�c~oes iniciais17



1. Determinar o subgrafo bGisP ( bV ; bE) de GisP (V;E) induzido por bV , onde bV = fvij 2 V :ij 2 T 0sg.2. Identi�car o conjunto C de componentes conexos de bGisP .3. Para cada componente GisP (V ;E) 2 C(a) Determinar o conjunto P 2 P de todos os pontos que s~ao extremos dos segmentosrepresentados em V .(b) Enquanto jP j � 4 e Xij2S(P)xij � �(P )i. pv[p] := �(P nfpg)�Pij2S(P nfpg) xij ; 8 p 2 P .ii. q := minpfpv[p] : p 2 Pg.iii. P := P nfqg.(c) Se jP j � 4Gerar a desigualdade de planaridade referente ao conjunto de pontos P .Figura 8: Rotina de separa�c~ao de desigualdades de planaridade.sempre continham pelo menos a desigualdades (VI) e as desigualdades de arestas. Contudo,os melhores resultados alcan�cados, em termos de tempo de computa�c~ao, foram obtidosaliando-se formula�c~oes iniciais que utilizavam as restri�c~oes de maximalidade local, com umbranch-and-cut capaz de gerar os três tipos de cortes mencionados na se�c~ao anterior.Para que se possa avaliar o impacto da inser�c~ao da desigualdade de maximalidade localna formula�c~ao inicial, apresentamos na tabela 1 uma compara�c~ao dos tempos de computa�c~aoobtidos pelo branch-and-cut (utilizando apenas cortes do tipo clique e odd hole) para doistipos de formula�c~oes iniciais distintas. Ambas as formula�c~oes cont�em a desigualdade (VI) eas desigualdades de aresta. A diferen�ca entre as duas reside no fato que apenas uma delasutiliza as restri�c~oes de maximalidade local. Cada linha da tabela apresenta a instânciaque obteve o pior tempo de CPU entre quatro outras de mesmo tamanho. Na primeiracoluna encontra-se o n�umero de pontos de cada instância. Nas colunas 2 e 3 encontramos,respectivamente, os tempos de computa�c~ao gastos em pr�e-processamento e no branch-and-cut, para a formula�c~ao que cont�em as desigualdades de maximalidade local. As colunas4 e 5 trazem, respectivamente, os tempos de computa�c~ao gastos em pr�e-processamentoe no branch-and-cut, para a formula�c~ao que n~ao cont�em tais desigualdades. A diferen�caentre os tempos de pr�e-processamento (colunas 2 e 4) se deve ao fato de que uma dasrotinas executadas nesta fase resolve uma relaxa�c~ao linear do problema, o que se mostroumais r�apido quando a formula�c~ao cont�em a desigualdade de maximalidade local. �E f�acilobservar que as desigualdades de maximalidade local melhoram sobremaneira o desempenho18



computacional do algoritmo.Com a desigualdade de Sem a desigualdade dede maximalidade local de maximalidade localTempo de Tempo de Tempo de Tempo den pr�e-processamento branch-and-cut pr�e-processamento branch-and-cut20 1 0 1 425 3 0 4 5430 3 0 12 35735 8 5 13 3206Tabela 1: Veri�ca�c~ao do desempenho computacional da desigualdade (VII).Visto que o n�umero de desigualdades de planaridade para certas con�gura�c~oes de pontos�e �(Pkn=4(nk)) = �(2n), mesmo para pequenos valores de n, �e impratic�avel inserir todasestas desigualdades na formula�c~ao inicial. Assim, como mencionado na se�c~ao anterior, estasdesigualdades s~ao inseridas na formula�c~ao na forma de cortes gerados pelo branch-and-cut.Na tabela 2 apresentamos mais uma compara�c~ao de desempenhos computacionais. Destavez, utilizamos uma mesma formula�c~ao inicial (contendo as desigualdades de maximalidadelocal). O objetivo aqui �e comparar o desempenho do branch-and-cut quando este utiliza, equando n~ao utiliza, os cortes de planaridade. Assim como na tabela anterior, cada linha databela apresenta a instância que obteve o pior tempo de CPU entre quatro outras de mesmotamanho. Na coluna 1 encontra-se o n�umero de pontos de cada instância. Na coluna 2 otempo de computa�c~ao gasto em pr�e-processamento. As colunas 3 e 4 apresentam o tempode computa�c~ao do branch-and-cut dependendo dos cortes que este utiliza. Assim como nocaso das desigualdades de maximalidade local, observe que, a utiliza�c~ao das desigualdadesde planaridade proporciona um incremento no desempenho computacional do algoritmo.Com a desigualdade Sem a desigualdadeplanaridade planaridadeTempo de Tempo de Tempo den pr�e-processamento branch-and-cut branch-and-cut50 49 65 7855 53 177 34060 117 5158 456165 110 9902 2367470 151 16847 28848Tabela 2: Veri�ca�c~ao do desempenho computacional da desigualdade (VIII).Um observa�c~ao interessante com rela�c~ao aos resultados obtidos, diz respeito a varia�c~aodo tempo de computa�c~ao para instâncias do mesmo tamanho. Um exemplo desta varia�c~ao19



s~ao as instâncias de 65 pontos. Enquanto a instância apresentada gastou 9902 segundospara ser resolvida (tabela 2), a instância que gastou menos tempo levou apenas 48 segun-dos. Isto �e um indicativo que a di�culdade deste problema, nesta abordagem, est�a maisinstrinsecamente ligada �a disposi�c~ao geom�etrica dos pontos que ao tamanho da instância.Desempenho Computacional da Abordagem Baseada em TriângulosConforme mencionado, para todas instâncias testadas at�e o momento, a relaxa�c~ao linearda formula�c~ao (3) sempre forneceu uma solu�c~ao inteira, i.e., um vetor de incidência de umaTCM. Este fato fez com que n~ao houvesse grande varia�c~ao nos tempos obtidos para resolverinstâncias do mesmo tamanho. Assim, nos testes realizados utilizando esta abordagem,a di�culdade de se resolver o problema se mostrou mais ligada ao tamanho da instânciaque �a disposi�c~ao geom�etrica dos pontos. De fato, o tempo de computa�c~ao gasto pararesolver qualquer instância testada foi inferior ao dobro do tempo gasto pela rotina depr�e-processamento, a qual possui uma complexidade de tempo igual a O(n2).Para ilustrar os fatos acima, apresentamos na tabela 3 os resultados obtidos, utilizando aformula�c~ao (3), para instâncias de 50 a 350 pontos. Cada linha da tabela apresenta a m�ediados valores de cinco instâncias do mesmo tamanho. O tamanho das instâncias representadasnestas linhas �e apresentado na coluna 1. As colunas 2 e 3 apresentam respectivamentej4(P )j e jS(P )j. A coluna 4 apresenta o tempo gasto com o pr�e-processamento. As colunas5 e 6 apresentam os n�umeros de vari�aveis e restri�c~oes utilizadas nas relaxa�c~oes lineares, i.e., on�umero de triângulos e segmentos que n~ao foram eliminados na fase de pr�e-processamento. Acoluna 7 apresenta o tempo de computa�c~ao gasto para resolver a relaxa�c~ao linear resultante.E �nalmente, a coluna 8 apresenta o tempo total gasto no processo.Uma primeira observa�c~ao poss��vel, com rela�c~ao aos resultados apresentados na tabela 3,diz respeito ao desempenho da rotina de pr�e-processamento. Observe que, em alguns casosesta rotina consegue eliminar 90% dos triângulos em 4(P ). Para que se possa ter umaid�eia da quantidade de segmentos de uma triangula�c~ao planar que esta rotina consegueidenti�car, apresentamos nas �guras 9 e 10, respectivamente, o 1.17682-esqueleto e umaTCM de um mesmo conjunto de 350 pontos. Outro ponto relevante, com rela�c~ao aosresultados apresentados na tabela 3, �e o tempo de computa�c~ao. Enquanto na abordagembaseada em segmentos foi necess�ario 16847 segundos (aproximadamente 4,6 horas) pararesolver um problema de 70 pontos, utilizando a formula�c~ao (3) fomos capazes de resolverinstâncias de 350 pontos em apenas 2865 segundos (aproximadamente 48 minutos).Finalmente, vale ressaltar que, apesar de que nos testes realizados, utilizando a for-mula�c~ao (3) para resolver o PTCM, a solu�c~ao �otima da relaxa�c~ao foi sempre inteira, opolitopo de�nido por esta formula�c~ao n~ao equivale a envolt�oria convexa das solu�c~oes intei-ras. Em alguns testes realizados, veri�camos que, na maioria dos casos, basta inverter osentido da fun�c~ao objetivo (maximizar) para que a solu�c~ao �otima da relaxa�c~ao linear sejafracion�aria. 20



Pr�e-processamento Relaxa�c~ao linearn # de tri^angulos # de segmentos Tempo # de vari�aveis # de restri�c~oes Tempo Tempo total50 3875 1215 3 1518 523 2 575 9431 2764 11 3003 960 10 21100 17647 4935 27 4602 1429 22 49125 28463 7731 62 5886 1813 40 102150 41505 11153 119 7643 2311 80 199175 57362 15202 184 7908 2623 115 299200 75100 19874 299 10170 3088 149 448225 95510 25170 403 12300 3687 228 631250 118641 31088 566 13699 4094 275 841275 145274 37627 798 15561 4613 354 1152300 171917 44796 1069 17660 5197 557 1626325 201975 52586 1226 19284 5627 696 1922350 234755 60998 1865 21518 6257 1000 2865

Tabela3:Resultadoscomputacionaisobtidoscomaformula�c~ao(3).
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Figura 9: O 1.17682-esqueleto de 350 pontos (resultado do pr�e-processamento).

Figura 10: Uma TCM de 350 pontos.22



7 Conclus~oesApresentamos neste artigo duas formula�c~oes de PI distintas. Mostramos que, em ambasas abordagens existe uma equivalência entre o PTCM e uma vers~ao restrita do problemado conjunto independente em um grafo, a qual nos possibilita utilizar resultados j�a co-nhecidos para o politopo dos conjuntos independentes na caracteriza�c~ao do politopo dastriangula�c~oes planares. Al�em disso, mostramos como fortalecer as formula�c~oes propostasatrav�es de novas desigualdades v�alidas que expressam certas propriedades inerentementegeom�etricas do problema. E �nalmente, utilizamos estas formula�c~oes para resolver certasinstâncias do problema de forma exata.Os resultados apresentados, em especial os obtidos com a formula�c~ao (3), parecem in-dicar a viabilidade de PI na resolu�c~ao de exata do PTCM. Como mencionado, na pr�atica otempo de computa�c~ao necess�ario para resolver uma instância de tamanho n se mostrou daordem de O(n2). Entretanto, um problema desta abordagem �e a quantidade de mem�oriaexigida para tais computa�c~oes que �e da ordem de O(n5). No sentido de contornar este pro-blema, estamos empenhados no momento na implementa�c~ao de um algortimo de gera�c~ao decolunas, o qual possibilita resolver o problema sem termos que considerar todas as vari�aveisda formula�c~ao simultaneamente. Acreditamos que este algoritmo nos possibilite resolverinstâncias maiores, e possivelmente com um tempo de computa�c~ao menor.Referências[BKMS96] P. Belleville, M. Keil, M. McAllister, and J. Snoeyink. On com-puting edges that are in all minimum-weight triangulations. Two-page description of video in ACM SCG '96 Video Review, 1996.http://www.cs.ubc.ca/spider/snoeyink/papers.html.[CGT95] S. Cheng, M. Golin, and J. Tsang. Expected case analysis of �-skeletons withapplications to the construction of minimum-weight triangulations. In Procee-dings of the Seventh Canadian Conference on Computational Geometry, 1995.[CLR90] T. H. Cormem, C. E. Leiserson, and R. L. Rivest. Introduction to Algorithms.MIT Press, 1990.[dLHSS96] J. A. de Loera, S. Hosten, F. Santos, and B. Sturmfels. The polytope of all trian-gulations of a point con�guration. 12th European Workshop on ComputationalGeometry, March 1996.[DM96] M. T. Dikerson and M. H. Montague. The exact minimum weight triangulation.to appear in Proceedings of the 12th Annual ACM Symposium on Computati-onal Geometry, 1996.[DRA94] R. L. S. Drysdale, G. Rote, and O. Aichholzer. A simple linear time greedytriangulation algorithm for uniformly distributed points. October 1994.23
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