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Sumaério

Dado um conjunto finito de pontos no plano, uma triangulacao planar é definida
como um conjunto maximal de segmentos de reta conectando estes pontos, tal que
dois destes segmentos nao se interceptam, exceto nos extremos. Chamamos de trian-
gulacao de custo minimo a triangulacao planar cuja soma total dos comprimentos de
seus segmentos de reta é minimo dentre todas as triangulacoes planares do conjunto
de pontos em questao. Nao se conhece algoritmo polinomial que resolva o problema de
determinar a triangula¢ao de custo minimo de um conjunto de pontos no caso geral,
contudo, também nao estd provado tratar-se de um problema NP-dificil Neste artigo
estamos interessados na resolucao exata deste problema. Nossa abordagem é baseada
em técnicas de programacao inteira, em particular avaliamos duas formulacoes distintas
para o problema. A primeira formulacao é baseada em uma equivaléncia entre o pro-
blema da triangulacao de custo minimo e uma versao restrita do problema do conjunto
independente em um grafo. Além das desigualdades obtidas através da observagao desta
equivaléncia, mostramos como fortalecer a formulacao através de certas propriedades
geométricas do problema. Avaliamos ainda uma outra formulacao baseada principal-
mente no trabalho apresentado por Loera et. alem [dLHSS96]. Finalmente, reportamos
nossos experimentos computacionais.

Palavras-chaves: Programacao Inteira, Combinatéria Poliédrica, Geometria Compu-
tacional e Triangulac¢ao de Custo Minimo.

1 Introducao

Seja P um conjunto finito de n > 3 pontos no plano, tal que P ndo esteja contido em
nenhuma reta. Uma triangulagcdo planar de P é um conjunto maximal de segmentos de
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reta com extremos em P, que ndo se interceptam, exceto possivelmente nos extremos. Por
simplicidade, no restante deste texto diremos que dois segmentos no plano se interceptam
apenas quando esta intersecdo se der um ponto que nao seja extremidade dos segmentos
considerados. Uma triangulagdo de custo minimo (TCM) do conjunto P, é definida como
sendo uma triangulacdo planar cuja soma dos comprimentos de seus segmentos de reta é
minimo dentre todas as triangulacdes planares de P. Na figura 1 vemos duas triangulacoes
planares distintas do mesmo conjunto de pontos, sendo que a triangulacio da esquerda é
uma TCM. A TCM encontra aplicagbes em andlise numérica [Llo77, PS85, LL87]. Além
disso, Wang e Aggarwal [WAS6] também a utilizam em um algoritmo para reconstruc¢io de
superficies a partir de seus contornos.

Figura 1: Dois exemplos de triangulacdes planares.

O problema de determinar a TCM (PTCM) de um conjunto de pontos pertence a
classe de problemas cuja complexidade permanece desconhecida. Apesar de nao se conhecer
algoritmos polinomiais que o resolva ndo se conseguiu provar tratar-se de um problema
NP-dificil. Tradicionalmente, este problema tem sido tratado de forma heuristica [LL87,
DRA94, HP94]. O objetivo destes métodos heuristicos é produzir triangulacoes planares que
se aproximem da TCM. Em geral, as triangulacoes planares utilizadas como este intuito sao
as triangulacoes gulosa e de Delaunay. Contudo, existem trabalhos recentes que apresentam
formas de se computar um subconjunto da TCM a partir do qual pode ser possivel computar
a TCM em tempo polinomial [BKMS96, DM96].

Neste artigo apresentamos uma abordagem de programacao inteira (PI) para resolugao
exata do PTCM. Neste sentido avaliamos duas formulacoes de PI distintas para o pro-
blema. A primeira formulacdo apresentada, a qual chamamos de formulacdo baseada em
segmentos, visa identificar os segmentos de uma TCM utilizando-se de uma equivaléncia
entre o PTCM e uma versio restrita do problema do conjunto independente em um grafo.
Além das desigualdades obtidas através da observacdo desta equivaléncia, mostramos que
é possivel fortalecer esta formulacdo através da insercao de novas desigualdades validas
que expressam certas propriedades geométricas do problema. Mostramos ainda que, otimi-



zar sobre o politopo definido pela formulacdo em questao é equivalente a otimizar sobre o
politopo mondtono.

Como pode ser visto na figura 1, a condicdo de maximalidade impoe que todas regides
limitadas em uma triangulacao planar sejam triangulos (dai o nome triangula¢do planar).
Assim, o PTCM também pode ser visto como o problema de determinar quais tridngulos sdo
formados em uma TCM (os tridngulos fornecem implicitamente os segmentos utilizados).
De fato, a segunda formulacdo apresentada tenta identificar os tridngulos de uma TCM,
a0 invés dos segmentos, e por isso a chamamos de formula¢do baseada em triangulos. FEsta
dltima formulacido é fundamentada principalmente no trabalho apresentado por Loera et.
al em [dL.HSS96].

Finalmente, também apresentamos neste artigo uma avaliacdo computacional das for-
mulacoes propostas, em especial, no caso da formulacdo baseada em segmentos estes resul-
tados foram obtidos através de uma implementacdo de um algoritmo branch-and-cut.

O restante deste texto estd dividido da seguinte forma. Na se¢do 2 apresentamos uma
coletinea dos principais resultados relativos ao PTCM. Nas secGes 3 e 4 discutimos, res-
pectivamente, as formulacoes de PI baseadas em segmentos e em tridngulos. Na secao 5
apresentamos uma descricdo sucinta dos algoritmos utilizados na resolucdo do problema
utilizando as formulacoes propostas. Na secdo 6 apresentamos alguns resultados prelimi-
nares obtidos utilizando estes algoritmos. Na se¢do 7 sdo apresentadas as conclusoes deste
trabalho.

2 Abordagens Anteriores

O PTCM é um problema que hda muito desafia os pesquisadores de geometria computacio-
nal. No sentido de mostrar que trata-se de um problema NP-dificil, existem dois resultados
principais. Seja S(P) o conjunto de todos os segmentos de reta com extremos em P. Em
[L1o77] Lloyd mostra que o problema de determinar se existe uma triangulacao planar que
utilize somente um certo subconjunto de segmentos S’ C S(P) é NP-completo. Recente-
mente, em [HP94], Heath e Pemmaraju apresentam o resultado mais préximo a prova de
que o PTCM é NP-dificil. Dados um subconjunto 5" C S(P), tal que S’ contém pelo menos
uma triangulacao de P, e um nimero racional positivo k, os autores mostram que deter-
minar se existe uma triangulagdo planar em S’ cujo custo ndao exceda a k é um problema
NP-dificil.

Os métodos heuristicos existentes visam construir triangulacoes planares que se aproxi-
mem da TCM. As mais tradicionais aproximacoes sao as triangulacoes gulosa e de Delau-
nay. A triangulacdo gulosa é construida de forma iterativa, onde a cada passo se adiciona
a triangulacdo o menor segmento que nao intercepta nenhum dos segmentos previamente
adicionados. De forma ingénua a triangulacio gulosa pode ser construida em tempo O(n?),
entretanto, através de abordagens mais sofisticadas pode ser obtida em tempo O(n?logn)
[PS85]. A triangulacdo de Delaunay consiste no dual do diagrama de Voronoi, e pode ser
computada em O(nlogn) [PS85]. Nenhuma das duas triangulagbes conduzem obrigatoria-
mente a TCM. De fato, em [MZ79] Manacher e Zobrist mostram que as triangulagdes gulosa
e de Delaunay podem ser, respectivamente, pelo menos Q(n'/?) e Q(n) maior que a TCM.



Posteriormente, em [Lev87], Levcopoulos mostrou que a triangulacido gulosa pode ser pelo
menos Q(y/n) maior que a TCM. Desta forma, tanto a triangulacao gulosa quanto a de
Delaunay podem fornecer aproximacoes arbitrariamente ruins.

O algoritmo que oferece a melhor garantia de qualidade para o PTCM, conhecido até
o momento, é capaz de produzir uma triangulagao que é no maximo um fator de O(logn)
maior que a TCM, e cujo tempo de computacio é O(n?logn) [HP94]. Ou seja, nio existe
algoritmo eficiente capaz de produzir uma triangulacdo cujo custo seja limitado por um fator
constante do custo da TCM. Entretanto, apesar das aproximacoes acima nao oferecerem
boas garantias de qualidade, algumas destas, a exemplo da triangulacao gulosa, produzem
bons resultados na pratica.

O primeiro resultado importante quanto a resolucdo exata do PTCM foi apresentado
em [Gil79]. Neste trabalho Gilbert mostra que é possivel, através de uma abordagem de
programacao dinAmica, computar a TCM de um poligono simples em O(n?). Este resultado
foi depois estendido [HP94] para possibilitar a computacao da TCM de um objeto mais
genérico chamado célula, onde uma célula de um conjunto de pontos P consiste em um
conjunto de segmentos que formam uma arvore geradora do grafo Gp(P, S(P)) acrescido
dos segmentos que limitam a envoltéria convexa de P. Assim, o PTCM pode ser reduzido ao
problema de encontrar uma célula que esteja em alguma TCM, pois o problema resultante
pode ser resolvido em tempo polinomial.

A possibilidade de computar a TCM de uma célula em tempo polinomial motivou tra-
balhos no sentido de determinar conjuntos de segmentos S C S(P) que estdo em alguma
TCM [BKMS96, DM96, Yan95]. Note que se o grafo GP(P, 5"y for conexo teremos uma
célula, e o problema resultante pode ser resolvido em O(n?). Mesmo que Gp nio seja conexo
o problema poderd ser resolvido em O(n**2) [CGT95], onde k é o niimero de componentes
conexos de Gp. Novamente, ainda ndo existe um método capaz de produzir um conjunto
S’ tal que k seja limitado por uma constante.

Em artigo recente [dLHSS96] Loera, Hosten, Santos e Sturmfels também propdem uma
formulacdo de PI que pode modelar o PTCM. Esse trabalho ndo trata especificamente de
triangulacées planares, e sim de uma generalizacido deste conceito onde os pontos pertencem
a IR? com d > 2. De fato, a formulacio apresentada na secio 4 é uma versio, um pouco
modificada, da apresentada por esses autores.

3 A Abordagem de PI Baseada em Segmentos

Como mencionado, o PTCM consiste em determinar um subconjunto maximal T5(P) C
S(P), onde a soma total dos comprimentos dos segmentos em T(P) seja minima e tal que
quaisquer dois de seus segmentos nao se interceptem. Assim, podemos ver Ts(P) como
um conjunto independente maximal de elementos de S(P). De fato, o PTCM pode ser
modelado como uma versdo restrita do problema do conjunto independente em um grafo.

3.1 O PTCM e o Problema do Conjunto Independente

Dizemos que G}?(V, E) é o grafo das intersecoes de segmentos de P se: para cada segmento
ij € S(P) existe um vértice v;; € V que o representa, e para cada dois segmentos ij



e kU que se interceptam existe uma aresta (v;j,vg) € F. Atribuindo-se a cada vértice
v;; € V um custo igual ao comprimento do segmento 7j , verificamos que o problema de
determinar a TCM de um conjunto P de pontos é equivalente ao problema de determinar
um conjunto independente maximal de custo minimo no grafo das intersecoes de segmentos
de P. E conhecido que este tltimo problema é NP-dificil [HP94].

Com base no que foi descrito acima, o PTCM pode ser formulado da seguinte forma: a
cada segmento 5 € S(P), cujo custo, ou comprimento, serd representado por ¢;;, associa-
se uma variavel z;; € {0,1}. Seja z o vetor das varidveis z;;. O valor de z;; serd 1 se e
somente se o segmento ij pertence a triangulacio planar representada por z. Sendo assim,
uma formulacdo do PTCM é dada por:

min g CijTij

ijes(P)
Sujeito a @ € XY! (D (1)
Z zi; =3(n—1)—h (1)
ijES(P)

onde XSCI representa a familia de todos vetores de incidéncia dos conjuntos independentes
de G}é’, e h o nlimero de pontos de P sobre a fronteira de sua envoltéria convexa. A restricao
(I) diz que @ deve representar um conjunto independente de G'3. A restricio (II) faz uso de
uma outra propriedade das triangulagoes planares. Esta propriedade determina o nimero
exato de segmentos em qualquer triangulacdo planar de um conjunto de pontos. Isto é
utilizado para garantir a condicio de maximalidade inicialmente imposta.

I f4cil verificar que a formulacao (1) é valida para o PTCM. Entretanto, resta esclarecer
como a restri¢ao (I) pode ser representada através de um conjunto de desigualdades lineares.
Isto pode ser feito utilizando-se as duas desigualdades abaixo:

vij+ake <1 V(v vpe) € E (1),
v; €4{0,1}  Yij €S(P) (IV).

As desigualdades da classe (III), conhecidas como desigualdades de aresta, dizem que dois
vértices vizinhos em G}é’ nao podem estar simultaneamente em um conjunto independente.
As restri¢oes da classe (IV) determinam o conjunto de valores que as varidaveis podem
assumir, no caso 0 ou 1. Estas duas classes de restricbes sdo suficientes para garantir que
R S

Visando fortalecer a formula¢do podemos ainda utilizar outras desigualdades validas
para o problema do conjunto independente. De fato, em nossos experimentos computaci-
onais utilizamos dois outros tipos de desigualdades vélidas para o politopo dos conjuntos
independentes. Trata-se das desigualdades de clique e de odd hole. Uma desigualdade de
clique diz que, dado uma clique no grafo G}é’, no maximo um vértice desta clique pode
estar em um conjunto independente. Uma desigualdade de odd hole diz que, dado um ci-
clo C, sem cordas, de tamanho fmpar em G, no maximo ||C|/2] vértices de C' podem
estar simultaneamente em um conjunto independente. As desigualdades de clique definem
facetas no politopo dos conjuntos independentes, dado pela envoltéria convexa dos vetores



pertecentes a XSCI. J4 as desigualdades de odd hole nao definem facetas no mesmo politopo
no caso gerall [Pad73, NT74].

Uma outra forma de fortalecer a formulagao (1) consiste em explorar melhor a questao
da maximalidade. Além da restricao (II), pode se impor que z represente um conjunto
independente maximal através da desigualdade abaixo:

X4 + Z Tho > 1, Y Vi; € 1% (V),
v €N (vij)

onde N(v;;) representa o conjunto de vértices vizinhos a v;; em G%. Esta desigualdade diz
que se um vértice ndo pertence a um conjunto independente maximal, entdo pelo menos
um de seus vizinhos deve pertencer. Claramente, esta desigualdade é vilida. Além disso,
diferentemente da igualdade (II), como a desigualdade (V) tem uma atuagao local (atua
somente em um subgrafo de G%) ela serd denominada de desigualdade da mazimalidade
local. Como veremos na se¢ao 6, esta classe de desigualdades se mostra de grande valia
computacional. Na figura 2 vemos duas solucbes fracionarias étimas, para o mesmo conjunto
de pontos, obtidas utilizando a formulagao (1). A solugao (a), ao contrario da (b), nao utiliza
as desigualdades de maximalidade local. Nesta figura os segmentos cheios representam que
as variaveis que os correspondem na formula¢do assumiram o valor 1, enquanto os segmentos
tracejados representam varidveis que assumiram valores fracionarios (entre 0 e 1). Vemos
através da solugao (a) que uma solugao fracionaria da formulagao (1) possui areas com
grande concentracdo de segmentos cujos as varidveis correnpondentes estdao no suporte da
solucdo (z;; > 0), e outras onde esta concentracdao é muito baixa. A solucdo (b) mostra
que a insercdo das desigualdes de maximalidade local diminui esta diferenca impondo um
nimero minimo deste tipo de segmentos nas dreas de baixa concentracgdo.

O Politopo Mondétono

Devido a igualdade (II) e as desigualdades (V), o politopo definido pela formula¢io apre-
sentada ndo é de dimensdo cheia. Este fato dificulta a comprovacao tedrica da forca das
desigualdades obtidas. Entretanto, modificando-se adequadamente a funcdo objetivo e
transformando-se a igualdade (II) e as desigualdades (V) em desigualdades do tipo ‘<’
vemos que otimizar sobre o politopo original é equivalente a otimizar sobre o politopo
mondtono. Para isto, as seguintes alteracoes devem ser efetuadas. A nova func¢ido objetivo
é definida da seguinte forma:

max Y (d— cij)zij, onde d = max{eg; : ij € S(P)}+ 1.
ij es(p)
A igualdade (II) é substituida pela desigualdade:

Z zi; <3(n—1)—h (VD).
i7€S(P)

!Em [Pad73] Padberg apresenta um procedimento de lifting capaz de produzir desigualdades que definem
facetas, no politopo dos conjuntos independentes, a partir de uma desigualdade de odd hole.






E finalmente, visto que uma solucdo 6tima para o PTCM sempre satisfaz (VI) na igualdade,
podemos substituir as desigualdades da classe (V) pela classe de desigualdades abaixo:

> ape <3(n—1)—h—1,Vuv; €V (VI).
Ve @N (vig)U{vi;}

Pode-se provar, de forma andloga a prova realizada para o politopo do problema do cai-
xeiro viajante em [GP85], que uma solucao étima encontrada utilizando o politopo original
possui o mesmo custo de uma solucdo 6tima obtida utilizando o politopo monétono. Ob-
serve ainda que, o novo conjunto de restricGes nao representa mais apenas as triangulacoes
planares de P, e sim todos os conjuntos 7, C T,(P), para qualquer triangulacao planar
Ty(P) de P. Desta forma, todo resultado valido para o politopo dos conjuntos indepen-
dentes é vilido também para o politopo monétono, p.ex., a desigualdade de clique também
define faceta no politopo mondtono.

Com relagao a nova desigualdade de maximalidade local (VII), apesar do bom desempe-
nho computacional, mencionado anteriormente, ela ndo define faceta no caso geral. Para ver
isto, considere a figura 3. Nesta figura, a desigualdade de maximalidade local com relagao
ao segmento 24 é:

212 + T14 + T15 + 16 + T2z + Tas + Tae + T34 + Tas + 756 < 8.

Contudo, a desigualdade abaixo também é valida, e domina a desigualdade anterior.

T1z + ¥14 + 215 + ¥16 + T23 + 25 + T26 + T34 + Ta5 + T56 + ¥36 < 8.
Portanto, a primeira desigualdade nao define faceta no politopo mondtono.

1 2 3

6 5 4

Figura 3: Exemplo no qual a desigualdade de maximalidade local ndo define faceta.

3.2 Explorando o Carater Geométrico do Problema

Até o momento, com excecao da igualdade (II), todas as desigualdades apresentadas sao
desigualdades validas para o problema do conjunto independente maximal em um grafo. A
questdo é se ainda é possivel fortalecer a formulacdo apresentada utilizando outras propri-
edades geométricas do problema. Abaixo vemos que sim.



Como mencionado, a cardinalidade de uma triangulacdo planar T5(P) é 3(n—1)—h. Isto
significa que qualquer conjunto S’ C S(P), tal que |.S] > 3(n—1)—h, ndo pode representar
uma figura planar. Como isto é vélido para qualquer conjunto P’ de pontos no plano, com
|P'| > 3 e tal que os pontos do conjunto nao sejam todos colineares, esta propriedade nos
leva a uma nova desigualdade linear, a qual chamaremos de desigualdade de planaridade.
Seja P’ C P um conjunto de pontos no plano tal como descrito acima. Toda triangulacio
planar de P satisfaz a desigualdade abaixo:

> ay <3(|P)-1)— A" (VII),
7eS(PY)
onde b’ é o niimero de pontos de P’ na fronteira de sua envoltéria convexa. Esta desigualdade
diz qual o nimero maximo de segmentos em S(P’) que podem pertencer a uma triangulacao
planar. Observe que, no caso |P'| = 3 esta desigualdade nunca é violada, pois neste caso
|S(P)] = 3(n—1)—h' = 3. Assim, s6 precisamos considerar as desigualdades de planaridade
referentes a conjuntos de pontos P’ C P com |P’| > 4. Na figura 4 vemos outra solugao
fraciondria 6tima para o mesmo conjunto de pontos utilizado na figura 2. Esta solucdo
foi obtida utilizando a mesma formulagao que gerou a solucao (b) da figura 2 acrescida da
desigualdade de planaridade para o conjunto P’ indicado na figura 4 por circulos brancos.

Figura 4: Uma solucdo fraciondria étima com a desigualdade de planaridade.

Assim como a designaldade de maximalidade local, a desigualdade de planaridade tam-
bém ndo define faceta no caso geral. Na figura 5, a desigualdade de planaridade referente
aos pontos 1, 2, 3 e 4 é:



212 + T13 + 14 + T2z + vog + T34 < 5.

Se considerarmos agora o segmento ij , vemos que a desigualdade abaixo nio sé é vilida
como domina a desigualdade anterior.

T12 + T13 + @14 + To3 + T2q4 + 34 + 3255 < 5.

Logo, a desigualdade de planaridade ndo define faceta no caso geral.

Figura 5: Exemplo no qual a desigualdade de planaridade ndo define faceta.

Outras Desigualdades Vilidas

Seja ¢ um ponto interior da envoltéria convexa de P, tal que g€ Peqg N ij =0,V ij €
S(P). Seja 5" C S(P) o conjunto de segmentos que definem a menor regido do plano
limitada por segmentos de S(P) contendo ¢. Uma outra desigualdade valida para o PTCM
é a seguinte:

> i <3 (IX).

yes
Esta designaldade diz que em uma triangulacdo planar o ponto ¢ estd no interior de um
dnico triangulo vazio com vértices em P. Entende-se por triangulos vazios com vértices em
P qualquer triangulo formado por segmentos de S(P) que nao contenha pontos de P em
seu interior. Embora, a validade desta designaldade ndo seja tdo intuitiva quanto a das
anteriores, ela pode ser provada por contradicao.

O problema desta desigualdade, assim como de outras desigualdades validas que expres-

sam certas propriedades geométricas das triangulacoes planares, é que, diferentemente da
desigualdade de planaridade, elas ndo apresentam um bom desempenho computacional.

4 A Abordagem de PI Baseada em Triangulos

O PTCM também pode ser visto como o problema de determinar quais tridngulos vazios
estao em uma TCM. De fato, as triangulacées planares, e por conseguinte a TCM, podem
ser definidas alternativamente como se segue. Dados dois triangulos com extremos no plano,
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diremos que estes se interceptam caso a regido formada pelo conjunto de pontos na intersecao
dos dois tridngulos tenha dimensdo igual & 2. Uma triangulacido planar do conjunto P é
um conjunto maximal de tridngulos vazios, com extremos em P, que ndo se interceptam.
Uma TCM de P, pode entdo ser redefinida como, uma triangulacdo planar de P cuja soma
dos comprimentos dos segmentos de reta definidos pelos lados de seus tridngulos vazios é
minimo dentre todas as triangulacdes planares de P.

Seja A(P) o conjunto de todos os triangulos vazios com extremos em P. Em vista
do que foi dito acima, podemos considerar o PTCM como o problema de determinar um
subconjunto maximal TA(P) C A(P), onde a soma total dos comprimentos dos segmentos
de reta induzidos pelos tridngulos em Ta(P) seja minima e tal que quaisquer dois tridngulos
em TA(P) nao se interceptem. Note que, existe uma grande semelhan¢a na forma como o
problema foi definido sobre segmentos e sobre triangulos, pois em ambas as abordagens o
problema consiste em determinar um conjunto independente maximal de elementos de um
outro conjunto. De fato, também a versdo sobre tridngulos pode ser modelada como uma
versao restrita do problema do conjunto independente em um grafo.

Dizemos que G%(W, F) é o grafo das intersecoes de triangulos de P se: para cada
triangulo Ags, € A(P) existe um vértice vge, € W que o representa, e para cada dois
tridngulos Agsm, e Agpp que se interceptam existe uma aresta (Vksp,, Vpop) € F. Assim,
determinar uma triangulacao planar de um conjunto P de pontos torna-se equivalente a
determinar um conjunto independente maximal no grafo das intersecoes de tridngulos de P.

Resta, para que possamos representar o PTCM através de PI, definir como atribuir
custo aos triangulos vazios de A(P) em termos de seus segmentos (lados). A cada tridngulo
Ao, cujo os lados sdo os segmentos k€, km e m , atribufmos um custo cpe, = apecre+
Qhon Clom + Qo Copy, Onde ¢;; € 0 comprimento do segmento ij e a;; = 1 se o segmento ]
limita a fronteira da envoltéria convexa de P, e 1/2 caso contrario. Note que, dada uma
triangulacdo planar, os segmentos desta triangulacdo que limitam a envoltéria convexa
de P aparecem como lado de um 1nico tridngulo vazio, enquanto o restante dos segmentos
aparecem como lado de dois triangulos. Assim, o custo de uma triangulacdo medido através
da soma dos custos de seus tridngulos é igual a soma dos comprimentos de segmentos
induzidos por estes tridngulos.

Podemos entao formular o PTCM através de PI da seguinte forma: a cada triangulo
Dpem € A(P), cujo custo é representado por ¢k, associa-se uma variavel zjp, € {0,1}.
Seja z o vetor das varidveis x ey, . L possivel garantir que o valor de z;; serd 1 se e somente
se ij pertence a triangulacdo planar representada por z através da seguinte formulacio:

min > ChtmThim
Sujeito a @ € AY! (X) (2)
Z Them =2(n—1)—h (XI)

onde XtCI representa a familia de todos vetores de incidéncia dos conjuntos independentes de
G%, e h o niimero de pontos de P sobre a fronteira de sua envoltéria convexa. A restri¢ao
(X) diz dois tridngulos de uma mesma triangula¢do planar nao devem se interceptar. A
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restricao (XI), a qual é obtida diretamente da restricdo (II) da secdo 3 e da férmula de
Euler, determina o nimero exato de triangulos em qualquer triangulacao planar de um
conjunto de pontos. Esta restricio é utilizada para garantir a condicdo de maximalidade
do nimero de triangulos.

Note que esta formulacao é idéntica a formulacao (1), i.e., em ambas as formulagbes o
vetor solucdo é o vetor de incidéncia de um conjunto independente maximal em um certo
grafo. Assim, todos os resultados existentes para o problema do conjunto independente
em um grafo utilizados na abordagem baseada em segmentos, a exemplo das desigualdades
de aresta, clique e odd hole, e mesmo a desigualdade de maximalidade local, podem ser
utilizados nesta abordagem. Além disso, observe que, também é possivel obter um politopo
monétono a partir do politopo definido pela formulacdao (2) da mesma forma como foi
feito com o politopo definido pela formulagao (1). Finalmente, note que a desigualdade de
planaridade, apresentada na secdo 3, também pode ser reescrita em termos de triangulos.

Assim, os principais resultados (desigualdades) validos para a formulagao baseada em
segmentos também sao validos para a formulacdo baseada em tridngulos. Contudo, en-
quanto o nimero de variaveis e restrigoes utilizadas na formulagao (1) sao limitados, res-
pectivamente, por O(n?) e O(n*), estes mesmos nimeros na formulagao (2) sao limitados
por O(n?) e O(n®). Ainda assim, trabalhar com tridngulos nos possibilita expressar outras
propriedades geométricas das triangulacao planares em termos de desigualdades lineares,
as quais nao se sabe como expressar desta forma em termos de segmentos.

4.1 Explorando o Carater Geométrico do Problema

Dada uma triangulacdo planar de P, todo segmento nesta triangulacdo que nio limita
a fronteira da envoltéria convexa de P é lado de exatamente dois triangulos. Cada um
destes triangulos estd localizado em um dos semi-planos definidos pela reta que contém o
segmento (conforme pode ser observado na figura 1). Além disso, se um certo segmento
nao esta nesta triangulacido, obviamente, nenhum dos triangulos que o possuem como lado
deverd ser formado. Ou seja, se ng e L;, sao os semi-planos definidos pela reta que contém
o segmento k(, o nimero de tridangulos em ng que possuem k{ como lado é igual ao
nimero de triangulos em L;, que também possuem k( como lado. Esta propriedade das

triangulacées planares pode ser expressa na forma de uma equagdo linear da seguinte formas:

S T — >, @k =0,V Kl € S(P)\CH(P) (XII),

Agem C LZ[ Apen C Ly,

onde CH(P) C S(P) éo conjunto de segmentos que estdo na fronteira da envoltéria convexa
de P.

Esta igualdade foi apresentada originalmente por Loera et. al [dLHSS96] para uma
generalizacio das triangulacoes planares, onde os pontos pertencem a IR? com d > 2, e as
regides limitadas formadas (triangulos quando d = 2) nao sdo necessariamente vazias. Nesse
trabalho, os autores mostraram que esta classe de ignaldades acrescida de certas igualdades
nao homogéneas sdo suficientes para garantir a validade da formulacdo. De fato, a seguinte
formulagdao também é vélida para o PTCM:
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min > ChtmThem

Apem €A(P)
Sujeito a > Thm— Y, Tee =0, Y kl € S(P)\CH(P) (XII)
Aprm C LZ’Z Apen C Ly, (3)
Y g =2n-1)-h (XI)
Apem €A(P)
Trem € 10,1} VAo € A(P) (XII)

A validade desta formulacao nao é tao intuitiva quanto a da formulagao (2). A fim de
demonstri-la faremos uso do seguinte resultado:

Lema 1 Seja @’ uma solugdo inteira vidvel para a formulagio (3). A unido de todos os
tridngulos Nyey, com Ty, = 1, cobre toda a envoltdria convera de P.

Prova: Obviamente, pela igualdade (XI), pelo menos parte da envoltéria convexa de P
deve ser coberta pelos triangulos mencionados. Contudo, por contradicdo, suponha que
existam regides dentro da envoltéria convexa de P que ndo estdo sendo cobertas por estes
triangulos. Claramente, estas regides sdao separadas das regides cobertas por polilinhas
(abertas ou fechadas). Assim, existe pelo menos um triangulo Ay, com g, = 1, tal
que pelo menos um de seus lados é um dos segmentos da polilinha que separa a regido que
ele ajuda a cobrir de uma regido nao coberta (veja figura 6). Sem perda de generalidade,
suponha que kf seja este segmento e que gy, C ng. Como kl estd na fronteira entre
uma regidao coberta e uma nao coberta, ndo existe nenhum triangulo Ay, C L;,, com
Tren = 1, e assim a desigualdade (XII) referente ao segmento k( nao estd sendo satisfeita.
Entretanto, isto contraria a hipétese de que 2’ satisfaz todas as restricoes da formulacio

(3). O
De posse deste resultado, podemos finalmente provar a validade da formulag¢ao (3):

Teorema 1 A formulagdo (3) € vdlida para o PTCM, i.e., um vetor solugcdo ', cujo os
elementos sao inteiros, satisfaz todas as restricoes da formulagao (3) se e somente se € um
vetor de incidéncia de uma triangulacdo planar.

Prova: (=) Seja T} o conjunto de triangulos do qual 2’ é o vetor de incidéncia, i.e.,
Th = {Dkim € A(P) : Tpe, = 1}. Seja I(Dpger ), onde Apyp, € Th, 0 conjunto de tridngulos
Apop € T, que interceptam Apggy,. Como, pela restri¢ao (XI), |T4| = 2(n — 1) — h, provar
que T} é uma triangulacdo planar de P é equivalente a mostrar que nao existe um triangulo
Api € T, tal que I(Agey) # 0. Suponha, por contradicao, que existe tal tridngulo. Seja
R o conjunto de regides limitadas formadas no interior do triangulo Ay, pelos lados dos
triangulos em I(Appm) U {Dpem} (ver figura 7). Seja R uma destas regides. Existe pelo
menos um segmento s que limita R, o qual esta contido em um segmento de S(P) que, pela
igualdade (XII), é lado de dois tridngulos em [(Apgsy,). Seja Ay, um destes tridngulos e
suponha que R e A, estdo contidos no mesmo semi-plano definido pela reta que contém
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regido nao cobertae\ /—> regido coberta

\_, polilinha que separa

a regido coberta da
regiao ndo coberta

Figura 6: Exemplo de um tridngulo cujo um dos lados é um dos segmentos de uma polilinha
que separa uma regiao coberta de uma regiao nao coberta.

5. Observe que, R C A, pois caso contrario a regido R seria interceptada por um dos
lados do tridngulo A,,, contrariando a definicdo de R. Assim, concluimos que todas as
regides de R sdo cobertas por pelo menos um triangulo em I(Agspy, ).

lados de tridangulos que
interceptam o triangulo
com extremos emk, |l e m

Regido limitada .

Figura 7: Exemplo de regides limitadas formadas no interior do triangulo A, pelos lados
dos triangulos em I(Agem ) U{Dkem }-

Com base neste resultado e no fato que Jgrcr B = Dpem, se removermos Ayyy,, de Ty
(Zkem = 0) aregiao antes coberta por Ay, continuara coberta pelos triangulos em I(Agsy,).
Mais que isto, visto que os triangulos em 7, pelo lema 1, cobrem toda a envoltéria convexa
de P, temos que os triangulos em TA \{Ajsy, } também cobrirdo toda a envoltéria convexa
de P. De fato, se removermos iterativamente todos os triangulos Agsp,, com I(Dgem ) # 0,
de T\ restard um conjunto TX de tridngulos que cobrem toda a envoltéria convexa de P, e
que dois a dois ndo se interceptam. Obviamente, T é uma triangulacdo planar. Entretanto,
se T\ # TX, como T/ é uma triangulacdo planar, terfamos que |Th| > 2(n — 1) — h, e 2
nao satisfaria a restrigao (XI), contrariando a hipétese de que 2’ é uma solugao vidvel para
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a formulacao (3). Concluindo, ndo é possivel remover nenhum dos tridngulos da solucdo
original T, i.e., para todo Ay, € T temos que I(Dgey,) = 0.

(<) Trivial. O

Assim temos que, a formulagao (3) é valida para o PTCM, e em contraposi¢do com a
formulagdo (2), possui apenas O(n?) restri¢des. Além disso, o politopo definido por esta
formulacido é igual a envoltéria convexa das solugbes inteiras para o caso onde todos os
pontos de P estdo sobre a fronteira de sua envoltéria convexa [dLHSS96]. Ou seja, neste
caso, a solucdo da relaxacdo linear desta formulacdo é sempre inteira e o problema pode
ser resolvido em tempo polinominal. Esta é a formulacdo baseada em tridngulos que sera
avaliada na secdo 6. Como veremos, para todas as instancias testadas até o momento a
relaxacao linear desta formulacido sempre forneceu uma solugdo inteira.

5 Algoritmos Utilizados

Para resolver o PTCM empregando as formulac¢des propostas utilizamos uma abordagem
em dois niveis. Inicialmente, utilizamos algumas rotinas de pré-processamento, com a fina-
lidade de reduzir o nimero de variaveis do problema, i.e., reduzir o tamanho do programa
linear correspondente. Entdo utilizamos algoritmos baseados em relaxacoes lineares das
formulacbes propostas, para determinar o vetor de incidéncia de uma TCM do conjunto de
pontos em questao. No caso da formulacao (3), como mencionado, para todas as instancias
testadas até o momento, bastou resolver uma relaxacdo linear para obter tal vetor. O caso
da formulagao (1) é diferente. Via de regra, uma relaxagao linear desta formula¢do, mesmo
utilizando as desigualdades de maximalidade local, fornece uma solucio fracionaria. Para
resolver o problema utilizando esta formulacdo implementamos um algoritmo branch-and-
cut. Abaixo discutimos sucintamente estes algoritmos.

Rotinas de Pré-processamento

Ao todo utilizamos trés rotinas de pré-processamento distintas. A primeira delas, utiliza
um resultado publicado em [BKMS96] para computar um conjunto de segmentos que estd
em qualquer triangulacdo de custo minimo. O conjunto destes segmentos é chamado pelos
autores de 1.17682-esqueleto, e o algoritmo implementado é capaz de computia-lo em tempo
O(n?). Esta rotina nos permite eliminar do problema todos os segmentos que interceptam
um dos segmentos deste conjunto, no caso da abordagem baseada em segmentos, ou todos
os triangulos que possuem um lado que intercepta um dos segmentos deste conjunto, no
caso da abordagem baseada em triangulos.

As duas outras rotinas de pré-processamento restantes utilizam-se de relaxacoes lineares
preliminares para tentar reduzir o tamanho do programa linear final, e sdo utilizadas apenas
para a formulacdo baseada em segmentos. Dada um solug¢do aproximada para um problema
de PI com variaveis que assumem apenas os valores 0 ou 1 (no nosso caso a triangulacdo
gulosa), e uma relaxagao linear para este mesmo problema, é possivel, dependendo dos custos
reduzidos das varidveis e da diferenca entre os valores da solugdo aproximada e da solucao da
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relaxacao linear, determinar que algumas destas varidveis ndo podem assumir o valor 1 na
solucao 6tima [JRT94]. Este resultado é utilizado pela segunda rotina de pré-processamento
com o objetivo de eliminar tais varidveis do problema. Finalmente, utilizamos um resultado
publicado em [NT75], segundo o qual as varidveis que assumem valores binarios (0 ou 1)
na solucdo 6tima da relaxacido linear de uma formulacdo para o problema do conjunto
independente que utiliza somente desigualdades de arestas, também assumem os mesmos
valores em alguma solucdo 6tima do problema. Visto que uma triangulacao planar é um
conjunto independente de segmentos, aplicamos este resultado a fim de eliminar qualquer
varidvel que assuma o valor 0 nesta relaxacao.

O Branch-and-Cut para a Abordagem Baseada em Segmentos

Um algoritmo branch-and-cut consiste basicamente de um algoritmo branch-and-bound, onde
a cada n6 da arvore de enumeracao executa-se um algoritmo cutting-plane. Considere uma
iteracio onde o né i da drvore de enumeracio estd sendo analisado. Seja z° a solugdo étima
obtida com a relaxacdo linear. Se z* contém elementos fraciondrios, utiliza-se de uma rotina
de separacdo para encontrar uma nova desigualdade vélida a qual 2° nio satisfaca. Se a
rotina obtém sucesso a nova desigualdade é adicionada a relaxacao linear (cutting-plane),
e reinicia-se o processo. Este ciclo é quebrado quando o bound da relaxacdo linear é pior
que o bound fornecido por uma solucdo inteira ja conhecida, ou z* nio possui elementos
fraciondrios, ou se a rotina de separacdo ndo conseguir encontrar uma nova desigualdade
valida violada por z'. Neste dltimo caso, uma varidvel fraciondria é escolhida e faz-se um
branching sobre ela. A solucdo final é a melhor soluco inteira obtida no processo?.

Neste tipo de algoritmo, as rotinas mais intrinsecamente ligadas ao problema que esta
se atacando sdo as rotinas de separacdo. Nossa implementacdo, em especial, é capaz de
separar trés tipos de desigualdades (cortes): as desigualdades de clique, odd hole, e de
planaridade. As rotinas de separacao para as desigualdades de clique e de odd hole, sdo
as mesmas descritas por Nemhauser e Sigismondi em [NS92], para o problema do conjunto
independente. A rotina utilizada para separar desigualdades de planaridade é apresentada
a seguir

Separando desigualdades de planaridade. Seja 2’ uma solucio fracionéria viavel para
uma formulacdo (1). Uma rotina de separagao de desigualdades de planaridade deve tentar
identificar conjuntos de pontos P’ C P, tal que ZEGS(P’) zi; > 3(|P'| —1)— K/, onde I/
representa o nimero de pontos em P’ sobre a fronteira de sua envoltéria convexa. Seja
T! C S(P) o conjunto de segmentos tal que as varidveis que os representam, na formulag¢ao,
assumem valores fraciondrios em 2/, i.e., T/ = {ij € S(P):0 < z;; < 1}. Observe que,
se um certo conjunto de pontos P’ C P nao satisfaz a desigualdade de planaridade entao,
obrigatoriamente, o conjunto de segmentos S(P') N T} ndo é vazio, e existe interse¢io entre
seus segmentos. Assim, a idéia da nossa heurfstica é identificar conjuntos maximais de
pontos P’ C P, com |P'| > 4, tal que para todo ponto em P’ exista um segmento em
S(P)YNT!, do qual ele é um dos extremos, que intercepta pelo menos um outro segmento

2Uma descrigao detalhada do framework, e dos detalhes de implementacio, de um algoritmo branch-and-
cut podem ser encontrados em [JRT94].
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em S(P')NT,. Para cada um destes conjuntos P’, a heuristica verifica se a desigualdade
de planaridade referente a ele estd sendo violada. Em caso afirmativo, esta desigualdade
é gerada, i.e, ela é acrescentada a formulacdo de PI corrente. Caso contrario, remove-se
iterativamente pontos de P’ até que |P’| = 3, ou até que um dos subconjuntos gerados no
processo ndo satisfaca a desigualdade de planaridade. Neste dltimo caso, a desigualdade
violada é gerada.

O algoritmo utilizado é apresentado de forma mais detalhada na figura 8, onde ¢(P’) =
3(|P'|—1)—h' e h' é o nimero de pontos em P’ sobre a fronteira de sua envoltéria convexa.
Os passos 1 e 2 do algoritmo utilizam o grafo das interse¢bes de segmentos de P, G}é’,
para identificar conjuntos de segmentos de 77 onde todo segmento intercepta pelo menos
um outro segmento do mesmo conjunto. No algoritmo estes conjuntos de segmentos sdo
representados pelos vértices dos componentes conexos em C. Entdo, no passo 3, para cada
um destes conjuntos de segmentos (), tenta-se determinar se um subconjunto de seus pontos
extremos viola a desigualdade de planaridade. Neste sentido, a primeira tarefa realizada é
identificar o conjunto P de pontos extremos de @, o que é feito no passo 3(a). Em seguida,
no passo 3(b), testa-se se a desigualdade de planaridade referente P estd satisfeita. Em
caso afirmativo, escolhe-se um ponto ¢ € P, faz-se P := P\{q}, e repete-se o passo 3(b)
para o novo conjunto de pontos P. Este processo para se o conjunto de pontos corrente
P ndo satisfaz a desigualdade de planaridade, ou se |P| = 3. No primeiro caso, |P| > 4,
e assim o passo 3(c) gera a desigualdade de planaridade correspondente a P. Observe
que, a remocio de pontos de P, no passo 3(b), é feita de forma gulosa, onde procura-se
produzir com a remocio de um ponto ¢ € P o subconjunto de pontos P \{q} mais préximo
a violagdo de uma desigualdade de planaridade. A complexidade de tempo deste algoritmo
é dominada pelo passo 3(b)i, e é igual a O(|T.|n*lgn) = O(]S(P")|n*1gn) = O(n*lgn), se
utilizarmos o algoritmo Graham-scan [CLR90], para computar ¢(P), no passo 3(b). Ainda
assim, na pratica, este algoritmo apresenta um bom desempenho computacional. Isto se
deve ao fato que, em geral, |T;| < |S(P’)|, i.e., 0 nimero de varidveis que assumem valores
fraciondarios em uma relaxacao linear da formulagao (1) é pequeno quando comparado ao
total de varidveis desta mesma formulacdo.

6 Resultados Computacionais

Apresentamos nesta secao alguns resultados preliminares quanto a resolucdo exata do
PTCM utilizando as formulagbes propostas, tal como descrito na secao anterior. Todas
as instancias utilizadas foram geradas determinando-se aleatoriamente (utilizando a rotina
random do C) a posicao de cada ponto dentro de uma grade de tamanho pré-estipulado.
Os tempos de computacdo sdo apresentados em segundos, e foram obtidos em uma SUN
SPARC 1000, utilizando o CPLEX 3.0 na resolucio das relaxacdes lineares.

Desempenho Computacional da Abordagem Baseada em Segmentos

Em todos os testes computacionais realizados com a formulacdo baseada em segmentos,
utilizamos as desigualdades de aresta para garantir que a formulacdo inicial fornecida ao
branch-and-cut satisfaga a restri¢ao (1) da formulacdo (1). Ou seja, estas formulacoes iniciais
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1. Determinar o subgrafo CA}}S’(YA/,E) de G%(V, E) induzido por V, onde V = {vi; e V:
ij €T.}.

2. Identificar o conjunto C de componentes conexos de G}ﬁ

3. Para cada componente @jﬁ(V, E)ec

(a) Determinar o conjunto P € P de todos os pontos que sdo extremos dos segmentos
representados em V.

(b) Enquanto |P| >4 e Z z;; < ¢(P)
i7€S(P)
i. polp] := H(P\{p}) - 2 Ges(P\{p}) Tis> VP € P.
ii. ¢ :=min,{pv[p]:pe P}.
iii. P:=P\{q}.
(c) Se |P| >4

Gerar a desigualdade de planaridade referente ao conjunto de pontos P.

Figura 8: Rotina de separacao de desigualdades de planaridade.

sempre continham pelo menos a desigualdades (VI) e as desigualdades de arestas. Contudo,
os melhores resultados alcancados, em termos de tempo de computagdo, foram obtidos
aliando-se formulagoes iniciais que utilizavam as restricoes de maximalidade local, com um
branch-and-cut capaz de gerar os trés tipos de cortes mencionados na secao anterior.

Para que se possa avaliar o impacto da insercdo da desigualdade de maximalidade local
na formulacdo inicial, apresentamos na tabela 1 uma comparagdo dos tempos de computacio
obtidos pelo branch-and-cut (utilizando apenas cortes do tipo clique e odd hole) para dois
tipos de formula¢Ges iniciais distintas. Ambas as formulagdes contém a desigualdade (VI) e
as desigualdades de aresta. A diferenca entre as duas reside no fato que apenas uma delas
utiliza as restricdoes de maximalidade local. Cada linha da tabela apresenta a instancia
que obteve o pior tempo de CPU entre quatro outras de mesmo tamanho. Na primeira
coluna encontra-se o nimero de pontos de cada instincia. Nas colunas 2 e 3 encontramos,
respectivamente, os tempos de computacdo gastos em pré-processamento e no branch-and-
cut, para a formulagdo que contém as designaldades de maximalidade local. As colunas
4 e 5 trazem, respectivamente, os tempos de computacdo gastos em pré-processamento
e no branch-and-cut, para a formulacdo que nao contém tais desigualdades. A diferenca
entre os tempos de pré-processamento (colunas 2 e 4) se deve ao fato de que uma das
rotinas executadas nesta fase resolve uma relaxacio linear do problema, o que se mostrou
mais rapido quando a formulagdo contém a desigualdade de maximalidade local.  facil
observar que as designaldades de maximalidade local melhoram sobremaneira o desempenho
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computacional do algoritmo.

Com a desigualdade de Sem a desigualdade de
de maximalidade local de maximalidade local
Tempo de Tempo de Tempo de Tempo de
n  pré-processamento branch-and-cut pré-processamento  branch-and-cut
20 1 0 1 4
25 3 0 4 54
30 3 0 12 357
35 8 5 13 3206

Tabela 1: Verificacdo do desempenho computacional da desigualdade (VII).

Visto que o nimero de designaldades de planaridade para certas configuragoes de pontos
& O F_,(1) = B(2"), mesmo para pequenos valores de n, é impraticavel inserir todas
estas desigualdades na formulacdo inicial. Assim, como mencionado na secdo anterior, estas
desigualdades sio inseridas na formulacdo na forma de cortes gerados pelo branch-and-cut.
Na tabela 2 apresentamos mais uma comparacdo de desempenhos computacionais. Desta
vez, utilizamos uma mesma formulacdo inicial (contendo as desigualdades de maximalidade
local). O objetivo aqui é comparar o desempenho do branch-and-cut quando este utiliza, e
quando nao utiliza, os cortes de planaridade. Assim como na tabela anterior, cada linha da
tabela apresenta a instancia que obteve o pior tempo de CPU entre quatro outras de mesmo
tamanho. Na coluna 1 encontra-se o nimero de pontos de cada instancia. Na coluna 2 o
tempo de computacio gasto em pré-processamento. As colunas 3 e 4 apresentam o tempo
de computacido do branch-and-cut dependendo dos cortes que este utiliza. Assim como no
caso das desigualdades de maximalidade local, observe que, a utilizacdo das desigualdades
de planaridade proporciona um incremento no desempenho computacional do algoritmo.

Com a desigualdade Sem a desigualdade
planaridade planaridade
Tempo de Tempo de Tempo de
n  pré-processamento branch-and-cut branch-and-cut
50 49 65 78
55 53 177 340
60 117 5158 4561
65 110 9902 23674
70 151 16847 28848

Tabela 2: Verificacdo do desempenho computacional da desigualdade (VIII).

Um observacdo interessante com relacdo aos resultados obtidos, diz respeito a variagao
do tempo de computacdo para instincias do mesmo tamanho. Um exemplo desta variacao
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sdo as instincias de 65 pontos. Enquanto a instincia apresentada gastou 9902 segundos
para ser resolvida (tabela 2), a instancia que gastou menos tempo levou apenas 48 segun-
dos. Isto é um indicativo que a dificuldade deste problema, nesta abordagem, estd mais
instrinsecamente ligada a disposicio geométrica dos pontos que ao tamanho da instancia.

Desempenho Computacional da Abordagem Baseada em Tridngulos

Conforme mencionado, para todas instancias testadas até o momento, a relaxacao linear
da formulagao (3) sempre forneceu uma solucdo inteira, i.e., um vetor de incidéncia de uma
TCM. Este fato fez com que ndo houvesse grande variacdo nos tempos obtidos para resolver
instancias do mesmo tamanho. Assim, nos testes realizados utilizando esta abordagem,
a dificuldade de se resolver o problema se mostrou mais ligada ao tamanho da instancia
que a disposicio geométrica dos pontos. De fato, o tempo de computacido gasto para
resolver qualquer instancia testada foi inferior ao dobro do tempo gasto pela rotina de
pré-processamento, a qual possui uma complexidade de tempo igual a O(n?).

Parailustrar os fatos acima, apresentamos na tabela 3 os resultados obtidos, utilizando a
formulacao (3), para instancias de 50 a 350 pontos. Cada linha da tabela apresenta a média
dos valores de cinco instancias do mesmo tamanho. O tamanho das instancias representadas
nestas linhas é apresentado na coluna 1. As colunas 2 e 3 apresentam respectivamente
|A(P)] e |S(P)|. A coluna 4 apresenta o tempo gasto com o pré-processamento. As colunas
5e 6 apresentam os nimeros de variaveis e restri¢oes utilizadas nas relaxacoes lineares, i.e., o
nimero de tridngulos e segmentos que nao foram eliminados na fase de pré-processamento. A
coluna 7 apresenta o tempo de computacdao gasto para resolver a relaxacdo linear resultante.
E finalmente, a coluna 8 apresenta o tempo total gasto no processo.

Uma primeira observacdo possivel, com relacido aos resultados apresentados na tabela 3,
diz respeito ao desempenho da rotina de pré-processamento. Observe que, em alguns casos
esta rotina consegue eliminar 90% dos tridngulos em A(P). Para que se possa ter uma
idéia da quantidade de segmentos de uma triangulacdo planar que esta rotina consegue
identificar, apresentamos nas figuras 9 e 10, respectivamente, o 1.17682-esqueleto e uma
TCM de um mesmo conjunto de 350 pontos. Qutro ponto relevante, com relacdo aos
resultados apresentados na tabela 3, é o tempo de computacdo. Enquanto na abordagem
baseada em segmentos foi necessario 16847 segundos (aproximadamente 4,6 horas) para
resolver um problema de 70 pontos, utilizando a formulagao (3) fomos capazes de resolver
instancias de 350 pontos em apenas 2865 segundos (aproximadamente 48 minutos).

Finalmente, vale ressaltar que, apesar de que nos testes realizados, utilizando a for-
mulacao (3) para resolver o PTCM, a solugao étima da relaxacdo foi sempre inteira, o
politopo definido por esta formulacdo nao equivale a envoltéria convexa das solugoes intei-
ras. Em alguns testes realizados, verificamos que, na maioria dos casos, basta inverter o
sentido da fungao objetivo (maximizar) para que a solucao 6tima da relaxagao linear seja
fraciondria.
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100 17647 4935 27 4602 1429 22 49
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325 201975 52586 1226 19284 5627 696 1922
350 234755 60998 1865 21518 6257 1000 2865
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7 Conclusoes

Apresentamos neste artigo duas formulacées de PI distintas. Mostramos que, em ambas
as abordagens existe uma equivaléncia entre o PTCM e uma versdo restrita do problema
do conjunto independente em um grafo, a qual nos possibilita utilizar resultados ja co-
nhecidos para o politopo dos conjuntos independentes na caracterizacdo do politopo das
triangulacées planares. Além disso, mostramos como fortalecer as formulagoes propostas
através de novas desigualdades vilidas que expressam certas propriedades inerentemente
geométricas do problema. E finalmente, utilizamos estas formulacoes para resolver certas
instancias do problema de forma exata.

Os resultados apresentados, em especial os obtidos com a formulagao (3), parecem in-
dicar a viabilidade de PI na resolucdo de exata do PTCM. Como mencionado, na pratica o
tempo de computacdo necessario para resolver uma instancia de tamanho n se mostrou da
ordem de O(n?). Entretanto, um problema desta abordagem é a quantidade de memdria
exigida para tais computagoes que é da ordem de O(n®). No sentido de contornar este pro-
blema, estamos empenhados no momento na implementacio de um algortimo de geracdo de
colunas, o qual possibilita resolver o problema sem termos que considerar todas as variaveis
da formulacdo simultaneamente. Acreditamos que este algoritmo nos possibilite resolver
instancias maiores, e possivelmente com um tempo de computacao menor.
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