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Conjunto fonte m�aximo em grafos de comparabilidadeMarcos Fernando Andrielli� C�elia Picinin de MelloySum�arioUm grafo de comparabilidade admite v�arias orienta�c~oes transitivas. Cada uma delasdetermina um conjunto fonte para o grafo. Neste artigo propomos um algoritmo queencontra uma orienta�c~ao transitiva que maximiza o conjunto fonte de um grafo decomparabilidade.Palavras chaves: conjunto fonte, grafo de comparabilidade, algoritmo.1 Introdu�c~aoDiversos algoritmos resolvem o problema de encontrar, se existir, uma orienta�c~ao transitivapara um grafo [1, 5, 11]. Grafos que admitem uma orienta�c~ao transitiva s~ao denominadosgrafos de comparabilidade.Numa orienta�c~ao transitiva pode-se destacar v�ertices que s~ao fontes ou sumidouros, isto�e, v�ertices com grau de entrada nulo (fontes) ou grau de sa��da nulo (sumidouro). Note quese um v�ertice v �e fonte de uma orienta�c~ao transitiva ~G, v �e sumidouro da orienta�c~ao reversade ~G. Nem todo v�ertice de um grafo de comparabilidade �e fonte de alguma orienta�c~aotransitiva. Olariu [8] e Gimbel [2] caracterizaram v�ertices de um grafo de comparabili-dade que s~ao fontes de alguma orienta�c~ao transitiva. Szwarc�ter, Mello e Figueiredo [10]descreveram propriedades que relacionam fontes com as cliques maximais do grafo. Poste-riormente, em [9], caracterizaram conjunto fonte (um conjunto de v�ertices que s~ao fontesde alguma orienta�c~ao transitiva).Neste artigo propomos um algoritmo para o problema de encontrar, em um grafo decomparabilidade, uma orienta�c~ao transitiva com conjunto fonte de cardinalidade m�axima.Este algoritmo usa a �arvore de decomposi�c~ao modular descrita por Spinrad [11].O s��mbolo G denotar�a um grafo simples, V (G) seu conjunto de v�ertices e A(G), o dearestas. ~G denota uma orienta�c~ao ac��clica de G. ~G �e transitiva quando (u; v); (v;w) 2 A( ~G)implica (v; w) 2 A( ~G), para todo u; v; w 2 A(G). O grau de entrada (grau de sa��da) de umv�ertice v em um grafo orientado �e o n�umero de arestas que possuem v como extremidade �nal(inicial). Uma fonte �e um v�ertice com grau de entrada nulo, enquanto que um sumidouro�e um com grau de sa��da nulo. Um grafo G �e um grafo de comparabilidade se admite umaorienta�c~ao transitiva. Um conjunto fonte (sumidouro) de um grafo de comparabilidade G,�Universidade Estadual de Campinas, Instituto de Computa�c~ao, Caixa Postal 6176, 13081-970 Campinas,SP, Brasil. Parcialmente �nanciado por SAE - Servi�co de Apoio ao Estudante.yUniversidade Estadual de Campinas, Instituto de Computa�c~ao, Caixa Postal 6176, 13081-970 Campinas,SP, Brasil. Parcialmente �nanciado por CNPq e FAPESP.1



Conjunto fonte m�aximo em grafos de comparabilidade 2�e um conjunto de v�ertices que s~ao fontes (sumidouros) em alguma orienta�c~ao transitivapara G. Uma clique (conjunto independente) �e um conjunto de v�ertices de G dois a doisadjacentes (n~ao adjacentes). Um conjunto de v�ertices X �e dominante se cada v�ertice deV (G) nX �e adjacente a algum v�ertice de X .Na se�c~ao 2, encontram-se alguns resultados de Spinrad [11], necess�arios para o desen-volvimento de nosso algoritmo. Na se�c~ao 3, apresentamos uma demonstra�c~ao alternativade que um determinado tipo de m�odulo possui exatamente duas orienta�c~oes transitivas.O algoritmo que encontra uma orienta�c~ao transitiva com conjunto fonte de cardinalidadem�axima ser�a apresentado na se�c~ao 4 e, �nalmente, a se�c~ao 5 cont�em as conclus~oes.2 PreliminaresUma decomposi�c~ao modular, descoberta independentemente por M�ohring [6] e Muller eSpinrad [7], �e um processo para decompor um grafo. Em qualquer est�agio, o subgrafo queest�a sendo decomposto �e um m�odulo. Cada um dos subgrafos ser�a decomposto recursiva-mente. Este processo continua at�e que todos os subgrafos que est~ao sendo decompostoscontenham somente um v�ertice (m�odulos triviais).Um m�odulo de um grafo G �e um subconjunto t de v�ertices de V (G) tal que cada v�erticede V (G) n t �e adjacente a todo v�ertice em t ou a nenhum v�ertice em t. Cada v�ertice de Ge o conjunto V (G) s~ao m�odulos triviais. Todo m�odulo de um grafo pertence a exatamenteuma das três classes de m�odulos: paralelo, serial ou vizinhan�ca. O m�odulo t �e paralelo seG[t] (o subgrafo de G gerado pelos v�ertices de t) �e desconexo; t �e serial se G[t] �e desconexo;t �e vizinhan�ca se, ambos, G[t] e G[t] s~ao conexos.No processo de decomposi�c~ao modular �e constru��da a �arvore de decomposi�c~ao modularda seguinte forma. Considere o m�odulo t = V (G). Se t �e somente um v�ertice, o pr�opriov�ertice �e a decomposi�c~ao modular de G. Caso contr�ario, t �e um m�odulo paralelo, serial ouvizinhan�ca. Se t �e um m�odulo paralelo (serial), crie um v�ertice P (S) na �arvore e insira como�lhos deste v�ertice as decomposi�c~oes modulares dos componentes conexos de G[t] (G[t]). Set �e um m�odulo vizinhan�ca, crie um v�ertice N na �arvore e insira como �lhos deste v�erticeas decomposi�c~oes modulares dos subm�odulos maximais de t. A �arvore de decomposi�c~aomodular de um grafo G �e �unica, a menos de isomor�smos [11].O grafo representante, R[t], do m�odulo t na decomposi�c~ao modular �e o grafo geradopor um subconjunto consistindo de um �unico v�ertice de cada subm�odulo de t na �arvore dedecomposi�c~ao modular.A �gura 1 exibe um grafo; a �gura 2 a sua �arvore de decomposi�c~ao modular e as �gurasem 3, s~ao os grafos representantes para os m�odulos N , S, P1 e P2 da �arvore de decomposi�c~aomodular da �gura 2.Observe que o grafo representante de um m�odulo paralelo �e gerado por um conjuntoindependente, enquanto o de um m�odulo serial �e gerado por uma clique. Na se�c~ao 3,mostraremos que o grafo representante de um m�odulo vizinhan�ca pode ser "pensado" comogerado por um m�odulo vizinhan�ca cujos subm�odulos maximais possuem apenas um ele-mento. Observe, tamb�em, que se G �e um grafo de comparabilidade, o grafo representantede um m�odulo de G �e um grafo de comparabilidade.
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bFigura 2: �Arvore de decomposi�c~ao modular de GSpinrad [11] propos um algoritmo O(n2) que orienta transitivamente um grafo de com-parabilidade. Seu algoritmo encontra uma orienta�c~ao transitiva ~G para G se, e somente se,cada grafo representante na decomposi�c~ao modular de G possui uma orienta�c~ao transitiva.Lema 1 Existe uma orienta�c~ao transitiva para G se, e somente se, existe uma orienta�c~aotransitiva para cada grafo representante na decomposi�c~ao modular de G.O algoritmo de Spinrad orienta cada par de v�ertices adjacentes u e v de G de u para vse, e somente se, os v�ertices, u0 e v0 de R[t], correspondentes aos subm�odulos maximais det na �arvore de decomposi�c~ao modular que cont�em u e v respectivamente, s~ao orientados deu0 para v0 em ~R[t].3 Unicidade da orienta�c~ao transitiva para grafos represen-tantes de m�odulos vizinhan�caNesta se�c~ao apresentamos uma prova alternativa de que o grafo representante de um m�odulovizinhan�ca, quando de comparabilidade, admite apenas duas orienta�c~oes transitivas, sendouma a reversa da outra. Grafos de comparabilidade que satisfazem essa condi�c~ao s~ao chama-dos UPO (unique partially orderable).
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aFigura 3: Grafos RepresentantesTeorema 1 Seja G um grafo de comparabilidade. G �e UPO se, e somente se, todo m�odulon~ao trivial de G �e um conjunto independente.A demonstra�c~ao do Teorema 1 encontra-se em [5].Lema 2 Sejam t um m�odulo vizinhan�ca de um grafo G e R[t] o grafo representante de t.Se t1 �e um m�odulo de R[t], ent~ao t1 �e trivial.Prova. Suponha, por absurdo, que R[t] contenha um m�odulo t1 n~ao trivial. Ent~ao, 1 <jt1j < jV (R[t])j.
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R[t]Figura 4:Ent~ao os v�ertices de R[t] s~ao particionados em 3 subconjuntos: t1, S e N onde S �eformado pelos v�ertices de R[t] adjacentes a v�ertices de t1 e N pelos v�ertices que n~ao s~aoadjacentes a v�ertices de t1, conforme �gura 4.Sendo t1 n~ao trivial, t1 cont�em pelo menos 2 v�ertices (jt1j > 1) e pelo menos um dentreos conjuntos S e N �e n~ao vazio (jt1j < jV (R[t])j).Desde que R[t] �e o grafo representante do m�odulo vizinhan�ca t, cada v�ertice em R[t]representa um subm�odulo maximal de t.Ent~ao seja t01 o conjunto dos v�ertices de t que s~ao representados pelos v�ertices emt1. t01 �e um m�odulo em t, e cont�em pelo menos dois outros subm�odulos, contradizendo a



Conjunto fonte m�aximo em grafos de comparabilidade 5maximalidade dos subm�odulos de t representados em t1.Observe que grafos representantes de m�odulos seriais ou paralelos possuem m�odulosdistintos dos triviais.Teorema 2 Se G �e um grafo de comparabilidade, ent~ao o grafo representante de um m�odulovizinhan�ca de G �e UPO.Prova. Seja t um m�odulo vizinhan�ca de G e R[t] seu grafo representante. Ent~ao R[t] �e umgrafo de comparabilidade. Do lema 2, todo m�odulo de R[t] �e trivial. Logo, R[t] �e UPO peloteorema 1.4 O algoritmoNesta se�c~ao descrevemos um algoritmo que encontra uma orienta�c~ao transitiva que maxi-miza o conjunto fonte de um grafo de comparabilidade.Um conjunto fonte (conjunto sumidouro) S �e exato quando existe uma orienta�c~ao tran-sitiva cujas �unicas fontes (sumidouros) s~ao os v�ertices em S.Para um grafo de comparabilidade G e um conjunto fonte S de G s~ao equivalentes [10, 3]:� S �e exato.� S �e um conjunto independente maximal.� S �e um conjunto dominante.Observe que se S �e um conjunto fonte m�aximo, S �e exato. A rec��proca n~ao �e verdadeira,veja o grafo de comparabilidade da �gura 5.
Figura 5:Sejam t um n�o da �arvore de decomposi�c~ao modular, ti um �lho de t na �arvore dedecomposi�c~ao modular, G[t] o grafo gerado em G pelos v�ertices do m�odulo t, R[t] o graforepresentante de t, ~G[t] uma orienta�c~ao transitiva para G[t] (que maximiza o n�umero defontes), ~R[t] uma orienta�c~ao transitiva para R[t] e vi um v�ertice de R[t] que representa o�lho ti de t.O algoritmo descrito a seguir, baseado no algoritmo de Spinrad, associa a cada n�o tda �arvore de decomposi�c~ao modular T um r�otulo, r(t), e um conjunto, f(t), que indicam,



Conjunto fonte m�aximo em grafos de comparabilidade 6respectivamente, o n�umero de fontes e o conjunto fonte de uma orienta�c~ao transitiva quemaximiza o n�umero de fontes de G[t]. O r�otulo r(ti) tamb�em estar�a associado ao v�ertice vide R[t].Algoritmo: ConjuntoFonteM�aximo;entrada: G (grafo de comparabilidade)sa��da: uma orienta�c~ao transitiva para G com conjunto fonte m�aximo, o total defontes e os v�ertices que s~ao fontes da orienta�c~ao encontrada.1. Determine a �arvore de decomposi�c~ao modular, T , para G;2. Construa o grafo representante de cada n�o t, de T ;3. Aplique o procedimento OrientaN�o(t) ao n�o raiz da �arvore T ;Procedimento: OrientaN�o(t);entrada: um n�o t da �arvore de decomposi�c~ao modular;sa��da: orienta�c~ao transitiva de G[t] que maximiza o conjunto de fontes, os v�erticesque s~ao fontes e o n�umero de fontes.1. Se t �e uma folha v, ent~ao� r(t) := 1, f(t) := fvg:2. Se t �e um n�o P , ent~ao� para cada ti (1 � i � k) �lho de T fa�ca OrientaN�o(ti);� r(t) :=Pki=1 r(ti), f(t) := Ski=1 f(ti):3. Se t �e um n�o S, ent~ao� para cada ti (1 � i � k) �lho de T fa�ca OrientaN�o(ti);� r(t) := max1�i�kfr(ti)g, f(t) := ff(ti)jti �e um m�odulo onde r(ti) �e m�aximog:4. Se t �e um n�o N , ent~ao� para cada ti (1 � i � k) �lho de T fa�ca OrientaN�o(ti);� Determine as duas orienta�c~oes transitivas ~R1 e ~R2 de R[t]. Sejam P1 e P2 osconjuntos dos ��ndices dos v�ertices fontes de ~R1 e ~R2, respectivamente;



Conjunto fonte m�aximo em grafos de comparabilidade 7� se (Pi2P1 r(ti)) � (Pi2P2 r(ti)) ent~aor(t) := Xi2P1 r(ti); f(t) := [i2P1 f(ti)sen~ao r(t) := Xi2P2 r(ti); f(t) = [i2P2 f(ti)5. Utilize o m�etodo de Spinrad para, a partir dos grafos representantes, orientar G[t].Para cada m�odulo t da �arvore de decomposi�c~ao modular, o algoritmo proposto constr�oiuma orienta�c~ao transitiva com conjunto fonte m�aximo para o subgrafo G[t]. Sendo G umm�odulo, o algoritmo devolve uma orienta�c~ao transitiva, ~G, para G, que maximiza o conjuntofonte. O teorema 3 demonstra a corretude do algoritmo.Teorema 3 Seja G um Grafo de Comparabilidade, o algoritmo ConjuntoFonteM�aximo en-contra uma orienta�c~ao transitiva para G de forma a maximizar o conjunto de fontes.Prova. Seja G um grafo de comparabilidade. Sendo G um m�odulo, basta provar que oprocedimento OrientaN�o(t) encontra uma orienta�c~ao transitiva que maximiza o conjuntofonte para cada G[t].Se t �e uma folha v, tem-se f(t) = fvg e r(t) = 1, por de�ni�c~ao de fonte.Se t n~ao �e uma folha, suponha, por indu�c~ao, que os �lhos t1; : : : ; tk de t j�a foram visitadospelo procedimento OrientaN�o(t), isto �e, cada G[ti], i = 1; : : : ; k, possui uma orienta�c~aotransitiva que maximiza o conjunto fonte.Sendo que t n~ao �e folha, ent~ao t �e um n�o da �arvore de decomposi�c~ao modular de G que�e um m�odulo paralelo, serial ou vizinhan�ca de G. A demonstra�c~ao do teorema 3 segue doslemas 3, 4 e 5.Lema 3 Seja t um m�odulo paralelo e t1; : : : ; tk seus �lhos. Ent~ao G[t] admite uma ori-enta�c~ao transitiva que maximiza o conjunto fonte e r(t) =Pki=1 r(ti) e f(t) = Ski=1 f(ti).Prova. Seja R[t] o grafo representante de t. Sendo t um m�odulo paralelo, R[t] �e umconjunto independente com k v�ertices. Logo, qualquer orienta�c~ao transitiva ~R que maximizao n�umero de fontes em R[t] possui os k v�ertices como fontes.Por hip�otese de indu�c~ao, para cada 1 � i � k, G[ti], possui uma orienta�c~ao transitivaque maximiza o conjunto fonte. Desde que n~ao existem arestas entre os v�ertices de G[ti] eG[tj ], i 6= j, ent~ao OrientaN�o(t) preserva as orienta�c~oes de cada G[ti]. Logo, pelo lema 1,G[t] admite uma orienta�c~ao que maximiza o conjunto fonte. Portanto, f(t) = Ski=1 f(ti) er(t) =Pki=1 r(ti).Lema 4 Seja t um m�odulo serial, ent~ao G[t] admite uma orienta�c~ao transitiva que maxi-miza o conjunto fonte e r(t) = max1�i�kfr(ti)g e f(t) = ff(ti)jti �e um m�odulo onde r(ti)�e m�aximog.



Conjunto fonte m�aximo em grafos de comparabilidade 8Prova. Seja R[t] o grafo representante de t. Sendo t um m�odulo serial, R[t] �e uma clique.Logo, qualquer orienta�c~ao transitiva de R[t] possui apenas uma fonte.Escolha para fonte, em ~R[t], um v�ertice vi tal que r(ti) �e m�aximo.Por hip�otese de indu�c~ao, G[ti] admite uma orienta�c~ao transitiva, ~G[ti], com conjuntofonte, f(ti), m�aximo.Pela lema 1, G[t] admite uma orienta�c~ao transitiva ~G[t] tal que f(ti) �e um subconjuntodo conjunto fonte de ~G[t].Sendo que f(ti) �e o conjunto fonte m�aximo em ~G[ti] e est�a contido em um mesmocomponente conexo de G[t], tem-se que todo v�ertice v 2 (G[t] n f(ti)) �e adjacente a algumv�ertice em f(ti).Logo, ~G[t] �e uma orienta�c~ao transitiva que maximiza o n�umero fontes em G[t]. Portanto,f(t) = ff(ti)jti �e um m�odulo onde r(ti) �e m�aximog e r(t) = max1�i�kfr(ti)g.Lema 5 Sejam t um m�odulo vizinhan�ca e t1; : : : ; tk seus �lhos; ~R1 e ~R2 as orienta�c~oestransitivas do grafo representante R[t]; P1 e P2 os conjuntos dos ��ndices dos v�ertices fontesde ~R1 e ~R2, respectivamente. Ent~aose (Pi2P1 r(ti)) � (Pi2P2 r(ti)) ent~aor(t) = Xi2P1 r(ti); f(t) = [i2P1 f(ti)sen~ao r(t) = Xi2P2 r(ti); f(t) = [i2P2 f(ti):Prova. Escolha Rj tal que Pi2Pj r(ti) �e m�aximo. Suponha, sem perda de generalidade,j = 1.Seja X o conjunto dos v�ertices em G[t] pertencentes �a f(ti), i 2 P1. Por hip�otese deindu�c~ao, cada f(ti) �e um conjunto fonte m�aximo para ~G[ti], i 2 P1.Pelo lema 1, G[t] admite uma orienta�c~ao transitiva, ~G[t], tal que X �e um subconjuntodo conjunto fonte de ~G[t].Seja v 2 (V (G[t])nX) e suponha que v �e fonte de ~G[t]. Sendo que t1; : : : ; tk particionamV (G[t]), v pertence a algum tj , 1 � j � k.Seja vj o v�ertice representante de tj em R[t]. Se j 2 P1, ent~ao por hip�otese de indu�c~ao,fj �e um conjunto fonte m�aximo para ~G[tj ] e v 62 f(tj). Logo, pelo lema 1, v n~ao �e fonte em~G[t].Se j 62 P1, ent~ao pelas equivalências da p�agina 5, existe uma aresta entre vj e algumvi, i 2 P1, em R[t] (vj n~ao �e fonte em ~R1). Logo, existe pelo menos uma aresta entre v ealgum v�ertice pertencente a X em G[t]. Portanto, v n~ao �e fonte em ~G[t].Na �gura 6 est~ao os grafos representantes da �arvore de decomposi�c~ao modular do grafoGda �gura 1. Os valores entre parênteses s~ao os retornados pelo procedimento OrientaN�o(t).No caso do n�o N , est~ao representadas as duas orienta�c~oes poss��veis. A orienta�c~ao escolhidafoi a da direita na �gura, pois preserva quatro fontes. Finalmente, a �gura 7, mostra aorienta�c~ao transitiva resultante, a qual maximiza o n�umero de fontes e o conjunto fonte.
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gfFigura 7: Grafo G orientado5 Conclus~oesUm problema relacionado, e citado em [10], consiste em dado um conjunto de v�erticespredeterminados W , veri�car se W �e um conjunto fonte m�aximo para um grafo de compa-rabilidade.Em cada passo do algoritmo ConjuntoFonteM�aximo construa ~G[t] com X � f(t), seX = W \ V (G[t]) 6= ;. Ent~ao W �e um conjunto fonte m�aximo para o grafo se, e somentese, tal constru�c~ao for poss��vel e f(V (G)) = W . Observe que a complexidade do algoritmoConjuntoFonteM�aximo �e limitada pela complexidade de encontrar uma orienta�c~ao transi-tiva.Um grafo de comparabilidade pode ter v�arias orienta�c~oes transitivas que maximizamo conjunto fonte. Um exemplo s~ao as duas orienta�c~oes transitivas distintas da �gura 8para o mesmo grafo. Com pequenas altera�c~oes, o algoritmo ConjuntoFonteM�aximo, podeexibir todas as orienta�c~oes transitivas. Para isso, basta considerar todas as possibilidadesde v�ertices com valores m�aximo nos m�odulos seriais e utilizar as duas orienta�c~oes no casode m�odulos vizinhan�ca, se ambas apresentarem o mesmo n�umero de fontes preservadas.Referências[1] P.C. Gilmore, A.J. Ho�man, A characterization of comparability graphs and interval



Conjunto fonte m�aximo em grafos de comparabilidade 10Figura 8:graphs, Canad. J. Math., 16 (1964) 539{548.[2] J. Gimbel, Sources in posets and comparability graphs, Order 9 (1992) 361{365.[3] J. Gimbel, A note on sources and sinks in comparability graphs, Order, submitted.[4] M.R. Garey and D.S. Johnson, Computer and Intractability: A Guide to the Theory ofNP-Completeness, Freeman, (1979).[5] M.C. Golumbic, Algorithmic Graph Theory and Perfect Graphs, Academic Press, NewYork, (1980).[6] R. H. M�ohring, Algorithmic aspects of comparability graphs and interval graphs, in I.Rival, ed., Graphs and Orders, 41{102, D. Reidl, Dordrecht, (1985).[7] J. Muller and J. Spinrad, On-line modular decomposition, Tech. Rep. GIT-ICS-84/11,Georgia Institute of Technology.[8] S. Olariu, On sources in comparability graphs with applications, Discrete Maths, 110(1992) 289{292.[9] J.L. Szwarc�ter, C.P. de Mello, C.M.H. de Figueiredo, Sources, Sinks, Even and OddPairs in Comparability Graphs, Rapport de Recherche, L.I.R.M.M., (1993), to appearOrders.[10] J.L. Szwarc�ter, C.P. de Mello, C.M.H. de Figueiredo, On �nding transitive orienta-tions with prescribed sources and sinks, Congressus Numerantium, 98 (1993) 191{198.[11] J. Spinrad, On comparability and permutation graphs, SIAM J. Comput, 14 no. 3(1985) 658{670.
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