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Sumaério

Um grafo de comparabilidade admite varias orientacoes transitivas. Cada uma delas
determina um conjunto fonte para o grafo. Neste artigo propomos um algoritmo que
encontra uma orientacao transitiva que maximiza o conjunto fonte de um grafo de
comparabilidade.

PALAVRAS CHAVES: conjunto fonte, grafo de comparabilidade, algoritmo.

1 Introducao

Diversos algoritmos resolvem o problema de encontrar, se existir, uma orientacio transitiva
para um grafo [1, 5, 11]. Grafos que admitem uma orientacao transitiva sdo denominados
grafos de comparabilidade.

Numa orientacao transitiva pode-se destacar vértices que siao fontes ou sumidouros, isto
é, vértices com grau de entrada nulo (fontes) ou grau de saida nulo (sumidouro). Note que
se um vértice v é fonte de uma orientacdo transitiva G, v é sumidouro da orientagao reversa
de G. Nem todo vértice de um grafo de comparabilidade é fonte de alguma orientacdo
transitiva. Olariu [8] e Gimbel [2] caracterizaram vértices de um grafo de comparabili-
dade que sao fontes de alguma orientagao transitiva. Szwarcfiter, Mello e Figueiredo [10]
descreveram propriedades que relacionam fontes com as cliques maximais do grafo. Poste-
riormente, em [9], caracterizaram conjunto fonte (um conjunto de vértices que sao fontes
de alguma orientagao transitiva).

Neste artigo propomos um algoritmo para o problema de encontrar, em um grafo de
comparabilidade, uma orientacido transitiva com conjunto fonte de cardinalidade maxima.
Este algoritmo usa a arvore de decomposicao modular descrita por Spinrad [11].

O simbolo G denotard um grafo simples, V(G) seu conjunto de vértices e A(G), o de
arestas. (i denota uma orientacdo aciclica de G. G é transitiva quando (u,v), (v, w) € A(G)
implica (v, w) € A(G), para todo u, v, w € A(G). O grau de entrada (grau de saida) de um
vértice v em um grafo orientado é o nimero de arestas que possuem v como extremidade final
(inicial). Uma fonte é um vértice com grau de entrada nulo, enquanto que um sumidouro
é um com grau de saida nulo. Um grafo G é um grafo de comparabilidade se admite uma
orientacao transitiva. Um conjunto fonte (sumidouro) de um grafo de comparabilidade G,
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é um conjunto de vértices que sao fontes (sumidouros) em alguma orientacdo transitiva
para . Uma clique (conjunto independente) é um conjunto de vértices de G dois a dois
adjacentes (ndo adjacentes). Um conjunto de vértices X é dominante se cada vértice de
V(G)\ X é adjacente a algum vértice de X.

Na secao 2, encontram-se alguns resultados de Spinrad [11], necessarios para o desen-
volvimento de nosso algoritmo. Na secdo 3, apresentamos uma demonstracao alternativa
de que um determinado tipo de mddulo possui exatamente duas orientac¢bes transitivas.
O algoritmo que encontra uma orientacdo transitiva com conjunto fonte de cardinalidade
méaxima serd apresentado na secao 4 e, finalmente, a secdo 5 contém as conclusdes.

2 Preliminares

Uma decomposi¢ao modular, descoberta independentemente por Moéhring [6] e Muller e
Spinrad [7], é um processo para decompor um grafo. Em qualquer estigio, o subgrafo que
estd sendo decomposto é um moédulo. Cada um dos subgrafos serd decomposto recursiva-
mente. Este processo continua até que todos os subgrafos que estdo sendo decompostos
contenham somente um vértice (médulos triviais).

Um moédulo de um grafo G é um subconjunto ¢ de vértices de V(&) tal que cada vértice
de V(G)\ t é adjacente a todo vértice em ¢ ou a nenhum vértice em ¢{. Cada vértice de ¢¢
e o conjunto V() sao médulos triviais. Todo médulo de um grafo pertence a exatamente
uma das trés classes de médulos: paralelo, serial ou vizinhanca. O médulo t é paralelo se

(/[t] (o subgrafo de G gerado pelos vértices de t) é desconexo; t é serial se G[t] é desconexo;
t é vizinhanca se, ambos, G[t] e G[t] sdo conexos.

No processo de decomposicdo modular é construida a drvore de decomposicio modular
da seguinte forma. Considere o médulo ¢t = V(). Se t é somente um vértice, o préprio
vértice é a decomposicio modular de . Caso contrario, ¢ é um médulo paralelo, serial ou
vizinhanga. Se t é um médulo paralelo (serial), crie um vértice P (.9) na arvore e insira como
filhos deste vértice as decomposicoes modulares dos componentes conexos de G[t] (G[t]). Se
t ¢ um médulo vizinhanca, crie um vértice N na arvore e insira como filhos deste vértice
as decomposicées modulares dos submédulos maximais de t. A drvore de decomposicao
modular de um grafo G é inica, a menos de isomorfismos [11].

O grafo representante, R[t], do médulo ¢ na decomposicdo modular é o grafo gerado
por um subconjunto consistindo de um tnico vértice de cada submddulo de t na arvore de
decomposicao modular.

A figura 1 exibe um grafo; a figura 2 a sua arvore de decomposicao modular e as figuras
em 3, a0 os grafos representantes para os médulos N, 5, Py e Py da arvore de decomposicao
modular da figura 2.

Observe que o grafo representante de um maédulo paralelo é gerado por um conjunto
independente, enquanto o de um médulo serial é gerado por uma clique. Na secao 3,
mostraremos que o grafo representante de um maédulo vizinhanca pode ser "pensado” como
gerado por um médulo vizinhanca cujos submédulos maximais possuem apenas um ele-
mento. Observe, também, que se G é um grafo de comparabilidade, o grafo representante
de um médulo de G é um grafo de comparabilidade.
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Figura 1: Um grafo G.

Figura 2: Arvore de decomposi¢ao modular de (¢

Spinrad [11] propos um algoritmo O(n?) que orienta transitivamente um grafo de com-
parabilidade. Seu algoritmo encontra uma orientacdo transitiva G' para G se, e somente se,
cada grafo representante na decomposicio modular de GG possui uma orienta¢ao transitiva.

Lema 1 Fxiste wma orientagdo transitiva para G se, e somente se, existe uma orientacdo
transitiva para cada grafo representante na decomposi¢do modular de G'.

O algoritmo de Spinrad orienta cada par de vértices adjacentes u e v de GG de u para v
se, e somente se, os vértices, u’ e v’ de R[t], correspondentes aos submdédulos maximais de
t na arvore de decomposicdo modular que contém u e v respectivamente, sdo orientados de
' para v’ em RJ[t].

3 Unicidade da orientacao transitiva para grafos represen-
tantes de moédulos vizinhanca

Nesta secao apresentamos uma prova alternativa de que o grafo representante de um médulo
vizinhanca, quando de comparabilidade, admite apenas duas orientacdes transitivas, sendo
uma a reversa da outra. Grafos de comparabilidade que satisfazem essa condicdo sdo chama-
dos UPO (unique partially orderable).
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Figura 3: Grafos Representantes

Teorema 1 Seja G um grafo de comparabilidade. G é UPQ se, e somente se, todo modulo
nao trivial de G € um conjunto independente.

A demonstragao do Teorema 1 encontra-se em [5].

Lema 2 Sejam t um mdodulo vizinhanca de um grafo G e R[t] o grafo representante de t.
Se t1 € um modulo de R[t], entao t1 € trivial.

Prova. Suponha, por absurdo, que R[] contenha um médulo ¢y nao trivial. Entado, 1 <

[tu] <[V (R[]I

RI1]
Figura 4:

Entdo os vértices de R[t] sdo particionados em 3 subconjuntos: t;, S e N onde S é
formado pelos vértices de R[t] adjacentes a vértices de t; e N pelos vértices que nao sdo
adjacentes a vértices de t1, conforme figura 4.

Sendo #; nao trivial, ¢; contém pelo menos 2 vértices (|t1] > 1) e pelo menos um dentre
os conjuntos S e N é nao vazio (|t1] < |V(R[t])]).

Desde que R[t] é o grafo representante do médulo vizinhanca ¢, cada vértice em R[t]
representa um submaédulo maximal de t.

Entao seja t{ o conjunto dos vértices de ¢ que sdo representados pelos vértices em
t1. t) é um mddulo em ¢, e contém pelo menos dois outros submédulos, contradizendo a
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maximalidade dos submodulos de ¢ representados em t1. m

Observe que grafos representantes de mddulos seriais ou paralelos possuem maodulos
distintos dos triviais.

Teorema 2 Se G € um grafo de comparabilidade, entdo o grafo representante de um modulo

vizinhanga de G € UPQ.

Prova. Seja t um médulo vizinhanga de ' e R[t] seu grafo representante. Entao R[t] é um
grafo de comparabilidade. Do lema 2, todo médulo de R[¢] é trivial. Logo, R[t] é UPO pelo
teorema 1. m

4 O algoritmo

Nesta secdo descrevemos um algoritmo que encontra uma orientacdo transitiva que maxi-
miza o conjunto fonte de um grafo de comparabilidade.

Um conjunto fonte (conjunto sumidouro) S é exato quando existe uma orientacao tran-
sitiva cujas dnicas fontes (sumidouros) sdo os vértices em 5.

Para um grafo de comparabilidade G e um conjunto fonte S de G sdo equivalentes [10, 3]:

e 5 é exato.
e 5 éum conjunto independente maximal.

e 5 éum conjunto dominante.

Observe que se 5 é um conjunto fonte maximo, 5 é exato. A reciproca ndo é verdadeira,
veja o grafo de comparabilidade da figura 5.

pd

Figura 5:

Sejam ¢ um né da arvore de decomposicio modular, ¢; um filho de ¢ na arvore de
decomposi¢ao modular, G[t] o grafo gerado em G pelos vértices do médulo ¢, R[t] o grafo
representante de ¢, G[t] uma orientacdo transitiva para G[t] (que maximiza o nimero de
fontes), R[t] uma orientacio transitiva para R[t] e v; um vértice de R[t] que representa o
filho ¢; de ¢.

O algoritmo descrito a seguir, baseado no algoritmo de Spinrad, associa a cada né ¢
da arvore de decomposicao modular 7" um rétulo, 7(¢), e um conjunto, f(¢), que indicam,
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respectivamente, o nimero de fontes e o conjunto fonte de uma orientacdo transitiva que
maximiza o nimero de fontes de G[t]. O rétulo r(t;) também estara associado ao vértice v;

de RJ[t].

Algoritmo: ConjuntoFonte Mdazimo;
entrada: G (grafo de comparabilidade)

saida: wma orientacdo transitiva para G com conjunto fonte mdzimo, o total de
fontes e os vértices que sdo fontes da orientacdo encontrada.

1. Determine a arvore de decomposicao modular, T, para G/
2. Construa o grafo representante de cada né ¢, de T’;

3. Aplique o procedimento OrientaNd(t) ao n6 raiz da arvore T

Procedimento: OrientaNo(t);
entrada: um no t da drvore de decomposicdo modular;

saida: orientacado transitiva de G[t] que mazimiza o conjunto de fontes, os vértices
que sdo fontes e o numero de fontes.

1. Se t é uma folha v, entdo

o 7(t):=1, f(t) := {v}.

2. Se t é um nd P, entdo

o para cada t; (1 < ¢ < k) filho de T faga OrientaN6(¢;);

o v(1) = 2y (), S(1) = Uiy S (1)
3. Se t éum nd 5, entdo

o para cada t; (1 < ¢ < k) filho de T faga OrientaN6(¢;);

o 7(t) := maxi<;i<i{r(ts)}, f(t) := {f(t:)|t; é um médulo onde r(t;) é maximo}.
4. Set éum né N, entdo

o para cada t; (1 < ¢ < k) filho de T faga OrientaN6(¢;);

e Determine as duas orientacoes transitivas Ry e Ry de R[t]. Sejam Py e P; os
conjuntos dos indices dos vértices fontes de Ry e R, respectivamente;
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o se (Liep (i) > (Xiep, r(i)) entdo

r(t) =Y r(t), f(t):= | f(t:)

1eP 1€P]

senao

r(t):= > r(ty), f(1) = | f(t:)

1ePs 1€EP,
5. Utilize o método de Spinrad para, a partir dos grafos representantes, orientar G|[t].

Para cada médulo ¢ da arvore de decomposicio modular, o algoritmo proposto constréi
uma orientagao transitiva com conjunto fonte maximo para o subgrafo G[t]. Sendo G um
moédulo, o algoritmo devolve uma orientacao transitiva, é, para (G, que maximiza o conjunto
fonte. O teorema 3 demonstra a corretude do algoritmo.

Teorema 3 Seja G um Grafo de Comparabilidade, o algoritmo ConjuntoFonte Mdximo en-
contra uma orientacdo transitiva para G de forma a mazimizar o conjunto de fontes.

Prova. Seja G um grafo de comparabilidade. Sendo G um mddulo, basta provar que o
procedimento OrientaN6(t) encontra uma orientagao transitiva que maximiza o conjunto
fonte para cada G[t].

Se t é uma folha v, tem-se f(t) = {v} e r(¢) = 1, por definicao de fonte.

Se t ndo é uma folha, suponha, por inducao, que os filhos ¢y, ..., tx de t ja foram visitados
pelo procedimento OrientaN6(t), isto é, cada G[t;], ¢ = 1,...,k, possui uma orientagao
transitiva que maximiza o conjunto fonte.

Sendo que ¢ ndo é folha, entdo t é um nd da arvore de decomposicao modular de GG que
é um médulo paralelo, serial ou vizinhanga de G. A demonstracdo do teorema 3 segue dos
lemas 3,4 e 5.

Lema 3 Seja t um mddulo paralelo e tq,...,1; seus filhos. FEntio G[t] admite uma ori-
entagdo transitiva que mazimiza o conjunto fonte e v(t) = S5 r(t:) e f(t) = U, f(t:).

Prova. Seja R[t] o grafo representante de ¢. Sendo ¢ um médulo paralelo, R[] é um
conjunto independente com k vértices. Logo, qualquer orientacao transitiva R que maximiza
o nimero de fontes em R[t] possui os k vértices como fontes.

Por hipétese de inducdo, para cada 1 < i < k, G[t;], possui uma orienta¢do transitiva
que maximiza o conjunto fonte. Desde que ndo existem arestas entre os vértices de G[t;] e
Glt;], © # j, entdo OrientaNo(t) preserva as orientagoes de cada G[t;]. Logo, pelo lema 1,
(/[t] admite uma orientacdo que maximiza o conjunto fonte. Portanto, f(t) = kL f(ti) e

r(t) = iy r(t). m

Lema 4 Seja t um modulo serial, entdo G[t] admite uma orientagdo transitiva que mai-
miza o conjunto fonte e r(t) = maxi<;<p{r(t;)} e f(t) = {f(t:)|t; € um modulo onde r(t;)
€ mdximo}.
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Prova. Seja R[t] o grafo representante de . Sendo ¢t um modulo serial, R[t] é uma clique.
Logo, qualquer orientacao transitiva de R[t] possui apenas uma fonte.

Escolha para fonte, em E[t], um vértice v; tal que r(¢;) é maximo.

Por hipétese de inducao, G[t;] admite uma orientacdo transitiva, é[ti], com conjunto
fonte, f(t;), maximo.

Pela lema 1, G[{] admite uma orientacio transitiva G[t] tal que f(#;) é um subconjunto
do conjunto fonte de G[t].

Sendo que f(#;) é o conjunto fonte maximo em G)[tz] e estd contido em um mesmo
componente conexo de G[t], tem-se que todo vértice v € (G[t]\ f(t;)) é adjacente a algum
vértice em f(1;).

Logo, G[t] é uma orientacio transitiva que maximiza o nimero fontes em G[t]. Portanto,
f(t) = {f(t:)|t; é um médulo onde 7(1;) é méximo} e r(t) = mari<i<p{r(%;)}. m

Lema 5 Sejam t um modulo vizinhanca e tq,...,t; seus filhos; Ry ¢ Ry as orientacoes
transitivas do grafo representante R[t]; Py e Py 0s conjuntos dos indices dos vértices fontes
de Ry e Ry, respectivamente. FEntdo

se (Liep, (1)) 2 (Liep, (1)) entdo

r(t) =" r(t:), f(t)= | f(t)

1eP 1€P]

senao

r(t) =" r(t), f(t)= | f(t)
€P 1€

Prova. Escolha R; tal que Zz’er r(t;) ¢ maximo. Suponha, sem perda de generalidade,
j=1

Seja X o conjunto dos vértices em G[t] pertencentes a f(¢;), 1 € P;. Por hipétese de
inducao, cada f(#;) é um conjunto fonte maximo para é[ti], 1€ Py

Pelo lema 1, G[t] admite uma orientacdo transitiva, é[t], tal que X é um subconjunto
do conjunto fonte de G[t].

Seja v € (V(G[t])\ X) e suponha que v é fonte de é[t] Sendo que tq, ..., particionam
V(G[)), v pertence a algum ¢;, 1 < j < k.

Seja v; o vértice representante de t; em R[t]. Se j € Py, entao por hipétese de inducao,
f; ¢ um conjunto fonte méximo para é[tj] e v & f(t;). Logo, pelo lema 1, v ndo é fonte em
G[t].

Se j € Py, entdo pelas equivaléncias da pagina 5, existe uma aresta entre v; e algum
v;, ¢ € Py, em R[t] (v; ndo é fonte em El) Logo, existe pelo menos uma aresta entre v e

algum vértice pertencente a X em G[t]. Portanto, v nio é fonte em G[f].

Na figura 6 estdo os grafos representantes da arvore de decomposicao modular do grafo &
da figura 1. Os valores entre parénteses sao os retornados pelo procedimento OrientaN6(t).
No caso do né N, estdo representadas as duas orientagOes possiveis. A orientacao escolhida
foi a da direita na figura, pois preserva quatro fontes. Finalmente, a figura 7, mostra a
orientagdo transitiva resultante, a qual maximiza o nimero de fontes e o conjunto fonte.
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Figura 6: Grafos Representantes

e

Figura 7: Grafo GG orientado

5 Conclusoes

Um problema relacionado, e citado em [10], consiste em dado um conjunto de vértices
predeterminados W, verificar se W é um conjunto fonte maximo para um grafo de compa-
rabilidade.

Em cada passo do algoritmo ConjuntoFonteMaximo construa é[t] com X C f(t), se
X =WnV(G[t]) #0. Entao W é um conjunto fonte maximo para o grafo se, e somente
se, tal construcao for possivel e f(V(G)) = W. Observe que a complexidade do algoritmo
ConjuntoFonteMaximo é limitada pela complexidade de encontrar uma orientacao transi-
tiva.

Um grafo de comparabilidade pode ter vdrias orientacoes transitivas que maximizam
o conjunto fonte. Um exemplo sdo as duas orientacoes transitivas distintas da figura 8
para o mesmo grafo. Com pequenas alteracoes, o algoritmo ConjuntoFonteMdximo, pode
exibir todas as orientacbes transitivas. Para isso, basta considerar todas as possibilidades
de vértices com valores maximo nos médulos seriais e utilizar as duas orientac¢des no caso
de mdédulos vizinhanga, se ambas apresentarem o mesmo nimero de fontes preservadas.
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John von Neumann: Suas Contribui¢oes & Computagao, Tomasz Kowaltowski

A Linear Time Algorithm for Binary Phylogeny using PQ-Trees, J. Meidanis
and FE. G. Munuera

Text Structure Aiming at Machine Translation, Horacio Saggion and Ariadne

Carvalho

Calculo de la Estructura de un Texto en un Sistema de Procesamiento de
Lenguaje Natural, Horacio Saggion and Ariadne Carvalho

ATIFS: Um Ambiente de Testes baseado em Inje,c ao de Falhas por Soft-
ware, Fliane Martins

Multiware Plataform: Some Issues About the Middleware Layer, Edmundo
Roberto Mauro Madeira

WorkFlow Systems: a few definitions and a few suggestions, Paulo
Barthelmess and Jacques Wainer

Workflow Modeling, Paulo Barthelmess and Jacques Wainer
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Relatérios Técnicos — 1996

96-01 Construcgao de Interfaces Homem-Computador: Uma Proposta Revisada
de Disciplina de Graduacgao, F’abio Nogueira Lucena and Hans K.E. Liesenberg

96Abs DCC-IMECC-UNICAMP Technical Reports 1992-1996 Abstracts, C. L.
Lucchesi and P. J. de Rezende and J.Stolfi

96-02 Automatic visualization of two-dimensional cellular complexes, Rober Mar-
cone Rosi and Jorge Stolfi
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