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Veremos uma implementacdo do método Branch-and-Cut

® Para resolver um problema de programacao linear inteira

Problema de Steiner em Grafos: Dado um grafo G = (V, A),
um conjunto de vértices Z C V' chamados terminais e uma funcdo
de custo ¢: A — R, encontrar S C A tal que G[S] conecta todos
os terminais e ¢(S) seja minimo.

S C V tal que G[S] conecta todos os terminais é chamado de uma
solucdo de Steiner
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Pgie(G, Z) = conv{x®: S é uma solucio de Steiner}

Formulacdo de Programac3o Linear Inteira:

min E Cele

ecA
z(6(W)) > 1 YW CVDAWNZ#Z
z. €{0,1} VYec A
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A ideia do Branch-and-Bound é enumerar as solucGes viaveis
® Usando uma arvore de decisio
® Como em um backtracking

Mas podando os ramos que n3o levam a solucdes étimas

® E n3o necessariamente percorrendo em profundidade

No caso do Problema de Steiner, podemos, para uma aresta e € A
® Considerar o subproblema em que z, = 1
® E o subproblema em que z. =0
® [Essa é a parte “Branch” do método

Assim podemos enumerar as solu¢des em uma arvore de altura |A|
® Ou seja, as 241 possiveis solucdes

® Nem todas viaveis...

N3o parece uma boa ideia do jeito que esta..
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Limitantes

Podemos melhorar a enumeracao usando limitantes superiores e
inferiores para o valor da solucdo 6tima

® [Essa é a parte “Bound” do método

Se soubermos um valor de alguma solucdo viavel para o problema,
temos um limitante superior para o valor da solucdo 6tima

® Chamamos essa solucao de incumbente

Se uma subarvore tem apenas solucdes piores ou iguais ao
incumbente, podemos podar essa subarvore

® Mas como saber isso?

® Podemos usar um limitante inferior para o valor da solucdo
6tima da subdrvore
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A Relaxac3o Linear do subproblema é til para o B&B pois
® Se a Relaxac3do Linear do subproblema é inviavel, entdo o
subproblema é inviavel
— Consigo enumerar menos solucdes
® Se a Relacdo Linear tem solucdo étima inteira, entdo essa
solucdo é étima para o subproblema
— Potencialmente nos da um novo incumbente
— N&o é necessario continuar enumerando
® E o valor da Relaxacdo Linear é um limitante inferior para o
valor da solucdo étima do subproblema
— Permite podar a subarvore se o limitante for maior ou igual ao
incumbente
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Branch-and-Bound (com Programac&o Linear)

Inicializac3o:
1. Tente calcular uma solucdo 6tima x* da Relaxacdo Linear do
Problema

a. Se é inviavel, devolva que o problema é inviavel
b. Se é ilimitada, devolva que o problema é ilimitado ou inviavel
c. Se a solucdo encontrada é inteira, devolva essa solucdo

2. Armazene o problema e z* em uma estrutura de dados
— Ex: fila, pilha, fila de prioridade por valor da solucao

3. Inicialize o incumbente com vazio e valor +00
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Enquanto a estrutura de dados n3o estd vazia:

1.

oo s w

Retire um problema P e a solucdo fracionaria étima z* da
estrutura de dados

Se o valor de x* é maior ou igual ao valor do incumbente, va
para a préxima iteracao
Escolha 7 tal que z é fracionério

Crie um problema P; com a restricdo adicional z; < |z} |

(2

Crie um problema P, com a restricdo adicional x; > [z}

Para j = 1,2, tente calcular a Relaxac¢do Linear de P;
— Se é inviavel, va para a proxima iteracio
— Seja 2™ a solugdo 6tima da Relaxacdo Linear de P;
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Enquanto a estrutura de dados n3o estd vazia:

1. Retire um problema P e a solucdo fracionéria étima z* da
estrutura de dados

2. Se o valor de z* é maior ou igual ao valor do incumbente, va

para a préxima iteracao

Escolha 7 tal que z é fracionério

Crie um problema P; com a restricdo adicional z; < |z} |

Crie um problema P, com a restricdo adicional x; > [z}

oo s w

Para j = 1,2, tente calcular a Relaxac¢do Linear de P;
— Se é inviavel, va para a proxima iteracio
— Seja 2™ a solugdo 6tima da Relaxacdo Linear de P;
— Se x* é inteira, atualize o incumbente (se necessario) e va para
a préxima iteracdo
— Caso contrério, armazene P; e x* na estrutura de dados

Ao final, devolva o incumbente
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Fracionaria

Valor: 100
z3 < [3.5] @3 > [3.5]
Fracionéaria Fracionéaria
Valor: 110 Valor: 120
z7 < [1.7] 7 > [1.7] g4 < [2.3] wq > [2.3]
Invigvel Inteira Fracionéria Fracionéria
nviave Valor: 150 Valor: 150 Valor: 130
xz7 < [0.8] x7 > [0.8]
Valor do | bente: 140 Inteira Fracionaria
alor do Incumbente: Valor: 140 Valor: 145
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Voltado ao Problema de Steiner

Para resolver o problema de Steiner ainda temos varios desafios

Comecando pelo primeiro que é calcular a relaxac3o linear

mianexe
(W) >1 YW CV0£AEWNZ#Z

0<z.<1 Vee A

Temos um nlmero exponencial de restrices
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Separando
Vamos separar as restricdes conforme necessario

Em cada n6é do Branch-and-Bound:
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Podemos entdo usar a arvore de Gomory-Hu!
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Se existe mais de uma aresta ¢ de peso minimo, qualquer uma
delas serve no resultado acima

O algoritmo é mais rapido do que calcular todos os cortes minimos
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Para melhorar a relaxacdo, podemos adicionar cortes

® |dealmente que sejam facetas do poliedro

Essa é a ideia do Branch-and-Cut
® Branch-and-Bound com cortes

® Adicionados ao longo da arvore de enumeracdo
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(b) G[V;] ndo contém pontes de Steiner com relacdo a
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A

(c) G obtido de G contraindo-se cada um dos conjuntos V; a um
lnico vértice é 2-conexo.

Generalizam as inequacdes de corte de Steiner
® Mas sdo NP-dificeis de separar...
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® Procure adicionar cortes que cubram todas as variaveis
— Se focar em algumas variaveis, a solucdo “foge” pelas outras
variaveis
® Pode ser melhor ir para o branching do que adicionar cortes

— Ficar adicionando cortes pode levar a tailing off — a melhora
no valor da solucdo é cada vez menor
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® E um bom incumbente é essencial para enumerar pouco

Podemos entdo usar uma heuristica (primal) para encontrar uma
solucado inteira

® N3o apenas na raiz, mas também durante a enumeracdo

Uma ideia é, inclusive, usar a soluc3do fracionaria para guiar o
algoritmo!
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Heuristica da Arvore Geradora Maxima:
® Seja 2’ a solucdo da relaxac3o linear atual

® Encontre uma arvore geradora maxima 7' de G usando 2
como peso das arestas

® Enquanto houver folhas que n3o terminais, remova-as de T’

A heuristica prioriza arestas com maior valor na solucdo fracionéria
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e Caso exista v € V '\ Z com grau 2 em G’, podemos fixar as
arestas correspondentes em 0, adicionando uma aresta ligando
os vizinhos de v em G’ com custo igual a soma das arestas
fixadas em zero
® Caso exista ponte de Steiner, a varidvel correspondente pode

ser fixada em 1
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mais relavantes de alguma forma

E possivel fazer também branching nas inequacGes ao invés das
variaveis
Por exemplo, escolhe um vértice v € V' \ Z e crie dois
subproblemas:

® No primeiro, coloque a equacdo x(d(v)) =

0
® No segundo, coloque a inequacdo z(d(v)) > 1
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Percorrendo a Arvore

Precisamos pensar também como percorrer a arvore

Busca em Profundidade:
® Boa para encontrar novas solucdes inteiras

® Mas pode ficar presa na subdrvore muito tempo

Busca por Prioridade:
® Escolhemos de acordo com o valor da relaxacao

® Por exemplo, aqueles com menor valor primeiro tem chances
de ter solucdes melhores

® Mas podemos comecar a ficar com muitos nds ativos e gastar
muita memdria

Podemos também alternar durante a execucdo do algoritmo
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Varidveis:
® Podemos comecar algumas variaveis

® ¢ adicionar outras apenas se elas podem entrar na base na
iteracdo atual do Simplex

Restricoes:

® Podemos remover restricGes que ndo sdo satisfeitas com
igualdade

® Guardando em um pool de restricoes

® Quando formos gerar novas restricGes, primeiro checamos o
pool para encontrar restricoes violadas

® Podemos descartar restricbes muito antigas do pool e deixar
elas serem geradas novamente
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