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Emparelhamento

Seja G = (V, A) um grafo

Um emparelhamento £ em G
® é um subconjunto de A
e tal quese e = {i,j} e f = {k,[} sdo arestas distintas de F
e entdoenNf=10

Problema do Emparelhamento Maximo: Dado um grafo G = (V, A)
e uma funcdo de custo c: A — R, achar um emparalhemento E em
G tal que ¢(E) seja maximo.
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Poliedro

O poliedro dos emparelhamentos de um grafo é o fecho convexo
dos vetores de incidéncia dos emparelhamentos em G

Pmp(G) = conv{x”? ¢ RA: E é um emparelhamento em G}

Note que () e {a}, para todo a € A, sdo emparelhamentos em G

® E os vetores de incidéncia destes s3o afim-independentes

Lema. O poliedro Pgpmp(G) tem dimenséo plena, ou seja,
dim(Prnp(G)) = 4.
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Formulacdo inteira

Para um conjunto S C V, denote por §(S) as arestas que tém
apenas uma das pontas em S

® Se S = {v}, escrevemos apenas §(v)

Considere o poliedro P;(G) definido por

e >0, VaeA
z(d(v)) <1, YveV

Essas inequagdes sdo validas para P, (G) € Prmp(G) € Pi(G)

De fato, P;(G) é uma formulagdo inteira para o problema:

® Sexec P(G)N 74, entdo x corresponde a um
emparelhamento

® Se E é um emparelhamento, entdo x” € P (G)
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Solucdes Fracionérias
Pimp(G) € Pi(G) ={x: 24 > 0,Va € A;z(0(v)) < 1,YVv e V}

Mas existe G tal que Prmp(G) # Pi(G)
® z=(3,3,3) € Pi(K3)\ Pemp(K3) (e  é um vértice)

No caso acima, x n3o satisfaz a desigualdade (A) <1 em que A
é o conjunto das arestas de um K3

De forma geral,
® Se temos um conjunto S C V
® tal que |S| >3 e |S| é impar
® entdo qualquer emparelhamento em G tem no méaximo
(]S| — 1)/2 arestas no conjunto A(S)
® Ou seja, z(A(S)) < (|S| —1)/2 é valida para Pgmp(G)
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Facetas
Veremos que
z(A(S)) < (|S|—1)/2 VS CV tal que |S| é impar

(por vezes) definem facetas de Pgpp(G)

Como
Pimp(G) = conv{z € Z*: x € P,(G)} = P,(G);

é possivel obter a restricdo acima a partir de uma sequéncia de
combinacdes cbnicas e arredondamentos

De fato,

. Some z(d(v)) < 1 para todo v € S

. Some —z, < 0 para todo e € §(95)

. Obtendo z(A(S)) < |S|/2 e arredondando
 Temos que z(A(S)) < ||S1/2] = (5] - 1)/2

[y

B~ w N



Facetas
Veremos que

z(A(S)) < (|S|—1)/2 VS CV tal que |S| é impar
(por vezes) definem facetas de Pgpp(G)

Como
Pimp(G) = conv{z € Z*: x € P,(G)} = P,(G);

é possivel obter a restricdo acima a partir de uma sequéncia de
combinacdes cbnicas e arredondamentos

De fato,
1. Some z(d(v)) <1 para todo v € S
2. Some —x, < 0 para todo e € §(5)
3. Obtendo z(A(S)) < |S|/2 e arredondando
4. Temos que z(A(S)) < [|S]/2] = (S| —1)/2

Com o resultado que veremos, isso significa que P;(G) tem posto
de Chvatal igual a 1
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(1) 24 >0, para todo a € A
(2) z(6(v)) <1, para todo v e V
(3) z(A(S)) < (|S| —1)/2, paratodo S CV, |S| > 3 e impar

Pela prova, toda faceta é de um desses trés tipos

® Mas nem toda restricao acima define faceta

Inequacdes do tipo (3) sdo chamadas de blossom inequalities
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Teorema. Para cada aresta a € A a inequacdo
Tgq >0

define uma faceta do poliedro Prm,(G).



Teorema

Teorema. Seja G = (V, A) um grafo conexo com pelo menos 3
vértices, e seja v um vértice de G. Entdo a inequacdo

z(d(v)) <1

define uma faceta de Py (G) se, e somente se, os dois vizinhos
de v s3o ndo-adjacentes sempre que grau(v) = 2.
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resultante possui um emparelhamento perfeito
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Teorema

Um grafo é hipo-emparelhavel se ndo possui emparelhamento
perfeito, mas ao remover qualquer um de seus vértices, o grafo
resultante possui um emparelhamento perfeito

Um grafo é k-conexo se a remocdo de qualquer conjunto de k
vértices nao desconecta o grafo

Teorema. Seja G = (V, A) um grafo conexo com pelo menos 3
vértices, e seja S C V tal que |S| > 3 e impar. Ent&o a inequacio

z(A(S)) < (IS| = 1)/2

define uma faceta de Pgpp(G) se e somente se o subgrafo
induzido por S é 2-conexo e hipo-emparalhavel.
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Voltado ao Pi(G)

Seré que existem grafos G tais que Pi(G) = Ppmp(G)?

Sim! Na verdade, podemos provar que P (G) = Prmp(G) se e
somente se G' é um grafo bipartido

Teorema. Seja G = (V, A) um grafo bipartido. Entdo
Pemp(G) = P1(G).
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(1) z4 >0, para todo a € A

(2) z(6(v)) =1, para todo v € V
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Emparelhamentos Perfeitos

Um emparelhamento E é perfeito se todo vértice de G é incidente
a uma aresta de F

Podemos definir entdo o seguinte poliedro dos emparelhamentos
perfeitos:
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Emparelhamentos Perfeitos

Um emparelhamento E é perfeito se todo vértice de G é incidente
a uma aresta de F

Podemos definir entdo o seguinte poliedro dos emparelhamentos
perfeitos:

Ppert(G) = conv{xE c€RA: E éum emparelhamento perfeito em G}

Teorema. O poliedro Ppe¢(G) é descrito pelo seguinte sistema:
(1) z4 >0, para todo a € A

(2) z(6(v)) =1, para todo v € V

(3) z(6(W)) > 1, para todo W C V, |W| impar

Segue do Teorema do P, (G)

® E também implica no Teorema do P (G)
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Teoremas e Exercicio

Teorema (de Konig). Num grafo bipartido, a cardinalidade de
um emparelhamento maximo é igual ao niimero minimo de vértices
que cobrem todas as areas do grafo.

Teorema. Num grafo bipartido, a cardinalidade de uma cobertura
minima de arestas é igual a cardinalidade de um conjunto estavel
maximo.

Exercicio. Prova que os vértices do poliedro P;(G), conhecido

como o poliedro fracionério dos emparelhamentos, sé tem
componentes em {0,1/2,1}.
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Separacdo do Ppe(G)

Teorema. O poliedro Ppet(G) é descrito pelo seguinte sistema:
(1) 4 >0, para todo a € A

(2) z(6(v)) =1, para todov € V

(3) z(6(W)) > 1, para todo W C V, |W| impar

Considere o problema:

Dado um vetor y € R4, decidir se y satisfaz (1), (2) e
(3). Se nio, encontrar uma inequacdo violada por y.

Decidir se y satisfaz (1) e (2) é facil

® Vamos supor que satisfaz (1) e (2)
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Somando z(0(v)) + s, = 1 para todo v € S, obtemos

22(A(S)) + (3(5)) + s(S) = ||
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