Combinatéria Poliédrica
Facetas

Rafael C. S. Schouery
rafael@ic.unicamp.br
Universidade Estadual de Campinas

Atualizado em: 2023-09-27 15:57



Facetas

Uma face ndo-trivial F' de P(A,b) é uma faceta se F' ndo estd
contida em nenhuma outra face prépria de P(A,b)



Facetas

Uma face ndo-trivial F' de P(A,b) é uma faceta se F' ndo estd
contida em nenhuma outra face prépria de P(A,b)

® Algumas vezes dizemos que uma inequacdo é uma faceta



Facetas

Uma face ndo-trivial F' de P(A,b) é uma faceta se F' ndo estd
contida em nenhuma outra face prépria de P(A,b)

® Algumas vezes dizemos que uma inequacdo é uma faceta

® |sso quando a inequacdo define a faceta



Facetas

Uma face ndo-trivial F' de P(A,b) é uma faceta se F' ndo estd
contida em nenhuma outra face prépria de P(A,b)

® Algumas vezes dizemos que uma inequacdo é uma faceta

® |sso quando a inequacdo define a faceta

Veremos que as facetas formam um sistema “minimal” para
representar P(A,b)
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Seja Ax < b um sistema de inequacdes
® Para simplificar, vamos denotar ind(A) por M

Seja I C M, o sistema Ar,x < by é redundante em relacdo a

Az <bse P(A,b) = P(Apn 14, bar\1)
® Se Ax < b tem subsistema redudante, entdo ele é redundante
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Uma inequacdo A;.x < b; irredundante em relacdo a Ax < b é
dita equagdo implicita se i € ig(P(A, b))

Ax < b,Cx = d é irredundante se
o A,.x <b;éirredundante com Ax < b,Cx <d,—Cx < —d
e C tem posto-linha completo

Redundancia ou Irredundancia é uma propriedade do sistema, nao

do poliedro, pois um poliedro pode ter vérias representacoes
3



Exercicio

Exercicio. Mostre que se a inequacdo ¢’'a < § é vélida para
P(A,b) entdo existe §' < § tal que ¢’z < &' pode ser escrita
como combinacdo cOnica das inequacdes de Ax < b.
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Teorema. Seja F' uma faceta de P = P(A,b). Entdo
(a) ig(P) Cig(F)
(b) para todo i € ig(F) \ ig(P), F = fa({i})

Note que as facetas sao definidas por uma Gnica inequacido

® Mas n3o significa que toda inequacdo define uma faceta..
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Corolario. Seja P = P(A,b) um poliedro e F o conjunto das
facetas de P. Entdo,

(a) Fi, Fy € F, Fy # I3 entdo ig(Fy) Nig(Fy) = ig(P);

(b) |F| < [M]—ig(P)];

(c) existe I C M tal que I C M \ig(P), |I|=|F|e Fe Fsee
s6 se existe precisamente um i € I tal que F' = fa({i}).

I do item (¢) é chamado conjunto dos indices-faceta

® todo i € [ gera faceta
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Peje M\ (IUig(P)). Entdo Aj,x < b; é redundante com
Apn.x < by.
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Teorema. Sejam P = P(A,b) # () um poliedro, I C M \ ig(P),
J C ig(P) e suponha P = {x: Aj.x = by, A,z < br}. Essa
descricao de P é irredundante se e somente se

(a) I é um conjunto de indices-faceta de P;

(b) Aj. é uma matrix p x n de posto-linha completo.

Corolario. Seja P = P(A,b) C R™ um poliedro de dimens3o plena.
Entdo, para todo I C M, A,z < by é uma descricdo irredundante
de P se e sé se I é o conjunto de indices-faceta de P.
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Teorema. Seja P = P(A,b) um poliedro e F' uma face n3o trivial
de P. As seguintes afirmacdes s3o equivalentes:
(a) F é uma faceta de P;
(b)
(c)
(d)
(e) Seja ¢’z < v uma inequacgdo vélida em relacio a P tal que
F ={x € P: c"x = ~}. Entio, para toda inequacio d’ x < §
valida em relacdo a P, tal que F' C {z € P: d"x = 4}, temos
que existe um vetor u € Ri8(F) e ¢ € R, a > 0 tal que

F' é uma face propria maximal de P;
dim(F) = dim(P) — 1;

F contém dim(P) vetores afim-independentes;

d’ =ac’ + UTAig(p)*,

(5 =y + uTbig(p).
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Corolario

Corolario. Seja P C R"™ um poliedro de dimens3o plena e F' =
{x € P: cl'x =~} uma face de P. S3o equivalentes:

(a) F é uma faceta de P;

(b) dim(F) =n—1;

(c) se dTx =48, d # 0, é uma inequac3o valida tal que
FC{xeP: d'z = 0}, entdo existe a € R, a > 0 tal que
d' =acl e § = .
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