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Até o momento, descrevemos um poliedro como

P=P(Ab)={xcR": Ax <b}

Essa é a chamada descricdo externa do poliedro

® Uma descricdo a partir da intersecdo de semi-espacos

Veremos uma outra descricdo, a descricdo interna



Teorema de Weyl, 1935

Teorema. Para toda matriz A € R™*", temos que lin(A),
afim(A), conv(A) e cone(A) sdo poliedros.
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Soma de Poliedros

Se P; e P sdo subconjuntos do R™, entdo a soma de PP, com P, é

P1+P2:{x€R”:x:$1+:r2,:B1 GPl,xQEPQ}

Teorema. Se P; e P, s3o poliedros, entdo P, + P é um poliedro.
Prova. Exercicio.
Corolario. Se A € R™*" ¢ B € R™*" | ent3o
conv(A) + cone(B)
é um poliedro.

Objetivo: provar que todo poliedro é da forma conv(A) + cone(B)
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Farkas novamente

Considere a seguinte versdo do Lema de Farkas:
Ja > 0 tal que Ax = b sse Yu, se ATu > 0 entdo u’b >0

Caracterizamos todos os b tal que Ax = b, > 0 tem solucdo
Por definic3o,
cone(A) = {b € R™: existe x > 0 tal que Az = b}
e, por tanto, temos a seguinte proposicao
Proposicdo. Para toda matriz A € R™*™,

cone(A) = {b € R™: ulb < 0 para todo u € P(AT,0)}
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Entendendo Geometricamente a Proposicao

Proposicdo. Para toda matriz A € R™*™,

cone(A) = {b € R™: uTb < 0 para todo u € P(AT,0)}

Note que P(AT, 0) é um cone:

® Se pegarmos uma combinacdo conica dos pontos de
P(AT,0), o resultado também estard em P(A”,0)

Considere b tal que existe « solucdo de Az =b, x >0

® Esses sdo os vetores b com angulo maior ou igual a 90° com
todos os vetores do cone P(A”,0)

Esse é o conceito de cone polar
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Cone Polar

O cone polar 5° de um conjunto S é

S° = {y e R": yTa < 0 para todo = € S}

O complemento ortogonal S+ de S é

St ={y e R": yTx = 0 para todo x € S}

Note que S+ C §°
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Reescrevendo a Proposicao

Proposicdo. Para toda matriz A € R™*™,

cone(A) = {b e R™: ulb < 0 para todo u € P(AT,0)}

Proposicdo. Para toda matriz A € R™*",

P(A,0)° = cone(AT)



Cone Polar — Visao Geométrica

P(A,0)

P(A,0)°




Exercicios

Exercicio. Para S,.5; C R" valem as seguintes afirmacdes:
(a) Si € Sj implica S7 C 57

(b) S C S°°

(c) ( = 15) =N}, 57

(d) S cone(S ) = (cone(S))°
(e) S = lin(S) implica que S° = S+
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Proposicao

Proposicdo. Para toda matriz A € R™*",

cone(AT)° = P(A,0)
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Teorema

Teorema. Para toda matriz A € R™*",

P(A,0)°° = P(A,0) e cone(A)°° = cone(A)
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Teorema de Minkoski, 1896

Teorema. Um subconjunto K C R™ é um cone poliédrico se e
somente se K é o fecho conico de um niimero finito de vetores. Em
outras palavras, para cada matriz A € R™*", existe uma matriz
B € R"*P tal que

P(A,0) = cone(B);

e, reciprocamente, para cada matriz B € R™"*P existe uma matriz
A € R™ "™ tal que P(A,0) = cone(B).
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Representacao Interna

Teorema. Considere A € R™*"™ e b € R™. Ent3o existem
conjuntos finitos V', 2 C R™ tais que

P(A,b) = conv(V) + cone(E).

Prova. Exercicio.
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Teorema. Considere A € R™*™ e b € R". Ent3o existem
conjuntos finitos V', 2 C R™ tais que

P(A,b) = conv(V) + cone(E).
Corolario. Um subconjunto P C R™ é um politopo se e somente

se P é o fecho convexo de um nidmero finito de vetores.

Prova. Exercicio.
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Representacao Interna

Teorema. Considere A € R™*"™ e b € R™. Ent3o existem
conjuntos finitos V', 2 C R™ tais que

P(A,b) = conv(V) + cone(E).
Corolario. Um subconjunto P C R™ é um politopo se e somente
se P é o fecho convexo de um nimero finito de vetores.

Teorema. Um subconjunto P C R"™ é um poliedro se e somente se
P é a soma de um politopo e um cone poliédrico.

Prova. Exercicio.
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