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Projecao
Projetando S C R" sobre H C R" na direcdo c € R"
{x e R": ¢ € H, existe A\ € R tal que x + \c € S}

Isto é, © € H estd na projecdo se é possivel sair de x e encontrar
um ponto de S ao andar na direcdo ¢



Projecdo Ortogonal
Se H é o hiperplano {z € R": ¢’z = \} entdo
{x e R": x € H, existe A € R tal que x + A\c € S}

é uma projec3o ortogonal de .S sobre H na direcdo ¢



Exercicio

Sejam H C R™ um subconjunto qualquer, ¢ € R™\ {0} e

H' ={x €¢ R": a’x < a} um semi-espaco. Seja Py a projecio
de H' sobre H na direcdo c. Prove que

(a) Se a é ortogonal a ¢, entdo Py = HN H'.

(b) Se a n&o é ortogonal a ¢, entdo Py = H.



Objetivo — Algoritmo de Projecdo

Veremos um algoritmo para “calcular” a projecdo de um poliedro
P(A,b) sobre um conjunto (qualquer) H na direcdo c.
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Objetivo — Algoritmo de Projecdo

Veremos um algoritmo para “calcular” a projecdo de um poliedro
P(A,b) sobre um conjunto (qualquer) H na direcdo c.

A entrada do algoritmo é A, be c

A saida é uma matriz D e um vetor d tal que a projecdo de
P(A,b) sobre H na direcdo c é exatemente H U P(D,d)

Isto é, P(D,d) "representa” qualquer projecdo de P(A,b) na
direcdo ¢, basta depois interceptar com H



Exemplo de P(D,d)

Projetando em ¢ = (0, 1)

—1lzy + 029 < —1

—1lxy — 1xg < =5

201 + 1log < 8

—1lzy + 029 < —1
1oy + 029 < 3



Exemplo de P(D,d)

Projetando em ¢ = (1,0)

—1a1 4+ 029 <
—11’1 — 11’2 < )
2z1 + log <

0z1 + 122 <6
0331 — 1332 S —2



Exemplo de P(D,d)

Projetando em ¢ = (1,1)

—1a1 4+ 029 <
—11’1 — 11’2 < )
2z1 + log <

—lz1 + 129 <5
1{L’1 — 1{L’2 S 1



Algoritmo de Projecao

Nosso objetivo é mostrar que o seguinte algoritmo esta correto

1: procedure PROJEGAO(A, b, ¢)

2:
3:

©ooNa R

10:

12:
13:
14:

15:

Seja M = {1,...,m} o conjunto dos indices das linhas de A
Particione M em trés partes N = {i € M : A;.c < 0},

Z={ieM: Ajc=0}, P={ieM: Aj.c> 0}

Facar = |Z U (N x P)]
Defina R=1,...,r
Construa uma bijecdo p: R — Z U (N x P)
fori=1,...,r do
if p(i) € Z then
di = by(i)
else
Seja p(i) = (s,t) e N x P
Di* - (At*c)As* - (As*c)At*
d; = (At*c)bs - (As*c)bt
return D e d



Olhando para dois semi-espacos

Seja H; = P(Aix, b;), sabemos que

s

P(Ab)=(Hi= ()| HiNH,

i=1 (i,§)EM x M

10



Olhando para dois semi-espacos

Seja H; = P(Aix, b;), sabemos que

P(A,b) =

s

H, = ﬂ H; ﬂHj
1 (i,5)EM x M

(2

Primeiro, vamos mostrar que basta estudar como projetar a
intersecao de dois semiespacos numa direcdo ¢ sobre um conjunto
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Proposicao

Proposicdo. Seja P(A,b) um poliedro em R", H CR", e
c € R™. Ent3o, a projecdo Py de P(A,b) sobre H na direcdo ¢
pode ser calculada da seguinte forma:

Pp=Hn () Hy
(i,5)EM x M

onde H;; é a projecao de H; N H; sobre R™ na direcdo c.
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Teorema — bem longo, entdo vamos por partes...

Teorema. Sejam ¢ € R™ \ {0}, H um conjunto qualquer, S1 = {z € R": aTz < «a}
e S2 ={x € R": bTx < B}. Seja Py a projecdo de S1 N Sy sobre H na direcdo c.

12
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Teorema. Sejam ¢ € R™ \ {0}, H um conjunto qualquer, S1 = {z € R": aTz < «a}
e S2 ={x € R": bTx < B}. Seja Py a projecdo de S1 N Sy sobre H na direcdo c.
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(b) Se um dos vetores a, b é ortogonal a ¢, digamos ale=0eble # 0, entdo
Py =S1NH
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sinal, entdo Py = H

Tc e b”c tem 0 mesmo
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Teorema — bem longo, entdo vamos por partes...

Teorema. Sejam ¢ € R™ \ {0}, H um conjunto qualquer, S1 = {z € R": aTz < «a}
e S2 ={x € R": bTx < B}. Seja Py a projecdo de S1 N Sy sobre H na direcdo c.

(a) Se ambos os vetores a, b sdo ortogonais a ¢, entdo Py = S1 N Se N H

(b) Se um dos vetores a, b é ortogonal a ¢, digamos ale=0eble # 0, entdo
Py =S1NH

(c) Se ambos os vetores a, b n3o sdo ortogonais a c e a
sinal, entdo Py = H

Tc e b”c tem 0 mesmo

(d) SeaTc<0eblc>0, entdo tomando-se

d= bTc)a— (aTe)b,
§=bTe)a— (aTe)p

temos que Py = H N {x € R™: dTx < §}. Adicionalmente, temos que a
inequacio d”x < § é uma combinac3o cénica das inequacdes a’x < o e
bT2z < B e d é ortogonal a c.
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Lema (a)

Lema. Sejam ¢ € R"\ {0}, H um conjunto qualquer, S; = {x €
R": aTx < a} e Sy = {x € R*: bz < B}. Seja Py a projecio
de 51N .S, sobre H na direcdo c.

Se ambos os vetores a, b sdo ortogonais a ¢, entao Py = S1NSeNH

B
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Lema (b)

Lema. Sejam ¢ € R™\ {0}, H um conjunto qualquer, S; = {x €
R": aTx < a} e Sy = {x € R*: bz < B}. Seja Py a projecio
de S1 N Sy sobre H na direcdo c.

Se um dos vetores a, b é ortogonal a ¢, digamos a’c = 0 e bl ¢ # 0,
entdo Py = S1NH

IE
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Lema (c)

Lema. Sejam ¢ € R™\ {0}, H um conjunto qualquer, S; = {x €
R": aTx < a} e Sy = {& € R*: b'ax < 3}. Seja Py a projecio
de 571N .S, sobre H na direcao c.

T

Se ambos os vetores a, b ndo sio ortogonais a ¢ e a’c e bl ¢ tem

o mesmo sinal, entdo Py = H
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Lema (d)

Lema. Sejam ¢ € R"\ {0}, H um conjunto qualquer, S; = {x €
R": aTx < a} e Sy = {x ¢ R™: bla < [}. Seja Py a projecéo
de S1 NSy sobre H na direcao c.

Se a’c < 0 e bl'c > 0, entdo tomando-se d = (b’ ¢)a — (a’c)b,
§ = (b'e)a — (a”c)B temos que Py = HN {x € R": dTz < ).
Adicionalmente, temos que a inequacio d’ @ < § é uma combinac3o
coOnica das inequacoes alr<ae bz < [ e d é ortogonal a c.
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Teorema

Teorema. Sejam ¢ € R™\ {0}, H um conjunto qualquer,

Si={xcR":a"x < a}eS ={xcR" bl <j} Seja Py

a projecdo de S N .Sy sobre H na direcdo c.

(a) Se ambos os vetores a, b sdo ortogonais a ¢, entdo
Py=5NSnNH

(b) Se um dos vetores a, b é ortogonal a ¢, digamos a
blc+#0, entdo Py = S1 N H

(c) Se ambos os vetores a, b n3o s3o ortogonais a ce a’ce b’c
tem o mesmo sinal, entdo Py = H

(d) Se a’c <0 e blc >0, entdo tomando-se

Te=0e

d = (b'c)a — (a¥¢)b,
6= (bTe)a—(a¥e)p

temos que Py = HN{x € R": dl'z < d}. Adicionalmente,
temos que a inequacdo d’x < & é uma combinacio cénica
das inequacdes a’x < av e b'x < B e d é ortogonal a c.
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Algoritmo de Projecao

1: procedure PROJEGAO(A, b, ¢)

Seja M = {1,...,m} o conjunto dos indices das linhas de A
Particione M em trés partes N = {i € M: A;.c < 0},

Z={ieM: Aj,c=0}, P={ic M: Aj,c> 0}

Faca r = |Z U (N x P)]
Defina R=1,...,r
Construa uma bijecdo p: R — Z U (N x P)
fori=1,...,r do
if p(i) € Z then
Di = Ay
di = by(i)
else
Seja p(i) = (s,t) e N x P
Di,* = (At*C)As* - (As*c)At*
di - (At*c)bs - (As*c)bt
return D e d
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Teorema (mais longo ainda)
Teorema. Sejam A € R™*" b € R™, ¢ € R" e H C R™ um conjunto qualquer.

Considere o sistema Dx < d construido aplicando-se o algoritmo de projecdo e seja Py
a projecdo de P(A,b) sobre H na dire¢do c. Entdo,

19
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Teorema (mais longo ainda)

Teorema. Sejam A € R™*" b € R™, ¢ € R" e H C R™ um conjunto qualquer.
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a projecdo de P(A,b) sobre H na dire¢do c. Entdo,

(a) Cada inequacdo D,z < d; é combinacdo linear ndo-negativa do sistema
Ax < b, i.e., paracadai € {l,...,r}, existe um vetor u > 0 com D;, =ul A
ed; =uTb.

(b) Djxc=0paratodoi=1,...,r.

(c) Py =HnNP(D,d)
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Teorema (mais longo ainda)

Teorema. Sejam A € R™*" b € R™, ¢ € R" e H C R™ um conjunto qualquer.
Considere o sistema Dx < d construido aplicando-se o algoritmo de projecdo e seja Py
a projecdo de P(A,b) sobre H na dire¢do c. Entdo,

(a) Cada inequacdo D,z < d; é combinacdo linear ndo-negativa do sistema
Ax < b, i.e., paracadai € {l,...,r}, existe um vetor u > 0 com D;, =ul A
ed; =uTb.

(b) Djxc=0paratodoi=1,...,r.

(c) Py =HnP(D,d)

(d) Tome 2’ € H e N, Z e P definidos como no algoritmo. Defina

i = (b — Ajux’) paratodoi€ PUN

ixC

se P=1{

A

—00 se N=10
max{\;|¢ € N} caso contrério
{ min{)\;|¢ € P} caso contrario

Ent3o,
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Teorema (mais longo ainda)

Teorema. Sejam A € R™*" b € R™, ¢ € R" e H C R™ um conjunto qualquer.
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Ax < b, i.e., paracadai € {l,...,r}, existe um vetor u > 0 com D;, =ul A
ed; =uTb.

(b) Djxc=0paratodoi=1,...,r.

(c) Py =HnP(D,d)

(d) Tome 2’ € H e N, Z e P definidos como no algoritmo. Defina

i = (b — Ajux’) paratodoi€ PUN

Az*c
{ se N=10

max{\;|¢ € N} caso contrério

— se P=10
N mm{)\i\i € P} caso contrério

Ent3o,
(d1) @' € P(D,d) implicaque L < U ex’ + Ac € P(A,b) paratodo A tal que L < X\ < U.
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Teorema (mais longo ainda)

Teorema. Sejam A € R™*" b € R™, ¢ € R" e H C R™ um conjunto qualquer.
Considere o sistema Dx < d construido aplicando-se o algoritmo de projecdo e seja Py
a projecdo de P(A,b) sobre H na dire¢do c. Entdo,

(a) Cada inequacdo D,z < d; é combinacdo linear ndo-negativa do sistema
Ax < b, i.e., paracadai € {l,...,r}, existe um vetor u > 0 com D;, =ul A
ed; =uTb.

(b) Djxc=0paratodoi=1,...,r.

(c) Py =HnP(D,d)

(d) Tome 2’ € H e N, Z e P definidos como no algoritmo. Defina

i = (b — Ajux’) paratodoi€ PUN

Az*c
{ se N=10

max{\;|¢ € N} caso contrério

— se P=10
N mm{)\i\i € P} caso contrério

Ent3o,
(d1) =’ € P(D,d) implicaque L < U ex

4 c € P(A,b) paratodo A talque L < A < U.
(d2) «’ + e € P(A,b) implicaque L < A

+ A
<Uez' € P(D,d).



Lema (a)

Lema. Sejam A € R™*" b e R™, c€ R" e H C R" um conjunto

qualquer. Considere o sistema Dx < d construido aplicando-se o

algoritmo de projecdo e seja P a projecdo de P(A,b) sobre H na

direcdo c. Entao,

(a) Cada inequacdo D;.x < d; é combinacdo linear ndo-negativa
do sistema Ax < b, i.e., para cada i € {1,...,r}, existe um
vetor u > 0 com D;, = ul A e d; = u’b.
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Lema (b)

Lema. Sejam A € R™*" b e R™, ¢ € R" e H C R™ um conjunto
qualquer. Considere o sistema Dx < d construido aplicando-se o
algoritmo de projecdo e seja Py a projecdo de P(A,b) sobre H na
direcao c. Entao,

(b) Djsc=0paratodoi=1,...,r.
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Lema (d)
Lema. Sejam A € R™*" b€ R™, ¢ € R" e H C R" um conjunto
qualquer. Considere o sistema Dx < d construido aplicando-se o
algoritmo de projecdo e seja Py a projecdo de P(A,b) sobre H na
direcdo c¢. Entao,
(d) Tome 2’ € H e N, Z e P definidos como no algoritmo.

Defina
1
A = m(bz — Ajx’) paratodoi€ PUN
) oo se N=1{
| max{\|i € N} caso contrario
U_ +00 se P=1
| min{\;|i € P} caso contrario
Ent3o,

(d1) «’ € P(D,d) implicaque L <U e ' + Ac € P(A,b) para
todo \ tal que L < A < U.
(d2) &'+ Ac € P(A,b) implicaque L< A< Uexa' € P(D,d).
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Lema (c)

Lema. Sejam A € R™*" b e R™, ¢ € R" e H C R™ um conjunto
qualquer. Considere o sistema Dx < d construido aplicando-se o
algoritmo de projecdo e seja Py a projecdo de P(A,b) sobre H na
direcao c. Entao,

(c) Py = HN P(D,d)
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Projecao de Poliedro sobre Poliedro

Proposicdo. Se H = P(A’,b) é um poliedro, entdo a projecdo
Py de P(A,b) sobre H na direcdo ¢ é um poliedro.
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Eliminacao de Fourier-Motzkin

Podemos “eliminar” a variavel x; projetando sobre o hiperplano
{x € R™: z; = 0}. A proje¢do é {x € P(D,d): z; = 0}.

1: procedure FOURIERMOTZKIN(A, b, j)

Seja M = {1,...,m} o conjunto dos indices das linhas de A
Particione M em trés partes N = {i € M: A;; < 0},

Z={iecM:A;=0}, P={ic M: A;; >0}

Faca r = |Z U (N x P)]
Defina R=1,...,r
Construa uma bijecdo p: R — Z U (N x P)
fori=1,...,7r do
if p(i) € Z then
Di. = Apiys
di = by (i)
else
seja p(i) = (s,t) e N x P
Di* = AtjAs* - AsjAt*
di = Atjbs - Asjbt
return D e d
25



Proposicao

Proposicdo. Seja P(A,b) um poliedro e P(D,d) o poliedro
obtido aplicando o algoritmo de projecdo descrito acima. Entao,

P(A,b) # ) se e somente se P(D,d) # 0.
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Algoritmo para ver se o poliedro é vazio

Se eu aplicar a eliminacdo de Fourier-Motzkin em a1, eu obtenho
D e d; tal que
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Algoritmo para ver se o poliedro é vazio

Se eu aplicar a eliminacdo de Fourier-Motzkin em a1, eu obtenho
D e d; tal que

(i) Die; = 0 (pelo teorema)
(i) existe Uy > 0 tal que U1 A = Dy e U1b = d; (pelo teorema)
(iii) P(A,b) # () se e somente se P(Dy,dy) # ()

Aplicando em x5 para D1 e dq, obtemos D> e ds tal que
(I) D2€2 =0
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Algoritmo para ver se o poliedro é vazio

Se eu aplicar a eliminacdo de Fourier-Motzkin em a1, eu obtenho
D e d; tal que

(i) Die; = 0 (pelo teorema)
(i) existe Uy > 0 tal que U1 A = Dy e U1b = d; (pelo teorema)
(iii) P(A,b) # () se e somente se P(Dy,dy) # ()

Aplicando em x5 para D1 e dq, obtemos D> e ds tal que

(I) D2€2 =0
(II) existe Uy > 0 tal que Us D1 = Dy e Uod; = do
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Algoritmo para ver se o poliedro é vazio

Se eu aplicar a eliminacdo de Fourier-Motzkin em a1, eu obtenho
D e d; tal que

(i) Die; = 0 (pelo teorema)
(i) existe Uy > 0 tal que U1 A = Dy e U1b = d; (pelo teorema)
(iii) P(A,b) # () se e somente se P(Dy,dy) # ()

Aplicando em x5 para D1 e dq, obtemos D> e ds tal que
(i) D2ea =0

(ii) existe Uy > 0 tal que Us D1 = Dy e Uady = do

(iii) P(Dy,dy) # () se e somente se P(Dy,dy) # 0
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Algoritmo para ver se o poliedro é vazio

Aplicando em @9 para D e dy, obtemos D> e do tal que
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(i) D262 =0
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Algoritmo para ver se o poliedro é vazio

Aplicando em @9 para D e dy, obtemos D> e do tal que
(i) Dyea =0

(i) existe Uy > 0 tal que Us Dy = Dy e Uady = dy

(i) P(D1,dy) # 0 se e somente se P(D3,ds) # ()

Reescrevendo considerando U’ = UoU 1, temos
(i) D262 =0e D261 = U2D161 =0
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Aplicando em @9 para D e dy, obtemos D> e do tal que
(i) Dyea =0

(i) existe Uy > 0 tal que Us Dy = Dy e Uady = dy

(i) P(D1,dy) # 0 se e somente se P(D3,ds) # ()

Reescrevendo considerando U’ = UoU 1, temos

(i) D262 =0e D261 = U2D161 =0

(i) existe U, > 0 tal que ULA = Dy e ULb = d»
(iii) P(A,b) # () se e somente se P(D2,ds) # ()
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Algoritmo para ver se o poliedro é vazio

Apéds n passos:

(i) Dp,e, =Dpenp1=---=Dnpe; =0

(i) existe U!, > 0talque U, A=D,eU,b=d,
(ii) P(A,b) # 0 se e somente se P(D,,,d,) # ()

Por (i), D,, = 0 pois {e1,...,e,} é uma base do R".

Logo, P(D,,d,) é vazio se e somente se alguma coordenada de
d,, é negativa

Idem para P(A,b)

O algoritmo também funciona para uma base ortogonal qualquer
(fazendo as projecdes nas direcdes da base)
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Projetando em um espaco menor
Seja P(A,b) C R"™ um poliedro e k um inteiro positivo tal que
k+p=n. A projecio de P(A,b) em R¥ é o conjunto

{m € R*: existe y € R com ( Z ) € P(A,b)}

Para se obter tal projecdo, basta considerar a projecdo de P(A,b)
nas direcdes {e,,€,_1,...,€,_p} € considerar o conjunto de
vetores ¢ = (x1,...,xy) tal que (x1,x2,...,xk,0,...,0)
pertence a projecao.
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