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maximize 3x1 — 5x2

sujeito a x1+ w9 <6
3r1 — 219 <0
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PLs e PLIs s3o muito importante em diversas areas, como:
® Economia
® Engenharia

® Ciéncia da Computacdo
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Transposta

A transposta de uma matriz A é a matriz obtida trocando as
linhas por colunas, por exemplo:

1
AT = |2
3

Sy O

Um vetor-linha v é um vetor transposto de um vetor-coluna, por
exemplo:

o' = (1 2 3)
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O produto interno de dois vetores x e y de R™ é o escalar

n
wly = iy
=1

Um vetor v é unitario se
® Existe i tal que v; =1 e

® y; =0 para todo j # ¢

Notac3o:
® 1 é o vetor de 1's.
® (0 é o vetor ou matriz de O’s.
® [ é a matriz identidade

® ¢, é o vetor unitario que a componente 1 estd na posicao ¢
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Poliedro

Um subconjunto P C R™ é chamado de poliedro se
P={xecR": Az < b}

para alguma matriz A € R”*™ e algum vetor b € R™

Dado A e b, denotamos o poliedro por P(A,b)
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Programa Linear

Um programa linear é um problema de otimizacdo que pode ser
escrito na forma:

maximize ¢!
sujeitoa Ax <b
Ou seja,

max{c'z: Az < b} = max{c’z: z € P(A,b)}

Assim, entendendo P(A,b), podemos entender o PL!
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Semi-espaco

Sejam a € R"\ 0 e a € R, o poliedro
{x eR": a’z < a}
é chamado de semi-espaco

Note que

P(A,b) ={x e R": Az <b} = [ {z € R": Aj,x < b;}
j=1

Todo poliedro é uma intersecdo (finita) de semi-espacos!

® Definidos pelas linhas da matriz A e entradas de b
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Hiper-plano

J& o conjunto
{zeR": a’x = a}

é chamada de hiperplano
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Combinacdes

1,2

Um vetor  é uma combinac3o linear de vetores v+, v*,... v

existe vetor a tal que
n

Tr = E a; v

i=1

Uma combinac3o linear é chamada
® afim,sea; +as+---+a, =1
® conica, se a1,a9,...,a, > 0

® convexa, se for afim e conica

12

n

se
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Exercicio

Exercicio: Sejam v!, v? ... v"™ € R™. Prove que {v!, v? ... v"}
é afim independente se e somente se {v! —v", v? —v", ... V" —

v"} é linearmente independente.

14



Fechos e Subespacos
Seja S C R”

15



Fechos e Subespacos
Seja S C R”
e lin(S) é o fecho linear de S

15



Fechos e Subespacos
Seja S C R”
e lin(S) é o fecho linear de S

— conjunto de todos os vetores que sdo combinacdo linear de um
nimero finito de vetores de S

15



Fechos e Subespacos
Seja S C R”
e lin(S) é o fecho linear de S

— conjunto de todos os vetores que sdo combinacdo linear de um
nimero finito de vetores de S

® Definimos também afim(.S), cone(S), e conv(S)

15



Fechos e Subespacos
Seja S C R”
e lin(S) é o fecho linear de S

— conjunto de todos os vetores que sdo combinacdo linear de um
nimero finito de vetores de S

® Definimos também afim(.S), cone(S), e conv(S)

Se S = (), entdo

15



Fechos e Subespacos
Seja S C R”
e lin(S) é o fecho linear de S

— conjunto de todos os vetores que sdo combinacdo linear de um
nimero finito de vetores de S

® Definimos também afim(.S), cone(S), e conv(S)

Se S =0, entdo
® lin(S) = cone(S) = {0}

15



Fechos e Subespacos
Seja S C R”
e lin(S) é o fecho linear de S

— conjunto de todos os vetores que sdo combinacdo linear de um
nimero finito de vetores de S

® Definimos também afim(.S), cone(S), e conv(S)

Se S =0, entdo
® lin(S) = cone(S) = {0}
e conv(S) = afim(S) =0

15



Fechos e Subespacos
Seja S C R”
e lin(S) é o fecho linear de S

— conjunto de todos os vetores que sdo combinacdo linear de um
nimero finito de vetores de S

® Definimos também afim(.S), cone(S), e conv(S)

Se S =0, entdo
® lin(S) = cone(S) = {0}
e conv(S) = afim(S) =0

Dizemos que S é um

15



Fechos e Subespacos
Seja S C R”
e lin(S) é o fecho linear de S

— conjunto de todos os vetores que sdo combinacdo linear de um
nimero finito de vetores de S

® Definimos também afim(.S), cone(S), e conv(S)

Se S =0, entdo
® lin(S) = cone(S) = {0}
e conv(S) = afim(S) =0

Dizemos que S é um
® subespaco linear, se lin(S) = S

15



Fechos e Subespacos
Seja S C R”
e lin(S) é o fecho linear de S

— conjunto de todos os vetores que sdo combinacdo linear de um
nimero finito de vetores de S

® Definimos também afim(.S), cone(S), e conv(S)

Se S =0, entdo
® lin(S) = cone(S) = {0}
e conv(S) = afim(S) =0

Dizemos que S é um
® subespaco linear, se lin(S) = S
® subespaco afim, se afim(S) = S

15



Fechos e Subespacos
Seja S C R”
e lin(S) é o fecho linear de S

— conjunto de todos os vetores que sdo combinacdo linear de um
nimero finito de vetores de S

® Definimos também afim(.S), cone(S), e conv(S)

Se S =0, entdo
® lin(S) = cone(S) = {0}
e conv(S) = afim(S) =0

Dizemos que S é um
® subespaco linear, se lin(S) = S
® subespaco afim, se afim(S) = S
® cone, se cone(S) =S

15



Fechos e Subespacos
Seja S C R”
e lin(S) é o fecho linear de S

— conjunto de todos os vetores que sdo combinacdo linear de um
nimero finito de vetores de S

® Definimos também afim(.S), cone(S), e conv(S)

Se S =0, entdo
® lin(S) = cone(S) = {0}
e conv(S) = afim(S) =0

Dizemos que S é um
® subespaco linear, se lin(S) =
® subespaco afim, se afim(S) =
® cone, se cone(S) =S
® conjunto convexo, se conv(S) = S

15



Fechos e Subespacos
Seja S C R”
e lin(S) é o fecho linear de S

— conjunto de todos os vetores que sdo combinacdo linear de um
nimero finito de vetores de S

® Definimos também afim(.S), cone(S), e conv(S)

Se S =0, entdo
® lin(S) = cone(S) = {0}
e conv(S) = afim(S) =0

Dizemos que S é um
® subespaco linear, se lin(S) =
® subespaco afim, se afim(S) =
® cone, se cone(S) =S
® conjunto convexo, se conv(S) = S

S pode ser as colunas de uma matriz A
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nimero finito de vetores de S

® Definimos também afim(.S), cone(S), e conv(S)

Se S =0, entdo
® lin(S) = cone(S) = {0}
e conv(S) = afim(S) =0

Dizemos que S é um
® subespaco linear, se lin(S) =
® subespaco afim, se afim(S) =
® cone, se cone(S) =S
® conjunto convexo, se conv(S) = S

S pode ser as colunas de uma matriz A
® Escrevemos lin(A), afim(A), cone(A), e conv(A)
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Posto

O posto de S C R™ é a cardinalidade de um maior subconjunto de
S que é linearmente indepentende

® Escrevemos posto(S)

® Definimos analogamente posto-afim(.S)

{0} é afim-independente mas n3o é linearmente independente

E se S é linearmente independente, entdo S é afim-independente
Exercicio: Prove que, para todo S C R", se 0 € afim(5), entdo
posto-afim(S) = posto(S) + 1; e se 0 ¢ afim(S), entdo
posto-afim(S) = posto(S).

A dimensdo dim(S) de S é posto-afim(S) — 1

® S tem dimensdo plena se dim(S) =n
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O posto de uma matriz A é o posto de suas colunas
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Posto de uma matriz

O posto de uma matriz A é o posto de suas colunas
® Denotamos por posto(A)

e E igual ao posto de suas linhas

Uma matriz A € R™*" tem
® posto-linha completo, se posto(A) =m

® posto-coluna completo, se posto(A) =n
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Cones Poliédricos

Um cone C' C R™ é poliédrico se C' é um poliedro
Exercicio: Mostre que todo cone C' C R? é um poliedro
Exercicio: Dé um exemplo de um cone que n3o é poliédrico

Exercicio: Mostre que todo poliedro é um conjunto convexo
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Cones Poliédricos

Proposicdao: Um cone C' € R" é poliédrico se e somente se existe
uma matriz A € R"™*" tal que C' = P(A,0)
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O que mais é um Poliedro?

Proposicdo: Sejam A € R"™>*™ B e R™M*"2 C ¢ R™M*"3,
D c RTTLQXTU, E c ngxm, F c ngxn3' G c ]Rm3><n1'
HcR™x"2 JecR™*XM gecR™ beR™ ececR™, o
sistema

Ax+By+Cz=a
Dx+Ey+Fz>b
Gx+Hy+Jz<c
x>0
y<o0
xr e R™
y e R™
z € R™

é um poliedro.
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P=(A,b)

Pela proposicao anterior
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P=(A,b)

Pela proposicao anterior
P=(A,b) ={x cR": Ax =b,x > 0}
é um poliedro

Mas nem todo poliedro pode ser escrito dessa forma
¢ Exemplo: {z € R: 2 <1}

Porém, podemos achar um poliedro “equivalente”, em outra
dimens3o...
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22



Transformando P em P~

Para cada inequacio da forma a’x < a de P

® Adicionamos uma nova variavel y > 0

22



Transformando P em P~

Para cada inequacio da forma a’x < a de P

® Adicionamos uma nova variavel y > 0

T

® Aideiaéquey=a—a'x

22



Transformando P em P~

Para cada inequacio da forma a’x < a de P
® Adicionamos uma nova variavel y > 0

T

® Aideiaéquey=a—a'x

® Chamamos y de variavel de folga

22



Transformando P em P~

Para cada inequacio da forma a’x < a de P
® Adicionamos uma nova variavel y > 0
® Aideiaéquey=a—a’zx
® Chamamos y de variavel de folga

® Passamos atera’z+y =«

22



Transformando P em P~

Para cada inequacio da forma a’x < a de P

® Adicionamos uma nova variavel y > 0
T

Aideiaéquey=a—a'x

Chamamos y de variavel de folga
® Passamos atera’z+y =«

® Trocamos z por 7 — 2, com 2,27 >0

22



Transformando P em P~

Para cada inequacio da forma a’x < a de P

® Adicionamos uma nova variavel y > 0

® Aideiaéquey=a—a’zx

® Chamamos y de variavel de folga

® Passamos atera’z+y =«

+

® Trocamos z por 7 — 2, com 2,27 >0

E ficamos com a igualdade a’ (zt —27) +y =«

22



Transformando P em P~

Para cada inequacio da forma a’x < a de P
® Adicionamos uma nova variavel y > 0
® Aideiaéquey=a—a’zx
® Chamamos y de variavel de folga
® Passamos atera’z+y =«

+

® Trocamos z por 7 — 2, com 2,27 >0

e E ficamos com a igualdade a” (zt —27) +y =«

De forma geral,

22



Transformando P em P~

Para cada inequacio da forma a’x < a de P

® Adicionamos uma nova variavel y > 0
T

Aideiaéquey=a—a'x

Chamamos y de variavel de folga
® Passamos atera’z+y =«

® Trocamos z por 7 — 2, com 2,27 >0

E ficamos com a igualdade a’ (zt —27) +y =«

De forma geral,
P=((A —A J),b)

22



Transformando P em P~

Para cada inequacio da forma a’x < a de P

® Adicionamos uma nova variavel y > 0
T

Aideiaéquey=a—a'x

Chamamos y de variavel de folga

® Passamos atera’z+y =«

+

® Trocamos z por 7 — 2, com 2,27 >0

E ficamos com a igualdade a’ (zt —27) +y =«

De forma geral,
P=((A —A J),b)

pois P~ = {(zT,27,y): Azt — Az~ + Iy = b}
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Transformando P em P~

Para cada inequacio da forma a’x < a de P

® Adicionamos uma nova variavel y > 0
T

Aideiaéquey=a—a'x

Chamamos y de variavel de folga

® Passamos atera’z+y =«

+

® Trocamos z por 7 — 2, com 2,27 >0

E ficamos com a igualdade a’ (zt —27) +y =«

De forma geral,
P=((A —A J),b)

pois P~ = {(zT,27,y): Azt — Az~ + Iy = b}

Por que é “equivalente” e ndo igual?
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